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Serie divergenti

Metodi di sommabil
Dalle serie agli in

Definizione (Cesaro sommabilita)

> ax & Cesaro sommabile se esiste finito

1
lim op = lim —Zs,,=£

m—0o0 m—o0 m

Convergenza classica = Cesaro sommabile e inoltre
lim s, =¢{ — lim o, =/
n—ao0 m— 00

Non tutte le serie Cesaro sommabili sono convergenti:

1-14+1-1+...

¢ Cesaro sommabile, ma non sommabile.
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lim s,,:Zakzﬁ = lim f(x) =¢.
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convergenza => Cesaro = Abel

Domanda

Sotto quali condizioni valgono le implicazioni inverse?
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Serie divergenti N
sommabilita

Fatto

Una serie convergente & Abel sommabile, inoltre

lim s,,:Zakzﬁ = lim f(x) =¢.

n—0o0 x—1—

convergenza => Cesaro = Abel

Domanda

Sotto quali condizioni valgono le implicazioni inverse?
Dati due metodi P e Q

P sommabile = @ sommabile.

Schema Teorema Tauberiano

Q@ sommabile & T(a,) = P sommabile
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Dalle serie agli integrali

Teorema (Tauber)

Z a, Abel sommabile & na, —0 = Z a, convergente.

Idea della dimostrazione
Detto lim f(x) 221, ¢ stimiamo la differenza tra £ e la successione {sn}nen:

N

N
1 .
< (1-x) [ > |na| + NI —x) P Inanl} per ogni |x| <1
n>

Z an — f(x)

n=0 n=1

prendendo x =1 — +:

N
1 1 N—o0
— — — < — —+ —_—
sy — f (1 N)’ < 5 [E |nan| fgz|nan|} 0

n=1

e i FL T
T S = I, P =) = €
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Serie divergenti

Metodi di sommabilita

Dalle serie agli integrali

Fatto (Tauber Cesaro)

Y. a, Cesaro sommabile & na, -0 = 3] a, convergente

Teorema (Hardy)

> an Cesaro sommabile & |na,| < C = 3} a, convergente
abbiamo un risultato piu forte ancora

Teorema (Littlewood)

> a, Abel sommabile & |na,| < C = ) a, convergente

Useremo un risultato di Karamata per

Abel sommabile & T(a,) = Cesaro

11/42
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Metodi di sommabilita
Dalle serie agli integrali

Teorema (Karamata)

> a, Abel sommabile & s, > —C = >, a, Cesaro sommabile

(supponiamo s, = 0, poiché s, + C = 0)
Abel sommabilita di 3277, ap:
0
f(x) = (1—x)25,,x"—>€ per x — 17
n=0

Cesaro sommabilita:

=|

N
apN 1
UN:W: HZ:;)S,,—>€ per N — o
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Karamata

Idea della dimostrazione

kn 1_X ky x—1 é
(1 x)n;)snx = T p
Scriviamo L
Loy tk% (1)

Dato p(t) = Y5, bkt*, si ha

vorremmo mettere al posto di p una g tale che:

an =Y 0= (1=x) Y, selx) . | &0 -1
n=1 n=1
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Idea della dimostrazione
0 perte 0, — g(t)
g(t) = { [0.2)

l/e 1
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Idea della dimostrazione

O k=0
_ N
= (- efl/N)N) ((1 e ™ > sgle k/’V)> N=o, v
-_— k=0
e
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Dalle serie agli integrali

Littlewood

> a, Abel sommabile & |na,| < C =} a, convergente

Dimostrazione.

1 1<
sN—f<1—N>'<N Z|nan|+s§%|nan|

n=1 J

lna,| < C = s,=>-C

Per Karamata = Cesaro sommabilita;
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Serie divergenti R e

Dalle serie agli integrali

Littlewood

> a, Abel sommabile & |na,| < C =} a, convergente

Dimostrazione.

1 1
SN—f<1—N>' SN D Ina| +§S%|”an|

n=1

lna,| < C = s,=>-C

Per Karamata = Cesaro sommabilita; per Hardy:

Cesaro & |na,|<C = Za,, converge
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Dalle serie agli integrali

Estendiamo i metodi di sommabilita.

an:%Zak(n—k)

k<n

Estendiamo o(n) su tutto R™ nel modo seguente:

o(u) = Ju(u — t)ds(t)

0

integrando per parti e cambiando variabile

o(u) = Lu s(v)dv  per ue[0,00)
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Serie divergenti Metodi di sommabilita

Dalle serie agli integrali

Estendiamo i metodi di sommabilita.

1
Op=— ak(n—k
n n Z k( )
k<n
Estendiamo o(n) su tutto R™ nel modo seguente:

o(u) = Ju(u — t)ds(t)

0

integrando per parti e cambiando variabile

o(u) = Lu s(v)dv  per ue[0,00)

Definizione

. a0 \ N . .
Un integrale So ds(v) & Cesaro sommabile se esiste

lim o(u) = lim fus(v)dv =/

u—00 u—0o0 0

16
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Dalle serie agli integrali

n t

riscriviamo x = e~ *:

o]
lim Z a,x" = lim Z ae” "
x—1 0 t—0

o

se la serie a destra converge per ogni t > 0, possiamo scrivere:

o0 0 o8]
Z ae " = J- e "ds(v) = tJ s(v)e ™dv
n=0

. . 0
Per le serie di potenze >, ~; anx

0 0

I'’Abel sommabilita diventa:

o0 0
lim Z anx" =4 ~ lim ts(v)e ¥dv = ¢
x—1 0 t—0 Jg

e

Definizione

Un integrale SSO ds(v) & Abel sommabile se esiste per ogni t > 0 il limite

0
lim J e Mds(v) =14

t—0 Jg
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0
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Serie divergenti Metodi di sommabilita

Dalle serie agli integrali

Teorema (Abel = Cesaro per integrali (o = 0))

Sia s(v) non descrescente, continua a destra, nulla per v < 0, tale che

0
F(t) = f e "ds(v) esiste per ognit >0
0

Se
F(t)— ¢ pert—0

allora
s(u)y=14¢ per u — o

Osservazione

Nel caso v = 0 ritroviamo |'Abel sommabilita la Casaro sommabilita.
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Spazi di Hardy

Preliminari

Q aperto connesso di C , f: Q — C continua

Definizione

f si dice olomorfa se & C-differenziabile, ovvero se esiste

i F2) = f(z)

zZ—Zy Z — ZO

=/

Notazione (H(2))

Q < C, indichiamo con #H(2) le funzioni olomorfe su Q.
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semipiano

A c R? aperto, u: A — R, ue ¢?(A)

Definizione (Laplaciano)

N
N
N
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Spazi di Hardy

A c R? aperto, u: A — R, ue ¢?(A)

Definizione (Laplaciano)

2u  %u
AU = — + —=
u N + 2y? su

Definizione (Funzione armonica)

Una funzione u & armonica se Au = 0.

RZ

N

N

o



Spazi di

Spazi di Hardy Spazi di

A c R? aperto, u: A — R, ue ¢?(A)

Definizione (Laplaciano)

Definizione (Funzione armonica)

Una funzione u & armonica se Au = 0.

Fatto
Ogni funzione olomorfa & armonica

2 _1(a,2\ 2_1(2 2
ox 2\o0z oz "9y 2i\0z oz
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Spazi di Hardy sul disco

Data g: [-7, 7] — C, g € L}([—,7]), sia D ° c,e™ la sua serie di
Fourier
1 ™

Ch = —
2 J_ .

0
g(t)e Mdt  con Z lca| < o0
—0
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Spazi di Hardy sul disco

Data g: [-7, 7] — C, g € L}([—,7]), sia D ° c,e™ la sua serie di

Fourier
1 (" ; -
= — t)e "Mdt <o
=5 77Tg( e con §O|cn\

SianoD={zeC:|z| <1}, S'={zeC:|z| =1}

up: St > C
e’ — g(0)
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Spazi di Hardy Spazi di Hardy sul semipiano

Spazi di Hardy sul disco

Data g: [-7, 7] — C, g € L}([—,7]), sia D ° c,e™ la sua serie di
Fourier
1 ™

Ch = —
2 J_ .

0
g(t)e Mdt  con Z lca| < o0
—0

SianoD={zeC:|z| <1}, S'={zeC:|z| =1}

up: St > C
e’ — g(0)

Domanda

E possibile estendere g a una funzione olomorfa su D?
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Au=0 sulD

P
u=uy suS?t



Spazi di Hardy sul disco

Spazi di Hardy Spazi di Hardy sul semipiano

Poiché f olomorfa = f armonica,

Domanda
Si puo estendere ug a una funzione armonica su tutto D? Cerchiamo una
soluzione del Problema di Poisson sul disco

Au=0 suD

P
u=uy suS?t

Proposizione
Date g(t) (e quindi up), questa si estende a soluzione di (p) su D.

o0 o0
u(z) =c + Z cpz" + Z c_pz"
n=1 n=1



Spazi di Hardy sul disco

Spazi di Hardy Spazi di Hardy sul semipiano

Poiché f olomorfa = f armonica,

Domanda
Si puo estendere ug a una funzione armonica su tutto D? Cerchiamo una
soluzione del Problema di Poisson sul disco

Au=0 suD

P
u=uy suS?t

Proposizione
Date g(t) (e quindi up), questa si estende a soluzione di (p) su D.

o0 o0
u(z) =c + Z cpz" + Z c_pz"
n=1 n=1



Spazi di Hardy

ul semipiano

Cenno della dimostrazione

Data wug(e™), distinguiamo due casi:

(n>=0) z" & olomorfa su S* e si estende su I

(n<0) z7" = (Z)" si estende in modo anti-olomorfo su D
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Spazi di Hardy

ul semipiano

Cenno della dimostrazione

Data wug(e™), distinguiamo due casi:

(n>=0) z" & olomorfa su S* e si estende su I

(n<0) z7" = (Z)" si estende in modo anti-olomorfo su D
[e¢] o0
Z cz' e Z c_nz"
n=1 n=1

sono continue poiché convergono totalmente su D.
Allora u(z) & armonica su D e risolve (p). O
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Spazi di Hardy

sul semipiano

Spazi di Hardy sul disco
S|

Cenno della dimostrazione
Data wug(e™), distinguiamo due casi:
(n>=0) z" & olomorfa su S* e si estende su I

(n<0) z7" = (Z)" si estende in modo anti-olomorfo su D
[e¢] o0
Z cz' e Z c_nz"
n=1 n=1

sono continue poiché convergono totalmente su D.
Allora u(z) & armonica su D e risolve (p). O

Vediamo che

Za rlrlent — ¢ + Zc,,z + Zc_,,z

n>0 n>0
[ —

olomorfa anti-olomorfa
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Spazi di Hardy

Spazi di Hardy sul disco
S

di Hardy sul semipiano

Cenno della dimostrazione
Data wug(e™), distinguiamo due casi:
(n>=0) z" & olomorfa su S* e si estende su I

(n<0) z7" = (Z)" si estende in modo anti-olomorfo su D
[e¢] o0
Z cz' e Z c_nz"
n=1 n=1

sono continue poiché convergono totalmente su D.
Allora u(z) & armonica su D e risolve (p). O

Vediamo che

Za rlrlent — ¢ + Zc,,z + Zc_,,z

n>0 n>0
—_——— —
olomorfa anti-olomorfa

Affinché I'estensione sia olomorfa dovra essere c_, = 0 per ogni ne N.
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Spazi di Hardy sul semipiano

Spazi di Hardy

Sostituendo a ¢, I'espressione dei coefficienti di g, troviamo:

u(z) — %f 2(t) [l o (Z(z"e—f"f)ﬂ dt

0 n=1

h(t,z)



Spazi di Hardy sul disco

Spazi di Hardy sul semipiano

Spazi di Hardy

Sostituendo a ¢, I'espressione dei coefficienti di g, troviamo:

u(z) — %f 2(t) [l o (Z(z"e—f"f)ﬂ dt

0 n=1
h(t,z)
possiamo scrivere u come
1 us
= — t)h(t, z)dt
o2) = 5= | slmte)



Spazi di Hardy

Spazi di Hardy sul disco
d v

Spazi di Hardy sul semipiano

Sostituendo a ¢, I'espressione dei coefficienti di g, troviamo:

u(z) — %f 2(t) [l o (Z(z"e—f"f)ﬂ dt

0 n=1

h(t,z)

possiamo scrivere u come

u(z) 1 fﬂ g(t)h(t,z)dt

Cor ),
sostituendo z = re’?, h(t, z) diventa

1—r2

PO —t) =
(6—1) 1—2rcos(f —t)+r?

chiamiamo ¢ I'angolo (6 — t) e definiamo

26 /42



Spazi di Hardy sul disco
Spazi di Hardy sul semipiano

Spazi di Hardy

Sostituendo a ¢, I'espressione dei coefficienti di g, troviamo:

u(z) — %f 2(t) [l o (Z(z"e—f"f)ﬂ dt

0 n=1

h(t,z)

possiamo scrivere u come

u(z) 1 fﬂ g(t)h(t,z)dt

Cor ),
sostituendo z = re’?, h(t, z) diventa

B 1—r?
~ 1—2rcos(f —t) +r2

'Dr(e_ t)

chiamiamo ¢ I'angolo (6 — t) e definiamo
Definizione (Nucleo di Poisson per il disco)

B 1—r?
1 —2rcos(¢) + r2

Pr(9)

26
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Spazi di Hardy

Spazi di Hardy sul disco
i H

semipiano

Figura: Nucleo di Poisson, per r — 1



Spazi di Hardy

Spazi di Hardy sul disco
d v

Spazi di Hardy sul semipiano

Data up su S, la soluzione al problema (p) & data da

u(re’®) = %Jﬂ P.(6 — t)g(t)dt = i(Pr *g)(0)

—T



Spazi di Hardy sul disco
Spazi di Hardy sul semipiano

Spazi di Hardy

Data up su S, la soluzione al problema (p) & data da

Osservazione

Fissato r € (0, 1), possiamo scrivere i coefficienti di Fourier di P,(6):

o¢]

P.(0) = Z rlnl gin®

—00



Spazi di Hardy sul disco
Spazi di Hardy sul semipiano

Spazi di Hardy

Data up su S, la soluzione al problema (p) & data da

u(re®) = % Jﬂ P.(6 — t)g(t)dt = %(P, x g2)(0)

Osservazione

Fissato r € (0, 1), possiamo scrivere i coefficienti di Fourier di P,(6):

o¢]

P.(0) = Z rlnl gin®

—00

o0 H . .. . . .
Se g(t) = >~ ane™, i coefficienti della sua estensione armonica sono

Cn(u) = ¢ (;T(Pr * g)> = co(Py)cn(g) = anr!!



Spazi di Hardy sul disco
Spazi di Hardy sul semipiano

Spazi di Hardy

Data up su S, la soluzione al problema (p) & data da

u(re®) = % Jﬂ P.(6 — t)g(t)dt = %(P, x g2)(0)

Osservazione

Fissato r € (0, 1), possiamo scrivere i coefficienti di Fourier di P,(6):

o¢]

P.(0) = Z rlnl gin®

—00

o0 H . .. . . .
Se g(t) = >~ ane™, i coefficienti della sua estensione armonica sono

Cn(u) = ¢ (;T(Pr * g)> = co(Py)cn(g) = anr!!

Fatto (Approssimazione per convoluzione)

Esiste il lim,_,1 u(re®) = lim, 1 (P, * g) (t) = g(t).



Spazi di Hardy sul disco
Spazi di Hardy sul semipiano

Spazi di Hardy

Limiti radiali

Definizione

Sia f(r,0) = f(re®) funzione continua su D. f ha limite radiale se esiste
finito ' '
lim f(re’®) = f(e'®)  per quasi ogni 6 € [0, 27].

r—1
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Spazi di Hardy sul disco

Spazi di Hardy Spazi di Hardy sul semipian

Limiti radiali

Definizione

Sia f(r,0) = f(re®) funzione continua su D. f ha limite radiale se esiste
finito ' '
lim f(re’®) = f(e'®)  per quasi ogni 6 € [0, 27].

r—1

Fatto (gia)

Se g € L}([~m,m]) con ¢, = 0 per n < 0, la sua estensione olomorfa ha
limite radiale, poiché

u(re®) = (P, xg) =5 g
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Spazi di Hardy sul disco

Spazi di Hardy Spazi di Hardy sul semipian:

Limiti radiali

Definizione

Sia f(r,0) = f(re®) funzione continua su D. f ha limite radiale se esiste
finito . '
lim f(re’®) = f(e'®)  per quasi ogni 6 € [0, 27].

r—1

Fatto (gia)

Se g € L}([~m,m]) con ¢, = 0 per n < 0, la sua estensione olomorfa ha
limite radiale, poiché

u(re®) = (P, xg) =5 g

Domanda (~Tauber)

Quali funzioni olomorfe su D ammettono limite radiale per |z| — 17

29 /42



sul disco
semipiano

Spazi di Hardy

e di Fatou)

Sia f olomorfa e limitata su D, allora f ammette limite radiale:

Iim1 f(re’) per g.o. 0 € [0,27]



Spazi di Hardy sul disco
i Hardy sul semir

Spazi di Hardy

e di Fatou)

Sia f olomorfa e limitata su D, allora f ammette limite radiale:

Iim1 f(re’) per g.o. 0 € [0,27]

Dimostrazione

f & olomorfa, su D, = {z€ C: |z| < r},_,, dunque

0

6

- $ia= S auer
n=0



Spazi di Hardy Spazi di Hardy sul disco
i Hardy sul semip

e di Fatou)

Sia f olomorfa e limitata su D, allora f ammette limite radiale:

Iim1 f(re') per g.o. 6 € [0,2n]

Dimostrazione

f & olomorfa, su D, = {z€ C: |z| < r},_,, dunque

0
= S0 = S aure
n=0

Questa & la serie di Fourier di f vista su S}

o0
Z r m0



Hardy sul disco

sul semipi

Teorema (Teorame di Fatou

Sia f olomorfa e limitata su D, allora f ammette limite radiale:

Iim1 f(re') per g.o. 6 € [0,2n]

Dimostrazione

f & olomorfa, su D, = {z€ C: |z| < r},_,, dunque

0
= S0 = S aure
n=0

Questa & la serie di Fourier di f vista su S}

o0
Z r m0

”f”ig(s}) = Z |an|2 o Z |an|2 <M?

n=0 n=0



Hardy sul disco

sul semipi

Teorema (Teorame di Fatou

Sia f olomorfa e limitata su D, allora f ammette limite radiale:

Iim1 f(re') per g.o. 6 € [0,2n]

Dimostrazione

f & olomorfa, su D, = {z€ C: |z| < r},_,, dunque

0
= S0 = S aure
n=0

Questa & la serie di Fourier di f vista su S}

o0
Z r m0

”f”ig(s}) = Z |an|2 o Z |an|2 <M?

n=0 n=0

allora g(t) = > a,e™



sul disco
sul semip

Spazi di Hardy

Teorema (Teorame di Fatou)

Sia f olomorfa e limitata su D, allora f ammette limite radiale:

Iim1 f(re') per g.o. 6 € [0,2n]

Dimostrazione

f & olomorfa, su D, = {z€ C: |z| < r},_,, dunque

f(Z) Z:: g n m9

Questa & la serie di Fourier di f vista su S}
o0
) o
f(re") = Z apre’”
n=0

2 2 r~>1
1122 sy = D lanl 7 =5 3 Janl® <

n=0 n=0

allora g(t) = > ja,e™ = f(e") in L*(S") O



spazi di Hordy Spazi di Hardy sul disco

Riassumendo

a0
Data g € [%(S?) con g(t) = Z ae’
n=0 D

u(re™) € H(D),

Spazi di Hardy sul semipiano
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Spazi di Hardy sul d

Spazi di Hardy Spazi di Hardy sul s

Riassumendo

a0
Data g € [%(S?) con g(t) = Z ae’ y
n=0 D

u(re™) € H(D),
u(re’®) ~ (P, x g)(t) =% g(t)
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Riassumendo

a0
Data g € [%(S?) con g(t) = Z ae’
n=0

u(re™) € H(D),
u(re’®) ~ (P, x g)(t) =% g(t)

inoltre u(re™) e L2(S}) per ogni r € (0,1)

<

r

N

51
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Riassumendo

a0
Data g € [%(S?) con g(t) = Z ae’
n=0

u(re™) € H(D),
u(re") ~ (P = g)(t) = g(1)

inoltre u(re™) e L?(S') per ogni r e (0,1)
Viceversa

f(z) € H(D) limitata = f(re’) =5 f(e't)

<

r

N

51
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Riassumendo

a0
Data g € [%(S?) con g(t) = Z ae’
n=0 D

u(re™) € H(D),
ure) ~ (P, = g)(t) = g(t) @

<

r

inoltre u(re’) e L?(S}) per ogni r € (0,1) &

Viceversa

f(z) € H(D) limitata = f(re’) =5 f(et) e [2(S1)

N

51

31/42



Spos i Hrty | Spardy i d

Riassumendo

a0
Data g € [%(S?) con g(t) = Z ae’ y
n=0 D

u(re™) € H(D),
u(re’®) ~ (P, x g)(t) =% g(t)

inoltre u(re™) e L2(S}) per ogni r € (0,1)

Viceversa

f(z) € H(D) limitata = f(re’) =5 f(e't) € 2(SY)
inoltre f(re™) e L?(S}) per ogni r € (0,1)
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Spazi di Hardy sul disco

Spazi di Hardy sul semipiano

Spazi di Hardy

Diamo un nome allo spazio

H(D) n L2(SY)



Spazi di Hardy sul disco
Spazi di Hardy sul semipiano

Spazi di Hardy

Diamo un nome allo spazio

H(D) n L2(SY)

Definizione (Spazio di Hardy su D)

Lo spazio

1 (" :
H?*D) =<{feHD): sup — |f(re’9)‘2 df <
ref0,1) 2m ) o
€ uno spazio vettoriale normato con:

£ (re)]|,p := sup 11l 2 (sp)




Spazi di Hardy sul semipiano

Definizione (Transfomata di Fourier)

Data f: R — C integrabile, la sua trasformata di Fourier &

00
(&) := J f(s)e >™ds  per ogni £ e R



Spazi di Hardy sul semipiano

Definizione (Transfomata di Fourier)

Data f: R — C integrabile, la sua trasformata di Fourier &

00
(&) := J f(s)e >™ds  per ogni £ e R




Spazi di Hardy sul semipiano

Definizione (Transfomata di Fourier)

Data f: R — C integrabile, la sua trasformata di Fourier &

Q0

1?(5) = f f(s)e ®™¢ds  per ogni £ € R

Definizione (Transfomata inversa di Fourier)

Data f: R — C, integrabile la sua anti-trasformata di Fourier e

fls) := foo f(€)e*rsdg

—00

Definizione (Decrescita moderata)

f e f sono moderatamente decrescenti su R se

A : A
< 7o)




Spazi di Hardy & ki €

di Hardy sul s

Sia R2 = {(x,y) e R?: y > 0}. Il bordo di R & R.
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Spazi di Hardy

Sia R2 = {(x,y) e R?: y > 0}. Il bordo di R & R.

Si puo estendere ug: R — C a una funzione armonica su Ri?

Au=0 suR?
u(x,0) = up(x) suR
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Spazi di Hardy

Sia R2 = {(x,y) e R?: y > 0}. Il bordo di R & R.

Domanda

Si puo estendere ug: R — C a una funzione armonica su Ri?

Au=0 suR?

v u(x,0) = up(x) suR

Q0

up(x) = J io(s)e*™™ ds
—0o0
1 +00

— do(s)e™ + Go(—s)e "> ds
2T 0 —_— —
olomorfa anti-olomorfa
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Spazi di Hardy sul di:

Spazi di Hardy

Spazi di Hardy sul semipiano

Sia R2 = {(x,y) e R?: y > 0}. Il bordo di R & R.

Domanda

Si puo estendere ug: R — C a una funzione armonica su Ri?

Au=0 suR?

v u(x,0) = up(x) suR

Q0

up(x) = J io(s)e*™™ ds
—0o0
1 +00

— do(s)e™ + Go(—s)e "> ds
2T 0 —_— —
olomorfa anti-olomorfa

Chiediamo 0p(s) = 0 per s < 0.
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Spazi di Hardy i Hard

S
Spazi di Hardy sul semipiano

Quali f in L2(R) hanno supp f < [0, +00)?
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Spazi di Hardy sul di:

Spazi di Hardy

Spazi di Hardy sul semipiano

Quali £ in L2(R) hanno supp f < [0, +0)?

Teorema

Siano f e f moderatamente decrescenti. Allora f si estende a F (2)
continua e limitata su R% = {z = x + iy : y > 0}, olomorfa su R? se e

~

solo se (&) = 0 per ogni £ < 0.

35/42



Soozi i Hordy Spazi di Hardy sul disco

Spazi di Hardy sul semlplano

~

Domanda

Quali f in L2(R) hanno supp f < [0, +00)?

Teorema

|

Siano f e f moderatamente decrescenti. Allora f si estende a F(z)
continua e limitata su ]R2 ={z=x+1iy:y >0}, olomorfa su R% see
solo se f(§) =0 per ogni § < 0.

Teorema (Paley-Wiener)

Sia f continua e moderatamente decrescente. f si estende a una funzione

intera tale che
F(2)] < AT

con A> 0, se e solo se supp f = [—~M, M].
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Spazi di Hardy sul disco

Spazi di Hardy Spazi di Hardy sul semipiano

Riassumendo

o ) 2
Data f € L?(R) con F(z) = f f(&)e*™ sz de R
0

F(x + iy) € H(R3),

36

42



Spazi di Hardy sul disco

Spazi di Hardy Spazi di Hardy sul semipiano

Riassumendo

o ) 2
Data f € L?(R) con F(z) = f f(&)e*™ sz de R
0

F(x+iy) € H(RY),
Fx +iy) ~ (hy % g)(x) ©=% g(x)
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Spazi di Hardy sul disco

Spazi di Hardy Spazi di Hardy sul semipiano

Riassumendo

o ) 2
Data f € L?(R) con F(z) = J f(&)e*™ sz de R
0

F(x + iy) € H(R3),

Fx +iy) ~ (hy % g)(x) ©=% g(x)

inoltre F(x+iy) € L2(R) per ogni y € R, R X
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Spazi di Hardy sul disco

Spazi di Hardy Spazi di Hardy sul semipiano

Riassumendo

© L . 2
Data f € L2(R) con F(z) = f F(€)e?™i€ de R
0

F(x + iy) € H(R3),

Fx +iy) ~ (hy % g)(x) ©=% g(x)

inoltre F(x+iy) € L2(R) per ogni y € R, R X

Viceversa

F(z) € H(R3) limitata = F(z) & estensione olomorfa di f(x)

con f(f) =0 peréE<O
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Spazi di Hardy sul disco

Spazi di Hardy Spazi di Hardy sul semipiano

Riassumendo

RSN . 2
Data f € L2(R) con F(z) = f F(€)e?™i€ de R
0

F(x + iy) € H(R3),

Fx +iy) ~ (hy % g)(x) ©=% g(x)

inoltre F(x+iy) € L2(R) per ogni y € R, R X

Viceversa
F(z) € H(R3) limitata = F(z) & estensione olomorfa di f(x) € L*(R)
con f(f) =0 peréE<O
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Spazi di Hardy sul disco

Spazi di Hardy Spazi di Hardy sul semipiano

Riassumendo

Data f € [%(R) con F(z) = Jw F(¢)e*m e de
0

R

F(x + iy) € H(R3),
Fx +iy) ~ (hy % g)(x) ©=% g(x)

inoltre F(x+iy) € L2(R) per ogni y € R, R

Viceversa
F(z) € H(R3) limitata = F(z) & estensione olomorfa di f(x) € L*(R)
con f(f) =0 peréE<O

inoltre F(x+iy) € L?(R) per ogni y € (0, +c0)
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Soozi i Hordy Spazi di Hard di

épazl di Hardy sul semipiano

F(z) stain H(R%) n L2(R)

37/42



Spazi di Hardy sul disco

Spazi di Hardy

Spazi di Hardy sul semipiano

F(z) stain H(R%) n L2(R)

Definizione (Spazio di Hardy su R?)

Lo spazio

Q0
H?(R2) = {Fe H(R2) :supf |F(x + iy)[> dx < oo} = H**

y>0J—-0

€ uno spazio vettoriale normato con:

IF G+ i)lee 1= sup IFll o,
y>0 x
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Costante di Eulero-Mascheroni
Funzione di Maobius

Teoria dei Numeri
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Costante di Eulero-Mascheroni

Teoria dei Numeri Funzione di Maobius
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Costante di Eulero-Mascheroni

Teoria dei Numeri AIEED El
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Costante di Eulero-Mascheroni

Teoria dei Numeri AIEED El

s
S|

3
Il
—

n = Sm—1 — logn

o

ap =5sm—logn

S

lim a, = lim b, =~
n—oo n—aoo
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Costante di Eulero-Mascheroni

Teoria dei Numeri Funzione di Maobius

ap =5sm—logn b, = Sp—1 —logn




Costante di Eulero-Masc
Teoria dei Numeri Snzioneldifiichis

Funzione di Mobius

1 sen=1
wu(n) =< (=1)" se n & prodotto di r primi distinti

0 se n ha almeno un fattore multiplo
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Costante di Eulero-Masc
Teoria dei Numeri Snzioneldifiichis

Funzione di Mobius

1 sen=1
wu(n) =< (=1)" se n & prodotto di r primi distinti
0 se n ha almeno un fattore multiplo

i pi(n)

n=1
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Costante di Eulero-Masc
Teoria dei Numeri Snzioneldifiichis

Funzione di Mobius

1 sen=1
wu(n) =< (=1)" se n & prodotto di r primi distinti

0 se n ha almeno un fattore multiplo
[e0]
n
Z uln) converge?
n
n=1
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Co: ulero-Masc!
H h - Funzione di Mabius
Teoria dei Numeri

Funzione di Mobius

1 sen=1
wu(n) =< (=1)" se n & prodotto di r primi distinti

0 se n ha almeno un fattore multiplo

o An)
E converge?
n

n=1

Sia f(s) = >0 ; 2 su {R(s) > 1}.

0
f analitica su {R(s) =1} & |a,| < C = Z % converge
n=1
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Costante di Eulero-Mascheroni
Funzione di Mabius

Teoria dei Numeri




Costante di Eulero-Mascheroni

Funzione di Mébius

Teoria dei Numeri
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ZN,(,Z): n <ll>=C(15) dove C(S)ZZ%

s
n=1 p primi P

Fatto

¢(s) analitica su {R(s) > 1} e ¢(s) # 0 su {R(s) =1,s # 1},
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si estende R(s) >0



Costante di Eulero-Mascheroni
Funzione di Mabius

Teoria dei Numeri

Eur(:)z n <ll>=C(15) dove C(S)ZZ%

s
n=1 p primi P

Fatto

¢(s) analitica su {R(s) > 1} e ¢(s) # 0 su {R(s) =1,s # 1},
f(s) = 1/c(s) analitica su {R(s) =1} e |u(s)| <1

)
Z (Z) converge
- N

=

3

inoltre:

A = i (66— 27) =+
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