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In questa lezione verranno dimostrati i due teoremi enunciati nella prece-
dente lezione.

Teorema 1. F = {€'"® | n € Z} ¢ sistema ortonormale massimale.
Data f € X laserie di Fourier (complessa) dife > 2 c,e™* dove i coefficenti
di Fourier sono

) 1 [t~ )
cn =< [, >= ) (x)e” " da
Teorema 2. Se f € C' N X allora:
1. la serie di Fourier di f converge totalmente Y |c,| < +oo
2. la somma ¢ f(x)
Dimostrazione. Teorema 1

Ortonormalita:

) ) 1 [t7
e mx _
<e,e >

_ L ei(nm)dx_{ 1 sen=m (1)
2 J_,

0 sen #m

Massimalita Per assurdo se esistesse f € X t.c. [[f[a=1e < f,E"* =0 >
allora < f,p >= 0Vp polinomio trigonometrico (combinaizione lineare finita di
elementi di F)

1f =2l = 1f = 2l5 = IF13 + lIpl3 = 17115 =1 (2)

Esercizio 1. || f]loo > |If2]l

da cui || f —p||% > 1 in contraddizione col fatto che i polinomi trigonometrici
sono densi in X (Stone-Weierstra/3). O

Per dimostrare il Teorema utilizzeremo un paio di lemmi.

Lemma 1. 1. Se f = f1 + ...+ fn con f; a due a due ortogonali, allora

IF11Z = NALl13 + e+ [l (3)



2. Se {gn} ¢ sistema ortonormale finito o numerabile allora Yf |f||3 >
Z;n:1| < f7gn > |2

Dimostrazione. 1. Esercizio

2. Caso finito: f=f1+ ..+ fm +f
Caso numerabile: basta passare al limite dalla disuguaglianza nel caso
finito.
O

Lemma 2. Se f € X & di classe C! allora i coefficenti di Fourier di f sono inc,

Dimostrazione.
1 T ] - T )
o ] f(@)e " dx = inc, = % /_7r flx)e "™ dx (4)
O
Conseguenza:

o 1112 = If'115 = 32, n®len]®.
o 12 Z If1I5 = 3,ez lenl?

Usiamo i due lemmi per la seconda dimostrazione.

Dimostrazione. Teorema

e Dobbiamo dimostrare che 3 |c,| < 400, abbiamo che ¢, = 2|c,|ns- <

2n —
n?ea| + 1.
=1 11
Do lenl Sleol + Y nflenl® + D7 5 <leol +IFIP+ 5D —5 <+o0 (5)
n=-—o0o n=1

o |>cn] <00 =3 c¢ue™ converge totalmente a una certa f e dimostria-

mo che f = f.

L , o o Ex , , 1
<f—=f,e">=<fe"" > —< f,e"" >=¢, — o » m;w cme™Te " dr = ¢ — o Zcm]

Dunque < f — f, e >= 0 Vn. Se per assurdo f — f # 0 allora e* non
sarebbe massimale.

O

Generalizzazione Teorema 2



e basta f € X continua e di classe C! a tratti.
Dimostrazione: Fsercizio.
Facendo cadere l'ipotesi di continuita il teorema non vale. Come contro-
esempo per FEsercizio considerare f(x) = x con & € [—m,+n| ripetuta
periodicamente.

e Basta f a-Holderiana con a > %

(Je < 400 tale che |f(z1 — f(a2)| < clxy — 22]%) (7)

e Ese f & C! atratti ma non continua?

Allora
~— inx f(z) se f continua in X
P ‘ continu i1 X (8)
Tl —_—a se f non ¢ continua in

Caso reale, solo enunciato, le dimostrazioni sono analoghe e possono essere
svolte come FEsercizio.

Teorema 3. La serie di Fourier reale di f &
o0
ap + Z(an cos(nx) + by, sin(nz))
n=1
dove i coefficenti di Fourier a,, e b,, sono dati da

T T —+7
! f(x)dx a,= % f(z) cos(nx)dz b, = 1 f(z)sin(nx)dz (9)

-7 —T

apg = —
2 J_ .

Allora la serie di Fourier reale di f converge totalmente a f se f & di classe C.
Teorema di Stone Weierstrass caso reale. e K spazio compatto e T?

e C(K):={f: K — Rcontinue} e || f|| norma del sup

e Dato F C C(K) allora:

— F ¢ un algebra se € un sottospazio vettoriale chiuso rispetto al pro-
dotto
— Feunreticolo se fi, fo € F= fiV fa €F, fifs € F

— F separa i punti e per ogni &1 # zo in K vale 3f € F tale che
f(x1) # f(z2)
— F & chiuso per coniugio cio¢ se f € F = f € F

Enuncio i teoremi di Stone Weierstrass

Teorema 4 (caso reale (caso complesso)). Se F & un algebra in C(K) (chiuso
per coniugio) che separa i punti e contiene le costanti. Allora F & denso in C(K).



Corollario 1. Teorema di Weierstra I polinomi sono densi in C(I) VI inter-
vallo chiuso.

Corollario 2. I polinomi trigonometrici sono densiin X’ = {f : K — C continue}
(dove K = [—m, x|/ — 77r)

O
Stone Weierstrass caso reale.

Lemma 3. Se F & un algebra chiusa che contiene le costanti in C(K) allora
un reticolo.

Dimostrazione. e Basta dimostrare che f € F = |f| € F
e Basta dimostrare che f € F,f > 0= /f € F

e Basta dimostrare che f € Ff > ¢ > 0= +/f € F.

Sia f: K —-R0<m< f< M < . Sia p, successione di polinomi tali
che p,(y) — /y unif. suy € [m, M].
Allora p,,(f(z)) — +/f(x) unif.

feF=>p.(f)e F=>/feF

(resterebbe da dimostrare che una tale successione di polinomi esiste) O

Lemma 4. Un reticolo in C(K) che separa i punti e contiene le costanti & denso
in C(K)

Dimostrazione. Voglio dimostrare che Vf € C(K),Ve > 03h € F : h(z) —e <
f(x) < h(z) +e

o Vo,y € K Jhyy € F & hgy(z) = f(x),hay(y) = f(y) (basta prendere
hy che sia combinazione lineare di 1 e di una funzione che assume valori
diversi in z e y).

o Ve K3h, € F:hy(z)=f(z) e VWWhe(y) < f(¥) +e.
Infatti Vy3aU, C K : hyy < f+€in U,,.
Per compattezza da {Uy },e k si estrae un sottoricoprimento finito Uy, , ..., Uy

n

hg = Rgy, -..haey,, verifica quanto voluto.

e JheF:h—e< f<h+e.
Applicando lo stesso ragionamento di sopra si puo costruire h = h,, V...V
hg, costruite a partire da un opportuno sottoricoprimento.

O

Dimostrazione Teorema di Stone



e La chiusura F ¢ un algebra chiusa che separa le costanti.
e Dal lemma 3 F & un reticolo.

e Dal lemma 4 F & denso in C(K), cioe F = C(K).



