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Relazione tra la regolarita di una funzione e come si comportano i suoi
coefficenti di Fourier

Teorema 1. 1. Sia f € X di classe C*, k > 0 allora
Z [n*e,|? < 400

(in particolare ¢, = o(|n|~*) per n — o0)

2. Se invece f € X e
Z In*e,| < 400

(in particolare ¢, = O(|n|~#+1*9)) con § > 0) allora f ¢ di classe C*.
Nota: la sommabilita e la quadrato sommabilita non sono equivalenti, quindi
dai risultati sopra non si deduce una caratterizzazione dei coefficenti in base alla
regolarita.

Dimostrazione. 1. Abbiamo che
o 00 +o00
00 > | DFFI? = |DFFI3 > > leoef di D FI* = [(in)fenl® = > Infen|?

Infatti se i ¢, sono i coefficenti di Fourier di f allora inc, sono queli di f’.

2. Ynfe,| < 400 = Y |nfe,| < +ooVh =0,....k allora
> D"(c,e™™®) converge totalmente Vh = 0, ..., k.
Quindi Zfz cne'™® ¢ funzione di classe C*, ma siccome tale serie converge
uniformemente allora deve necessariamente convergere a f(z).

O

Osservazione 1. Abbiamo dimostrato I’altra volta che ||f]|3 > 3 |c,|? in realta
abbiamo un uguaglianza. (Uguaglianza di Bessel)

Dimostrazione. Esercizio. O
Osservazione 2. Abbiamo anche che < f, f >= 3¢, - &,.

Dimostrazione. Esercizio. ]



Osservazione 3. Vale < [/, " >= inc,
Dimostrazione. Esercizio usando che f' =Y ¢,ine™". O

Equazione delle onde
Abbiamo una sbarra di materiale elastico con delle tacche equispaziate (disegno
1), per descrivere come agiscono delle onde sulla sbarra fissiamo una tacca x e
a ogni istante ¢ definiamo u(t, z) lo spostamento dalla posizione di quiete del
punto x al tempo t.
Per questa rappresentazione supponiamo che la sbarra elastica si comporti come
un insieme di punti collegati da molle (disegno 2), definiamo ¢ la lunghezza
a riposo di ogni molla. Definiamo wu,(t) lo spostamento della n-esima massa
rispetto alla posizione di quiete.
Abbiamo quindi la seguente equazione differenziale che descrive u,,(t)

mul = k(tupt1 — up +6 —80) — k(tp — up—1 + 6 — &)

dove si tiene conto delle forze della n—1-esima e n+ 1-esima molla sulla n-esima.
Percio mu)l = k(un41 — 2uy + tn—1) dove m = pdA con p densita e A area della
sezione della sbarra e k = %A con k. costante elastica.

Adesso

E (un-‘rl - 2un + un—l)

p 62 ’

"
U, =

n

derivando otteniamo

(£, 22) = % (u(t,z +8) — 2u(t, z) — u(t,z — 8))

52
_ Me _ 2
Ut = —Uggy = C Ugg.
0
Condizioni al bordo

u(t,0) = u(t, L) = OVt
Condizioni iniziali
Rimandate. Nota: per il caso n-dimensionale le osservazioni sono analoghe,
invece di considerare una sbarra si considera una membrana e abbiamo che
nella equazione delle onde al posto della derivata seconda rispoetto a x ci sara
il Laplaciano.
Risolviamo 'equazione al caso unidimensionale con le serie di Fourier.
Dobbiamo trovare u : [0,¢] X [—m, +7] — R di classe C? tale che

Ut = gy Vi, x
u(t,—m) = u(t,m) vt
Ug (b, —7) = uz(t,m) Vit (1)

u(0,z) = uy(x)
ut(0,2) = up(x)



Nota 1: le condizioni al contorno sono definite in modo che il problema di Fou-
rier abbia soluzione.

Nota 2: una funzione di classe C? definita su un chiuso ¢ intesa come estendibile
ad un aperto contenente il chiuso in modo che continui ad essere di classe C2.
Soluzione formale(per capire come funzionano le cose)

9]
’U/(t7 J?) = Z Cn (t)eznT = Uy = Z C;: (t)ein-f7 Upz Z —Cp (t)n2€zn'r
—00

quindi 2ug, = 3. —c?ne, (t)e®.

Abbiamo percid che : uycug, < ¢ = —n%c?c, che & una equazione differen-
ziale ordinaria, la cui unicita della soluzione ¢ data se sono note le condizioni
iniziali

y(0) = c?z ) . . : 7 2 2
. dell’equazione differenziale y” + c"n"y = 0. (2)
y'(0) =cp
Notiamo che se u® = > cle™m® wl(t) = S cle™® allora u'(t) = u(0,2) =

e, (0) e ur(t) = u(0,2) = 5. ¢, (0)e™*

quindi le condizioni iniziali date sull’equazione y” 4 ¢*n?y = 0 corrispondono
a quelle del problema di partenza dove ¢, cl sono oi coefficenti di Fourier di
Up, Uq -

Passando quindi in notazione complessa

an"i'ﬁn:

cn(t) = ae™ 4 Be™ " con
Qp — 611 =

YGRS

Soluzione rigorosa

Teorema 2 (unicitd e caratterizzazione). Sia w : [0,7] x [—m, 7] — R di
classe C? soluzione del problema espresso dall’equazione 1. Allora u(t,z) =
> en(t)e™ dove Vn € Z ¢, (t) risolve il problema di Cauchy

y// + CQnQy _ 0
y(0) = c), (3)
y'(0) =},

con ¢ coeff. di Fourier di ug e ¢, coeff. di Fourier di ug,us.
In particolare la funzione u & unica.

Dimostrazione. Innanzitutto u € C? = u(t,z) = Y ¢, (t)e™®, con ¢, (t) =<
u, e >= L fj: u(t, z)e™®dx.

Allora per il teorema di derivazione sotto il segno di integrale ¢, ¢ di classe C?
e di(t) = o= [ uw(t,x)e” ™ dr =< uy,e™ > . Inoltre per la scelta oculata
dell condizioni al contorno abbiamo che < u,,,e"* >= —n2c,(t) (per il lemma
sui coefficenti di Fourier di f’ ) allora dall’ipotesi us; = c?ugz. si ha che ¢, risolve



I’equazione 3.
Quindi

an+5n=C%

Cp = aneinct 4 5n67inct con .
(an - 671)“1 = Cpl

mentre per n = 0 'equazione &

IO

O
3k

y” = 0 quindi ¢o(t) = apt + B con {go -
b =

Osservazione 4. Siccome possiamo risolvere

o ¢, (t) = et + Bre” et an # 0 dove

an+ﬁn: 9;
1
C
O‘nfﬂn:l
m

e ¢o(t) = ap + Bot dove

so

g = C
Bo=c

O



