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Ripartiamo dall’equazione delle onde enunciata nella scorsa lezione.

Osservazione 1. 1. Se la soluzione dell’equazione delle onde esiste, allora
necessariamente esiste v € C? e u' € C*.

2. Uge(t—m) = c%utt(t, —7) = C%utt(t,ﬂ)uum(t,ﬂ)

3. Dal punto precedente ho che V¢t se estendo u(t, -) su tutto R per periodicita
ottengo una funzione C?

4. u(z,t) = Pottao+d (vtet)+o—(z—ct) con dy (v+et) =3, 4 apem@ret)
p-(z—ct) =3, 0 pirE=et) o gy = ¢l = 5= |7 uadt.
Vediamo quanto sono regolari ¢4 e ¢_, abbiamo che |a,| < |2 + |cl]
adesso > nla,| <3, Inc®| + > |ck| e nella parte sinistra dell disugua-
glianza le due componenti sono entrambe finite = ¢, € C' e anche ¢_,
non abbiamo ancora che sono C?.

Teorema 1 (Esistenza). Se ug € X N C? e u; € X N C?, intendendo che sono
C? e O3 se estese per periodicita, quindi aggiungendo condizioni al bordo.
Allora I'equazione delle onde ammette una soluzione di classe C? tale che

u: (—o00,00) X [-m, 7] — R.

Dimostrazione. Prendendo u(t,z) = 3_ ¢, (t)e™* con ¢, dato dalle formule pre-
cedentemente espresse.
Punto chiave: verificare che u & C? e verifica I’equazione delle onde.

1

o Y Infe(t)] < +oo = u(,t) € C?, ma ¢y < Jan| + |Ba| < lep| + 152
= Y Incy| < Y| + 3 Incy|

e siccome ¢, risolve y”/ = n?c?y, allora _ |nc,(t)| < +o00 = u(w,-) € C2.

. 92 2 . . .
e Resta da verificare che % e g’ta“; sono continue, Esercizio.

Chiaramente ¢y (t) ¢ C* in ¢t quindi u(z,t) ¢ C* in t (se la serie converge

totalmente).
u(z,t) & C? in X < Y |[n?c, ()] < ooVt
(u(x,t) & C® int < Y |D%c,(t)] < coVt) O



Teorema 2. Se up € X NC?%, u; € X N C' allora il problema delle onde
ammette soluzione u € C? dove u : R x [—m, 7] — R.

Dimostrazione. Cerco u(t,x) = Bot + ¢4 (x + ct) + ¢—_(x — ct) con ¢y¢_ in
XNnC2

(sicuramente ogni u di questo tipo soddisfa equazione e cond. al bordo). Basta
trovare (g, ¢+, ¢_ tali che valgono le condizioni iniziali:

- + o =uo
Bo+ cdly —cdl =ur & ¢l — ¢l = 1T

Tutto cio vale se :

G- —dy =101
3
{¢+ = todm

_ ug—v
(bi_ 021

{¢+¢+ = Ug

. Si usa il seguente

dove v1 € una primitiva di ulzﬁ"

Lemma 1. f € X NC! con fOQW f(z)dz = 0. Allora la F primitiva di f & in
XnceC2.
Prendendo f3 tale che [”_ ”17;60 = 0 tutto funziona. O

Derivazione dell’equazione del calore
disegno 1 Partiamo dicendo che se ho due contenitori Ty e T ¢’e un trasferimento
di energia da sinistra a destra, in questa misura

A(Tl — To) d—0 aT
E=k = k,— 1
3 q B (1)
Abbiamo quindi che per a < b,T = T(z,t)
b b 92
or orT or 9T

CT/a e =ab) —qla) = —ke(Z-(b) - 5-(a)) = —ke ) T2
/baTd _ o [T, o or 0T
T e T e Gz ™ Tot T o

Abbiamo quindi la seguente equazione del calore u; = cu,, nel caso monodi-
mensionale.
Nel caso di dimensione > 1

oT 0 )
—c A ad;lc = —ca/Qde = —k. f(m VT -u = —kc/de(VT)dm = —kc/QAde
= c/ a—T =k. | AT vQ
ot Q
ou
T AT
5 — CAU



Abbiamo quindi che il problema di Cauchy associato ¢ il seguente:

Ut = ClUgy Vi, x
u(t,m) =u(t,—m) Vit
Uy (t,m) = w(t, —m) Vi
u(o, ) = up(x) Va

(2)

Per risolvere questo problema usiamo le serie di Fourier, abbiamo che se u(t, z) =
Sen(t)e™® allora uy = > ¢l (1)e™® € Uy, Y, —n?cn(t)e™®, per risolvere u; =
Cugy serve che:

d, =cn’cp (3)
ciod che ¢, (t) risolva Pequazione 3’ + cn?y = 0 con dato iniziale y(0) = c2 dove
Y & coefficente di Fourier di ug.

Inoltre vale:
0 _—cn’t
en(t) =che . (4)

Quindi la soluzione &

ZC 6(1711 en’t) _ ZCO —cn’t eine (5)

nez neE”Z

Teorema 3 (Unicita). Se u : [0,7] x [-m, 7] — R € C? risolve il problema
2, allora i coefficenti ¢, (t) sono univocamente determinati dall’equazione 3 o 4.
In particolare la soluzione ¢ unica.

Teorema 4 (Esistenza). Se ug € X NC* allora Ju : [0, +00] x [-m, 7] = R €
C% e C*°(0,+00) che risolve il problema 2.

Dimostrazione. Dobbiamo verificare che la 5 soddisfa le ipotesi. Ci basta uindi
controllare le convergenze:

o Hc%eim*cngtﬂtzo = || ma allora usando che uy € C' abbiamo che
> |l] < 40 e percid u € C°

e per dimostrare che u € C°°((0, +00) x R), ci basta mostrare che V§ >
03 [(Z)F () (e =) e 250 < oo

Ma infatti
(%)k(%)h() = (—Cn2)k<cn)ll( ) = ||< 0 (aax) (loerizs = (cn2)knh\cg|||e—cn26“_

Quindi la serie converge totalmente su [4,00) x R,Vd > 0 e quindi la tesi.
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