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Proposizione 1. e fECFNX & |en] = o(iner)
e feCPNX =Y n*en]? < oo

e Sia {c,} CC, ¥, oy InFllen] <00 = feCk

Proposizione 2. In particolare |c,| < ce " § > 0 Se assumiamo che 35 > 0

tale che verifica le ipotesi precedenti allora vale che la f ¢ analitica. (Cioe
coincide con una serie di potenze)

Dimostrazione. Si consideri g1, gz : C — C definite come serie di potenze

o0 oo
g1(z) = Z 2" g2(2) = Z c_n2"
n=0 n=0

convergono in un disco in C di raggio R con R < €° gy, go sono analitiche anche
in un intorno di 9B con B disco unitario in C.

Allora f(z) = g1(e"*) + gle™™) e z = ¥ = 2" = "™ |z = @ = 2" =
efinz. O

Esercizio 1. f : R — Rf € X e ay,b, coefficenti di Fourier reali, tali che
lan| + |bn| < e con n € N allora f & analitica reale.

Esercizio 2. e Sia f(z) =32, 4—@ sin(nx) calcolare || f|z2-

e analogamente per g(z) = >, ., cos(nr)
Suggerimento: si utilizza la disuguaglianza || f||3 > >, . [ca|* (Bessel) che
vale se f € X NC1, e per dimostrare che le funzioni sono C! uso le proposizioni

precedenti riguardanti la sommabilita.
In realta vale la seguente

Proposizione 3 (Uguaglianza di Bessel). Vf € X allora || f|| =3= ", o5 |cn|?

Dimostrazione. Abbiamo gia che || f]|2 > (3 |cn|?)2, dobbiamo dimostrare I’al-
tra disuguaglianza. Inoltre se f € X ¢ anche un polinomio trigonometrico cioe
f(@) =3, c7 Cneine, con I finito, allora & vero che || f||3 = 3, .7 |¢n|*. Abbiamo
inoltre che la classe P dei polinomi ¢ densa in X rispetto alla || - ||oo.



Data f € X allora vogliamo trovare fy che sia polinomio trigonometrico ta-
le che questa tende in norma a f. Per densita allora 3{f,} C P(X) tali che
lfn — flloo — 0 per N — 0o e questo implica la convergenza in norma 2.
Inoltre vale che Vf || fll2 < || flloo-

Sia g = fy — f e siano ¢, (g) i suoi coefficenti di Fourier.

Allora (3,7, len(9)12)2 < ||glloe € quindi Sonez el —en]* — 0.

Mi manca soltanto da dimostrare (Esercizio per casa) che la precedente implica

che ZnGZ |CT];]|2 - ZnEZ |Cn|2. O

FEsercizio 3. Discutere (e risolvere) la seguente equazione:

Ut = Uy t>0,2 €[—m, 7|

u(t,—m) = u(t, ) t>0

Uy (b, —7) = uz(t,m) t>0 (1)
(0, ) = cos(x) x € [—m, 7]

u(0,2) = sin(x) x € [—m, 7]

Suggerimento: sappiamo che esiste una soluzione C? che verifica le formule di
qualche lezione fa.

Esercizio 4. Discutere (e risolvere) la seguente equazione:

Up = Ugy + U t>0,z € (—m,m)
u(t, —m) = u(t, ) t>0 @)
Ug (E, =) = ugp(t, m) t>0

w(0,2) = cos(x) + 2sin(2z) « € [—m, 7]



