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Errore nella soluzione dell’equazione delle onde, non I’ho presa, correggi sia
questi che gli scorsi appunti. Abbiamo la serie:

u(t, ) = ao + fot + Z apem@tet) Z B et Etet) (1)
n#0 n#£0

e vogliamo provare la convergenza totale.
Inoltre ’equazione del calore ha la seguente soluzione:

<« 0 inz—cn’t
u(t,x) := che (2)
— 00

Ci mancava da verificare che u € C°([0, +00) x R) N C*((0,00) x R) un po di
conti prendili semmai e mettici qualcosa.

Proposizione 1 (Disuguaglianza isoperimetrica). Preso D insieme sufficente-
mente regolare e compatto di R? allora vale la seguente:

47 - Area(D) < (Lungh(9D))? (3)
e vale I'uguaglianza se e solo se D ¢ un disco.
Per dimostrarlo abbiamo bisogno di
Lemma 1. e Vf € X con coefficenti di Fourier {c,} vale 3 |c,|? = || f|I3

e Vf,g € X con coefficenti di Fourier {c,},{d,} vale 3, ., cpdp =< f,g >
(Identita di Parsefal)

Dimostrazione. Il primo punto ’avevamo gia dimostrato a esercitazioni. Per il
secondo punto osserviamo innanzitutto che la serie a primo membro converge
assolutamente (|c,dy| < 3(|en|*+|dn|?)), inoltre ci possiamo ricondurre al primo
punto usando:

{m < f.9>=3(1f +gl3 — 1£13 — llg)3) @
0 < frg>= 3(1f +igl3 ~ 1£13 -~ lgll3)



(dimostrazione: Esercizio) abbiamo

< fg>=RI< fg>+IT<fg>=) cudn
nez

dove I'ultima uguaglianza & ottenuta ricostruendo il prodotto scalare dalla nor-
ma. O

Lemma 2. Data v : [-7, 7] — R?(= C) curva chiusa e C*.
Se |¥| = cost allora Lungh(y) = 27||§||2 = 27(>_, ez n2|c,|?)z.

Dimostrazione. L := Lungh(y) e || = cost implica che |§] = .

Ma allora ) . I

. .12 1
= (— dt = —.
17llz = (5 / [1dt)? = o

—T

O

Lemma 3. Se D ¢ compatto di R? con frontiera parametrizzata in senso anti-
orario da v : [—m, 7] — R? chiusa e C*, con coefficenti di Fourier {c,,}.

Allora Area(D) = w3 o2 nle,|?. Nota: per la definizione di frontiera
parametrizzata in senso antiorario da una curva vedi Cartan.

Dimostrazione. Nella nostra dimostrazione partiremo dalla formula e arriverem-
mo all’area, questo per semplificare i conti, per la dimostrazione costruttiva si
scrive I'area come integrale della forma che parametrizza la frontiera.
Osserviamo innanzitutto che gli i(ncy,) sono i coefficenti di Fourier di % e che
gli ic, sono i coefficenti di Fourier di iy. Allora usando 1'Identita di Parsefal e
il Teorema di Gauss-Green

Sonlea = > i(nen)(icn)

nez ne”Z

= <9,i7 >
1 (7 -

= — Y(t)(—iy(t))dt
5 47( )(=iv(t))
1 . .

= — [ —iz(dz +idy)
27 J,
1 . _

= —/—zzdx—l—zdy
2r J,
1

= — [ 2dzdy
21 D

_— Area(D)

= - i



Disuguaglianza isoperimetrica. Le ipotesi di sufficente regolarita si traducono
in essere parametrizzato in senso antiorario da una curva C.
Supponiamo anche qua che i ¢, siano i coefficenti di Fourier di -, allora

4w Area(D) = 47r22:n|cn|2
nez

= 4r? Z n?|c,|?

neZ
= (27]1fll2)*
(Lungh(v))?.

Vale I'uguaglianza se e solo se ¢, = 0¥n # 0,1 quindi v(t) = co + c1e® che
parametrizza una circonferenza. O

FEsercizio 1. Dalla precedente si ha che il disco ¢ la figura (della forma sopra-
citata) con area massima rispetto al perimetro o perimetro minimo rispetto
all’area.

Esercizio 2. Puo essere generalizzato usando domini D con buchi, ma sempre
compatti.

Esercizio 3. Dato D come sopra se

1

47 - Area(D) > (1 — §)(Lungh(dD))? 0<0< 3 (5)
allora Jdzy € R, r.,r; > 0 tali che:
D(zo,7:) C D C D(.,) % <1+cVe. (6)

Inoltre I’esponente % e ottimale.

Cose che non possono essere fatte usando la serie di Fourier:

e Come risolvere ’eq del calore e delle onde con condizioni al bordo diverse
da quelle periodiche? (esempio u = 0 sul bordo)

e Passando a dimensione superiore?
e Cosa succede per eq. lineari diverse?
Premessa: Successivamente considereremo il prodotto scalare come non rinor-
malizzato rispetto a 2.
Esempio 1. Sia Y = {f : [0,7] — R|fcontinua f(0) = f(m) = 0} e sia
™
< f,g>=[; fodz.
Allora {\/gsin(nx)\n =1,2,...} & sistema ortonormale massimale.

Inoltre Vf € C? la serie Y | v, sin(nx) con v, := 2 < f,sin(nx) > converge
totalmente e converge ad f.



Possiamo utilizzare questa serie per risolvere ’eq. delle onde e del calore con
condizioni u(t,0) = u(t, ™) = OVt.

Dimostrazione. Formula di rappresentazione partendo da quella gia vista.
Data f : [0,7] — R f(0) = f(w) = 0 la estendo in maniera dispari e periodica
(Uestensione ¢ unica) ad una f : R — R usiamo adesso la formula di rappre-
sentazione per f . Otteniamo che f = ez cne™™® e, essendo f dispari e reale,
co=0ec_, =—cy. Quindi

%) 00

f(ﬂ?) _ Z cneznx + Zc_ne—znac
n=1 n=1
00

= Yleu(enr e

n=1

= Z 2icy, sin(nx)
n=1

dove la convergenza totale della serie segue dalla convergenza totale della serie
di Fourier.

Quindi su z € [0,7] f(x) = Yoo, Ynsin(nz). Nota 1: per l'unicita dei v,
serve che I'insieme dato sia effettivamente un sistema ortonormale, non ¢ stato
dimostrato (verrd dimostrato a esercitazione).

Nota 2: per la massimalita dell’insieme, quella non servirebbe (si usa per la
formula di rappresentazione e ce ’abbiamo gia) ma in realta segue dalla formula
di rappresentazione (verra dimostrata a esercitazione). Si fa per assurdo. O

Esempio 2. Sia Z = {f : Q = [0,7]®> — R|f continuae f = 0sudQ} (Q & il
quadrato) con < f,g >= fQ fgdzx.

Allora {%sin(nlxl)sin(ngxg)ml,m = 1,2,...} & sistema ortonormale massi-
male e data f € Z N C" allora la serie Y07 Ynyny CON Ynypy = =5 <
fysin(nqxy) sin(nexs) > converge totalmente e converge alla f.

Dimostrazione. Usiamo la dimostrazione dell’esempio precedente:

o0

fly,as) = ) yn (@) sin(niz)

n1:1

o0 o0

Z ( Z Vs (X2) sin(noxs)) sin(nq ).

7L1:1 n2:1

Nota 1: Rimane da verificare la convergenza della serie doppia cioe che Zm’m [Yny el <
+00.

Nota 2: Vale un discorso analogo al caso precedente per la ortonormalita, e

stata utilizzata ma va dimostrata, per verificarla conviene scrivere il seno come
somme e differenze di seni e coseni.



Nota 3: Anche in questo caso segue dalla formula di rappresentazione.

Nota 4: Possiamo utilizzare queste serie per risolvere le equazioni del calore: si
scrive la funzione come serie, si calcola il Laplaciano e si prosegue con il pro-
cedimento. La cosa interessante di questo metodo ¢ che nel procedimento mi
trovo delle equazioni differenziali per calcolare i coefficenti che sono funzione dei
coefficenti stessi.

Tutto va bene perche le funzioni sin(nj ;) sin(nsxs) sono autovettori del Lapla-
ciano. O



