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e Abbiamo applicato la teoria delle serie di Fourier alla risoluzione di equa-
zioni differenziali alle derivate parziali con opportune condizioni al bordo
e dati iniziali
e Teorema di esistenza e unicita per 'equazione delle onde e del calore
Ripartiamo adesso dal secondo esercizio dell’altra volta
Ut = Ugy + U t>0,2€(0,m)
u(t,0) =u(t,7) =0 t>0

Uy (£,0) = ug(t,m) =0 ¢t>0
u(0,2) = 2sin(2z) x € [0, 7]

(1)

Unicita: se u(t,x) & soluzione allora & C?((0,4+o00) x (—m,7)). In particola-
re u(t,z) € X N C? e ammette sviluppo in serie di Fourier cio¢ u(t,z) =
>, Cu(t)e™ e i ¢,(t) sono unici. Quindi u & univocamente determinata se
lo sono i coefficenti ¢, (t), ma infatti ¢, (t) =< u(t,z),e™® > quindi se u &
soluzione, allora vale

<u(t,z),e™ >=< upy(t,x),e™ > + <u, e > VncZ.

Allora ¢, (t) verifica che (se u(t,0) € C? allora conosciamo i coefficenti di ., in
funzione di quelli di u, cioé sono {—n2c,(t)},)

e (1) = —uPen(t) + cn(t) (2)
Infatti:
4 1 [~ .
<w(t,x), e > = o we(t, x)e”""dx
™ —T
d T 1 —inT d
= @) %u(t,x)e dx = acn(t)



dove abbiamo usato il teorema di derivazione sotto il segno di integrale.
Inoltre ¢,, deve verificare la condizione iniziale:

cn(0) =< u(0,z), "™ >=< up(x), ™ >
Quindi i ¢, esistono e sono unici perche sono soluzioni del problema di Cauchy
sopra.
Esistenza: considero la soluzione di 2 con dato ¢ e costruisco u(t, z) = >, o5 cn(t)e
Resta solo da verificare che u € C? e questo dipende dalla sommabilitd di tale
serie.

inx

Esercizio 1. Discutere e provare a risolvere:

Ut = 2Ugy + cos(x)
u(t,—m) = u(t,7) =
Ug (t, ) = ug(t, —m)
u(0,2) =1
FEsercizio 2. Provare a discutere:
up = (Sin(2)) gy
u(t,—m) = u(t,m)
Uy (t, T) = ug(t, —m) (4)
u(0, z) = up(x)
u (0, 2) = up (x)
FEsercizio 3.
Up = Ugy + U su (0,00) x (0, )
u(t,0) =u(t,m) =0 Vt>0 (5)
u(0,2) = 2sin(2z)  Va € [0,7)
Osservazione 1. Ortogonalita di {sin(nz)},en su [0, 7].

Dimostrazione. Abbiamo [ sin(na) sin(ma)dz = 0 se n # m. O

Osservazione 2. Massimalita di {sin(nx)},en su [0, 7).

Dimostrazione. Si pud dimostrare(Esercizio) che:

Massimalita < Polinomi trigonometrici e combinazioni lineari finite sono densi in Y (con || - ||oo)-

Ma la densita ce ’abbiamo, infatti:

sia f € Y qualsiasi vogliamo verificare che esiste una fy che & somma finita di

o sin(nz) e tale che ||fy — flloo K==

e Se f € YNC" allora per il teorema di rapresentazione f(z) = 3, v, sin(nx)
con 7y, = %foﬂ f(z)sin(nx)dz e scegliamo fy = EnN:1 n Sin(nz).
Allora fn e perche le somme finite convergono totalmente, quindi

N—oo
convergono uniformemente alla somma.



e f €Y qualsiasi: B
se per assurdo f ¢ Polin.Trig.. Allora

serobinirrig 1 = 9lloe = >0
Lemma 1. {t) € Y N C'} ¢ denso in Y rispetto a || - |00, ovvero: data
feEY Ve>0IeYNC! tale che || f — Yoo <€

Dimostrazione. Esercizio O

Usando il lemma abbiamo che possiamo prendere ¢ = § e ottenere che
Y eCtNY con [If — s < 5.

E quindi VgPolin. Trig. si ha sommando e sottraendo f che ||g — ¥|/c >
5 e passando al minimo otteniamo un assurdo confrontando con il caso

precedente.
O

Consideriamo adesso lo spazio Z visto a lezione con prodotto scalare associa-
to abbiamo allora che l'insieme {2 sin(nz) sin(my)}, m=1 ¢ sistema ortonormale
s El
massimale

o0

Teorema 1 (convergenza). f € C'NZ allora f(z,y) = > mm=1 Yn,m(sin(nz) sin(my))

Fsercizio 4. Discutere e risolvere

1.
Au = sin(2y)sin(3z) in [0,7]2 = Q ©
U |o(jo,m2)= 0
2.
uy = Au in Q
u(t,x) lag=0 vt >0 (7)
u(0, z,y) = sin(x) sin(y)
3.
ur = Au su Q@
u(t, ") [og=0 (8)

U(O, €, y) = y2(ﬂ— - LL') sin(x)



