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1 | Introduzione

La tesi è divisa in due parti: nella prima parte presenteremo nel dettaglio il metodo
di Stein per l’approssimazione gaussiana analizzando alcune di�erenti tecniche
(leave one out, exchangeable pairs, zero-bias e size-bias). Nella seconda parte, in-
vece, riprendendo e ampliando il lavoro svolto in [8], mostreremo un’applicazione
del metodo di Stein al problema del change-point detection.

Il teorema del limite centrale è risultato fondamentale nel campo della proba-
bilità e statistica.

Teorema 1 (Teorema del limite centrale). Sia (Xn)n∈N una sequenza di variabili
aleatorie indipendenti, identicamente distribuite e con varianza �nita. Allora per
ogni x ∈ R vale

lim
n→+∞

P
(
Sn − nµ
σ
√
n
≤ x

)
=

∫ x

−∞

1√
2π
e−

y2

2 dy

dove Sn :=
n∑
i=1

Xi, µ := E[X1] e σ2 := Var(X1).

Tale teorema spiega perché la distribuzione normale appare in aree molto di-
verse tra di loro come per esempio nel gioco d’azzardo, negli errore di misurazione,
nel campionamento e nella meccanica statistica.

Tipicamente siamo interessati, soprattutto nelle applicazioni, ad avere informa-
zioni circa l’andamento dell’errore che si commette utilizzando l’approssimazione
normale. Risulta, dunque, fondamentale una formulazione quantitativa del teore-
ma del limite centrale. Uno dei primi risultati in questa direzione è stato provato
in maniera indipendente da Berry [3] ed Esseen [19]. Riportiamo il Teorema di
Berry-Esseen per variabili i.i.d. (cfr. [16, Teorema 3.4.17]).

Teorema 2 (Teorema di Berry-Esseen per variabili i.i.d). Siano X1, . . . , Xn varia-
bili aleatorie i.i.d. con E[X1] = 0, E

[
X2

1

]
= σ2 e E[|X1|3] = ρ < ∞. Se Fn è la

funzione di ripartizione della variabile
∑n

i=1Xi

σ
√
n

e Φ è quella della normale standard

allora vale
|Fn(x)− Φ(x)| ≤ 3

ρ

σ3
√
n
.
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Osservazione 1. Notiamo che sotto le ipotesi del Teorema 2 il tasso di n−
1
2 non può

essere migliorato [16, Sezione 3.4.4].

Il metodo di Stein per l’approssimazione gaussiana, introdotto per la prima
volta in [39], permette di ottenere versioni quantitative del teorema del limite cen-
trale rispetto ad una classe di distanze tra le variabili aleatorie. Più precisamente,
data una classe di funzioni boreliane H e una variabile aleatoria S, utilizzan-
do il metodo di Stein possiamo ottenere stime quantitative per dH(S,Z) dove
Z ∼ N (0, 1) e

dH(X, Y ) := sup
h∈H
|E[h(X)]− E[h(Y )]| .

Nel Capitolo 2 mostreremo che, sotto alcune ipotesi suH e sulle variabili aleatorie
in gioco, la funzione dH è una metrica. In tale capitolo ci so�ermeremo su tre
di�erenti metriche:

• la distanza indotta da

H = {1A | A ∈ B(R)} ,

prende il nome di distanza della variazione totale e viene denotata con dTV ,

• la distanza indotta da

H =
{

1(−∞,x] | x ∈ R
}

prende il nome di distanza di Kolmogorov e viene denotata con dK e

• la distanza indotta da

HW = {f : R→ R | f è 1− lipschitziana}

prende il nome di distanza di Wasserstein e viene denotata con dW .

Grazie a queste de�nizioni il Teorema 2 può essere riformulato nel seguente modo:

Teorema 3. Siano X1, . . . , Xn variabili aleatorie indipendenti con E[X1] = 0,

E
[
X2

1

]
= σ2 e E[|X1|3] = ρ <∞. Se S =

∑n
i=1Xi

σ
√
n

e Z ∼ N (0, 1), allora

dK(S,Z) ≤ 3
ρ

σ3
√
n
.

In generale, �ssata una distribuzione target Z e una variabile aleatoria S, il
metodo di Stein ha due parti fondamentali: la prima consiste nel trasformare il
problema della limitazione dH(S,Z) in quello della limitazione di E[A(S)] dove
A è un funzionale che dipende unicamente da Z . Tipicamente per la scelta del
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funzionale si fa ricorso ad un operatore caratteristico ovvero ad una funzione per
la quale la distribuzione target è l’unico punto �sso. Ad esempio, per l’approssi-
mazione gaussiana utilizziamo il seguente risultato noto come Lemma di Stein
(cfr. [9, Lemma 2.1]).

Lemma 4 (Lemma di Stein). ,

(i) Se S ∼ N (0, 1) allora per ogni funzione assolutamente continua f : R→ R
con E[|f ′(S)|],E[|Sf(S)|] <∞ vale E[f ′(S)] = E[Sf(S)].

(ii) Sia S una variabile aleatoria. Se per ogni funzione C1 a tratti e limitata
f : R → R con E[|f ′(S)|],E[|Sf(S)|] < ∞ vale E[f ′(S)] = E[Sf(S)],
allora S ∼ N (0, 1).

Nella seconda parte, utilizzando la struttura di S e le proprietà di A, viene
stimato E[A(S)]. Per ottenere tale stima sono state sviluppate, nella letteratura,
diverse tecniche.

Nella prima sezione del Capitolo 3 abbiamo spiegato in dettaglio la prima compo-
nente del metodo di Stein nel caso in cui Z ∼ N (0, 1). Nelle sezioni successive,
riprendendo il lavoro presentato in [9] e [33], abbiamo generalizzato il risultato
del Teorema 3 sostituendo alla distanza di Kolmogorov quella di Wasserstein .

La prima limitazione trovata utilizza la tecnica del “leave one out” (tale termine
compare per la prima volta in [39]). SeX1, . . . , Xn sono variabili aleatorie e i ∈ [n]
de�niamo la i-esima variabile “leave one out” come

S(i) :=
n∑
j=1
j 6=I

Xi.

Grazie a questa tecnica, nella Sezione 3.2 abbiamo provato il seguente risultato:

Teorema 5 (Teorema 3.2.1). Siano X1, . . . , Xn variabili aleatorie indipendenti,

centrate con momenti terzi assoluti �niti. Se
n∑
i=1

Var(Xi) = 1 allora vale

dW (S,Z) ≤ 4
n∑
i=1

E[|Xi|3]

dove S =
n∑
i=1

Xi e Z ∼ N (0, 1).
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Tipicamente per mostrare risultati come il Teorema 3 si utilizzano metodi
basati sull’analisi di Fourier o sul metodo dei momenti [23]. Per poter applicare tali
metodi, tuttavia, l’ipotesi di indipendenza tra le variabili aleatorie in gioco risulta
cruciale. Grazie all’applicazione del metodo di Stein abbiamo generalizzato il
risultato del Teorema 5 sostituendo all’indipendenza delle variabili una condizione
meno restrittiva. Più precisamente, riprendendo la dimostrazione in [1, Teorema
3.4] e dimostrando alcuni dettagli lasciati come esercizio, otteniamo il seguente
risultato: .
Teorema 6 (Teorema 3.2.2). Sia I un insieme di indici e sia (ξi)i∈I una I-successioni
di variabili aleatorie centrate con momenti terzi assoluti �niti. Supponiamo che per
ogni i ∈ I esistano degli insiemi Si ⊆ Ti ⊆ I tali che per ogni i si abbia

ξi q (ξj)j∈SCi
,

(ξj)j∈Si q (ξj)j∈TCi
.

PostoW =
∑
i∈I

ξi, se Var(W ) = 1 allora vale

dW (W,Z) ≤
∑
i∈I

{
2E [|ξiηiτi|] + 2 |E[ξiηi]|E[|τi|] + E

[∣∣ξiη2
i

∣∣]}
dove Z ∼ N (0, 1), ηi =

∑
j∈Si

ξj e τi =
∑
j∈Ti

ξj .

Un altra tecnica utilizzata in letteratura è quella dell’exchangeable pair [40].
Due variabili aleatorie S ed S ′, de�nite sullo stesso spazio di probabilità, formano
un’exchangeable pair se (S, S ′) ∼ (S ′, S). Inoltre, se E[|S ′|] < ∞ ed esiste
λ ∈ (0, 1) tale che

E[S ′|S] = (1− λ)S

diremo che (S, S ′) è una λ-Stein coppia.

Grazie a questa de�nizione abbiamo dimostrato, nella Sezione 3.3, un teorema
simile al precedente ma che migliora la costante assoluta.
Teorema 7 (Teorema 3.3.3). Siano X1, . . . , Xn variabili aleatorie indipendenti,

centrate e con momenti terzi assoluti �niti. Se
n∑
i=1

Var(Xi) = 1 allora

dW (S,Z) ≤
√

1

2π
E

[∣∣∣∣∣1− E

[
n∑
i=1

X2
i

∣∣∣∣∣ S
]∣∣∣∣∣
]

+
8

3

n∑
i=1

E[|Xi|3]

dove S =
n∑
i=1

Xi e Z ∼ N (0, 1).
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Il prossimo metodo utilizzato fa uso della trasformata zero-bias introdotta
da Goldstein e Reinert in [25]. Se S è una variabile aleatoria centrata con va-
rianza σ2, diremo che una variabile aleatoria S? ha la distribuzione zero-bias
associata ad S se per ogni funzione assolutamente continua f : R → R con
E[|Sf(S)|],E[|f ′(S?)|] <∞ vale

E[Sf(S)] = σ2E[f ′(S?)].

Nella Sezione 3.4 abbiamo provato alcuni risultati sulla distribuzione zero-bias
associata a variabili aleatorie de�nite mediante somme. In particolare, abbiamo
applicato questi risultato al caso di variabili aleatorie di Bernoulli indipendenti
ottenendo il seguente risultato:

Proposizione 8 (Proposizione 3.4.7). Siano X1, . . . , Xn i.i.d. con distribuzione di
Bernoulli di parametro p. Allora vale allora

dW (S, Z) ≤ 1√
np(1− p)

dove S =

∑n
i=1Xi − np√
np(1− p)

e Z ∼ N (0, 1).

Un’altra tecnica utilizzata in letteratura è quello della distribuzione size-bias
per variabili aleatorie non-negative (introdotta per la prima volta in [26]). Se S
è una variabile aleatoria non-negativa con media µ > 0 diremo che la variabile
aleatoria Ss ha la distribuzione size-bias associata ad S se per ogni funzione
limitata e continua f : R→ R vale

E[Sf(S)] = µE[f(Ss)].

Nella Sezione 3.5 abbiamo caratterizzato la distribuzione di probabilità della distri-
buzione size-bias associata a variabili aleatorie discrete (cfr. Lemma 3.5.1). Tale
caratterizzazione è stata utilizzata per stimare la distanza di Wasserstein tra la
distribuzione data dalla somma di variabili aleatorie di Poisson indipendenti e
la distribuzione normale standard. In particolare, abbiamo ottenuto il seguente
risultato:

Proposizione 9 (Proposizione 3.5.6). Siano X1, . . . , Xn i.i.d. con distribuzione di
Poisson di parametro λ. Allora vale

dW (S, Z) ≤ 1√
λn

dove S =

∑n
i=1Xi − λn√

nλ
e Z ∼ N (0, 1).
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Nella seconda parte della tesi abbiamo introdotto il problema del change-point
detection. I modelli di change-point detection sono ampiamente utilizzati in
svariati campi per rilevare la non omogeneità in una sequenza di osservazioni.
Tipicamente, data una sequenza di osservazioni (yi)

n
i=1 siamo interessati a capire

se i dati abbiamo tutti una medesima distribuzione F0 oppure, al contrario, se
esiste un tempo τ (detto change-point) tale per cui le osservazioni precedenti a τ
seguono una distribuzione F0 e quelle successive una distribuzione F1 di�erente
da F0. Più precisamente, data una sequenza di osservazioni (yi)

n
i=1 indicizzate

in un qualche modo (spaziale e/o temporale) e dati 1 ≤ n0 ≤ n1 ≤ n siamo
interessati a testare l’ipotesi nulla:

H0 : yi ∼ F0 per i = 1, . . . , n

contro l’ipotesi alternativa:

H1 : ∃τ : n0 ≤ τ ≤ n1 ≤ n per cui yi ∼
{
F1 se i > τ

F0 altrimenti

per alcune distribuzioni di probabilità F0 e F1 distinte (non �ssate a priori).

Nella tesi, riprendendo e ampliando il lavoro svolto in [8], abbiamo descritto
un approccio non parametrico per tale problema. Andiamo ad illustrare schema-
ticamente tale approccio. Per poter applicare tale metodo a dati in spazi molto
generali (anche non euclidei) abbiamo associato alle osservazioni un grafo. In
particolare, nelle sperimentazioni condotte, vengono utilizzate tre di�erenti co-
struzioni. Sia X un insieme e sia d : X ×X → R una funzione assegnata pensata
come funzione di dissimilarità. Dato V ⊆ X �nito introduciamo i seguenti gra�.

• Se T è l’insieme degli alberi su V de�niamo l’albero di copertura di
dissimilarità minima (minimum spanning tree) come T dove

T = argmin
T=(V,E)∈T

 ∑
{x,y}∈E

d(x, y)

 .

• Se P l’insieme delle partizioni di V formate da coppie, cioè

P =

{
P ⊆

(
V

2

) ∣∣∣∣ P partizione di V
}
,

de�niamo la partizione di costo minimo P come

P := argmin
P∈P

 ∑
{x,y}∈P

d(x, y)

 .
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Il grafo di minimo accoppiamento (minimum distance pairing) è (V, P ).

• Sia n : V → V la mappa de�nita da

n(x) := argmin
y∈V
y 6=x

d(x, y).

Il grafo del vicino più vicino (nearest neighbor graph) è de�nito come
(V,E) dove E := {{x, n(x)} | x ∈ V }.

Data una sequenza di osservazioni distinte (y1, . . . , yn) e postoV = {y1, . . . , yn}
sia G = (V,E) uno dei gra� de�niti sopra.

Sia Sn il gruppo delle permutazioni su [n] e denotiamo con P la distribuzione
uniforme su Sn. Fissato t ∈ N de�niamo la variabile aleatoria RG(t) : Sn → N
dove RG(t)(π) conta il numero di lati {i, j} ∈ E per cui π(i) ≤ t < π(j) o
π(j) ≤ t < π(i). De�niamo, inoltre, la variabile aleatoria

ZG(t) := −RG(t)− E [RG(t)]√
Var(RG(t))

.

Il test statistico utilizzato nella tesi prevede di rigettare l’ipotesi nulla (dunque
la non esistenza di change-point) se

max
n0≤t≤n1

ZG(t) > b

dove la soglia b viene scelta in modo da avere un controllo sull’errore di primo tipo,

cioè, sul valore di α := P
(

max
n0≤t≤n1

ZG(t) > b

)
. Poiché P è la distribuzione unifor-

me su Sn, il calcolo di α richiede un costo dell’ordine di n! operazioni. Al crescere
di n tale calcolo diventa computazionalmente pesante. Per ovviare a tale problema,
sotto opportune ipotesi sul grafo G, abbiamo discusso circa l’approssimazione di
ZG ad un processo gaussiano. Nel nostro lavoro (così come in [8]) non abbiamo
dimostrato formalmente tale approssimazione, questa ipotesi di lavoro viene però
legittimata da un risultato di approssimazione (cfr. Sezione 5.3) e confermata
sperimentalmente [8, Sezione 3.5]. La dimostrazione di tale risultato segue quella
di [8] ma vari passaggi lasciati al lettore sono stati elaborati e aggiunti. Precisia-
mo, inoltre, che nella dimostrazione presentata in [8] si assume implicitamente
un ansatz. Nel Capitolo 6 forniremo una discussione più dettagliata su questa
assunzione veri�candone la validità in casi particolari (i risultati del Capitolo 6
sono originali e non fanno parte di [8])
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2 | Metriche di probabilità

De�nizione 2.1. Sia H una collezione di funzioni boreliane. Diremo che H è
separante se per ogni coppia di variabili aleatorie (X, Y ) si ha X ∼ Y (ovvero X
e Y hanno la stessa legge) qualora per ogni h ∈ H con E[|h(X)|],E[|h(Y )|] <∞
valga E[h(X)] = E[h(Y )].

De�nizione 2.2. Sia H una collezione di funzioni boreliane separante. Se X, Y
sono variabili aleatorie con E[|h(X)|],E[|h(Y )|] <∞ per ogni h ∈ H, de�niamo
la distanza indo�a dalla classeH tra le leggi di X e Y come

dH(X, Y ) := sup
h∈H
|E[h(X)]− E[h(Y )]| . (2.0.1)

Proposizione 2.1. Fissata una collezione separanteH, la funzione de�nita da (2.0.1)
è una pseudo-metrica sullo spazio delle variabili aleatorie tali per cuiE[|h(X)|] <∞
per ogni h ∈ H. Se identi�chiamo le variabili aleatorie uguali quasi ovunque
otteniamo una metrica.

Dimostrazione. Siano X, Y, Z tre variabili aleatorie per cui E[|h(X)|], E[|h(Y )|],
E[|h(Z)|] <∞ per ogni h ∈ H.

• Poiché dH è de�nito come estremo superiore di quantità �nite e positive,
dH(X, Y ) ≥ 0. Inoltre, se dH(X, Y ) = 0 allora E[h(X)] = E[h(Y )] per
ogni h ∈ H. PoichéH è separante si ha X ∼ Y .

• Notiamo che (2.0.1) è una funzione simmetrica in X e Y .

• Proviamo la disuguaglianza triangolare

dH(X, Y ) = sup
h∈H
|E[h(X)]− E[h(Y )]|

= sup
h∈H
|E[h(X)]−E[h(Z)] + E[h(Z)]− E[h(Y )]|

≤ sup
h∈H
{|E[h(X)]− E[h(Z)]|+ |E[h(Z)]− E[h(Y )]|}

≤ sup
h∈H
|E[h(X)]− E[h(Z)]|+ sup

h∈H
|E[h(X)]− E[h(Z)]|

=dH(X,Z) + dH(Z, Y )
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dove per l’ultima disuguaglianza abbiamo usato che

sup
h∈H
{f(h) + g(h)} ≤ sup

h∈H
f(h) + sup

h∈H
g(h).

Andiamo ora a mostrare alcuni esempi di classi separanti.

Proposizione 2.2. Le seguenti classi sono separanti:

HTV = {1A | A ∈ B(R)} .

HK =
{

1(−∞,x] | x ∈ R
}
.

HW = Lip1(R).

dove Lip1(R) è l’insieme delle funzioni de�nite su R e a valori in R 1-lipschitziane.

Dimostrazione. Siano X, Y due variabili aleatorie con E[|h(X)|],E[|h(Y )|] < ∞
per ogni funzione nella classe selezionata.

• Sia A ∈ B(R) e h = 1A ∈ HTV . Se E[h(X)] = E[h(Y )] allora

PX(A) := P(X ∈ A) = E[1A(X)] = E[1A(Y )] = P(Y ∈ A) := PY (A).

Poiché la legge di una variabile aleatoria reale è de�nita sui boreliani,
dall’arbitrarietà di A, otteniamo che PX ≡ PY .

• Sia z ∈ R e h = 1(−∞,z] ∈ HK . Se E[h(X)] = E[h(Y )] allora

PX((−∞, z)) = P(X ∈ (−∞, z]) = E[1(−∞,z](X)] =

= E[1(−∞,z](Y )] = P(Y ∈ (−∞, z]) = PY ((−∞, z]).

Se S è come nel Lemma B.1 allora abbiamo provato che PX e PY coincidono
su S . Essendo S chiusa per intersezione �nita otteniamo PX ≡ PY su
σ(S) (cfr. Teorema B.5). Poiché σ(S) è la σ-algebra dei boreliani di R (cfr.
Lemma B.1) otteniamo la tesi.

• Sia h ∈ LipC(R) con C > 1 allora h
C ∈ Lip1(R) e dunque chiedere che

E[h(X)] = E[h(Y )] per ogni h ∈ Lip1(R) è equivalente a richiedere che
E[h(X)] = E[h(Y )] per ogni funzione lipschitziana.
Fissato a ∈ R, per ogni n ∈ N sia hn : R→ R la funzione de�nita da

hn(x) =


1 se x ≤ a

−nx+ na+ 1 se a ≤ x ≤ a+ 1
n

0 altrimenti
.
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Presi x ≥ y ∈ R si ha

|f(x)− f(y)| =


0 se y, x ≤ a ∨ y, x ≥ a+ 1

n

1 se y ≤ a ∧ x ≥ a+ 1
n

n(x− y) altrimenti

Notando che

y ≤ a ∧ x ≥ a+
1

n
⇒ n(x− y) ≥ n

(
a+

1

n
− a
)

= 1

otteniamo che |f(x)− f(y)| ≤ n(x− y) e dunque hn è n-lipschitziana.
Utilizzando il teorema di convergenza dominata di Lebesgue e il fatto che
hn → 1(−∞,a] puntualmente otteniamo

P(X ≤ a) = lim
n→+∞

E[hn(X)],

P(Y ≤ a) = lim
n→+∞

E[hn(X)].

Poiché hn è n-lipschitziana vale E[hn(X)] = E[hn(Y )] per ogni n ∈ N.
Mettendo insieme le identità precedenti si ha

P(X ≤ a) = P(Y ≤ a).

Si conclude ripercorrendo la dimostrazione del fatto che HK è separante.

Grazie alla proposizione precedente e alla Proposizione 2.1 possiamo de�nire
alcune metriche:

• la metrica della variazione totale (denotata con dTV ) è la metrica ottenuta
prendendo in (2.0.1) la classeHTV ;

• la metrica di Kolmogorov (denotata con dK) è la metrica ottenuta pren-
dendo in (2.0.1) la classeHK ;

• la metrica di Wasserstein (denotata con dW ) è la metrica ottenuta pren-
dendo in (2.0.1) la classeHW .

La proposizione, la cui dimostrazione si può trovare in [33, Proposizione 1.2,
p.241], fornisce un confronto (anche se parziale) tra le varie distanze.

Proposizione 2.3. SianoW,Z due variabili aleatorie. Allora vale

dK(W,Z) ≤ dTV (W,Z).
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Inoltre, se Z ammette una densità limitata da C assolutamente continua rispetto
alla misura di Lebesgue allora vale

dK(W,Z) ≤
√

2CdW (W,Z).

La seguente proposizione, la cui dimostrazione può essere trovata in [42,
Teorema 5.10, p. 70], mostra una di�erente caratterizzazione della distanza della
variazione totale e di quella di Wasserstein.

Proposizione 2.4.

dTV (X, Y ) = inf {P(X1 = Y1) |(X1, Y1) coupling di X e Y } .

dW (X, Y ) = inf {E [|X1 − Y1|] | (X1, Y1) coupling di X e Y } .

Teorema 2.0.1. Le tre distanze (variazione totale, Kolmogorov e Wasserstein) sono
più forti della convergenza debole:

lim
n→+∞

d(Wn, Z) = 0 ⇒ Wn ⇒ Z per n→ +∞

dove⇒ denota la convergenza in distribuzione e d è una qualunque tra le tre distanze
menzionate sopra.
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3 | Il metodo di Stein

3.1 | L’equazione di Stein

Tipicamente, per mostrare la convergenza di una successione di variabili alla distri-
buzione gaussiana standard si utilizzano le funzioni caratteristiche. Il metodo di
Stein, presentato per la prima volta in [40], sostituisce alle funzioni caratteristiche
un operatore caratteristico. Il seguente lemma chiarisce il signi�cato di questo
termine.

Lemma 3.1.1 (Lemma di Stein). ,

(i) Se S ∼ N (0, 1) allora per ogni f ∈ ACloc(R) (cfr. De�nizione A.3) con
E[|f ′(S)|],E[|Sf(S)|] <∞ vale E[f ′(S)] = E[Sf(S)].

(ii) Sia S una variabile aleatoria. Se per ogni funzione f ∈ C1
tratti(R) (cfr. De�ni-

zione A.4) limitata con f ′(S) ben de�nita quasi certamente e conE[|f ′(S)|],E[|Sf(S)|] <
∞ vale E[f ′(S)] = E[Sf(S)], allora S ∼ N (0, 1).

Dimostrazione. ,

(i) Ricordando la de�nizione di distribuzione normale, otteniamo:

E[f ′(S)] =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f ′(s)e−

s2

2 ds.

Notiamo che per ogni s ≤ 0 vale

e−
s2

2 =

∫ s

−∞
−xe−

x2

2 dx

e per s ≥ 0

e−
s2

2 =

∫ +∞

s

xe−
x2

2 dx.

Mettendo insieme le tre equazioni precedenti otteniamo

E[f ′(S)] =
1√
2π

∫ 0

−∞
f ′(s)

(∫ s

−∞
−xe−

x2

2 dx

)
ds

= +
1√
2π

∫ +∞

0

f ′(s)

(∫ +∞

s

xe−
x2

2 dx

)
ds.
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Usando il teorema di Fubini e che
∫ +∞

−∞
xe−

x2

2 dx = 0 le precedenti identità
diventano

E[f ′(S)] =
1√
2π

∫ 0

−∞

(∫ 0

x

f ′(s) ds

)
(−x)e−

x2

2 dx

+
1√
2π

∫ +∞

0

(∫ x

0

f ′(s) ds

)
xe−

x2

2 dx

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
(f(x)− f(0))xe−

x2

2 dx = E[Sf(S)].

(ii) Per la dimostrazione di questo punto si rimanda a [9, Lemma 2.1 p.13].

Osservazione 2. Notiamo che dal Corollario A.3 f ∈ ACloc(R) ammette derivata
quasi ovunque. Inoltre, quando S è normale la variabile aleatoria f ′(S) è ben de�nita
a meno di un evento di misura nulla. Nel punto (ii), con f ′(S) ben de�nita quasi
certamente intendiamo che f ′ è ben de�nito in {x |P(S = x) > 0}.

De�nizione 3.1. Sia Z ∼ N (0, 1) e h : R → R una funzione di Borel con
E[|h(Z)|] < ∞. L’equazione di Stein associata ad h è la seguente equazione
di�erenziale ordinaria:

f ′(x)− xf(x) = h(x)− E[h(Z)]. (3.1.1)

Diremo che f è soluzione di (3.1.1) se è localmente assolutamente continua e (3.1.1)
vale per tutti i punti in cui è de�nita la derivata di f (il Corollario A.3 prova che f
ammette una derivata quasi ovunque).

Osservazione 3. Nel seguito supporremo che la derivata di una soluzione di (3.1.1)
sia de�nita in ogni punto. Estenderemo la derivata della soluzione nei punti in cui
non è de�nita ponendo

f ′h(x) := xfh(x) + h(x)− E[h(Z)].

Nella proposizione seguente, andremo a caratterizzare la soluzione dell’equa-
zione di Stein ed enunceremo alcune sue proprietà.

Proposizione 3.1.2. Sia Z ∼ N (0, 1) e sia h : R→ R boreliana con E[|h(Z)|] <
∞.

(i) Tutte e sole le soluzioni di (3.1.1) sono della forma:

f(x) = ce
x2

2 + e
x2

2

∫ x

−∞
(h(y)− E[h(Z)]) e−

y2

2 dy (3.1.2)

dove c ∈ R.
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(ii) L’unica soluzione f di (3.1.1) tale che lim
x→±∞

f(x)e−
x2

2 = 0 è

fh(x) :=e
x2

2

∫ x

−∞
(h(y)− E[h(Z)]) e−

y2

2 dy. (3.1.3)

(iii) Se h è limitata allora

||fh||∞ ≤
√
π

2
||h− E[h(Z)]||∞ e ||f ′h||∞ ≤ 2 ||h− E[h(Z)]||∞ . (3.1.4)

(iv) Se h è assolutamente continua allora

||fh||∞ ≤ 2 ||h′||∞ , ||f ′h||∞ ≤
√

2

π
||h′||∞ e ||f ′′h ||∞ ≤ 2 ||h′||∞ .

(3.1.5)

(v) Se h(x) = hz(x) = 1(−∞,z](x) allora

||fhz ||∞ ≤
√

2π

4
e

∣∣∣∣f ′hz∣∣∣∣∞ ≤ 1. (3.1.6)

Inoltre, per ogni u, v, w ∈ R vale

|(w + u)fhz(w + u)− (w + v)fhz(w + v)| ≤

(
|w|+

√
2π

4

)
(|u|+ |v|) .

(3.1.7)

Nelle precedenti disuguaglianze con ||f ′||∞ e ||f ′′||∞ denotiamo la norma del sup
essenziale mentre con ||f ||∞ la norma in�nito. Notiamo che fh è assolutamente
quindi ammette derivata quasi ovunque (cfr. Corollario A.3).

Dimostrazione. Proveremo solamente (i) e (ii). Essendo le dimostrazioni dei rima-
nenti punti molto “tecniche”, si rimanda il lettore a [9, Lemma 2.3 e Lemma 2.4,
p.16].

(i) Mostriamo che la funzione de�nita in (3.1.2) è ACloc(R). Siano a, b due
numeri reali �ssati con a < b. Poiché la funzione cex

2

2 è continua non
decrescente e possiede una derivata in L1([a, b]) allora cex

2

2 ∈ AC([a, b])

(cfr. Teorema A.4). Dall’arbitrarietà di a, b si conclude che cex
2

2 ∈ ACloc(R).
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Notiamo che∫ x

−∞
|h(y)− E[h(Z)]| e−

y2

2 dy

≤
∫ x

−∞

{
|h(y)| e−

y2

2 + |E[h(Z)]| e−
y2

2

}
dy

≤
∫
R

{
|h(y)| e−

y2

2 + |E[h(Z)]| e−
y2

2

}
dy

=
√

2π

∫
R

{
1√
2π
|h(y)| e−

y2

2 +
1√
2π
|E[h(Z)]| e−

y2

2

}
dy

=
√

2π (E[|h(Z)|] + |E[h(Z)]|) ≤ 2
√

2πE[|h(Z)|] <∞

ovvero s(y) := (h(y)− E[h(Z)]) e−
y2

2 ∈ L1(R). Dal Teorema A.5 si ha che

g(x) :=

∫ x

−∞
(h(y)− E[h(Z)]) e−

y2

2 dy ∈ ACloc(R).

Utilizzando il Corollario A.8 e la Proposizione A.9 otteniamo che f come
in (3.1.2) è una funzione localmente assolutamente continua.
Proviamo ora che f come in (3.1.2) è soluzione di (3.1.1). Dal Teorema A.5 e
dalla regola di derivazione di Leibnitz otteniamo che

f ′(x) =cxe
x2

2 + xe
x2

2

∫ x

−∞
(h(y)− E[h(Z)]) e−

y2

2 dy

= + e
x2

2 (h(x)− E[h(Z)]) e−
x2

2

=x

(
ce

x2

2 + e
x2

2

∫ x

−∞
(h(y)− E[h(Z)]) e−

y2

2 dy

)
= + h(x)− E[h(Z)]

=xf(x) + h(x)− E[h(Z)].

Resta da provare che tutte le soluzioni sono della forma data da (3.1.2).
Moltiplicando (3.1.1) per il fattore integrante e−x

2

2 e applicando la regola di
derivazione di Leibnitz si ha[

e−
x2

2 f(x)
]′

= e−
x2

2 (h(x)− E[h(Z)]) .

Integrando otteniamo (3.1.2).

(ii) Dal teorema di convergenza dominata di Lebesgue otteniamo∫ x

−∞
(h(y)− E[h(Z)]) e−

y2

2 dy → 0 per x→ +∞.
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Dunque, lim
x→±∞

f(x)e−
x2

2 = 0 se e solo se c = 0.

(iv) Precisiamo solo un dettaglio non presente in [9]. Poiché fh è soluzione
di (3.1.1) otteniamo

f ′h(x) = xfh(x) + h(x)− E[h(Z)]. (3.1.8)

Ora fh e h sono funzioni assolutamente continue, dunque, ammettono
derivata quasi certa (cfr. Corollario A.3). Derivando (3.1.8) otteniamo che
fh ammette una derivata seconda quasi certa.

Grazie all’introduzione dell’equazione di Stein, possiamo calcolare la distanza
tra una variabile aleatoria e una variabile normale in una maniera di�erente
rispetto a (2.0.1).

Proposizione 3.1.3. SiaH una classe separante di funzioni boreliane. Siano S una
variabile aleatoria e Z ∼ N (0, 1) tali per cui E[|h(S)|],E[|h(Z)|] < ∞. Allora
vale

dH(S,Z) = sup
h∈H
|E[f ′h(S)− Sfh(S)]| (3.1.9)

dove fh è la funzione de�nita in (3.1.3).

Dimostrazione. Essendo fh soluzione dell’equazione di Stein otteniamo

f ′h(S)− Sfh(S) = h(S)− E[h(Z)]. (3.1.10)

Siccome E[|h(S)|],E[|h(Z)|] <∞ il membro di destra è una variabile aleatoria
ben de�nita ed integrabile. Quindi E[|f ′h(S)− Sf(S)|] < ∞. Utilizzando la
de�nizione di dH(S,Z) (cfr. De�nizione 2.2) si ha

dH(S,Z) := sup
h∈H
|E[h(S)]− E[h(Z)]|

= sup
h∈H
|E[h(S)]− E[f ′h(S)− Sfh(S)− h(S)]|

= sup
h∈H
|E[f ′h(S)− Sfh(S)]|

dove la penultima equazione segue da (3.1.10).

Grazie alle proprietà della soluzione dell’equazione di Stein (Proposizione 3.1.2)
possiamo specializzare la Proposizione 3.1.3 al caso della distanza di Wasserstein
(Teorema 3.1.4) e a quella di Kolmogorov (Teorema 3.1.5).
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Teorema 3.1.4. Sia S una variabile aleatoria integrabile e Z ∼ N (0, 1). Allora si
ha

dW (S,Z) ≤ sup
f∈FW

|E[f ′(S)− Sf(S)]| (3.1.11)

dove

FW =

{
f derivabile due volte con derivate q.o.

||f ||∞ , ||f ′′||∞ ≤ 2 e ||f ′||∞ ≤
√

2
π

}
. (3.1.12)

Dimostrazione. Notiamo che per ogni f ∈ FW , f è limitata e dunque E[|f(S)|] <
∞. Usando la Proposizione 3.1.3 conH = HW = Lip1(R) otteniamo

dW (S,Z) = sup
h∈HW

|E[f ′h(S)− Sfh(S)]| = sup
f∈F̃W

|E[f ′(S)− Sf(S)]|

dove
F̃W = {fh | h ∈ Lip1(R)} .

Se proviamo che F̃W ⊆ FW , la tesi segue dalla monotonia dell’esterno superiore.
Se fh ∈ F̃W allora fh è soluzione dell’equazione di Stein per qualche h ∈ Lip1(R).
Poiché h ∈ Lip1(R) allora h è assolutamente continua (cfr. Lemma A.1). Dalla
Proposizione 3.1.2(iv) sappiamo che f è derivabile con derivata seconda de�nita
quasi certamente ed inoltre

||f ||∞ , ||f
′′||∞ ≤ 2 ||h′||∞ ≤ 2 e ||f ′||∞ ≤

√
2

π
||h′||∞ ≤

√
2

π

dove abbiamo usato l’Osservazione 13 (cfr. Sezione A.3).

Teorema 3.1.5. Sia S una variabile aleatoria integrabile e Z ∼ N (0, 1). Allora si
ha

dK(S,Z) = sup
f∈FK

|E[f ′(S)− Sf(S)]| (3.1.13)

dove

FK =

{
f ∈ ACloc(R)

∣∣∣∣∣ ||f ||∞ ≤
√

2π

4
e ||f ′||∞ ≤ 1

}
. (3.1.14)

Dimostrazione. Notiamo che per ogni f ∈ FK , f è limitata e dunque E[|f(S)|] <
∞. Usando la Proposizione 3.1.3 conH = HK (cfr. Capitolo 2) otteniamo

dK(S,Z) ≤ sup
h∈HK

|E[f ′h(S)− Sfh(S)]| = sup
f∈F̃K

|E[f ′(S)− Sf(S)]|

dove
F̃K =

{
fhz ∈ ACloc(R) | hz = 1(−∞,z]

}
.
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Se proviamo che F̃K ⊆ FK , la tesi segue dalla monotonia dell’estremo superiore.
Se f ∈ F̃K allora f è soluzione dell’equazione di Stein per qualche h = 1(−∞,z].
Dalla Proposizione 3.1.2 (v) otteniamo che

||fhz ||∞ ≤
√

2π

4
e

∣∣∣∣f ′hz∣∣∣∣∞ ≤ 1.

La tesi segue dalla monotonia dell’estremo superiore.

3.2 | Leave one out

Questo primo metodo si basa sull’idea presente nel lavoro di Stein [39] e prende
il nome di metodo leave one out. Riprendendo le idee presentate in [9, sez. 1.3]
possiamo ottenere il seguente risultato

Teorema 3.2.1. Siano X1, . . . , Xn variabili aleatorie indipendenti, centrate con

momenti assoluti terzi �niti. Se
n∑
i=1

Var(Xi) = 1 allora

dW (S,Z) ≤ 4
n∑
i=1

E[|Xi|3]

dove S =
n∑
i=1

Xi e Z ∼ N (0, 1).

Dimostrazione. Per ogni i ∈ [n] de�niamo la seguente variabile aleatoria detta
leave one out

S(i) := S −Xi.

Sia FW la classe de�nita in (3.1.12) e �ssiamo f ∈ FW . Abbiamo

E[Sf(S)] =
n∑
i=1

E [Xif(S)] =
n∑
i=1

E
[
Xif

(
S(i) +Xi

)]
=E

[
n∑
i=1

Xif(S(i)) +X2
i

∫ 1

0

f ′(S(i) + uXi) du

]

=E

[
n∑
i=1

X2
i

∫ 1

0

f ′(S(i) + uXi) du

] (3.2.1)
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dove per l’ultima uguaglianza abbiamo usato E[Xi] = 0 e Xi q S(i).

D’altra parte, denotando con σ2
i = Var(Xi) otteniamo

n∑
i=1

σ2
i = 1. Dunque, si ha

E[f ′(S)] =E

[
n∑
i=1

σ2
i f
′(S)

]
= E

[
n∑
i=1

σ2
i

(
f ′(S(i)) + f ′(S)− f ′(S(i))

)]

=E

[
n∑
i=1

X2
i f
′(S(i))

]
+ E

[
n∑
i=1

σ2
i

(
f ′(S)− f ′(S(i))

)]
(3.2.2)

dove l’ultima disuguaglianza segue dall’indipendenza tra Xi e S(i). Sottraen-
do (3.2.1) da (3.2.2) abbiamo

E[f ′(S)− Sf(S)] =E

[
n∑
i=1

{
X2
i f
′(S(i)) + σ2

i

(
f ′(S)− f ′(S(i))

)}]

=− E

[
n∑
i=1

{
X2
i

∫ 1

0

f ′(S(i) + uXi) du

}]

=E

[
n∑
i=1

{
X2
i

∫ 1

0

(
f ′(S(i))− f ′(S(i) + uXi)

)
du

}]

= + E

[
n∑
i=1

{
σ2
i

(
f ′(S)− f ′(S(i))

)}]
.

Poiché f ∈ FW , se u ∈ [0, 1] allora si ha∣∣∣f ′(S(i))− f ′(S(i) + uXi)
∣∣∣ ≤ ||f ′′||∞ |uXi| ≤ 2|Xi|

e ∣∣∣f ′(S)− f ′(S(i))
∣∣∣ ≤ ||f ′′||∞ |Xi| ≤ 2|Xi|.
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Usando questa limitazione e la disuguaglianza triangolare abbiamo

|E[f ′(S)− Sf(S)]| ≤E

[
n∑
i=1

{
|Xi|2

∫ 1

0

∣∣∣f ′(S(i))− f ′(S(i) + uXi)
∣∣∣ du

}]

= + E

[
n∑
i=1

{
σ2
i

∣∣∣f ′(S)− f ′(S(i))
∣∣∣}]

≤E

[
n∑
i=1

{
|Xi|2

∫ 1

0

2|Xi| du
}]

+ E

[
n∑
i=1

{
σ2
i 2|Xi|

}]

=2
n∑
i=1

E
[
|Xi|2|Xi|

]
+ 2

n∑
i=1

E
[
σ2
i |Xi|

]
=2

n∑
i=1

E
[
|Xi|3

]
+ 2

n∑
i=1

E
[
σ2
i |Xi|

]
.

Ma per ogni i ∈ [n] vale

E
[
σ2
i |Xi|

]
= E

[
|Xi|2

]
E [|Xi|] ≤ E

[
|Xi|3

] 2
3 E
[
|Xi|3

] 1
3 = E

[
|Xi|3

]
dove per l’ultima disuguaglianza abbiamo utilizzato la disuguaglianza di Hölder.
Mettendo insieme le due disuguaglianza precedenti otteniamo la tesi.

L’idea alla base del teorema precedente può essere usata anche sostituendo
all’indipendenza della variabili aleatorie una condizione di indipendenza più
debole. Ad esempio abbiamo ottenuto il seguente risultato [1, Teorema 3.4].

Teorema 3.2.2. Sia I un insieme di indici e sia (ξi)i∈I una I-successioni di variabili
aleatorie centrate con momenti assoluti terzi �niti. Supponiamo che per ogni i ∈ I
esistano degli insiemi Si ⊆ Ti ⊆ I tali che per ogni i si abbia

ξi q (ξj)j∈SCi
, (3.2.3a)

(ξj)j∈Si q (ξj)j∈TCi
. (3.2.3b)

PostoW =
∑
i∈I

ξi, se Var(W ) = 1 allora vale

dW (W,Z) ≤
∑
i∈I

{
2E [|ξiηiτi|] + 2 |E[ξiηi]|E[|τi|] + E

[∣∣ξiη2
i

∣∣]}
dove Z ∼ N (0, 1), ηi =

∑
j∈Si

ξj e τi =
∑
j∈Ti

ξj .
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Dimostrazione. Fissato h ∈ Lip1(R) sia f = fh la soluzione dell’equazione di
Stein associata ad h. Allora

E[Wf(W )] =
∑
i∈I

E [ξif(W )]

=
∑
i∈I

E [ξi (f(W )− f(W − ηi))]
(3.2.4)

dove per l’ultima uguaglianza abbiamo usato che ξiq(ξj)j∈SCi
e dunque ξiq(W −

ηi). Quindi, essendo ξi centrato, otteniamo

E [ξif(W − ηi)] = E[ξi]E [f(W − ηi)] = 0.

La (3.2.4) può essere riscritta come

E[Wf(W )] =
∑
i∈I

E [ξi (f(W )− f(W − ηi)− ηif ′(W ))]

+E

[∑
i∈I

{ξiηif ′(W )}

] (3.2.5)

Ricordando che Var(W ) = 1 otteniamo

1 = Var(W ) =
∑
i,j∈I

E[ξiξj] =
∑
i∈I

∑
j∈Si

E[ξiξj] +
∑
j 6∈Si

E[ξiξj]


=
∑
i∈I

∑
j∈Si

E[ξiξj] =
∑
i∈I

E[ξiηi]

(3.2.6)

dove la penultima identità segue dal fatto che per ogni i ∈ I vale ξi q (ξj)j∈SCi
.

Quindi, essendo ξi centrato, otteniamo∑
j 6∈Si

E[ξiξj] =
∑
j 6∈Si

E[ξi]E[ξj] = 0.

Utilizzando (3.2.6) si ha

E[f ′(W )] =

(∑
i∈I

E[ξiηi]

)
E[f ′(W )] (3.2.7)

Combinando (3.2.5) e (3.2.7) otteniamo

E[f ′(W )−Wf(W )] = E

[∑
i∈I

f ′(W ) (E[ξiηi]− ξiηi)

]
−
∑
i∈I

E [ξi (f(W )− f(W − ηi)− ηif ′(W ))] .

(3.2.8)
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Ora

E [f ′(W − τi) (E[ξiηi]− ξiηi)] = E [f ′(W − τi)]E[ξiηi]− E [f ′(W − τi)ξiηi]

Poiché (ξj)j∈Si q (ξj)j∈TCi
allora ηi q (W − τi). Da ξi q (ξj)j∈SCi

, poiché Si ⊆ Ti,
otteniamo ξi q (ξj)j∈TCi

e quindi ξi q (W − τi). Mettendo insieme quanto detto
otteniamo ξiηi q (W − τi) da cui

E [f ′(W − τi) (E[ξiηi]− ξiηi)] = 0. (3.2.9)

Utilizzando (3.2.9), (3.2.8) diventa

E[f ′(W )−Wf(W )]

= E

[∑
i∈I

(f ′(W )− f ′(W − τi)) (E[ξiηi]− ξiηi)

]
−
∑
i∈I

E [ξi (f(W )− f(W − ηi)− ηif ′(W ))]

= E

[∑
i∈I

{
f ′′(W 1

i )τi (E[ξiηi]− ξiηi)
}]
−
∑
i∈I

E
[
ξi
η2
i

2
f ′′(W 2

i )

]
.

dove per ogni i ∈ I W 1
i è una variabile aleatoria con valori compresi tra W e

W − τi mentre W 2
i ha valori compresi tra W e W − ηi.

Applicando il valore assoluto e ricordando la Proposizione 3.1.2 (iv) otteniamo

|E[f ′(W )−Wf(W )| ≤
∑
i∈I

{
2E[ξiτiηi] + 2 |E [ξiηi]|E [|τi|] + E

[∣∣ξiη2
i

∣∣]} .

3.3 | Exchangeable pairs

In questa sezione, introdurremo la de�nizione di coppia scambiabile (in inglese
exchangeable pair). Tale de�nizione è stata presentata per la prima volta da Stein
in [40].

De�nizione 3.2. Siano S, S ′ due variabili aleatorie de�nite sullo stesso spazio di
probabilità. Diremo che (S, S ′) è una coppia scambiabile se (S, S ′) ∼ (S ′, S).
Inoltre, se E[|S ′|] <∞ ed esiste λ ∈ (0, 1) tale che

E[S ′|S] = (1− λ)S (3.3.1)

diremo che (S, S ′) è una λ-Stein coppia.
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Il Teorema 3.3.1, che segue, mostra come attraverso l’utilizzo delle coppie
scambiabili possiamo calcolare in maniera di�erente il membro destro di (3.1.11).
Per la dimostrazione di questo teorema, così come pabbiamo utilizzato alcune idee
prese da [9, sez. 2.3.2] e [33, sez. 3.3].

Teorema 3.3.1. Sia S una variabile aleatoria con momento assoluto terzo �nito. Se
(S, S ′) è una λ-Stein coppia allora

dW (S,Z) ≤
√

2

π
E
[∣∣∣∣1− E[(S ′ − S)2 |S]

2λ

∣∣∣∣]+
1

3λ
E[|(S − S ′)3|]

dove Z ∼ N (0, 1).

Dimostrazione. Sia FW è la classe de�nita in (3.1.12) e �ssiamo f ∈ FW . Posta

g : R2 → R, g(x, y) := (x− y)(f(y) + f(x))

notiamo che

E[|g(S, S ′)|] = E [|(S − S ′)(f(S) + f(S ′))|]
≤ E [|Sf(S)|+ |Sf ′(S)|+ |S ′f(S)|+ |S ′f(S ′)|]

≤

(
2 +

√
2

π

)
(E[|S|] + E[|S ′|])

dove l’ultima disuguaglianza segue dalla de�nizione di FW .
Poiché E[|S|],E[|S ′|] <∞ otteniamo che E[|g(S, S ′)] <∞. Ma (S, S ′) ∼ (S ′, S)
dunque

E[g(S, S ′)] = E[g(S ′, S)] = −E[g(S, S ′)]

dove abbiamo usato, per l’ultima uguaglianza, che g è antisimmetrica. Abbiamo
quindi

0 =E[g(S, S ′)] = E [(S − S ′)(f(S) + f(S ′))]

=E [(S − S ′)(f(S ′)− f(S))] + 2E [f(S)(S − S ′)]
=E [(S − S ′)(f(S ′)− f(S))] + 2E [E [f(S)(S − S ′)|S]]

=E [(S − S ′)(f(S ′)− f(S))] + 2E [f(S)E [(S − S ′)|S]]

(3.3.2)

dove la penultima uguaglianza segue da (B.3.1) mentre l’ultima da (B.3.3). Utiliz-
zando (3.3.1), (3.3.2) diventa

0 = E [(S − S ′)(f(S ′)− f(S))] + 2λE [Sf(S)]

cioè,
E [Sf(S)] =

1

2λ
E [(S ′ − S)(f(S ′)− f(S))] . (3.3.3)
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Utilizzando lo sviluppo di Taylor si ha

E[Sf(S)] =
1

2λ
E

[
f ′(S)(S ′ − S)2 +

f ′′(S̃)(S ′ − S)3

3

]
(3.3.4)

dove S̃ è una variabile aleatoria che assume valori fra S e S ′. Da (3.3.4) otteniamo

E[f ′(S)− Sf(S)] = E
[
f ′(S)

(
1− (S ′ − S)2

2λ

)]
+

1

6λ
E[f ′′(S̃)(S ′ − S)3].

Combinando (B.3.1) e (B.3.3) otteniamo

E
[
f ′(S)(S ′ − S)2

]
=E

[
E
[
f ′(S)(S ′ − S)2

∣∣ S]]
=E

[
f ′(S)E

[
(S ′ − S)2

∣∣ S]] .
Mettendo insieme le equazioni ottenute si ha

|E[f ′(S)− Sf(S)]| ≤E
[
|f ′(S)|

∣∣∣∣1− E[(S ′ − S)2 |S]

2λ

∣∣∣∣]
= +

1

6λ
E
[
|f ′′(S̃)||S ′ − S|3

]
.

Ricordando le proprietà di FW otteniamo la tesi.

Grazie al Lemma 3.3.2, che segue, specializzeremo il teorema precedente al
caso di somme di variabili aleatorie indipendenti.
Lemma 3.3.2. Siano X1, . . . , Xn variabili aleatorie indipendenti centrate con me-

dia zero tali che
n∑
i=1

Var(Xi) = 1. Sia (Y1, . . . , Yn) una copia indipendente di

(X1, . . . , Xn) e sia I una variabile aleatoria uniforme su {1, . . . , n} indipendente
da (X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn). Posto

S =
n∑
i=1

Xi e S ′ := S −XI + YI

si ha che (S, S ′) è una 1
n-Stein coppia.

Dimostrazione. Poiché per ogni i ∈ [n] si ha Xi ∼ Yi allora (S, S ′) ∼ (S ′, S).
Dunque (S, S ′) è una coppia scambiabile. Notiamo che

E[S ′ − S | S] =E[YI −XI |S] =
n∑
i=1

E [E[YI −XI |S] | I = i]P(I = i)

=
n∑
i=1

1

n
E[Yi −Xi |S]
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dove abbiamo usato la legge dell’aspettazione totale (cfr. Teorema B.9). Poiché
Yi q S si ha E[Yi |S] = E[Yi] = 0 (cfr. (B.3.4)) e dunque

E[S ′ − S | S] = −1

n

n∑
i=1

E[Xi |S] = −1

n
E[S |S] = −S

n
.

Siamo ora pronti per applicare i risultati alla somma di variabili aleatorie
indipendenti.

Teorema 3.3.3. Siano X1, . . . , Xn variabili aleatorie indipendenti, centrate e con

momenti assoluti terzi �niti. Se
n∑
i=1

Var(Xi) = 1 allora

dW (S,Z) ≤
√

1

2π
E

[∣∣∣∣∣1− E

[
n∑
i=1

X2
i

∣∣∣∣∣ S
]∣∣∣∣∣
]

+
8

3

n∑
i=1

E[|Xi|3]

dove S =
n∑
i=1

Xi e Z ∼ N (0, 1).

Dimostrazione. Sia S ′ come nel lemma precedente, allora (S, S ′) è una 1
n-Stein

coppia. Applicando il Teorema 3.3.1 con λ = 1
n otteniamo

dW (S,Z) ≤
√

2

π
E
[∣∣∣1− n

2
E[(S − S ′)2 |S]

∣∣∣]+
n

3
E[|(S − S ′)3|]. (3.3.5)

Ora
E[(S − S ′)2 |S] =E[(XI − YI)2 |S]

=
n∑
i=1

E
[
E[(Xi − Yi)2 |S] | I = i

]
P(I = i)

=
n∑
i=1

1

n
E[X2

i + Y 2
i − 2XiYi |S]

dove abbiamo usato la legge dell’aspettazione totale. Da (B.3.4), poiché Yi q S
otteniamo

E[Yi |S] = E[Yi] = 0,

E[Y 2
i |S] = E[Y 2

i ].

Da (B.3.3) segue
E[XiYi |S] = XiE[Yi |S] = 0.
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Abbiamo quindi che

E[(S − S ′)2 |S] =
1

n

(
1 + E

[
n∑
i=1

X2
i

∣∣∣∣∣ S
])

.

Dunque, il primo addendo nel membro sinistro di (3.3.5) si può scrivere come√
2

π
E
[∣∣∣1− n

2
E[(S − S ′)2 |S]

∣∣∣] =

√
1

2π
E

[∣∣∣∣∣1− E

[
n∑
i=1

X2
i

∣∣∣∣∣ S
]∣∣∣∣∣
]
. (3.3.6)

Per quanto riguarda il secondo addendo in (3.3.5), utilizzando la legge dell’aspet-
tazione totale, si ha

E
[
|S − S ′|3

]
=E

[
|XI − YI |3

]
=

n∑
i=1

E
[
|XI − YI |3 | I = i

]
P(I = i)

=
1

n

n∑
i=1

E[|Xi − Yi|3] ≤
1

n

n∑
i=1

E
[
(|Xi|+ |Yi|)3

]
=

1

n

n∑
i=1

{
E[|Xi|3] + 3E[|Xi|2|Yi|] + 3E[|Xi||Yi|2] + E[|Yi|3]

}
.

Poiché Xi e Yi sono indipendenti con la stessa legge vale

E
[
|S − S ′|3

]
≤1

n

n∑
i=1

{
2E[|Xi|3] + 6E[|Xi|2]E[|Xi|]

}
≤1

n

n∑
i=1

{
2E[|Xi|3] + 6E[|Xi|3]

}
=

8

n

n∑
i=1

E[|Xi|3].
(3.3.7)

Infatti
E
[
|Xi|2

]
E [|Xi|] ≤ E

[
|Xi|3

] 2
3 E
[
|Xi|3

] 1
3 = E

[
|Xi|3

]
dove abbiamo utilizzato la disuguaglianza di Hölder.
Sostituendo in (3.3.5), le espressioni ottenute in (3.3.6) e (3.3.7) si ottiene

dW (S,Z) ≤
√

1

2π
E

[∣∣∣∣∣1− E

[
n∑
i=1

X2
i

∣∣∣∣∣ S
]∣∣∣∣∣
]

+
8

3

n∑
i=1

E[|Xi|3].
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3.4 | Zero-bias

Il prossimo metodo che presenteremo fa ricorso alla trasformata zero-bias. Questo
concetto è stato introdotto per la prima volta da Goldstein e Reinert in [25].

De�nizione 3.3. Sia S una variabile aleatoria con media zero e V ar(S) = σ2.
Diremo che una variabile aleatoria S? ha la distribuzione zero-bias associata ad S se
non ha atomi e per ogni f ∈ ACloc(R) (cfr. De�nizione A.3) conE[|Sf(S)|],E[|f ′(S?)|] <
∞ vale

E[Sf(S)] = σ2E[f ′(S?)].

Lemma 3.4.1. ,

(i) Se S ∼ N (0, σ2) allora per ogni f ∈ ACloc(R) con E[|f ′(S)|],E[|Sf(S)|] <
∞ vale σ2E[f ′(S)] = E[Sf(S)].

(ii) Sia S una variabile aleatoria senza atomi. Se per ogni funzione f ∈ C1
tratti(R)

(cfr. De�nizione A.4) limitata conE[|f ′(S)|],E[|Sf(S)|] <∞ valeσ2E[f ′(S)] =
E[Sf(S)], allora S ∼ N (0, σ2).

Dimostrazione. Il lemma segue dal Lemma 3.1.1 con un semplice cambio di varia-
bili.

Il seguente teorema, oltre a provare l’esistenza e unicità della distribuzione
zero-bias, mostra un modo per calcolarla esplicitamente. Per la dimostrazione del
teorema si guardi [9, Proposizione 2.1, p. 27].

Teorema 3.4.2. Sia S una variabile aleatoria con media zero e varianza σ2. La
distribuzione zero-bias associata ad S esiste unica. In particolare, S? è una variabile
continua con densità di probabilità data da

p?(x) =
1

σ2
E[S1(x,+∞)(S)], x ∈ R. (3.4.1)

Il Teorema 3.4.3, che segue, mostra come attraverso l’uso della distribuzione
zero-bias possiamo limitare il membro di destra di (3.1.11).

Teorema 3.4.3. Sia S una variabile aleatoria con media zero e varianza 1 e sia S?

una variabile aleatoria de�nita sullo stesso spazio di S con distribuzione zero-bias
associata ad S. Allora vale

dW (S,Z) ≤ 2E [|S? − S|]

dove Z ∼ N (0, 1).
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Dimostrazione. Sia FW la classe de�nita in (3.1.12). Dal Teorema 3.1.4 otteniamo

dW (S,Z) ≤ sup
f∈FW

|E [f ′(S)− Sf(S)]| .

Utilizzando la de�nizione di distribuzione zero-bias e sviluppando in serie di
Taylor otteniamo

dW (S,Z) ≤ sup
f∈FW

|E [f ′(S)− f(S?)]| = sup
f∈FW

∣∣∣E [f ′′(S̃) (S − S?)
]∣∣∣

dove abbiamo usato che f ammette una derivata seconda quasi certa e S̃ è una
variabile aleatoria che assume valori tra S e S?. Ricordando che ||f ′′||∞ ≤ 2
otteniamo la tesi.

Grazie al Lemma 3.4.4, nel Corollario 3.4.5 specializzeremo il Teorema 3.4.3 al
caso di somme di variabili aleatorie indipendenti.

Lemma 3.4.4. Sia X = (X1, . . . , Xn, X
?
1 , . . . , X

?
n) un vettore aleatorio di varia-

bili indipendenti tale che ∀i ∈ [n] X?
i ha la distribuzione zero-bias associata a

Xi. Supponiamo che le Xi siano centrate con varianza σ2
i �nita. Supponiamo che∑n

i=1 σ
2
i = 1 e sia I una variabile aleatoria indipendente da X con

P(I = i) =

{
σ2
i se i ∈ [n],

0 altrimenti.

Allora vale
S? ∼ S −XI +X?

I

dove S =
n∑
i=1

Xi.

Dimostrazione. Sia f ∈ ACloc(R) con E[|f ′(S?)|],E[|Sf(S)|] < ∞. ∀i ∈ [n]
poniamo S(i) := S −Xi allora

E [Sf(S)] =E

[
n∑
i=1

Xif(S)

]
=

n∑
i=1

E
[
Xif(S(i) +Xi)

]
=

n∑
i=1

E
[
E
[
Xif(S(i) +Xi) |S(i)

]]
=

n∑
i=1

σ2
iE[E[f ′

(
S(i) +X?

i

)
|S(i)]]

=
n∑
i=1

σ2
iE [f ′ (S −Xi +X?

i )]
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dove per la terza uguaglianza abbiamo utilizzato (B.3.1) e per la quarta la de�ni-
zione di distribuzione zero-bias. Poiché P(I = i) = σ2

i e I qX otteniamo
n∑
i=1

σ2
iE [f ′ (S −Xi +X?

i )] =
n∑
i=1

E
[
1{i}(I)f ′(S −Xi +X?

i )
]

=E [f ′(S −XI +X?
I )] .

Ma

Var(S) =
n∑
i=1

Var(Xi) = 1

e dunque abbiamo provato che E[Sf(S)] = Var(S)E[f ′(S −XI +X?
I )]. La tesi

segue dall’unicità della distribuzione zero-bias.

Corollario 3.4.5. Siano X1, . . . , Xn variabili aleatorie indipendenti con media
nulla e varianza σ2

i �nita. Se
∑n

i=1 σ
2
i = 1 allora

dW (S,Z) ≤ 2
n∑
i=1

σ2
iE [|Xi −X?

i |]

dove S =
∑
Xi, Z ∼ N (0, 1) e per ogni i ∈ [n], X?

i è indipendente da Xi con la
distribuzione zero-bias associata a Xi.

Dimostrazione. Sia I come nel Lemma 3.4.4 allora S?−S ∼ X?
I −XI . Applicando

il Teorema 3.4.3 otteniamo

dW (S,Z) ≤2E [|S? − S|] = 2E [|X?
I −XI |]

=2
n∑
i=1

E [|X?
i −Xi| | I = i]P(I = i)

dove abbiamo usato la legge dell’aspettazione totale (cfr. Teorema B.9). Ricordando
che P(I = i) = σ2

i otteniamo la tesi.

Nella Proposizione 3.4.7 mostreremo un’applicazione del corollario precedente
alla somma di variabili aleatorie di Bernoulli i.i.d.. Prima di fare ciò, attraverso
il seguente lemma, andremo ad esplicitare la distribuzione zero-bias associa-
ta ad una variabile di Bernoulli centrata e opportunamente normalizzata. Sia
La Proposizione 3.4.7 che il Lemma 3.4.6 sono risultati sviluppati in maniera
autonoma.
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Lemma 3.4.6. Sia p ∈ (0, 1) e n ∈ N \ {0} e Y ∼ Bernoulli(p). Se

X :=
Y − p√
np(1− p)

allora X? ∼ Uniform
([
−
√

p
n(1−p) ,

√
1−p
np

])
.

In particolare, seX? ha la zero-bias distribuzione associata adX eX?qX otteniamo

E[|X −X?|] =
1√

np(1− p)
.

Dimostrazione. Essendo X centrata con Var(X) = p(1−p)
np(1−p) = 1

n applicando il
Teorema 3.4.2 otteniamo che X? è una variabile aleatoria continua con densità
data dalla formula

p?(x) = nE[X1(x,∞)(X)].

Poiché X assume il valore x1 = −
√

p
n(1−p) con probabilità 1 − p e x2 =

√
1−p
np

con probabilità p otteniamo

p?(x) = n


E[X] se x < x1,

p
√

1−p
np se x1 ≤ x ≤ x2,

0 se x > x2

=


0 se x < x1,√
np(1− p) se x1 ≤ x ≤ x2,

0 se x > x2

ciò prova che X? ∼ Uniform
([
−
√

p
n(1−p) ,

√
1−p
np

])
.

Passiamo al calcolo di E[|X −X?|]. Dalla proprietà (B.3.1) otteniamo

E[|X −X?|] =E [|X −X?| |X] = (1− p)E [X? − x1]] + pE [x2 −X?]

=(1− p) (E[X?]− x1) + p (x2 − E[X?])

=(1− p)
(
x1 + x2

2
− x1

)
+ p

(
x2 −

x1 + x2

2

)
=
x2 − x1

2
=

1

2
√
n

(√
1− p
p

+

√
p

1− p

)
=

1

2
√
np(1− p)

dove la seconda uguaglianza segue dal fatto che X qX? e da x1 ≤ X? ≤ x2.

Proposizione 3.4.7. Siano Y1, . . . , Yn i.i.d. con distribuzione di Bernoulli di para-
metro p. Se

Xi :=
Yi − p√
np(1− p)
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allora
dW (S,Z) ≤ 1√

np(1− p)

dove S =
n∑
i=1

Xi e Z ∼ N (0, 1).

Dimostrazione. Notiamo che

Var(S) =
n∑
i=1

Var(Xi) = n
p(1− p)
np(1− p)

= 1.

Dunque, utilizzando il Corollario 3.4.5 otteniamo

dW (S,Z) ≤ 2
n∑
i

Var(Xi)E [|Xi −X?
i |] .

Ma Var(X1) =
p(1− p)
np(1− p)

=
1

n
. Per il lemma precedente si ha

dW (S,Z) ≤ 2n
1

n

1

2
√
np(1− p)

=
1√

np(1− p)
.

3.5 | Size-bias

Un altro metodo che si può utilizzare per limitare E[Sf(S)− f ′(S)] è quello della
size-bias. Questo metodo appare per la prima volta in [26].

De�nizione 3.4. Sia S una variabile aleatoria non-negativa con media µ > 0.
Diremo che la variabile aleatoria Ss ha la distribuzione size-bias associata ad S se
per ogni funzione f limitata e continua vale

E[Sf(S)] = µE[f(Ss)]. (3.5.1)

Il seguente lemma ci fornisce una caratterizzazione per la distribuzione size-
bias associata a variabili aleatorie discrete.

Lemma 3.5.1. SiaX una variabile aleatoria discreta non negativa con media µ > 0
e che assume valori in S ⊆ R. Se pX è la densità di probabilità di X , una variabile
aleatoria discreta con densità

pXs(x) =
x

µ
pX(x). (3.5.2)

ha la distribuzione size-bias associata ad X . In particolare, Xs assume valori in S.
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Dimostrazione. Per prima cosa notiamo che (3.5.2) è una distribuzione di proba-
bilità su S. Poiché X assume valori non negativi pXs(x) = 0 per ogni x < 0 ed
inoltre pXs(x) ≥ 0 per ogni x ≥ 0. Essendo µ = E[X] vale

µ =
∑
x∈S

xpX(x)

e dunque ∑
x∈S

x

µ
pX(x) = 1.

Sia Y una variabile aleatoria discreta con densità data da (3.5.2). Fissata una
funzione f continua e limitata si ha

E[Xf(X)] =
∑
x∈S

xf(x)pX(x) = µ
∑
x∈S

x

µ
f(x)pX(x)

= µ
∑
x∈S

xpY (x) = µE[f(Y )].

Abbiamo dunque provato che per ogni funzione f continua e limitata valeE[Xf(X)] =
µE[f(Y )]. Dalla de�nizione di size-bias, Y ha una distribuzione size-bias associata
a X .

Osservazione 4 (Come si arriva a (3.5.2)?). Supponiamo che Xs abbia la distribu-
zione size-bias associata a X . Fissato x ∈ R otteniamo

pXs(x) := P(Xs = x) = E
[
1{x}(X)

]
=

1

µ
E
[
X1{x}(X)

]
=
x

µ
pX(x)

dove la penultima disuguaglianza deriva da (3.5.1) dove abbiamo posto f = 1{x}.

Il seguente teorema mostra come utilizzare la distribuzione size-bias per
limitare il membro destro di (3.1.11).

Teorema 3.5.2. Sia S una variabile aleatoria non-negativa con media µ > 0 e
varianza σ2. Sia Ss una variabile, de�nita sullo stesso spazio di probabilità di S,
con la distribuzione size-bias associata ad S. Posta

S =
S − µ
σ

la standardizzazione di S vale

dW (S, Z) ≤
√

2

π

1

σ2
E
[∣∣σ2 − µ(Ss − S)

∣∣]+
µ

σ3
E
[
|Ss − S|2

]
.
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Dimostrazione. Sia FW la classe de�nita in (3.1.12) e �ssiamo f ∈ FW . Chiamata

f̃(x) = f

(
x− µ
σ

)
si ha

E[Sf(S)] =E
[
S − µ
σ

f

(
S − µ
σ

)]
=

1

σ
E
[
Sf̃(S)

]
− µ

σ
E
[
f

(
S − µ
σ

)]
=
µ

σ
E
[
f̃(Ss)

]
− µ

σ
E
[
f

(
S − µ
σ

)]
=
µ

σ
E
[
f

(
Ss − µ
σ

)
− f

(
S − µ
σ

)]
(3.5.3)

dove la penultima uguaglianza segue da (3.5.1). Usando l’espansione di Taylor
otteniamo

E[Sf(S)] =
µ

σ
E

[
Ss − S
σ

f ′
(
S − µ
σ

)
+

(Ss − S)2

2σ2
f ′′ (ξ)

]
(3.5.4)

dove ξ è una variabile aleatoria che assume valori compresi fra S − µ
σ

e S
s − µ
σ

.
Sottraendo E[f ′(S)] da (3.5.4) si ha

E[Sf(S)− f ′(S)] = E
[(

µ(Ss − S)

σ2
− 1

)
f ′(S) +

µ(Ss − S)2

2σ3
f ′′(ξ)

]
.

Dunque

∣∣E[Sf(S)− f ′(S)]
∣∣ ≤ E

[∣∣∣∣µ(Ss − S)

σ2
− 1

∣∣∣∣ ∣∣f ′(S)
∣∣+

∣∣∣∣µ(Ss − S)2

2σ3

∣∣∣∣ |f ′′(ξ)|]
≤ ||f ′||∞ E

[∣∣∣∣µ(Ss − S)

σ2
− 1

∣∣∣∣]+ ||f ′′||∞ E
[∣∣∣∣µ(Ss − S)2

2σ3

∣∣∣∣]
≤
√

2

π
E
[∣∣∣∣µ(Ss − S)

σ2
− 1

∣∣∣∣]+ 2E
[∣∣∣∣µ(Ss − S)2

2σ3

∣∣∣∣]
=

√
2

π

1

σ2
E
[∣∣µ(Ss − S)− σ2

∣∣]+
µ

σ3
E
[
|Ss − S|2

]
dove l’ultima disuguaglianza segue dalla proprietà della classe FW .

Attraverso il seguente lemma andremo a specializzare il Teorema 3.5.2 al caso
di somme di variabili aleatorie indipendenti ottenendo il Corollario 3.5.4.
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Lemma 3.5.3. SiaX = (X1, . . . , Xn, X
s
1 , . . . , X

s
n) un vettore aleatorio di variabili

indipendenti tale che ∀i ∈ [n] Xi è non negativa con media µi > 0 e Xs
i ha la

distribuzione size-bias associata aXi. Se I è una variabile aleatoria indipendente da
X tale con

P(I = i) =

{
µi
µ se i ∈ [n],

0 altrimenti,

dove µ =
∑n

i=1 µi, allora
Ss ∼ S −XI +Xs

I

dove S =
∑n

i=1Xi.

Dimostrazione. Sia f continua e limitata, ∀i ∈ [n] posta S(i) := S−Xi otteniamo

E [Sf(S)] =E

[
n∑
i=1

Xif(S)

]
=

n∑
i=1

E [Xif(S −Xi +Xi)]

=
n∑
i=1

E
[
E
[
Xif(S(i) +Xi) |S(i)

]]
=

n∑
i=1

µiE[E[f
(
S(i) +Xs

i

)
|S(i)]] =

n∑
i=1

µiE [f (S −Xi +Xs
i )]

dove abbiamo utilizzato (B.3.1). Poiché µP(I = i) = µi e I qX otteniamo
n∑
i=1

µiE [f (S −Xi +Xs
i )] = µ

n∑
i=1

E
[
1{i}(I)f(S −Xi +Xs

i )
]

= µE [f(S −XI +Xs
I )] .

Abbiamo provato che E[Sf(S)] = µE[f(S − XI + Xs
I )]. La tesi segue dalla

caratterizzazione della distribuzione size-bias.

Corollario 3.5.4. SianoX1, . . . , Xn variabili aleatorie non-negative e indipendenti
con E[Xi] = µi > 0 e σ2

i = Var(Xi) <∞ per ogni i ∈ [n]. Allora

dW

(
S − µ
σ

, Z

)
≤
√

2

π

1

σ2

n∑
I=1

µiE
[∣∣∣∣σ2

µ
− (Xs

i −Xi)

∣∣∣∣]
≤+

1

σ3

n∑
i=1

µiE
[
|Xs

i −Xi|2
]

dove S =
∑
Xi, σ2 = Var(S), µ = E[S], Z ∼ N (0, 1) e per ogni i ∈ [n] Xs

i ha la
distribuzione size-bias associata a Xi con Xs

i qXi.
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Dimostrazione. Sia l come nel Lemma 3.5.3 allora Ss−S ∼ Xs
I −XI . Applicando

il Teorema 3.5.2 otteniamo

dW (S, Z) ≤
√

2

π

1

σ2
E
[∣∣σ2 − µ(Ss − S)

∣∣]+
µ

σ3
E
[
|Ss − S|2

]
≤
√

2

π

1

σ2
E
[∣∣σ2 − µ(Xs

I −XI)
∣∣]+

µ

σ3
E
[
|Xs

I −XI |2
]
.

(3.5.5)

Utilizzando la legge dell’aspettazione totale e poiché Iq (Xj, X
s
j ) per ogni j ∈ [n]

otteniamo

E
[∣∣σ2 − µ(Xs

I −XI)
∣∣] =

n∑
i=1

E
[∣∣σ2 − µ(Xs

i −Xi)
∣∣ | I = i

]
P(I = i)

=
n∑
i=1

µi
µ
E
[∣∣σ2 − µ(Xs

i −Xi)
∣∣]

=
n∑
i=1

µiE
[∣∣∣∣σ2

µ
− (Xs

i −Xi)

∣∣∣∣]
(3.5.6)

dove per l’ultima disuguaglianza abbiamo usato che µ > 0.
Similmente

µE
[
|Xs

I −XI |2
]

= µ
n∑
i=1

E
[
|Xs

i −Xi|2 | I = i
]
P(I = i) =

=µ
n∑
i=1

µi
µ
E [|Xs

i −Xi|] =
n∑
i=1

µiE
[
|Xs

i −Xi|2
]
.

(3.5.7)

Combinando (3.5.5), (3.5.6) e (3.5.7) otteniamo la tesi.

Nella Proposizione 3.5.6 mostreremo un’applicazione del corollario preceden-
te alla somma di variabili aleatorie di Poisson i.i.d.. Prima di fare ciò occorre,
attraverso il Lemma 3.5.5, esplicitare la distribuzione size-bias associata ad una
variabile di Poisson.

Lemma 3.5.5. Sia X una distribuzione di Poisson allora vale

Xs ∼ X + 1.

Dimostrazione. Ricordiamo che una variabile aleatoria di Poisson di parametro λ
ha media e varianza paria a λ e densità discreta data dalla formula

pX(n) = e−λ
λn

n!
1N(n)
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Dunque, utilizzando (3.5.2), otteniamo

pXs(n) =
n

λ
e−λ

λn

n!
1N(n) = e−λ

λn−1

(n− 1)!
1N(n) = pX(n− 1).

Notando che pX(n− 1) è la densità di X + 1 si ha la tesi.

Proposizione 3.5.6. Siano X1, . . . , Xn i.i.d. con distribuzione di Poisson di para-
metro λ allora

dW (S, Z) ≤ 1√
λn

dove

S =

∑
Xi − λn√
nλ

e Z ∼ N (0, 1).

Dimostrazione. Poiché E[Xi] = Var(Xi) = λ. Applicando il Corollario 3.5.4
otteniamo

dW
(
S, Z

)
≤
√

2

π

1

λn

n∑
i=1

λE [|1− (Xs
i −Xi)|] +

1

λn
√
λn

n∑
i=1

λE
[
|Xs

i −Xi|2
]
.

Dal Lemma 3.5.5 sappiamo cheXs
i −Xi ∼ 1, dunque l’espressione di sopra diventa

dW
(
S, Z

)
≤ 1

λn
√
λn

n∑
i=1

λ =
1√
λn
.
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4 | Change-point detection con metodi gra�ci

4.1 | Il change-point detection

L’analisi delle serie temporali è diventata sempre più importante in svariati campi
tra cui la medicina, l’astronomia, la �nanza, la meteorologia, l’intrattenimento ....
Possiamo pensare i dati delle serie temporali come sequenze di misurazioni nel
tempo che descrivono il comportamento del sistema in esame. Questi compor-
tamenti possono, a causa di eventi esterni e/o cambiamenti sistematici interni,
cambiare nel tempo. In letteratura va sotto il nome di change-point detection il
problema della determinazione dell’e�ettivo cambiamento di comportamento del
sistema ed eventualmente della sua localizzazione temporale. L’applicazione del
change-point è molto ampia e copre problemi di natura molto di�erenti. Andiamo
a presentare alcune applicazioni motivanti con la relativa letteratura.

• Monitoraggio delle condizioni mediche. Il monitoraggio continuo della
salute del paziente consiste nella misurazione delle variabili �siologiche
(e.g. frequenza cardiaca, elettroencefalogramma, elettrocardiogramma ...).
In questo ambito il change-point detection viene utilizzato per eseguire un
monitoraggio automatizzato e in tempo reale del paziente al �ne di rendere
le cure più e�caci [5, 31, 38, 44].

• Rilevamento del cambiamento climatico. A causa del possibile veri�-
carsi di cambiamenti climatici, dell’aumento dei gas serra nell’atmosfera
e della siccità, negli ultimi decenni il problema del change-point detection
viene applicato anche su dati di natura meteorologica [11, 15, 32].

• Riconoscimento vocale. Il riconoscimento vocale è il processo di conver-
sione delle espressioni vocali pronunciate dall’uomo in testo. I metodi di
change-point detection in questo ambito vengono applicati per la segmen-
tazione audio cioè per separare la traccia del silenzio, da quella del rumore
ambientale per estrarre solamente le parole [10, 36].

• Analisi delle immagini. Il change-point detection può essere utile anche
per l’analisi dei dati video; in questo ambito il problema è data una serie
di immagini della stessa scena scattate in momenti diversi identi�care gli
insiemi di pixel signi�cativamente diversi. Tale tecniche possono essere
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utilizzate in diversi ambiti tra cui, ad esempio la videosorveglianza [12],
il telerilevamento [6], il rilevamento subacqueo [18] e i sistemi a guida
autonoma [21].

• Analisi dell’attività umana. Il rilevamento dei cambiamenti delle attività
rilevate attraverso i sensori presenti nelle “smart home” o tramite i dispositi-
vi mobili può essere formulato come problema di change-point. Questi punti
di cambiamento sono utili per segmentare le attività umane con il �ne di
fornire servizi sempre più personalizzati ma anche per rilevare cambiamenti
nel comportamento che diano informazioni sullo stato di salute [29, 41].

Tutti questi problemi possono essere descritti mediante un approccio statistico.
Data una sequenza di osservazioni (yi)

n
i=1 indicizzate in un qualche modo (spaziale

e/o temporale) e dati 1 ≤ n0 ≤ n1 ≤ n siamo interessati a testare l’ipotesi nulla:

H0 : yi ∼ F0 per i = 1, . . . , n (4.1.1)
contro l’ipotesi alternativa:

H1 : ∃τ : n0 ≤ τ ≤ n1 ≤ n per cui yi ∼
{
F1 se i > τ

F0 altrimenti
(4.1.2)

per alcune distribuzioni di probabilità F0 e F1 distinte (non �ssate a priori).
In altre parole, ci dobbiamo chiedere se le osservazioni seguono tutte una comune
distribuzione (ipotesi nulla) oppure se esista un istante temporale per cui le os-
servazioni seguono una certa distribuzione prima di tale e una di�erente dopo
questo tempo (ipotesi alternativa).

Nella sezione 4.6 verrà presentato, sotto opportune ipotesi sui dati, un test
statistico per le ipotesi (4.1.1) e (4.1.2)

4.2 | Alcune de�nizione sui gra�

Nelle sezioni successive utilizzeremo i gra�. Fissiamo, in questa sezione, alcune
notazioni e de�nizioni utili nel seguito. Le proprietà sui gra� che utilizzeremo
saranno provate nell’Appendice C.
Se X è un insieme e n ∈ N poniamo(

X

n

)
:= {A ⊆ X | |A| = n}

ovvero
(
X
n

)
è l’insieme dei sottoinsiemi di X aventi cardinalità n.
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De�nizione 4.1. Un grafo semplice è una coppia G = (V,E) dove

• V è un insieme �nito e

• E ⊆
(
V
2

)
.

Gli elementi di V si chiamano vertici mentre quelli di E si chiamano archi.

Per non appesantire ulteriormente la trattazione ometteremo il termine sem-
plice e parleremo di gra�.

De�nizione 4.2. Diremo cheG = (V,E) è connesso se per ogni coppia x 6= y ∈ V
esistono dei vertici x = x1, x2, . . . , xl+1 = y tali che ∀i ∈ [l] vale {xi, xi+1} ∈ E.

De�nizione 4.3. Diremo cheG = (V,E) ammette un ciclo se esiste una successione
di vertici x = x1, . . . , xl+1 = x tali che per ogni i ∈ [l] vale {xi, xi+1} ∈ E e se
i 6= j allora {xi, xi+1} 6= {xj, xj+1}.

De�nizione 4.4. Diremo che G = (V,E) è un albero se è connesso e senza cicli.
Equivalentemente, diremo che un grafo è un albero se e connesso e soddisfa la
relazione |E| = |V | − 1.

L’equivalenza tra le due de�nizioni di albero viene provata in [27, Teorema
4.1, p.32].

De�nizione 4.5. Dato G = (V,E) diremo che due archi distinti a e b sono
adiacenti se a ∩ b 6= ∅.

De�nizione 4.6. Dato un grafoG = (V,E) e un suo vertice x, de�niamo l’intorno
di x in G come l’insieme

ΓG(x) := {y ∈ V | {x, y} ∈ E}

e il grado in G del vertice x come la quantità

dG(x) := |ΓG(x)| .

Diremo che un vertice è isolato se dG(i) = 0.

De�nizione 4.7. Per ogni arco e del grafo sia

Ae := {l ∈ E | l ∩ e 6= ∅} , (4.2.1)

Be :=
⋃
e′∈Ae

Ae′, (4.2.2)

Ce := {j ∈ [n] | ∃l ∈ Ae, j ∈ l} . (4.2.3)
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e1

(a)

e2

(b)

e3

(c)

e4

(d)

e5

(e)

e1

(f)

Figura 4.1: Il grafo di Petersen in cui sono evidenziati in rosso gli archi di Ae e in
verde i vertici di Ce ordinatamente per e = e1, . . . , e5. In (f) sono evidenziati in
blu gli archi di Be1 .

Si veda la Figura 4.1 per un esempio di tali insiemi su un particolare grafo.

De�nizione 4.8. Per ogni vertice i del grafo poniamo

Γ2
G(i) := {e ∈ E | ∃j ∈ ΓG(i), j ∈ e} . (4.2.4)

De�nizione 4.9. Diremo che due gra� G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2) sono
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isomor� se esiste una mappa invertibile f : V1 → V2 tale che

{x, y} ∈ E1 ⇔ {f(x), f(y)} ∈ E2.

accoppiamento

4.3 | Gra� associati a quantità osservate

Sia X un insieme e sia d : X × X → R una funzione assegnata pensata come
funzione di dissimilarità. Dato V ⊆ X �nito possiamo introdurre i seguenti gra�.

• Se T è l’insieme degli alberi su V de�niamo l’albero di copertura di
dissimilarità minima (minimum spanning treee) come T dove

T = argmin
T=(V,E)∈T

 ∑
{x,y}∈E

d(x, y)

 .

• Se P l’insieme delle partizioni di V formate da coppie, cioè

P =

{
P ⊆

(
V

2

) ∣∣∣∣ P partizione di V
}
,

de�niamo la partizione di costo minimo P come

P := argmin
P∈P

 ∑
{x,y}∈P

d(x, y)

 .

Il grafo di minimo accoppiamento (minimum distance pairing) è (V, P ).

• Sia n : V → V la mappa de�nita da

n(x) := argmin
y∈V
y 6=x

d(x, y).

Il grafo del vicino più vicino (nearest neighbor graph) è de�nito come
(V,E) dove E := {{x, n(x)} | x ∈ V }.

In Figura 4.2 si possono notare le rappresentazioni dei tre gra� presentati. Per
realizzarli abbiamo preso V ⊆ R2 formato da 30 punti randomici: 15 campionati
dalla distribuzione N ((0, 0), I2) e i rimanenti dalla distribuzione N ((2, 2), I2).
Abbiamo, inoltre, considerato la distanza euclidea di R2 come funzione di dissimi-
larità. Per l’implementazione si rimanda il lettore all’Appendice C.1.1.
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Nelle applicazione supporremo di avere una sequenza di osservazioni (y1, . . . , yn)
e posto V = {y1, . . . , yn} costruiremo un grafo G = (V,E) (es. uno tra quel-
li de�niti sopra). Possiamo associare a G = (V,E) un grafo G = (V ,E) su
{1, . . . , n} := [n] dove E = {{i, j} | {yi, yj} ∈ E}.

Notiamo che se y1, . . . , yn sono distinti c’è un naturale isomor�smo tra i gra�
G e G. Di seguito supponemmo, senza ulteriore menzione, che i valori osservati
corrispondano a variabili aleatorie che assumono quasi certamente valori distinti.
Questa assunzione porta ad utilizzare il simbolo G anche per il grafo G.

(a) (b)

(c)

Figura 4.2: (a) L’albero di copertura di dissimilarità minima; (b) il grafo di minimo
accoppiamento; (c) il grafo del vicino più vicino. I dati sono punti in R2: 15 punti
sono estratti da N ((0, 0), I2) (disegnati con un cerchio) e 15 punti sono estratti
da N ((2, 2), I2) (disegnati con un triangolo).

4.4 | Le variabili aleatorie RG(t) e ZG(t)

De�nizione 4.10. Denotiamo conSn il gruppo delle permutazioni su [n] e de�niamo
la distribuzione permutation null come la distribuzione uniforme su Sn. Nel
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seguito indicheremo con P tale distribuzione e con E, Var rispettivamente il valore
atteso e la varianza sotto questa distribuzione.

Fissato un grafo G = G(n) = ([n], E) dove E = E(n) e �ssato t ∈ N
de�niamo il contatore RG(t) come la variabile aleatoria

RG(t) : Sn → N RG(t)(π) =
∑
{i,j}∈E

1{σ∈Sn | gi(t)(σ)6=gj(t)(σ)}(π) (4.4.1)

dove

gi(t)(σ) =

{
1 se σ(i) > t

0 altrimenti
.

De�niamo, inoltre, la variabile aleatoria

ZG(t) := −RG(t)− E [RG(t)]√
Var(RG(t)

.

Per la de�nizione di RG e ZG abbiamo ripreso la notazione presente in [8].
Notiamo che RG(t)(π) conta il numero di lati {i, j} ∈ E per cui π(i) ≤ t < π(j)
o π(j) ≤ t < π(i).

Il prossimo lemma ci permette di calcolare esplicitamente media e varianza di
RG(t) e dunque di ottenere un’espressione sempli�cata per ZG(t).

Lemma 4.4.1. Sia G = ([n], E) un grafo parametrizzato da n ∈ N (quindi G =
G(n) e E = E(n)). Fissato t ∈ [n] vale

E[RG(t)] = p1(t) |E| (4.4.2)

e

Var (RG(t)) = p2(t) |E|+
n∑
i=1

dG(i)2

(
1

2
p1(t)− p2(t)

)
+ |E|2

(
p2(t)− p1(t)

2
) (4.4.3)

dove

p1(t) := 2
t(n− t)
n(n− 1)

,

p2(t) := 4
t(t− 1)(n− t)(n− t− 1)

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)
.

Tale lemma appare enunciato come Lemma 2.1 in [8] e un’idea della dimostra-
zione appare nel supplemento a tale articolo. La dimostrazione presentato nella
sezione �nale di questo capitolo chiarisce alcuni dettagli lasciati impliciti in [8].
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4.5 | Teorema di approssimazione del processo ZG(·)

Ricordiamo due importanti de�nizioni per il comportamento di una successione
all’in�nito.
De�nizione 4.11. Diremo f(x) � g(x) per x → +∞ se esistono due costanti
positive C1, C2 indipendenti da x tali che, de�nitivamente in x, valga

C1g(x) ≤ f(x) ≤ C2g(x).

De�nizione 4.12. Diremo che f(x) = o(g(x)) per x→ +∞ se

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= 0

con la convenzione f(x)
g(x) = 0 quando f(x) = g(x) = 0.

Fissato un numero reale α con 0 < α < 1.125 e �ssata una successione di
gra� (Gn)n∈N dove Gn = ([n], En) consideriamo le seguenti condizioni
Condizione 1. |En| � nα.

Condizione 2.
∑
e∈En

|Ae| |Be| = o
(
n1.5(α∧1)

)
.

Presentiamo ora un teorema di approssimazione che ci permetterà di presen-
tare un test statistico per il problema del change-point detection.
Teorema 4.5.1. [8, Teorema 3.1] Sia G = ([n], E) un grafo parametrizzato da
n ∈ N (quindi G = G(n) e E = E(n)). Se la Condizione 1 e la Condizione 2
sono veri�cate allora le distribuzioni delle marginali �nite del processo stocasti-
co (ZG(bnuc))u∈(0,1) sono ben approssimate, per n grande, da quelle del processo
gaussiano centrato (Z?

G(u))u∈(0,1) con funzione di covarianza

ρ?G(u, v) =
2(u ∧ v)2(1− (u ∨ v))2|E|

σ?G(u)σ2
G(v)

·

(
(1− (u ∨ v))2|E|+ (1− 2u)(1− 2v)

n∑
i=1

dG(i)2

)
dove

σ?G(u) =

√√√√2u2(1− u)2|E|+ u(1− u)(1− 2u)2

n∑
i=1

dG(i)2

Per la dimostrazione di questo teorema necessitiamo di alcuni strumenti
che verranno presentati nella prossima sezione. La formulazione dell’appros-
simazione nel Teorema 4.5.1 verrà presentata nella Sezione 5.5 dove verrà da-
ta una dimostrazione (in parte euristica ma supportata da un’argomentazione
matematica).
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4.6 | Il test statistico

Dalla Figura 4.3 e dalla Figura 4.4 notiamo che in assenza di change-point ZG(t)
raggiunge un valore massimo molto inferiore a quello raggiunto nei dati con
change-point.
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Figura 4.3: Il gra�co della funzione ZG(t) dove G è l’albero di minimo accop-
piamento dei punti in R2 estratti in tre di�erenti modi. (a) 100 punti estratti da
N ((0, 0), I2) e poi 100 da N ((2, 2), I2). (b) 200 punti estratti da N ((0, 0), I2). (c)
200 punti estratti da N ((2, 2), I2).

Questa osservazione ci porta alla formulazione del seguente test statistico. Per
testare l’ipotesi nulla (4.1.1)H0 contro quella alternativa (4.1.2)H1, usiamo come
statistica del test

TG,n0,n1 := max
n0≤t≤n1

ZG(t).
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Figura 4.4: Il gra�co della funzione ZG(t) dove G è il grafo del vicino più vicino
dei punti in R2 estratti in tre di�erenti modi. (a) 100 punti estratti daN ((0, 0), I2)
e poi 100 da N ((2, 2), I2). (b) 200 punti estratti da N ((0, 0), I2). (c) 200 punti
estratti da N (2, 2), I2).

L’ipotesi nulla viene ri�utata se il valore di TG,n0,n1 è maggiore di una certa soglia
b. La soglia viene scelta in modo da avere un controllo sull’errore di primo tipo:

De�nizione 4.13. Dato un test d’ipotesi si de�nisce l’errore di primo tipo o si-
gni�catività del test come la probabilità di rigettare l’ipotesi nulla quando essa è
vera.

Supponiamo di aver osservato i valori y1, . . . , yn. Se vale l’ipotesi nulla, os-
servare la stringa (y1, . . . , yn) ha la stessa probabilità di osservare la stringa(
yπ(1), . . . , yπ(n)

)
per ogni π ∈ Sn. Assumendo che y1, . . . , yn siano valori distinti

quasi certamente, possiamo identi�care
(
yπ(1), . . . , yπ(n)

)
con π. É naturale, quin-

di, considerare lo spazio di probabilità dato da Sn con la distribuzione uniforme P
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(cioè la null distribution). La probabilità nella De�nizione 4.13 è quella di (Sn,P) e
la statistica del test TG,n0,n1 è una variabile aleatoria su tale spazio. Si noti, inoltre,
che il grafo G costruito con la funzione di dissimilarità a partire da (y1, . . . , yn) è
lo stesso di quello costruito a partire da

(
yπ(1), . . . , yπ(n)

)
.

Essendo sotto la distribuzione permutation null, il calcolo di P (TG,n0,n1 > b) ri-
chiede un costo dell’ordine di n! operazioni. Al crescere di n tale calcolo diventa
computazionalmente pesante. Grazie al Teorema 4.5.1 possiamo approssimare il
processo ZG con un processo gaussiano con una ben nota funzione di covarianza.
A partire da tale approssimazione, in [8] viene ottenuto il seguente risultato:
Proposizione 4.6.1. [8, Proposizione 3.4] Siano n0 = n0(n), n1 = n1(n) e b =
b(n). Supponiamo che esistano 0 < x0 < x1 < 1 e b0 > 0 tali che

lim
n→+∞

ni
n

= xi per i = 0, 1 e lim
n→+∞

b√
n

= b0.

SiaG = ([n], E) un grafo parametrizzato da n ∈ N (quindiG = G(n) eE = E(n))
tale che ∑

e∈E

|Ae||Be| ∼ o
(
n

3
2

)
e per cui esistono �niti e positivi i seguenti due limiti

r0 = lim
n→+∞

|E|
n

e r1 = lim
n→+∞

∑n
i=1 dG(i)2

|E|
.

Allora, per n→ +∞, vale

P (TG,n0,n1 > b) ≈ bφ(b)

∫ x1

x0

h?(x)ν
(
b0

√
2h?(x)

)
dx

dove φ è la funzione di densità della gaussiana standard,

ν(x) =
2

x2
exp

(
−2

∞∑
m=1

1

m
Φ

(
−1

n
x
√
m

))
,

Φ è la funzione di ripartizione della gaussiana standard e

h?(x) =
1

2x(1− x)
+

2

4x(1− x) + (1− 2x)2 (r1 − 4r0)
.

Osservazione 5. Per il calcolo numerico di ν possiamo utilizzare la seguente
approssimazione [37]

ν(x) ≈
2
x

(
Φ
(
x
2

)
− 1

2

)
x
2Φ
(
x
2

)
+ φ

(
x
2

) .
Notiamo che sotto le ipotesi della Proposizione 4.6.1 le Condizione 1 e le

Condizioni 2 sono banalmente veri�cate ponendo α = 1.
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4.7 | Dimostrazione del Lemma 4.4.1

Per non appesantire ulteriormente la dimostrazione abbrevieremo la scrittura
dell’evento {σ ∈ Sn | gi(t)(σ) 6= gj(t)(σ)} con gi(t) 6= gj(t).

Dalla linearità del valore atteso e dalla de�nizione di RG(t) otteniamo

E[RG(t)] =
∑
{i,j}∈E

E
[
1gi(t)6=gj(t)

]
=
∑
{i,j}∈E

P (gi(t) 6= gj(t)) . (4.7.1)

Fissati i 6= j ∈ [n] vale
gi(t) 6= gj(t) = A ∪B (4.7.2)

dove
A := {π ∈ Sn | π(i) > t e π(j) ≤ t} , (4.7.3)
B := {π ∈ Sn | π(i) ≤ t e π(j) > t} . (4.7.4)

Notando che
A =

⋃
t<I≤n
1≤J≤t

{π ∈ Sn | π(i) = I e π(j) = J}

e usando che il numero di permutazioni di Sn che �ssano due elementi distinti è
(n− 2)! otteniamo

|A| =
∑
t<I≤n
1≤J≤t

(n− 2)! = t(n− t)(n− 2)!.

Per ogni coppia a, b ∈ [n] de�niamo la mappa ψ(a,b) : Sn → Sn come

ψ(a,b)(π)(h) =


π(a) se h = b

π(b) se h = a

π(h) altrimenti
. (4.7.5)

Si veri�ca banalmente cheψ è una biiezione e poichéψ(i,j)(A) = B vale |A| = |B|.
Dalla de�nizione di distribuzione permutation null otteniamo

P(B) = P(A) =
|A|
|Sn|

=
t(n− t)(n− 2)!

n!
=

t(n− t)
n(n− 1)

=
1

2
p1(t). (4.7.6)

Da (4.7.2) e (4.7.6), poiché gli eventi A e B sono disgiunti, si ha

P(gi(t) 6= gj(t)) = P(A) + P(B) = p1(t). (4.7.7)

Usando (4.7.1) otteniamo l’espressione richiesta per la media.
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Per il calcolo della varianza, calcoliamo prima il momento secondo:

E[RG(t)2] =
∑

{i,j},{h,k}∈E

P (gi(t) 6= gj(t) e gh(t) 6= gk(t)) . (4.7.8)

Fissati gli archi {i, j} e {h, k} andiamo a distinguere alcuni casi.

• Se {i, j} = {h, k} allora

P (gi(t) 6= gj(t) e gh(t) 6= gk(t)) = P (gi(t) 6= gj(t)) = p1(t)

dove l’ultima uguaglianza deriva da (4.7.7).

• Se h ∈ {i, j} e k 6∈ {i, j} allora possiamo supporre, senza perdita di
generalità, che h = i. In questa caso otteniamo

{gi(t) 6= gj(t) e gi(t) 6= gk(t)} = C ∪D (4.7.9)

dove
C := {π ∈ Sn | π(i) > t, π(j) ≤ t e π(k) ≤ t} ,
D := {π ∈ Sn | π(i) ≤ t, π(j) > t e π(k) > t} .

Notando che

C =
⋃
t<I≤n

1≤J,K≤t
J 6=K

{π ∈ Sn | π(i) = I, π(j) = J e π(k) = K} ,

D =
⋃

1≤I≤t
t<J,K≤n
J 6=K

{π ∈ Sn | π(i) = I, π(j) = J e π(k) = K}

e usando che il numero di permutazioni di Sn che �ssano tre elementi è
(n− 3)! si ha

|C| =
∑
t<I≤n

1≤J,K≤t
J 6=K

(n− 3)! = (n− t)t(t− 1)(n− 3)!,

|D| =
∑
1≤I≤t

t<J,K≤n
J 6=K

(n− 3)! = t(n− t)(n− t− 1)(n− 3)!.

Applicando la de�nizione di distribuzione permutation null otteniamo

P(C) =
|C|
|Sn|

=
t(t− 1)(n− t)
n(n− 1)(n− 2)

, (4.7.10)

P(D) =
|D|
|Sn|

=
t(n− t)(n− t− 1)

n(n− 1)(n− 2)
. (4.7.11)
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Da (4.7.9), (4.7.10) e (4.7.11), poiché gli eventiC eD sono disgiunti, abbiamo

P (gi(t) 6= gj(t) e gi(t) 6= gk(t)) =
t(n− t)
n(n− 1)

=
1

2
p1(t).

• Se h 6∈ {i, j} e k ∈ {i, j} possiamo procedere come nel caso precedente
ottenendo lo stesso risultato.

• Se h, k 6∈ {i, j} allora

{gi(t) 6= gj(t) e gh(t) 6= gk(t)}
= (A ∩ A′) ∪ (A ∩B′) ∪ (B ∩ A′) ∪ (B ∩B′) (4.7.12)

dove A e B sono gli insiemi de�niti in (4.7.3) e (4.7.4) mentre

A′ := {π ∈ Sn | π(h) > t e π(k) ≤ t} ,
B′ := {π ∈ Sn | π(h) ≤ t e π(k) > t} .

Notando che
A ∩ A′ = {π ∈ Sn | π(i), π(h) > t e π(j), π(k) ≤ t}

=
⋃

t<I,H≤n
1≤J,H≤t
I 6=H
J 6=K

{π ∈ Sn | π(i) = I, π(j) = J, π(h) = H e π(k) = K} .

e usando che il numero di permutazioni che �ssano 4 elementi è (n− 4)!
otteniamo

|A ∩ A′| =
∑

t<I,H≤n
1≤J,H≤t
I 6=H
J 6=K

(n− 4)! = t(t− 1)(n− t)(n− t− 1)(n− 4)!.

Notiamo che
ψ(h,k)(A ∩ A′) = A ∩B′,
ψ(i,j)(A ∩ A′) = B ∩ A′,(

ψ(i,j) ◦ ψ(h,k)
)

(A ∩ A′) = B ∩B′

dove ψ(a,b) è la biiezione de�nita in (4.7.5). Dunque si ha

|A ∩ A′| = |A ∩B′| = |B ∩ A′| = |B ∩B′| .

Dalla de�nizione di distribuzione permutation null si ha

P (A ∩ A′) =P (A ∩B′) = P (B ∩ A′) = P (B ∩B′)

=
|A ∩ A′|
|Sn|

=
t(t− 1)(n− t)(n− t− 1)

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)
.

(4.7.13)
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Da (4.7.12) e (4.7.13), notando che i quattro eventi sono a due a due disgiunti,
otteniamo

P (gi(t) 6= gj(t) e gh(t) 6= gk(t)) = p2(t).

Mettendo insieme i quattro punti precedenti possiamo riscrivere (4.7.8) come

E
[
R2
G(t)

]
=
∑
e∈E

p1(t) +
∑
e′∈E
|e∩e′|=1

1

2
p1(t) +

∑
e′∈E
|e′∩e|=0

p2(t)

 . (4.7.14)

Ora {
(e, e′) ∈ E2

∣∣ |e ∩ e′| = 1
}

=
n⋃
i=1

{
(e, e′) ∈ E2

∣∣ e ∩ e′ = {i}}
e dunque ∣∣{(e, e′) ∈ E2

∣∣ |e ∩ e′| = 1
}∣∣ =

n∑
i=1

dG(i) (dG(i)− 1) (4.7.15)

dove abbiamo usato che l’insieme degli archi che incidono in un vertice sono in
bigezione con ΓG(i) e dunque sono dG(i). Inoltre si ha{

(e, e′) ∈ E2
∣∣ e ∩ e′ = ∅} = E2 \

{
(e, e′) ∈ E2

∣∣ e ∩ e′ 6= ∅} .
Utilizzando il Lemma C.2 otteniamo∣∣{(e, e′) ∈ E2 | e ∩ e′ = ∅

}∣∣ = |E|2 −
∑
{i,j}∈E

(dG(i) + dG(j)− 1) . (4.7.16)

Utilizzando (4.7.15) e (4.7.16), possiamo riscrivere (4.7.14) come

E
[
R2
G(t)

]
=p1(t) |E|+

1

2
p1(t)

n∑
i=1

dG(i) (dG(i)− 1)

++ + p2(t)

|E|2 − ∑
{i,j}∈E

(dG(i) + dG(j)− 1)


=������p1(t) |E|+

1

2
p1(t)

∑
i∈V

dG(i)2 −
���

����1

2
p1(t)2 |E|

++ + p2(t)

(
|E|2 + |E| −

n∑
i=1

dG(i)2

)

=
n∑
i=1

dG(i)2

(
1

2
p1(t)− p2(t)

)
+ p2(t)

(
|E|2 + |E|

)
.
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dove la penultima ultima uguaglianza segue dal Lemma C.1 e dal Lemma C.3. La
tesi segue ricordando che per una variabile aleatoria X vale

Var(X) = E
[
X2
]
− E[X]2.
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5 | Derivazione del Teorema 4.5.1

In questo capitolo, dopo aver de�nito una distribuzione di probabilità sulle n-uple,
mimando la de�nizioni di RG e ZG, de�niremo le variabili aleatorie RB

G e ZB
G sulle

n-uple caratterizzando la loro media e varianza. Nella sezione successiva intro-
durremo due nuove variabili aleatorie nB e XB e caratterizzeremo la loro media e
varianza. Le variabili aleatorie de�nite nelle sezioni precedenti verranno utilizzate
per dimostrare formalmente un risultato di approssimazione (Teorema 5.3.1).
Nella Sezione 5.4 andremo a collegare le distribuzioni bootrsap con la permutation
null. Questo collegamento ci sarà utile per la dimostrazione del Teorema 4.5.1
(Sezione 5.5).

5.1 | Le variabili RB
G(t) e Z

B
G (t) de�nito sulle n-uple

Denotiamo con [n]n l’insieme dellen-uple ordinate. Dato i ∈ [n] sia πi : [n]n → [n]
la proiezione sulla i-esima componente della n-upla.

De�nizione 5.1. De�niamo la distribuzione bootstrap come la distribuzione uni-
forme su [n]n. Nel seguito indicheremo con PB tale distribuzione e con EB , VarB
rispettivamente il valore atteso e la varianza sotto questa distribuzione.

Mimando la de�nizione di RG(t), �ssato un grafo G = G(n) = ([n], E) dove
E = E(n) e �ssato t ∈ N de�niamo il contatore RB

G(t) come la variabile aleatoria

RB
G(t) : [n]n → N RB

G(t)(x) :=
∑
{i,j}∈E

1{y∈[n]n | gi(t)(y)6=gj(t)(y)}(x) (5.1.1)

dove

gi(t)(x) :=

{
1 se πi(x) > t

0 altrimenti
.

De�niamo, inoltre,

ZB
G (t) := −

RB
G(t)− EB

[
RB
G(t)

]√
VarB

(
RB
G(t)

) . (5.1.2)
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Lemma 5.1.1. Sia G = G(n) = ([n], E) un grafo con E = E(n). Fissato t ∈ [n]
vale

EB[RB
G(t)] = pB1 (t) |E| (5.1.3)

e

VarB
(
RB
G(t)

)
= pB2 (t) |E|+

∑
i∈V

dG(i)2

(
1

2
pB1 (t)− pB2 (t)

)
(5.1.4)

dove

pB1 (t) := 2
t(n− t)
n2

, (5.1.5)

pB2 (t) := 4
t2(n− t)2

n4
. (5.1.6)

Dimostrazione. Dalla linearità del valore atteso e dalla de�nizione di RB
G(t) otte-

niamo

EB
[
RB
G(t)

]
=
∑
{i,j}∈E

EB
[
1gi(t) 6=gj(t)

]
=
∑
{i,j}∈E

PB (gi(t) 6= gj(t)) . (5.1.7)

Fissati i 6= j ∈ [n] vale
gi(t) 6= gj(t) = A ∪B (5.1.8)

dove

A := {x ∈ [n]n | πi(x) > t e πi(j) ≤ t} , (5.1.9)
B := {x ∈ [n]n | πi(x) ≤ t e πi(j) > t} . (5.1.10)

Notando che
A =

⋃
t<I≤n
1≤J≤t

{x ∈ [n]n | πi(x) = I e πj(x) = J}

e usando che il numero di sequenze n-arie con due componenti �ssate è nn−2

otteniamo
|A| =

∑
t<I≤n
1≤J≤t

nn−2 = t(n− t)nn−2.

Per ogni a, b ∈ [n] de�niamo la mappa φ(a,b) : [n]n → [n]n dove

φ(a,b)(x) = y dove ∀h ∈ [n] πh(y) :=


πa(x) se h = b

πb(x) se h = a

πh(x) altrimenti
. (5.1.11)

Si veri�ca banalmente che ψ(a,b) è una biiezione e poiché ψ(i,j)(A) = B otteniamo
|A| = |B|. Dalla de�nizione di distribuzione uniforme otteniamo

PB(B) = PB(A) :=
|A|
|[n]n|

=
t(n− t)nn−2

nn
=
t(n− t)
n2

. (5.1.12)
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Da (5.1.8) e (5.1.12), poiché gli eventi A e B sono disgiunti, otteniamo

PB(gi(t) 6= gj(t)) = PB(A) + PB(B) = pB1 (t) (5.1.13)

Utilizzando (5.1.7) e l’identità precedente otteniamo (5.1.3).

Per il calcolo della varianza, calcoliamo prima il momento secondo:

EB
[
RB
G(t)2

]
=

∑
{i,j},{h,k}∈E

PB (gi(t) 6= gj(t) e gh(t) 6= gk(t)) . (5.1.14)

Fissati gli archi {i, j} e {h, k} andiamo a distinguere alcuni casi.

• Se {i, j} = {h, k} allora

PB (gi(t) 6= gj(t) e gh(t) 6= gk(t)) = PB (gi(t) 6= gj(t)) = pB1 (t).

dove l’ultima uguaglianza segue da (5.1.13).

• Se h ∈ {i, j} e k 6∈ {i, j} allora possiamo supporre, senza perdita di
generalità. In questo caso vale

{gi(t) 6= gj(t) e gi(t) 6= gk(t)} = C ∪D (5.1.15)

dove
C : = {x ∈ [n]n | πi(x) > t, πj(x) ≤ t e πk(x) ≤ t} ,
D : = {x ∈ [n]n | πi(x) ≤ t, πj(x) > t e πk(x) > t} .

Notando che

C =
⋃
t<I≤n

1≤J,K≤t

{π ∈ Sn | π(i) = I, π(j) = J e π(k) = K} ,

D =
⋃

1≤I≤t
t<J,K≤n

{π ∈ Sn | π(i) = I, π(j) = J e π(k) = K}

e usando che il numero di sequenze n-arie con tre componenti �ssate è nn−3

otteniamo
|C| =

∑
t<I≤n

1≤J,K≤t

nn−3 = (n− t)t2nn−3,

|D| =
∑
1≤I≤t

t<J,K≤n

nn−3 = t(n− t)2nn−3.
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Dalla de�nizione di distribuzione bootrsap otteniamo

PB(C) =
|C|
|[n]n|

=
t2(n− t)

n3
, (5.1.16)

PB(D) =
|D|
|[n]n|

=
t(n− t)2

n3
. (5.1.17)

Da (5.1.15), (5.1.16) e (5.1.17), notando che gli eventi C e D sono disgiunti,
abbiamo

PB (gi(t) 6= gj(t) e gi(t) 6= gk(t)) =
1

2
pB1 (t).

• Se h 6∈ {i, j} e k ∈ {i, j} possiamo procedere come nel caso precedente
ottenendo lo stesso risultato.

• Se h, k 6∈ {i, j} allora

{gi(t) 6= gj(t) e gh(t) 6= gk(t)} =

(A ∩ A′) ∪ (A ∩B′) ∪ (B ∩ A′) ∪ (B ∩B′) (5.1.18)

dove A e B sono gli insiemi de�niti in (5.1.9) e (5.1.10) mentre

A′ := {x ∈ [n]n | πh(x) > t e πk(x) ≤ t} ,

B′ := {x ∈ [n]n | πh(x) ≤ t e πk(x) > t} .
Notando che

A ∩ A′ = {x ∈ [n]n | πi(x), πh(x) > t e πj(x), πk(x) ≤ t}
=

⋃
t<I,H≤n
1≤J,H≤t

{x ∈ [n]n | πi(x) = I, πj(x) = J, πh(x) = H e πk(x) = K} .

e usando che il numero di sequenze n-arie con 4 componenti �ssate è nn−4

otteniamo
|A ∩ A′| =

∑
t<I,H≤n
1≤J,H≤t

nn−4 = t2(n− t)2nn−4.

Poiché
φ(h,k)(A ∩ A′) = A ∩B′,
φ(i,j)(A ∩ A′) = B ∩ A′,(

φ(h,k) ◦ φ(i,j
)

(A ∩ A′) = B ∩B′

dove φ(a,b) è la biiezione de�nita in (5.1.11), abbiamo

|A ∩ A′| = |A ∩B′| = |B ∩ A′| = |B ∩B′| .
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Dalla de�nizione di distribuzione bootstrap si ha

PB (A ∩ A′) =PB (A ∩B′) = PB (B ∩ A′) = PB (B ∩B′)

=
|A ∩ A′|
|[n]n|

=
t2(n− t)2

n4
.

(5.1.19)

Da (5.1.18) e (5.1.19), notando che i quattro eventi sono a due a due disgiunti,
otteniamo

PB (gi(t) 6= gj(t) e gh(t) 6= gk(t)) = 4
t2(n− t)2

n4
= pB2 (t).

Mettendo insieme i quattro punti precedenti possiamo riscrivere (5.1.14) come

EB
[
RB
G(t)2

]
=
∑
e∈E

pB1 (t) +
∑
e′∈E
|e∩e′|=1

1

2
pB1 (t) +

∑
e′∈E
e′∩e=∅

pB2 (t)

 . (5.1.20)

Utilizzando le identità (4.7.15) e (4.7.16), provate nel Lemma 4.4.1, otteniamo

EB
[
RB
G(t)2

]
=pB1 (t)|E|+ 1

2
pB1 (t)

n∑
i=1

dG(i)(dG(i)− 1)

+ + pB2 (t)

|E|2 − ∑
{i,j}∈E

(dG(i) + dG(j)− 1)


=������
pB1 (t) |E|+ 1

2
pB1 (t)

n∑
i=1

dG(i)2 −
�
���

����1

2
pB1 (t)2 |E|

+ + pB2 (t)

(
|E|2 + |E| −

n∑
i=1

dG(i)2

)

=
n∑
i=1

dG(i)2

(
1

2
pB1 (t)− pB2 (t)

)
+ pB2 (t)

(
|E|2 + |E|

)
.

dove l’ultima uguaglianza segue dal Lemma C.1 e dal Lemma C.3 mentre l’ultima
dal fatto che pB1 (t)2 = pB2 (t). La tesi segue ricordando che per una variabile
aleatoria X vale

Var(X) = E
[
X2
]
− E [X]2 .

59



Osservazione 6. Un semplice calcolo prova che (5.1.4) può essere riscritto come

VarB
(
RB
G(t)

)
=
t(n− t)
n4

(
4t(n− t) |E|+

n∑
i=1

dG(i)2(n− 2t)2

)
. (5.1.21)

Poiché t, n− t ≥ 0 allora vale

VarB
(
RB
G (t)

)
≥ pB2 (t) |E| .

5.2 | Le variabili aleatorie nB(t) e XB(t)

Fissato t ∈ N de�niamo il contatore nB(t) come la variabile aleatoria

nB(t) : [n]n → N nB(t)(x) =
n∑
i=1

1{y∈[n]n |πi(y)≤t}(x)

e la variabile aleatoria XB(t) come

XB(t) :=
nB(t)− EB[nB(t)]√

VarB(nB(t))
. (5.2.1)

Il Lemma 5.2.1 ci fornirà un modo per scrivere XB(t) in maniera più semplice.

Lemma 5.2.1. Fissato t ∈ [n] vale

EB[nB(t)] = t (5.2.2)

e
VarB(nB(t)) =

t(n− t)
n

. (5.2.3)

Dimostrazione. Dalla de�nizione di nB(t) e dalla linearità del valore atteso otte-
niamo

EB[nB(t)] =EB

[
n∑
i=1

1{x∈[n]n |πi(x)≤t}

]

=
n∑
i=1

PB ({x ∈ [n]n | πi(x) ≤ t}) .
(5.2.4)

Notando che

A := {x ∈ [n]n | π(x) ≤ t} =
⋃

1≤I≤t

{x ∈ [n]n | πi(x) = I} (5.2.5)
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e usando che il numero di n-uple con una coordinata �ssata è nn−1 otteniamo

|A| =
∑

1≤I≤t

nn−1 = tnn−1.

Da (5.2.4) e dalla de�nizione di distribuzione bootstrap otteniamo

PB(A) =
∑

1≤I≤t

nn−1

nn
=
t

n
. (5.2.6)

Per il calcolo della varianza, calcoliamo prima il momento secondo:

EB
[
nB(t)2

]
=EB

[(
n∑
i=1

1{x∈[n]n |πi(x)≤t}

)(
n∑
j=1

1{x∈[n]n |πj(x)≤t}

)]

=EB

[ ∑
1≤i,j≤n

1{x∈[n]n |πi(x)≤t e πj(x)≤t}

]
=
∑

1≤i≤n
PB ({x ∈ [n]n | πi(x) ≤ t}) +

+ +
∑

1≤i,j≤n
i6=j

PB ({x ∈ [n]n | πi(x) ≤ t e πj(x) ≤ t})

(5.2.7)

Ora, se i 6= j si ha

{x ∈ [n]n | πi(x) ≤ t e πj(x) ≤ t} =
⋃

1≤I,J≤t

{x ∈ [n]n | πi(x) = I e πj(x) = J} .

Poiché il numero di n-uple con due coordinate �ssate è nn−2 e gli eventi che
uniamo sono disgiunti otteniamo

PB ({x ∈ [n]n | πi(x) ≤ t e πj(x) ≤ t}) =
∑

1≤I,J≤t

nn−2

nn
=
t2

n2
.

Utilizzando (5.2.6), (5.2.7) e l’uguaglianza precedente otteniamo

EB
[
nB(t)2

]
= t+

t2

n2
n(n− 1) = t+ t2 − t2

n
. (5.2.8)

Da (5.2.2) e (5.2.8) si ha

VarB
(
nB(t)

)
= t+ t2 − t2

n
− t2 = t

(
1− t

n

)
.

61



5.3 | Un risultato di approssimazione

Sia G = ([n], E) un grafo parametrizzato da n ∈ N (quindi G = G(n) e E =
E(n)) e �ssata una sequenza 0 < u1 < u2 < · · · < uK < 1, poniamo ti := bnuic.
Il Teorema 5.3.1, presentato sotto, contiene un risultato di approssimazione per il
seguente vettore aleatorio

X = X(n) =
(
ZB
G (t1), . . . , Z

B
G (tK), XB(t1), . . . , X

B(tK)
)

(5.3.1)

sotto la distribuzione bootstrap.

Nel Teorema mostreremo in modo rigoroso (attraverso il metodo di Stein) che,
sotto un ansatz, le combinazioni lineari delle componenti di X , opportunamente
normalizzate, sono vicine alla distribuzione normale standard. La dimostrazioni
segue quella di [8] ma vari passaggi lasciati al lettore sono stati elaborati e aggiunti.

Ansatz 1. Per ogni K ∈ N, per ogni scelta di 0 < u1 < · · · < uK < 1 e per ogni
a1, . . . , aK , b1, . . . , bK ∈ R, poniamo

W̃n :=
K∑
k=1

{
aiZ

B
G (bnuic) + biX

B(bnuic)
}

e σn := Var(W̃n) > 0. Supponiamo che, se per una sotto-successione nj vale σnj > 0,
allora vale

lim inf
j→+∞

σnj > 0.

Equivalentemente, assumeremo che esistono C,N > 0 per cui σn ≥ C per ogni
n ≥ N con σn > 0.

Nel Capitolo 6 forniremo una discussione più dettagliata su questa assunzione
(assunta implicitamente in [8]).

Teorema 5.3.1. Sia G = ([n], E) un grafo parametrizzato da n ∈ N. Supponiamo
che la Condizione 1 e la Condizione 2 (cfr. Sezione 6.0.1) siano veri�cate. Supponendo
vero l’Ansatz 1, sotto la distribuzione bootstrap ogni combinazione lineare delle
componenti diX , opportunamente normalizzata, è vicina ad una variabile aleatoria
normale standard. Più precisamente ∀K ∈ N, ∀0 < u1 < · · · < uK < 1 e
∀a1, . . . , aK , b1, . . . bK ∈ R, posti W̃n e σn come nell’Ansatz 1 vale

lim
n→+∞:
σn 6=0

dW

(
W̃n√
σn
, Z

)
= 0

dove Z ∼ N (0, 1) e dW è la distanza di Wasserstein (cfr. Capitolo 2).
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Dimostrazione. Sia k ∈ [K] �ssato. Utilizzando il Lemma 4.4.1 e la de�nizio-
ne (5.1.2) di ZB

G otteniamo

ZB
G (tk) :=−

RB
G(tk)− EB

[
RB
G(tk)

]√
VarB

(
RB
G(tk)

)
=− 1√

VarB(RB
G(tk))

∑
e∈E

e={i,j}

1gi(tk)6=gj(tk) − pB1 (tk) |E|


=− 1√

VarB(RB
G(tk))

∑
e∈E

e={i,j}

{
1gi(tk) 6=gj(tk) − pB1 (tk)

} =
∑
e∈E

ξe,k

dove l’ultima uguaglianza si ha de�nendo, per ogni arco e = {i, j}, la variabile
ξe,k come

ξe,k := −
1gi(tk)6=gj(tk) − pB1 (tk)√

VarB(RB
G(tk))

. (5.3.2)

Dall’identità (5.1.13), provata nel Lemma 5.1.1, otteniamo che

EB
[
1gi(tk) 6=gj(tk)

]
= pB1 (tk)

dunque EB[ξe,k] = 0. Inoltre, da (5.3.2), si ha

|ξe,k| ≤
1√

VarB(RB
G(tk))

(5.3.3)

infatti le funzioni caratteristiche assumono valori in {0, 1} e per ogni k ∈ [K]
vale pB1 (tk) ∈ (0, 1).

Ricordando la de�nizione (5.2.1) di XB(tk), grazie a (5.2.3), otteniamo che

XB(tk) :=
nB(tk)− tk√
VarB(nB(tk)

=
1√

VarB(nB(tk))

(
n∑
i=1

1{x∈[n]n |πi(x)≤tk} − tk

)

=
1√

tk
(
1− tk

n

) n∑
i=1

{
1{x∈[n]n |πi(x)≤tk} −

tk
n

}
=

n∑
i=1

ξi,k.

dove l’ultima uguaglianza si ha de�nendo, per ogni vertice i ∈ [n], la variabile
ξi,k come

ξi,k :=
1{x∈[n]n |πi(x)≤tk} −

tk
n√

tk
(
1− tk

n

) . (5.3.4)
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Dall’identità (5.2.6), provata nel Lemma 5.2.1, otteniamo che

E
[
1{x∈[n]n |πi(x)≤tk}

]
=
tk
n

dunque EB[ξi,k] = 0. Inoltre, da (5.3.4), otteniamo

|ξi,k| ≤
1√

tk
(
1− tk

n

) (5.3.5)

infatti per ogni k ∈ [K] vale tk
n ∈ (0, 1).

Siano a = (a1, . . . , aK), b = (b1, . . . , bK) ∈ RK e de�niamo la variabile
aleatoria

W̃ :=
K∑
k=1

{
akZ

B
G (tk) + bkX

B(tk)
}

=
K∑
k=1

{
ak
∑
e∈E

ξe,k + bk

n∑
i=1

ξi,k

}
.

Notiamo che W̃ , essendo somma di variabili aleatorie centrate, è centrata. Dunque,
se σ2 := Var(W̃ ) = 0 allora W̃ è costante pari a 0. In tal caso W è normale
degenere. Supponiamo, ora, che σ2 6= 0 e sia W := W̃

σ . Ricordando le de�nizioni
di ξe,k e ξi,k otteniamo

W =
1

σ

K∑
k=1

{
akZ

B
G (tk) + bkX

B(tk)
}

=
1

σ

K∑
k=1

{
ak
∑
e∈E

ξe,k + bk

n∑
i=1

ξi,k

}

=
1

σ

∑
e∈E

K∑
k=1

akξe,k +
1

σ

n∑
i=1

K∑
k=1

bkξi,k =
∑
e∈E

ξe +
n∑
i=1

ξi

dove abbiamo posto per ogni s ∈ E ∪ [n] =: I

ξs :=
1

σ

K∑
k=1

cs,kξs,k dove cs,k :=

{
ak se s ∈ E
bk se s ∈ [n]

. (5.3.6)

In particolare posto
C := max

s∈I
k∈[K]

|cs,k|

e

σ1 := min

{
min
k∈[K]

√
VarB

(
RB
G(tk)

)
, min
k∈[K]

√
tk

(
1− tk

n

)}
(5.3.7)

utilizzando (5.3.3), (5.3.5) e (5.3.6) otteniamo che per ogni s ∈ I vale

|ξs| ≤
KC

σσ1
. (5.3.8)
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Fissato s ∈ I de�niamo gli insiemi (cf. (4.2.1), (4.2.2) e (4.2.4))

Ss :=

{
Ae ∪ e se s = e ∈ E
{l ∈ E | i ∈ l} se s = i ∈ [n]

, (5.3.9)

Ts =

{
Be ∪ {j ∈ [n] | ∃l ∈ Ae, j ∈ l} se s = e ∈ E
Γ2
G(i) ∪ ΓG(i) ∪ {i} se s = i ∈ [n]

. (5.3.10)

Osserviamo che Ae ∪ {e} è da intendersi come Ae ∪ {x, y} se e = {x, y}.

Per non appesantire ulteriormente la dimostrazione, le veri�che che gli insiemi
appena descritti veri�chino le condizioni (3.2.3a) e (3.2.3b) richieste dal Teore-
ma 3.2.2 verranno posticipate e svolte nel Lemma 5.3.2 e nel Lemma 5.3.3.

Siano ηs e τs come nel Teorema 3.2.2. Utilizzando (5.3.8) otteniamo

ηs :=
∑
j∈Ss

ξj ≤
KC

σσ1
|Ss| ,

τs :=
∑
j∈Ts

ξj ≤
KC

σσ1
|Ts| .

In particolare

E [|ξsηsτs|] ≤
(
KC

σσ1

)3

|Ss| |Ts| , (5.3.11a)

|E[ξsηs]| ≤ E [|ξsηs|] ≤
(
KC

σσ1

)2

|Ss| , (5.3.11b)

E[|τs|] ≤
KC

σσ1
|Ts| , (5.3.11c)

E
[∣∣ξsη2

s

∣∣] ≤ (KC
σσ1

)3

|Ss|2 . (5.3.11d)

Poiché le variabili ξs sono somme di v.a. centrate, sono centrate e poiché
Var(W̃ ) = 1, applicando il Teorema 3.2.2 otteniamo

sup
h∈Lip1(R)

|E[h(W )]− E[h(Z)]| ≤
(
KC

σσ1

)3∑
s∈I

{
4 |Ss| |Ts|+ |Ss|2

}
=

(
KC

σσ1

)3∑
s∈I

{|Ss| (4 |Ts|+ |Ss|)}
(5.3.12)
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doveZ ∼ N (0, 1) e le limitazioni sono state ottenute utilizzando le disuguaglianze
da (5.3.11a) a (5.3.11d).

Da (5.3.9) otteniamo

|Ss| =

{
|Ae|+ 2 se s = e ∈ E
dG(i) se s = i ∈ [n]

(5.3.13)

infatti l’insieme {l ∈ E | i ∈ l} è in bigezione con ΓG(i).
Inoltre vale

|Ts| ≤

{
|Ae|+ |Be|+ 1 se s = e ∈ E∣∣Γ2

G(i)
∣∣+ dG(i) + 1 se s = i ∈ [n]

(5.3.14)

dove abbiamo usato il Lemma C.7.
Da (5.3.13) e (5.3.14) si ha che |Ts| ≥ |Ss| infatti |Be| ≥ 1 dato che e ∈ Be.

Possiamo, quindi, riscrivere (5.3.12) come

sup
h∈Lip1(R)

|E[h(W )]− E[h(Z)]| ≤ 5

(
KC

σσ1

)3∑
s∈I

{|Ss| |Ts|} (5.3.15)

Andiamo a stimare |Ss| |Ts|.

• Se s = e ∈ E allora

|Se| |Te| ≤ (|Ae|+ 2) (|Ae|+ |Be|+ 1)

= |Ae| |Be|+ |Ae|2 + 3 |Ae|+ 2 |Be|+ 2

≤ |Ae| |Be|+ |Ae| |Be|+ 3 |Ae| |Be|+ 2 |Be| |Ae|+ 2 |Be|
=9 |Ae| |Be|

dove nell’ultima uguaglianza la disuguaglianza abbiamo usato |Ae| ≤ |Be|
e che |Ae| , |Be| ≥ 1.

• Se s = i ∈ [n] allora siano e, e′ gli archi le cui esistenze sono garantite
rispettivamente dal Lemma C.5 e dal Lemma C.6. Per l’Osservazione 15
è sempre possibile scegliere i due archi in modo che e = e′. Da (5.3.13)
e (5.3.14) otteniamo

|Si| |Ti| ≤dG(i)
(∣∣Γ2

G(i)
∣∣+ dG(i) + 1

)
=dG(i)

∣∣Γ2
G(i)

∣∣+ dG(i)2 + dG(i)

≤ |Ae| |Be|+ |Ae|2 + |Ae| ≤ 3 |Ae| |Be|

dove la penultima disuguaglianza segue dal Lemma C.5 e dal Lemma C.6
mentre l’ultima dal fatto che |Ae| ≤ |Be|.
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Mettendo insieme i due punti, riscriviamo (5.3.15) come

sup
h∈Lip1(R)

|E[h(W )]− E[h(Z)]| ≤5

(
KC

σσ1

)3
(∑
e∈E

9 |Ae| |Be|+
n∑
i=1

3 |Aei| |Bei|

)

≤5

(
KC

σσ1

)3
(∑
e∈E

9 |Ae| |Be|+ 2
∑
e∈e

3 |Ae| |Be|

)

=75

(
KC

σσ1

)3∑
e∈E

|Ae| |Be|

dove l’ultima disuguaglianza deriva dal fatto che ogni arco può connettere al
massimo due nodi.
Andiamo a stimare dall’alto σ1 = σ1(n). Utilizzando l’Osservazione 6 e (5.3.7)
otteniamo

σ1 ≥ min

{
min
k∈[K]

√
pB2 (tk)|E|, min

k∈[K]

√
tk

(
1− tk

n

)}
Ora

tk

(
1− tk

n

)
= bnukc

(
1− bnukc

n

)
≥ nuk

(
1− nuk − 1

n

)
≥ nuk(1− uk)

Abbiamo, dunque, che esiste una costante C1 tale che

min
k∈[K]

√
tk

(
1− tk

n

)
≥ C1

√
n ∀n ≥ 1. (5.3.16)

Mentre, per la stima di pB2 (tk), abbiamo

pB2 (tk) =
2bnukc2 (n− bnukc)2

n4
≥ 2 (nuk)

2 (n− nuk + 1)2

n4

=
2u2

k(n
2 + n2u2

k + 1− 2n2uk + 2n− 2nuk)

n2
≥ 2u2

k(1 + u2
k − 2uk)

dove per l’ultima disuguaglianza abbiamo usato che uk < 1. Esiste, dunque, una
costante C2 (dipendente solo da u1, . . . , uK) tale che

min
k∈[K]

√
pB2 (tk) ≥ C2.

Ricordando la Condizione 1 deve esistere una costante C3 tale che

min
k∈[K]

√
pB2 (tk)|E| ≥ C3n

α
2 . (5.3.17)
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Mettendo insieme (5.3.16) e (5.3.17) otteniamo

σ1 = σ1(n) ≥ Cn
1
2 (α∧1) (5.3.18)

dove C è una costante indipendente da n.
Possiamo riscrivere (5.3.15) come

sup
h∈Lip1(R)

|E[h(W )]− E[h(Z)]| ≤ 75

(
KD

σ

)3
1

n
1
2 (α∧1)

∑
e∈E

|Ae| |Be|

Supponendo vero l’Ansatz 1: σ è limitata dall’alto da una costante. L’equazione
precedente diventa allora

sup
h∈Lip1(R)

|E[h(W )]− E[h(Z)]| ≤ 75E
1

n
1
2 (α∧1)

∑
e∈E

|Ae| |Be|.

Ricordando la Condizione 2 vale

sup
h∈Lip1(R)

|E[h(W )− h(Z)]| → 0 per n→ +∞.

Prima di provare che gli insiemi Ss e Ts de�niti rispettivamente in (5.3.9)
e (5.3.10) veri�chino le condizioni del Teorema 3.2.2 facciamo due osservazioni
preliminari che seguono immediatamente dalle de�nizioni di ξs,k e ξs con s ∈ I .

Osservazione 7. Se e = {i, j} ∈ E allora ξe dipende unicamente dalle entrate in
posizione i e j.

Osservazione 8. Se i ∈ [n] allora ξi dipende unicamente dall’entrata in posizione i.

Lemma 5.3.2. Siano Ss e Ts gli insiemi de�niti rispettivamente in (5.3.9) e (5.3.10).
Se ξs è de�nito come in (5.3.6) allora ξs q (ξp)p∈SCs .

Dimostrazione. Fissato s ∈ I andiamo a distinguere i due possibili casi

• Se s = e = {i, j} ∈ E allora dall’Osservazione 7 abbiamo che ξs dipende
dalle entrate in posizione i e j. Gli unici ξp dipendenti da ξe sono ξi, ξj e ξl
con l ∈ E tali che l∩ e 6= ∅. Ricordando la de�nizione 5.3.9 di Se otteniamo
che ξe è dipendente solo da ξp con p ∈ Se.

• Se s = i ∈ [n] allora dall’Osservazione 8 abbiamo che ξi dipende solo
dall’entrata in posizione i. Gli unici ξp dipendenti da ξi sono quelli con
p ∈ E con i ∈ p. Ricordando la de�nizione 5.3.9 di Si otteniamo che ξi è
dipendente solo da ξp con p ∈ Si.
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Lemma 5.3.3. Siano Ss e Ts gli insiemi de�niti rispettivamente in (5.3.9) e (5.3.10).
Se ξs è de�nito come in (5.3.6) allora (ξj)j∈Ss q (ξp)p∈TCs .

Dimostrazione. Fissato s ∈ I andiamo a distinguere i due possibili casi

• Sia s = e = {i, j} ∈ E. Dalle osservazioni 7 e 8 e dal lemma precedente
sappiamo che (ξj)j∈Ss dipende unicamente dalle entrate in posizione Ce
dove

Ce := {p ∈ [n] | ∃l ∈ Ae p ∈ l} .

– Sia p ∈ E allora ξp dipende da un entrata in una posizione presente
nell’insieme Ce se e solo se esiste x ∈ Ce con x ∈ p; ciò equivale a
richiedere che p ∈ Be.

– Sia p ∈ [n] allora ξp dipende da un’entrata in una posizione presente
nell’insieme Ce se e solo se p ∈ Ce.

Mettendo insieme queste due osservazioni si ha che (ξj)j∈Ss dipende solo
dagli ξp dove p ∈ Be ∩ Ce = Ts.

• Sia s = i ∈ [n]. Dalle osservazioni 7 e 8 e dal lemma precedente sappiamo
che (ξj)j∈Ss dipende unicamente dalle entrate in posizione Ci dove

Ci := {p ∈ [n] | {i, p} ∈ E} ∪ {i} .

– Sia e ∈ E allora ξe dipende dall’entrate in una posizione in Ci se
e solo se i ∈ e oppure esiste un j ∈ ΓG(i) con j ∈ e. In altre
parole, ricordando la de�nizione (4.2.4) di Γ2

G(i), si ha che ξe dipende
dall’entrate in una posizione in Ci se e solo se e ∈ Γ2

G(i).
– Sia p ∈ [n] allora ξp dipende da un’entrata in una posizione presente

nell’insieme Ci se e solo se p ∈ ΓG(i) ∪ {i}.

Mettendo insieme queste due osservazioni si ha che (ξj)j∈Ss dipende solo
dagli ξp con p ∈ ΓG(i) ∪ Γ2

G(i) ∪ {i}.

Osservazione 9. Il Teorema 5.3.1 non prova una convergenza del vettore X ad
un vettore gaussiano. Possiamo solamente dire che il vettore X = X(n) è ben
approssimato da un certo vettore gaussiano.
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5.4 | Legami tra le due distribuzioni: bootstrap e permuta-
tion null

Il seguente lemma mette in collegamento RG(t) con RB
G(t) e ci permetterà di

utilizzare i risultati provati precedentemente per RB
G(t) anche per RG(t).

Lemma 5.4.1. Sia G = ([n], E) un grafo parametrizzato da n ∈ N (quindi G =
G(n) e E = E(n)) che veri�ca la Condizione 1 e la Condizione 2. Se t = ln con
l > 0 �ssato allora

VarB
(
RB
G(t)

)
Var (RG(t))

→ 1 per n→ +∞, (5.4.1)

EB
[
RB
G(t)

]
− E [RG(t)]√

VarB(RB
G(t))

→ 0 per n→ +∞. (5.4.2)

Dimostrazione. Una facile veri�ca mostra che

lim
n→+∞

p1(t) = lim
n→+∞

pB1 (t) = l(1− l),

lim
n→+∞

p2(t) = lim
n→+∞

pB2 (t) = l2(1− l)2.

Ricordando le espressioni (4.4.3) e (5.1.4) calcolate rispettivamente per la varianza
di RG e RB

G otteniamo (5.4.1).
Andiamo a provare (5.4.2). Da (4.4.2) e (5.1.3) otteniamo

EB
[
RB
G(t)

]
− E [RG(t)] = |E|

(
pB1 (t)− p1(t)

)
= − |E| 2t(n− t)

n2(n− 1)

= |E| 2l(l − 1)

n− 1
.

Utilizzando (5.1.4) e il fatto che t = nl otteniamo

VarB(RB
G(t)) =4

n2l2(n− nl)2

n4
|E|+

(
nl(n− nl)

n2
− 4

n2l2(n− nl)2

n4

)∑
i∈V

dG(i)2

=4l2(1− l)2 |E|+
(
l(1− l)− 4l2(1− l)2

)∑
i∈V

dG(i)2.
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Dunque

EB
[
RB
G(t)

]
− E [RG(t)]√

VarB(RB
G(t))

= − 2l(l − 1) |E|

(n− 1)

√
4l2(1− l)2|E|+ l(1− l)(1− 2l)2

∑
i∈V

dG(i)2

= −
2
√
l(1− l)

(n− 1)

√
4l(1− l) 1

|E| +
1
|E|2 (1− 2l)2

∑
i∈V

dG(i)2

.

Utilizzando il Teorema C.4 e la Condizione 1 otteniamo

(n− 1)

√
4l(1− l) 1

|E|
+

1

|E|2
(1− 2l)2

∑
i∈V

dG(i)2

≥
√

4l(1− l)(n− 1)2

Cnα
+ (1− 2l)2

(n− 1)2

n
→ +∞

dove abbiamo usato che α < 2.

Il seguente lemma ci mostra come grazie ad un opportuno condizionamento
possiamo collegare le distribuzioni permutation null e bootstrap.

Lemma 5.4.2. Fissati n ≥ t ∈ N de�niamo la mappa ϕ : [n]n → {L,R}n dove
ϕ(x) = x̃ è de�nito dall’equazione

πi(x̃) =

{
L se πi(x) ≤ t

R altrimenti
. (5.4.3)

Tramite l’identi�cazione

ψ : Sn → {x ∈ [n]n |x ha entrate distinte} ψ(σ) = (σ1, . . . , σn)

possiamo restringere la mappa ϕ ad Sn (con un abuso identi�cheremo le mappe ϕ e
ϕ ◦ ψ).
Sia A ⊆ {L,N}n, se

P?(A) := P
(
ϕ−1
|Sn(A)

)
,

PB? (A) := P
(
ϕ−1(A) |nB(t) = t

)
allora P? e PB? coincidono.
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Dimostrazione. Sia σ ∈ Sn, Poiché σ(1) 6= · · · 6= σ(n) allora σ̃ avrà t elementi
uguali ad L e n− t elementi uguali a R. Inoltre �ssato un elemento a ∈ {L,R}n
con esattamente t entrate uguali ad L e poste x1, . . . , xt le posizioni di queste
entrate de�niamo

A(a) = {σ ∈ Sn | σ(i) ≤ t, σ(j) > t ∀i ∈ {x1, . . . , xt} e ∀j 6∈ {x1, . . . , xt}}

Si noti che A(a) = ϕ−1
|Sn(a) e dunque per calcolare P?({a}) dobbiamo calcolare la

sua cardinalità. Per lo studio della cardinalità di A(a) possiamo assumere, senza
perdita di generalità che xi = i per ogni i ∈ [t]. Sia

Φ : A(a)→ St × Sn−t Φ(σ) = ((σ1, . . . , σt) , (t− σt+1, . . . , t− σn)) .

Notiamo che la mappa è ben de�nita infatti essendo a1 = · · · = at = L per ogni
permutazione σ ∈ A(a) si avrà σ(1), . . . , σ(t) ∈ [t] e dunque (σ1, . . . , σt) ∈ St.
Analogamente, essendo at+1 = · · · = an = R per ogni permutazione σ ∈ A(a) si
avrà σ(t+ 1), . . . , σ(t+ n) > t e dunque (t− σt+1, . . . , t− σn) ∈ Sn−t.
Inoltre Φ è banalmente una bigezione. Abbiamo dunque

|A(a)| = |St × Sn−t| = t!(n− t)!

e dunque

P?(a) =

0 se il numero di L in a 6= t
t!(n− t)!

n!
altrimenti

Fissato b ∈ {L,R}n e X = {x1 6= · · · 6= xk} l’insieme delle posizioni dell’entrate
di b uguali a L allora

ϕ−1(b) = {x ∈ [n]n πi(x) ≤ t, πj(x) > t ∀i ∈ X e ∀j 6∈ X} =: B(b)

Per lo studio della cardinalità di B(b) possiamo assumere, senza perdita di gene-
ralità, che xi = i per ogni i ∈ [k]. Per analoghi motivi visti per Φ, risulta ben
de�nita la mappa

Φ2 : B(b)→ [k]k × [n− k]n−k

Φ2(x) = ((π1(x), . . . , πk(x)) , (t− πk+1(x), . . . , t− πn(x)))

e dunque |B(b)| = kk(n− k)n−k.
Ricordando la de�nizione di PB? otteniamo

PB? (b) := PB (B(b) |nB(t) = t) =
PB (B(b) ∩ {nB(t) = t})

PB(nB(t) = t)
. (5.4.4)

Notiamo che il numeratore è nullo se il numero delle entrate di b uguali a L è
diverso da t dunque

PB (B(b) ∩ {nB(t) = t}) =

{
tt(n− t)n−t se il numero di L in b = t

0 altrimenti
. (5.4.5)
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Ora
{nB(t) = t} = {x ∈ [n]n |x ha esattamente t elementi ≤ t}

=
⋃

A∈(nt)

⋃
x∈[t]t

x=(x1,...,xt)

⋃
y∈[n−t]n−t

y=(y1,...,yn−t)

{sA,x,y} (5.4.6)

dove

sA,x,y = (s1, . . . , sn) con si =

{
xj se i ∈ A e |{z ∈ A | z ≤ i}| = j

t+ yj se i 6∈ A e |{z 6∈ A | z ≤ i}| = j

cioè sA,x,y ∈ [n]n ha gli elementi di x nelle posizioni di A e gli elementi di t+ y
in quelle di AC .
Da (5.4.6) e Poiché gli eventi {sA,x,y} sono disgiunti otteniamo∣∣{nB(t) = t

}∣∣ =
∑
A∈(nt)

∑
x∈[t]t

x=(x1,...,xt)

∑
y∈[n−t]n−t

y=(y1,...,yn−t)

1 =

(
n

t

)
tt(n− t)n−t

e ricordando la de�nizione della de�nizione bootstrap otteniamo

PB(nB(t) = t) =

(
n
t

)
tt(n− t)n−t

nn
. (5.4.7)

Utilizzando (5.4.4), (5.4.7) e (5.4.5) otteniamo

PB? (b) =

{
t!(n−t)!
n! se il numero di L in b = t

0 altrimenti
.

Abbiamo provato che le due distribuzioni coincidono.

5.5 | Derivazione del Teorema 4.5.1

La derivazione del Teorema 4.5.1 non è completamente rigorosa, sebbene sia
supportata da fatti matematici ben posti.

Poiché le distribuzioni di ZB
G (t) e ZG(t) dipendono esclusivamente dalle entra-

te minori o uguali a t, utilizzando l’identi�cazione data dal Lemma 5.4.2 otteniamo
che la distribuzione del vettore

(
ZB
G (t1), . . . , Z

B
G (tK)

)
condizionata all’evento

H =
{
XB(t1) = 0, . . . , XB(tK) = 0

}
coincide con la distribuzione del vettore

(AG(t1), . . . , AG(tK)) dove

AG(t) = −RG(t)− EB[RB
G(t)]√

VarB
(
RB
G(t)

) .
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Notiamo che

ZG(t) = AG(t)

√
VarB(RB

G(t))

Var(RG(t))
−

EB
[
RB
G(t)

]
− E[RG(t)√

Var(RG(t)
.

Per il Lemma 5.4.1, nel limite n→ +∞, (AG(t1), . . . , AG(tK)) approssima
(ZG(t1), . . . , ZG(tK)). Concludiamo che, per n grande, il vettore aleatorio
(ZG(t1), . . . , ZG(tK)) è ben approssimato dal vettore aleatorio

(
ZB
G (t1), . . . , Z

B
G (tK)

)
condizionato all’evento H .

D’altro canto, grazie al Teorema 5.3.1, possiamo approssimare, per n grande,
il vettore X de�nito in (5.3.1) dal vettore gaussiano

X̃ :=
(
Z̃G(t1), . . . , Z̃G(tK), X̃(t1), . . . , X̃(tK)

)
.

Possiamo, quindi, approssimare il vettore aleatorio (ZB
G (t1), . . . , Z

B
G (tK) condi-

zionato all’evento H con il vettore aleatorio (Z̃G(t1), . . . , Z̃G(tK) condizionato
all’evento H̃ =

{
X̃(t1) = 0, . . . , X̃(tK) = 0

}
. Per il Teorema B.10 quest’ultimo

è un vettore gaussiano. Mettendo insieme tutte le osservazioni abbiamo che la
distribuzione del vettore (ZG(t1), . . . , ZG(tK)) è vicina alla distribuzione normale.

Per il calcolo della funzione di covarianza si guardi il calcolo svolto nel
supplemento a [8].
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6 | Discussione dell’Ansatz 1

Nelle prossime sezioni veri�cheremo l’Ansatz 1 per alcune particolari scelte dei
coe�cienti ai e bi. In particolare nella Proposizione 6.1.4 supporremo che solamen-
te ai e aj siano non nulli per qualche i 6= j; similmente nella Proposizione 6.2.3
assumeremo che gli unici coe�cienti non nulli siano bi e bj . Nella Proposizio-
ne 6.3.4 mostreremo la veridicità dell’ansatz se ai e bi sono gli unici coe�cienti
diversi da zero ed in�ne nella Proposizione prop–2 assumeremo che gli unici
coe�cienti non nulli siano ai e bj con i 6= j.

Per provare i risultati sopra menzionati, nelle prossime sezioni andremo a
calcolare le covarianze tra le variabili aleatorie de�nite nelle sezioni precedenti.
Essendo le variabili RB

G(t) e nB(t) de�nite tramite somme di funzioni caratteristi-
che, per sempli�care la trattazione, risulta conveniente de�nire per ogni t ∈ R,
e ∈ E e i ∈ [n] le seguenti variabili aleatorie:

Γi,t : [n]n → {0, 1} Γi,t(x) := 1πi(x)≤t,

Θe,t : [n]n → {0, 1} Θe,t(x) := 1gi(t)(x)6=gj(t)(x) dove e = {i, j} .
Grazie a questa introduzione possiamo scrivere

RB
G(t) =

∑
e∈E

Θe,t, (6.0.1)

nB(t) =
n∑
I=1

Γi,t. (6.0.2)

Prima di procedere al calcolo presentiamo una stima relativa alla somma dei
quadrati dei gradi di un grafo

Corollario 6.0.1 (Corollario al Teorema C.4). Sia (Gn)n∈N conGn = ([n], En) una
famiglia di gra�. Se la Condizione 1 (cfr. Sezione ) è veri�cata allora, de�nitivamente
in n, vale ∑

i∈[n]

dGn(i)
2 ≤ 2nα+1.
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Dimostrazione. Dal Teorema C.4 e ricordando la Condizione 1 otteniamo∑
i∈n

dG(i)2 ≤ |E|
(

2|E|
n− 1

+ n

)
≤ nα+1

(
2nα

n(n− 1)
+ 1

)
.

Ricordando che 0 < α < 2 otteniamo che 2nα

n(n−1) → 0 e dunque, per n� 1, vale
2nα

n(n−1) ≤ 1.

Corollario 6.0.2. Sia 0 < u < 1 e poniamo t = bnuc. Sia (Gn)n∈N con Gn =
([n], En) una famiglia di gra�. Se la Condizione 1 è veri�cata allora, de�nitivamente
in n, vale

VarB
(
RB
Gn

(t)
)
≤ Cnα+1

dove C = C(u) > 0 è indipendente da n.

Dimostrazione. Da (5.1.21) otteniamo

VarB
(
RB
Gn

(t)
)

=
4t2(n− t)2

n4
|E|+

∑
i∈[n]

d2
G(i)

 t(n− t)(n− 2t)2

n4

≤ 4n2u2(n− nu+ 1)2

n4
|E|

= +

∑
i∈[n]

dG(i)2

 nu(n− nu+ 1)(n− 2nu+ 2)2

n4

= 4u2

(
1− u+

1

n

)2

|E|

= +

∑
i∈[n]

d2
G(i)

u

(
1− u+

1

n

)(
1− 2u+

2

n

)

≤ u2 (2− u)2 |E|+ 1

2

∑
i∈[n]

d2
G(i)

u (2− u) (1− u)2

dove la prima disuguaglianza segue dal fatto che x − 1 ≤ bxc ≤ x mentre per
l’ultima abbiamo usato che se n� 1 allora vale 1

n ≤
u
2 . Utilizzando il corollario

precedente, la Condizione 1 e poiché 0 < u < 1 otteniamo

VarB
(
RB
Gn

(t)
)
≤ 2nα + 2nα+1(1− u)2 = 2nα+1

(
1

n
+ (1− u)2

)
≤ 2nα+1

(
u2 + 1− 3

2
u

)
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dove l’ultima disuguaglianza segue dal fatto che per n� 1 vale 1
n ≤

u
2 . Ponendo

C = 2
(
u2 + 1− 3

2u
)
> 0 otteniamo la tesi.

6.1 | ZB
G (t) e Z

B
G (s)

Lemma 6.1.1. Siano t < s ∈ [n] e siano e, l ∈ E. Allora vale

CovB(Θe,t,Θl,s) =


0 se e ∩ l = ∅
t(n−s)(n−2s)(n−2t)

n4 se |e ∩ l| = 1
2t(n−s)(n2−2ns+2st)

n4 se e = l

.

Dimostrazione. Sia e = {i, j} e sia l = {a, b}. Andiamo a distinguere i possibili
casi.

• Supponiamo che e ∩ l = ∅. Notiamo che Θe,t(x) dipende solo da πi(x) e
πj(x) mentre Θl,s(x) dipende solo da πa(x) e πb(x). Poiché siamo sotto la
distribuzione bootstrap (cfr. Sezione 5.1) allora le due variabili aleatorie
risultano indipendenti.

• Se |e ∩ l| = 1 allora possiamo supporre, senza perdita di generalità, che
a = i e b 6= i, j. Per calcolare la covarianza, calcoliamo prima EB [Θe,tΘl,s].
Notiamo che

EB [Θe,tΘl,s] = PB(A) (6.1.1)
dove

A = {x ∈ [n]n | gi(t)(x) 6= gj(t)(x) e gi(s)(x) 6= gb(s)(x)} .

Poiché t < s, ricordando la de�nizione di gi, si ha per x ∈ [n]n

gi(s)(x) = 1 ⇒ gi(t)(x) = 1, (6.1.2a)
gi(t)(x) = 0 ⇒ gi(s)(x) = 0. (6.1.2b)

Da cui A = B ∪ C ∪D dove

B := {x ∈ [n]n | gi(s)(x) = 1 e gj(t), gb(s)(x) = 0}
= {x ∈ [n]n | πi(x) > s, πj(x) ≤ t e πb(x) ≤ s} ,

C := {x ∈ [n]n | gi(t)(x) = 0 e gj(t), gb(s)(x) = 1}
= {x ∈ [n]n | πi(x) ≤ t, πj(x) > t e πb(x) > s} ,

D := {x ∈ [n]n | gi(t)(x) = 1, gi(s)(x) = 0, gj(t)(x) = 1 e gb(s)(x) = 1}
= {x ∈ [n]n | t < πi(x) ≤ s, πj(x) ≤ t e πb(x) > s} .
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Ricordando che siamo sotto la distribuzione bootstrap otteniamo

PB(B) =
ts(n− s)

n3
,

PB(C) =
t(n− t)(n− s)

n3
,

PB(D) =
t(s− t)(n− s)

n3
.

(6.1.3)

Da (6.1.1) e (6.1.3) e notando che gli eventi B, C e D sono a due a due
disgiunti otteniamo

EB [Θe,tΘl,s] =
ts(n− s)

n3
+
t(n− t)(n− s)

n3
+

(s− t)t(n− s)
n3

=
t(n− s)(n− 2t+ 2s)

n3

e dunque

CovB (Θe,t,Θl,s) = EB [Θe,tΘl,s]− EB [Θe,t]EB [Θl,s]

=
t(n− s)(n− 2t+ 2s)

n3
− 4ts(n− t)(n− s)

n4

=
t(n− s)(n− 2s)(n− 2t)

n4

dove per la penultima uguaglianza abbiamo utilizzato (5.1.13).

• Supponiamo ora e = l e calcoliamo EB [Θe,tΘe,s]. Notiamo che

EB [Θe,tΘe,s] = PB(A). (6.1.4)

dove

A = {x ∈ [n]n | gi(t)(x) 6= gj(t)(x) e gi(s)(x) 6= gj(s)(x)}

Ricordando (6.1.2a) e (6.1.2b) otteniamo A = B ∪ C dove

B := {x ∈ [n]n | gi(t)(x) = 0 e gj(s)(x) = 1}
= {x ∈ [n]n | πi(x) ≤ t e πj(x) > s} ,

C := {x ∈ [n]n | gi(s)(x) = 1 e gj(t)(x) = 0}
= {x ∈ [n]n | πi(x) > s e πj(x) ≤ t} .

Dalla de�nizione di distribuzione bootstrap otteniamo

PB(B) = PB(C) =
t(n− s)
n2

. (6.1.5)
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Da (6.1.4) e (6.1.5), notando che B ∩ C = ∅, otteniamo

EB [Θe,tΘe,s] =
2t(n− s)

n2

e dunque

CovB (Θe,t,Θe,s) = EB [Θe,tΘe,s]− EB [Θe,t]EB [Θe,s] =

=
2t(n− s)

n2
− 4ts(n− t)(n− s)

n4

=
2t(n− s)(n2 − 2ns+ 2st)

n4

dove per la penultima uguaglianza abbiamo utilizzato (5.1.13).

Teorema 6.1.2. Sia t < s ∈ [n] allora

CovB
(
RB
G(t), RB

G(s)
)

=
4t2(n− s)2

n4
|E|

+
t(n− s)(n− 2s)(n− 2t)

n4

∑
i∈[n]

dG(i)2.

Dimostrazione. Utilizzando (6.0.1) e la bilinearità della covarianza otteniamo

CovB
(
RB
G(t), RB

G(s)
)

=
∑
e∈E

∑
l∈E

CovB (Θe,t,Θl,s)

=
∑
e∈E

CovB (Θe,t,Θe,t) +
∑
e∈E

∑
l∈E
|l∩e|=1

CovB (Θe,t,Θl,s)

= +
∑
e∈E

∑
l∈E
l∩e=∅

CovB (Θe,t,Θl,s)

Dal lemma precedente si ha

CovB
(
RB
G(t), RB

G(s)
)
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=
∑
e∈E

2t(n− s)(n2 − 2ns+ 2st)

n4
+
∑
e∈E

∑
l∈E
|l∩e|=1

t(n− s) (n− 2t) (n− 2s)

n4

=
∑
{i,j}∈E

2t(n− s)(n2 − 2ns+ 2st)

n4

= +
∑
{i,j}∈E

t(n− s)(n− 2t)(n− 2s)

n4
(dG(i) + dG(j)− 2)

=
t(n− s)
n4

2|E|
[
n2 − 2ns+ 2st− (n− 2t)(n− 2s)

]
= +

t(n− s)
n4

∑
i∈[n]

dG(i)2(n− 2t)(n− 2s)

=
t(n− s)
n4

4|E|t (n− s) +
∑
i∈[n]

dG(i)2(n− 2t)(n− 2s)


dove la seconda uguaglianza segue dal Lemma C.2 e la terza dal Lemma C.3.

Corollario 6.1.3. Sia (Gn)n∈N con Gn = ([n], En) una famiglia di gra�. Fissati
0 < u < w < 1 e posti tn = bnuc e sn = bnwc. Se la Condizione 1 è veri�cata
allora, de�nitivamente in n, vale

CovB
(
RB
Gn

(tn), R
B
Gn

(sn)
)
≥ E


nα se α > 1 ∧ (n− 2sn > 0 ∨ n− 2tn > 0)

n2α−1 se α ≤ 1 ∧ (n− 2sn > 0 ∨ n− 2tn > 0)

nα se n− 2sn = 0 ∨ n− 2tn = 0

−nα+1 se n− 2tn > 0 ∧ n− 2sn < 0

dove E = E(u,w) > 0 è una costante indipendente da n.

Dimostrazione. Andiamo a stimare la covarianza distinguendo i vari casi.

• Supponiamo n− 2sn > 0. Poiché essendo tn < sn anche n− 2tn > 0 ed in
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particolare u,w < 1
2 . Allora

CovB
(
RB
G(tn), R

B
G(sn)

)
=

4t2n(n− sn)2

n4
|E|+

+
tn(n− sn)(n− 2tn)(n− 2sn)

n4

∑
i∈[n]

dG(i)2

≥4

(
u− 1

n

)2

(1− w)2|E|

+

(
u− 1

n

)
(1− w)(1− 2u)(1− 2w)

∑
i∈[n]

dG(i)2

Ora se n� 1 allora 1
n ≤

u
2 . Dunque

CovB
(
RB
G(tn), R

B
G(sn)

)
≥ u2(1− w)2|E|

≥+
u(1− w)(1− 2u)(1− 2w)

2

∑
i∈[n]

dG(i)2

≥ u2(1− w)2Cnα

≥+ 2u(1− w)(1− 2u)(1− 2w)C2n2α−1

= Anα +Bn2α−1

dove l’ultima disuguaglianza segue dalla Condizione 1 e dal Teorema C.4 e
l’ultima uguaglianza segue pondendo

A = A(u,w) := Cu2(1−w)2 e B = B(u,w) := 2C2u(1−w)(1−2u)(1−2w).

Andiamo a distinguere tre distinti casi.

– Se α > 1 allora

CovB
(
RB
G(tn), R

B
G(sn)

)
≥ Bn2α−1

(
A

B
n1−α + 1

)
.

Ora A
Bn

1−α + 1→ 1. Fissato 0 < ε < 1, per n� 1, si ha

A

B
n1−α + 1 ≤ 1− ε.

Abbiamo, dunque,

CovB
(
RB
G(tn), R

B
G(sn)

)
≥ Bnα−1(1− ε) = En2α−1

dove E := B(1− ε) > 0.
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– Se α < 1 allora

CovB
(
RB
G(tn), R

B
G(sn)

)
≥ Anα

(
1 +

B

A
nα−1

)
.

Ora 1 + B
An

α−1 → 1. Fissato 0 < ε < 1, per n� 1, si ha

B

A
nα−1 + 1 ≤ 1− ε.

Abbiamo, dunque,

CovB
(
RB
G(tn), R

B
G(sn)

)
≥ Anα(1− ε) = Enα

dove E := A(1− ε) > 0

– Se α = 1 allora

CovB
(
RB
G(t), RB

G(s)
)

= n(A+B) = En

dove E := A+B > 0.

• Supponiamo n− 2sn = 0 oppure n− 2tn = 0. Allora vale

CovB
(
RB
G(tn), R

B
G(sn)

)
=
tn(n− sn)

n4
4|E|t (n− s)

≥ (nu− 1)2(n− nw)2

n4
4Cnα

= u2(1− w)2Cnα = Enα

dove abbiamo usato che se n� 1 allora n
2 ≤

u
2 e E := u2(1− w)2C > 0.

• Supponiamo n− 2tn < 0 allora anche n− 2sn < 0. Dunque (n− 2tn)(n−
2sn) > 0. Procedendo come nel primo caso otteniamo la tesi.

• Supponiamo n−2sn < 0 e n−2tn > 0. Allora con disuguaglianze analoghe
al primo caso possiamo ottenere

CovB
(
RB
G(tn), R

B
G(sn)

)
≥ 2

tn(n− sn)
n2

Cu(1− w)nα

≥+ 2
tn(n− sn)

n2
(1− 2w)

(
1− 2u+

1

n

)
nα+1

= tn(n− sn)nα+1

≥ ·
{

2Cu(1− w)
1

n
+ 2(1− 2w)

(
1− 2u+

1

n

)}
.
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Ma

2Cu(1−w)
1

n
+2(1−2w)

(
1− 2u+

1

n

)
→ 2(1−2w) (1− 2u) := D < 0.

Fissato ε > 0, per n� 1, si ha

2Cu(1− w)
1

n
+ 2(1− 2w)

(
1− 2u+

1

n

)
≥ D − ε.

quindi

CovB
(
RB
G(tn), R

B
G(sn)

)
≥ tn(n− sn)nα+1(D − ε)
≥ nu(n− nw + 1)nα−1(D − ε)

= u

(
1− w +

1

n

)
nα+1(D − ε).

Da 1 − w + 1
n → 1 − w, se n � 1 allora 1 − w + 1

n ≥ 1 − w − ε per un
qualche �ssato ε < 1− w . Si conclude notando che

CovB
(
RB
G(tn), R

B
G(sn)

)
≥ u (1− w − ε)nα+1(D − ε) = Enα+1

dove E := u (1− w − ε)nα+1(D − ε) < 0.

Proposizione 6.1.4. Sia (Gn)n∈N conGn = ([n], En) una famiglia di gra�. Fissati
0 < u < w < 1 e posti tn = bnuc e sn = bnwc. Se la Condizione 1 è veri�cata allora
per ogni scelta di (a, b) ∈ R2\ {(0, 0)} esiste C̃ = C̃(a, b, u, w) ≥ 0 indipendente
da n tale che, de�nitivamente in n, valga

VarB
(
aZB

Gn
(tn) + bZB

Gn
(sn)

)
≥ C̃.

Dimostrazione. Dalla linearità della varianza e dalla de�nizione di ZB
Gn

e ZB
Gn

(s)
otteniamo

VarB
(
aZB

Gn
(tn) + bZB

Gn
(sn)

)
=a2 + b2 + 2ab

CovB
(
RB
Gn

(tn), R
B
Gn

(sn)
)√

VarB
(
RB
Gn

(sn)
)
· VarB

(
RB
Gn

(tn)
) .

Poniamo x = 2abCovB(RB
Gn

(tn), R
B
Gn

(sn)) e andiamo a distinguere 4 di�erenti
casi

• Se (n− 2tn ≥ 0∨ n− 2sn ≥ 0)∧ ab > 0 allora dal corollario precedente si
ha x > 0. Dunque

VarB
(
aZB

Gn
(tn) + bZB

Gn
(sn)

)
≥ a2 + b2
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• Supponiamo (n − 2tn ≥ 0 ∨ n − 2sn ≥ 0) ∧ ab < 0. Dal corollario
precedente si ha CovB(RB

Gn
(tn), R

B
Gn

(sn)) ≥ 0. Ricordando che per ogni
coppia di variabili aleatorie (X, Y ) vale

|Cov(X, Y )| ≤
√

Var(X) Var(Y )

otteniamo

VarB
(
aZB

Gn
(tn) + bZB

Gn
(sn)

)
≥ a2 + b2 + 2ab = C̃.

• Se n− 2tn > 0 ∧ n− 2sn < 0 ∧ ab < 0 allora dal corollario precedente si
ha x > 0. Dunque

VarB
(
aZB

Gn
(tn) + bZB

Gn
(sn)

)
≥ a2 + b2 = C̃ > 0

• Se n− 2tn > 0 ∧ n− 2sn < 0 ∧ ab > 0 allora utilizzando il Corollario 6.0.2
e il corollario precedente otteniamo

CovB
(
aZB

Gn
(tn), bZ

B
Gn

(sn)
)
≥ −2ab

Enα+1

Cnα+1

dunque

VarB
(
aZB

Gn
(tn) + bZB

Gn
(sn)

)
≥ a2 + b2 − 2ab

E

C
= C̃

dove C̃ = a2 + b2 − 2abEC .

• Se n− 2tn > 0 ∧ n− 2sn < 0 ∧ ab < 0 allora da (??) otteniamo

−1 ≤
CovB

(
RB
Gn

(tn), R
B
Gn

(sn)
)√

VarB
(
RB
Gn

(sn)
)
· VarB

(
RB
Gn

(tn)
) ≤ 1

e dunque

−ab ≥
CovB

(
RB
Gn

(tn), R
B
Gn

(sn)
)√

VarB
(
RB
Gn

(sn)
)
· VarB

(
RB
Gn

(tn)
) ≥ ab.

Otteniamo, quindi,

VarB
(
aZB

Gn
(tn) + bZB

Gn
(sn)

)
≥ a2 + b2 + 2ab ≥ 0.
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6.2 | XB(t) e XB(s)

Lemma 6.2.1. Siano t < s ∈ [n] e i, j ∈ [n]. Allora vale

CovB (Γi,t,Γj,s) =

{
0 se i 6= j
t(n−s)
n2 se i = j

.

Dimostrazione. Andiamo a distinguere i possibili casi.

• Supponiamo che i 6= j. Notiamo che Γi,t(x) dipende solo da πi(x) mentre
Γj,s(x) dipende solo da πj(x) . Poiché siamo sotto la distribuzione bootstrap,
le due variabili aleatorie sono indipendenti.

• Supponiamo ora che i = j. Per calcolare CovB (Γi,t,Γi,s) calcoliamo prima
EB [Γi,tΓi,s].

EB [Γi,tΓi,s] = PB (πi(x) ≤ t e πi(x) ≤ s) = PB (πi(x) ≤ t) =
t

n

dove per l’ultima uguaglianza abbiamo utilizzato (5.2.6). Dunque otteniamo

CovB (Γi,t,Γi,s) = EB [Γi,tΓi,s]− EB [Γi,t]EB [Γi,s]

=
t

n
− t

n
· s
n

=
t(n− s)
n2

.

dove la penultima uguaglianza segue da (5.2.6).

Teorema 6.2.2. Sia t < s ∈ [n] allora

CovB
(
nB(t), nB(s)

)
=
t(n− s)

n
.

Dimostrazione. Utilizzando (6.0.2) e la bilinearità della covarianza otteniamo

CovB
(
nB(t), nB(s)

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

CovB (Γi,t,Γj,t) .

Dal lemma precedente si ha

CovB
(
nB(t), nB(s)

)
=

n∑
i=1

t(n− s)
n2

=
t(n− s)

n
.
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Proposizione 6.2.3. Fissati 0 < u < w < 1 e posti tn = bnuc e sn = bnwc. Allora
per ogni scelta di (a, b) ∈ R2\ {(0, 0)} esiste C̃ = C̃(a, b, u, w) ≥ 0 indipendente
da n t tale che, de�nitivamente in n, valga

VarB
(
aXB(tn) + bXB(sn)

)
≥ C.

Dimostrazione. Dalla de�nizione di XB(tn) e XB(sn) otteniamo

VarB
(
aXB(tn) + bXB(sn)

)
= a2 VarB

(
XB(tn)

)
+ b2 VarB

(
XB(sn)

)
= + 2abCovB

(
XB(tn), X

B(sn)
)

= a2 + b2 + 2ab
CovB(nB(tn), n

B(sn))√
VarB (nB(tn)) · VarB (nB(sn))

= a2 + b2 + 2ab
tn(n−sn)

n√
tn(n−tn)

n · sn(n−sn)
n

= a2 + b2 + 2ab

√
tn(n− sn)
sn(n− tn)

• Sia ab < 0. Dal teorema precedente abbiamo

CovB(nB(tn), n
B(sn)) ≥ 0.

Ricordando che per ogni coppia di variabili aleatorie (X, Y ) vale

|Cov(X, Y )| ≤
√

Var(X) Var(Y )

si ha
VarB

(
aXB(tn) + bXB(sn)

)
≥ a2 + b2 − 2ab = C.

• Se ab > 0 allora vale

VarB
(
aXB(tn) + bXB(sn)

)
≥ a2 + b2 + 2ab

√
tn(n− sn)
sn(n− tn)

≥ a2 + b2 + 2ab

√
(nu− 1)(n− nw)

(nw − 1)(n− nu)
.

Ora √
(nu− 1)(n− nw)

(nw − 1)(n− nu)
→

√
u(1− w)

w(1− u)
:= D > 0

e dunque per n� 1 abbiamo√
(nu− 1)(n− nw)

(nw − 1)(n− nu)
≥ D − ε > 0.
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Mettendo insieme quanto provato otteniamo

VarB
(
aXB(tn) + bXB(sn)

)
≥ a2 + b2 + 2ab(D − ε) := C > 0.

6.3 | XB(t) e ZB
G (t)

Lemma 6.3.1. Siano t, s ∈ R e e ∈ E. Allora vale

CovB (Γi,t,Θe,s) =


0 se i 6∈ e
t(n−t)(n−2t)

n3 se i ∈ e e s = t
t(n−s)(n−2s)

n3 se i ∈ e e t < s
s(n−t)(n−2s)

n3 se i ∈ e e t > s

.

Dimostrazione. Supponiamo e = {a, b} e andiamo a distinguere i possibili casi

• Supponiamo che i 6∈ e. Notiamo che Γi,t(x) dipende da πi(x) mentre Θe,t(x)
dipende solo da πa(x) e πb(x). Poiché siamo sotto la distribuzione bootstrap
le due variabili aleatorie sono indipendenti.

• Supponiamo che s = t, a = i e b 6= i. Per calcolare CovB (Γi,t,Θe,t)calcoliamo
prima EB [Γi,tΘe,t].

EB [Γi,tΘe,t] = PB ({x ∈ [n]n | πi(x) ≤ t e gi(t)(x) 6= gb(t)(x)})

= PB ({x ∈ [n]n | πi(x) ≤ t e πb(x) > t}) =
t(n− t)
n2

dove la penultima disuguaglianza segue dalla de�nizione di gi(t) e l’ultima
dal fatto che siamo sotto la distribuzione bootstrap. Tornando al calcolo
della covarianza otteniamo

CovB (Γi,t,Θe,t) = EB [Γi,tΘe,t]− EB [Γi,t]E [Θe,t]

=
t(n− t)
n2

− t

n
· 2t(n− t)

n2

=
t(n− t)(n− 2t)

n3

dove la penultima uguaglianza segue da (5.2.6) e da (5.1.13).

• Supponiamo che t < s, a = i e b 6= i. Per calcolare CovB (Γi,t,Θe,s)
calcoliamo prima EB [Γi,tΘe,s].

EB [Γi,tΘe,s] = PB ({x ∈ [n]n | πi(x) ≤ t e gi(s)(x) 6= gb(s)(x)}) .
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Essendo t < s, se πi(x) ≤ t allora πi(x) ≤ s e dunque gi(s)(x) = 0. Dunque
l’identità precedente può essere riscritta come

EB [Γi,tΘe,s] = PB ({x ∈ [n]n | πi(x) ≤ t e πb(x) > s}) =
t(n− s)
n2

.

Possiamo passare al calcolo della covarianza:

CovB (Γi,t,Θe,s) = EB [Γi,tΘe,s]− EB [Γi,t]EB [Θe,s]

=
t(n− s)
n2

− t

n
· 2s(n− s)

n2

=
t (n− s) (n− 2s)

n3

dove la penultima uguaglianza segue da (5.2.6) e da (5.1.13).

• Supponiamo che t > s, a = i e b 6= i. Per calcolare CovB (Γi,t,Θe,s),
calcoliamo prima EB [Γi,tΘe,s].

EB [Γi,tΘe,s] = PB(A) (6.3.1)

dove
A := {x ∈ [n]n | πi(x) ≤ t e gi(s)(x) 6= gb(s)(x)}.

Usando la de�nizione di gi, si ha A = B ∪ C dove
B := {x ∈ [n]n | πi(x) ≤ t, πi(x) > s e πb(x) ≤ s}

= {x ∈ [n]n | s < πi(x) ≤ t e πb(x) ≤ s} ,
C := {x ∈ [n]n | πi(x) ≤ t, πi(x) ≤ s e πb(x) > s}

= {x ∈ [n]n | πi(x) ≤ s e πb(x) > s} .

Dalla de�nizione di distribuzione bootstrap otteniamo

PB(B) =
s(t− s)
n2

, P(C) =
s(n− s)
n2

. (6.3.2)

Da (6.3.1) e (6.3.2), notando che B ∩ C = ∅, si ha

EB [Γi,tΘe,s] =
s(n− 2s+ t)

n2
.

Possiamo passare al calcolo della covarianza:

CovB (Γi,t,Θe,s) = EB [Γi,tΘe,s]− EB [Γi,t]EB [Θe,s]

=
s(n− 2s+ t)

n2
− t

n
· 2s(n− s)

n2

=
s
(
n2 − 2sn− tn+ 2ts

)
n3

=
s(n− t)(n− 2s)

n3

dove la penultima uguaglianza segue da (5.2.6) e da (5.1.13).
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Teorema 6.3.2. Sia G = ([n], E) un grafo e t ∈ R allora

CovB
(
nB(t), RB

G(t)
)

= 2|E|t(n− t)(n− 2t)

n3
.

Dimostrazione. Da (6.0.1), da (6.0.2) e dalla bilinearità della covarianza otteniamo

CovB
(
nB(t), RB

G(t)
)

=
n∑
i=1

∑
e∈E

CovB (Γi,t,Θe,t) =
n∑
i=1

∑
e∈E
i∈E

t(n− t)(n− 2t)

n3

dove l’ultima identità segue dal lemma precedente. Poiché il numero di archi
incidenti al vertice i è dG(i), l’identità precedente può essere riscritta come

CovB
(
nB(t), RB

G(t)
)

=
n∑
i=1

dG(i)
t(n− t)(n− 2t)

n3
= 2|E|t(n− t)(n− 2t)

n3

dove l’ultima uguaglianza segue dal Lemma C.1.

Corollario 6.3.3. Sia (Gn)n∈N doveGn = ([n], En) una successione di gra�. Fissato
0 < u < 1 si ponga tn = bnuc. Se la Condizione 1 è veri�cata allora, de�nitivamente
in n, vale

CovB
(
nB(tn), R

B
Gn

(tn)
)
≥ sgn(n− 2tn)C̃n

α

dove C̃ = C̃(u) ≥ 0 è indipendente da n.

Dimostrazione. Andiamo a distinguere due casi.

• Se n− 2tn ≥ 0 allora 1− 2u ≥ 0 ed in particolare

CovB
(
nB(tn), R

B
Gn

(tn)
)
≥ 2Cnα

(nu− 1)(n− nu)(n− 2nu)

n3

= nαCu(1− u)(1− 2u).

dove abbiamo usato che se n � 1 allora vale 1
n ≤ u2. Ponendo C̃ :=

Cu(1− u)(1− 2u) otteniamo la tesi.

• Se n− 2tn > 0 allora 1− 2u < 0 ed in particolare

CovB
(
nB(tn), R

B
Gn

(tn)
)
≥ 2Cnα

(nu)(n− nu+ 1)(n− 2nu+ 2)

n3

= nαCu

(
1− u+

1

n

)(
1− 2u+

2

n

)
.
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Ora Cu
(
1− u+ 1

n

) (
1− 2u+ 2

n

)
→ u(1− u)(1− 2u) := E < 0 dunque,

�ssato ε > 0, per n� 1 si ha

Cu

(
1− u+

1

n

)(
1− 2u+

2

n

)
≥ E − ε := C̃.

Proposizione 6.3.4. Sia (Gn)n∈N dove Gn = ([n], En) una successione di gra�.
Fissato 0 < u < 1 si ponga tn = bnuc. Se la Condizione 1 è veri�cata allora per
ogni scelta di (a, b) ∈ R2\ {(0, 0)} esiste C = C(a, b, u) > 0 indipendente da n
tale che, de�nitivamente in n, valga

VarB
(
aZB

Gn
(tn) + bXB(tn)

)
≥ C.

Dimostrazione. Dalla de�nizione di XB(tn) e ZB
G (tn) otteniamo

VarB
(
aXB(tn) + bZB

G (tn)
)

=a2 VarB
(
XB(tn)

)
+ b2 VarB

(
ZB
G (tn)

)
+ 2abCovB

(
XB(tn), Z

B
G (tn)

)
=a2 + b2 +

2abCovB(RB
G(tn), n

B(tn)))√
VarB

(
RB
G(tn)

)
· VarB (nB(tn))

Posto x = 2abCovB(RB
G(tn), n

B(tn))) andiamo a distinguere i quattro possibili
casi.

• Sia n − 2tn > 0 ∧ ab > 0. Utilizzando il corollario precedente, (5.2.3) e il
Corollario 6.0.2 otteniamo

VarB
(
aXB(tn) + bZB

G (tn)
)
≥ a2 + b2 + 2ab

C̃nα√
Cnα+1 · tn(n−tn)

n

≥ a2 + b2 + 2ab
C̃nα√

Cnα · tn(n− tn)

≥ a2 + b2 + 2ab
C̃nα√

Cnα+2 · u(1− u+ 1
n)
.

Ora Cu
(
1− u+ 1

n

)
→ Cu(1− u) := E dunque esiste ε > 0 tale che

Cu

(
1− u+

1

n

)
≤ E + ε.
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Combinando i due risultati abbiamo che

VarB
(
aXB(tn) + bZB

G (tn)
)
≥ a2 + b2 + 2ab

C̃√
E + ε

n
α
2−1.

Essendo α < 2 (cfr. Condizione 1) allora

a2 + b2 + 2ab
C̃√
E + ε

n
α
2−1 → a2 + b2.

Esiste, dunque, ε < a2 + b2 con

a2 + b2 + 2ab
C̃√
E + ε

n
α
2−1 ≥ a2 + b2 − ε := C̃.

• Sia n− 2tn ≥ 0 ∧ ab < 0. Utilizzando il corollario precedente otteniamo

CovB
(
RB
G(tn), n

B(tn))
)
≥ 0.

Poiché per ogni coppia di variabili aleatorie (X, Y ) si ha

|Cov(X, Y )| ≤
√

Var(X),Var(Y )

abbiamo

VarB
(
aXB(tn) + bZB

G (tn)
)
≥ a2 + b2 + 2ab = C̃.

• Sia n− 2tn < 0 ∧ ab > 0. Utilizzando il corollario precedente otteniamo

CovB
(
RB
G(tn), n

B(tn))
)
≤ 0.

Con argomentazioni analoghe al caso precedente si ha

VarB
(
aXB(tn) + bZB

G (tn)
)
≥ a2 + b2 − 2ab = C̃.

• Sia n− 2tn < 0 ∧ ab < 0. Utilizzando il Corollario 6.0.2 otteniamo

VarB
(
aXB(tn) + bZB

G (tn)
)
≥ a2 + b2 + 2 |ab| C̃nα√

Cnα+1 · tn(n−tn)
n

≥ a2 + b2 + 2 |ab| C̃nα√
Cnα · tn(n− tn)

≥ a2 + b2 + 2 |ab| C̃nα√
Cnα+2 · u(1− u+ 1

n)
.

Si conclude con le stesse argomentazioni del primo punto.
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6.4 | XB(t) e ZB
G (s)

In maniera analoga al Teorema 6.3.2 e alla Proposizione 6.3.4 si prova che

Teorema 6.4.1. Sia t < s allora

CovB
(
nB(t), RB

G(s)
)

= 2|E|t(n− s)(n− 2s)

n3
.

Sia t > s allora

CovB
(
nB(t), RB

G(s)
)

= 2|E|s(n− t)(n− 2s)

n3
.

Proposizione 6.4.2. Sia (Gn)n∈N dove Gn = ([n], En) una successione di gra�.
Fissato 0 < u < w < 1 si ponga tn = bnuc e sn = bnwc. Se la Condizione 1 è
veri�cata allora per ogni scelta di (a, b) ∈ R2\ {(0, 0)} esisteC = C(a, b, u, w) > 0
indipendente da n tale che, de�nitivamente in n, valga

VarB
(
aZB

Gn
(tn) + bXB(sn)

)
≥ C.

Dimostrazione. La dimostrazione segue usando il corollario precedente e riper-
correndo la dimostrazione della Proposizione 6.3.4 sostituendo opportunamente
tn con sn.
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A | Richiami di analisi funzionale

A.1 | Assoluta continuità

De�nizione A.1. Diremo che due intervalli (cioè due insiemi connessi diR)A,B ⊆
R sono sovrapponibili se

A◦ ∩B◦ 6= ∅
dove con A◦ e B◦ denotiamo la parte interna rispettivamente di A e B.

De�nizione A.2. Sia I ⊆ R un intervallo. Diremo che una funzione f : I → R è
assolutamente continua se ∀ε > 0 esiste un numero positivo δε tale che per ogni
sequenza di sotto-intervalli di I ([xk, yk])

n
k=1 a due a due non sovrapponibili vale

n∑
k=1

(yk − xk) ≤ δε ⇒
n∑
k=1

|f(xk)− f(yk)| ≤ ε.

In tal caso scriveremo f ∈ AC(I).

Osservazione 10. Se f ∈ AC(I) allora è continua.

Lemma A.1. Sia f : R → R una funzione. Se f è lipschitziana allora f è
assolutamente continua.

Dimostrazione. Sia C la migliore costante di Lipschitz associata alla funzione f .
Fissato ε > 0 e �ssata ([xk, yk])

n
k=1 una sequenza di intervalli a due a due non

sovrapponibili otteniamo
n∑
k=1

|f(yk)− f(xk)| ≤
n∑
k=1

C (yk − xk) .

Ponendo δε := ε
C otteniamo la tesi.

De�nizione A.3. Diremo che una funzione f : R→ R è localmente assoluta-
mente continua se la sua restrizione ad ogni intervallo compatto è assolutamente
continua. Scriveremo, in questo caso, f ∈ ACloc(R).
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Osservazione 11. Se f ∈ AC(R) allora f ∈ ACloc(R).

Il seguente teorema, la cui dimostrazione si può trovare in [35, Teorema 7.20,
p.148], mostra una proprietà importante delle funzioni assolutamente continue
de�nite su un intervallo compatto.
Teorema A.2. Sia f ∈ AC([a, b]), allora f è di�erenziabile quasi ovunque su [a, b].
In particolare, f ′ ∈ L1([a, b]) e vale

f(x)− f(a) =

∫ x

a

f ′(t) dt, ∀x ∈ [a, b].

Dal suddetto teorema si ottiene in modo immediato:
Corollario A.3. Sia f ∈ AC(R), allora f è di�erenziabile quasi ovunque su R con
f ′ ∈ L1

loc(R).

Il Teorema A.4, che segue, fornisce un’importante caratterizzazione delle fun-
zioni assolutamente continue non decrescenti de�nite su un intervallo compatto.
La sua dimostrazione può essere trovata in [35, Teorema 7.18, p.146].
Teorema A.4. Sia f : [a, b]→ R una funzione continua e non decrescente. Allora
i seguenti fatti sono tra loro equivalenti

(i) f ∈ AC([a, b]);

(ii) f è di�erenziabile quasi ovunque su [a, b], f ′ ∈ L1([a, b]) e

f(x)− f(a) =

∫ x

a

f ′(s) ds ∀x ∈ [a, b].

Il Teorema A.5, presentato sotto, prova l’assoluta continuità per una classe di
funzioni de�nite mediante integrali e fornisce un’espressione della loro derivata
quasi certa. La dimostrazione del teorema si può trovare in [34, Teorem 8.17,
p.165]
Teorema A.5. Sia f ∈ L1(R). Allora la funzione de�nita da

g(x) =

∫ x

−∞
f(s) ds

è una funzione ben de�nita e assolutamente continua. Inoltre, g′ = f quasi ovunque.

Andiamo ora a dimostrare che il prodotto di funzioni assolutamente continue
de�nite su un intervallo compatto è ancora una funzione assolutamente continua.
Mostreremo anche, attraverso un controesempio, che tale proprietà non vale per
funzioni assolutamente continue de�nite su R. Tale proprietà, però, continua a
valere se ci restringiamo a funzioni localmente assolutamente continue. Mostre-
remo, anche, che la somma di funzioni assolutamente continue de�nite su un
intervallo è ancora una funzione assolutamente continua.
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Proposizione A.6. Siano f, g ∈ AC([a, b]). Allora h := f · g ∈ AC([a, b]).

Dimostrazione. Grazie all’Osservazione 10, f e g sono funzioni continue. Dal teo-
rema di Weirstrassesistono �nite ||f ||∞ e ||g||∞; poniamoM := max {||f ||∞ , ||g||∞}.
Sia ε > 0 un numero �ssato e ([xk, yk])

n
k=1 una sequenza di sotto-intervalli di [a, b]

a due a due non sovrapponibili. Essendo f e g assolutamente continue, esistono
δ1
ε , δ

2
ε > 0 tali che

n∑
k=1

(yk − xk) ≤ δ1
ε ⇒

n∑
k=1

|f(xk)− f(yk)| ≤
ε

2M
,

n∑
k=1

(yk − xk) ≤ δ2
ε ⇒

n∑
k=1

|g(xk)− g(yk)| ≤
ε

2M
.

(A.1.1)

Posto δε := max
{
δ1
ε , δ

2
ε

}
, da (A.1.1) otteniamo

n∑
k=1

(yk − xk) ≤ δε ⇒


n∑
k=1

|f(xk)− f(yk)| ≤
ε

2M
,

n∑
k=1

|g(xk)− g(yk)| ≤
ε

2M
.

(A.1.2)

Dunque
n∑
k=1

|h(xk)− h(yk)| =
n∑
k=1

|f(xk)g(xk)− f(yk)g(yk)|

≤
n∑
k=1

|f(xk)g(xk)−f(xk)g(yk) + f(xk)g(yk)−f(yk)g(yk)|

=
n∑
k=1

|f(xk)(g(xk)− g(yk)) + g(yk) (f(xk)− f(yk))|

≤
n∑
k=1

|f(xk)| |g(xk)− g(yk)|+
n∑
k=1

|g(yk)| |f(xk)− f(yk)|

≤M
n∑
k=1

|g(xk)− g(yk)|+M
n∑
k=1

|f(xk)− f(yk)|

(A.1.3)

Se
n∑
k=1

(yk − xk) ≤ δε, combinando opportunamente (A.1.2) e (A.1.3) otteniamo

n∑
k=1

|h(xk)− h(yk)| ≤M
( ε

2M
+

ε

2M

)
= ε.
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Per arbitrarietà di ε e di ([xk, yk])
n
k=1 otteniamo che h ∈ AC([a, b]).

Il risultato precedente non vale se consideriamo funzioni assolutamente conti-
nue de�nite su tutto R. Infatti, vale il seguente risultato:

Lemma A.7. Esistono f, g ∈ AC(R) tali che fg 6∈ AC(R).

Dimostrazione. È banale veri�care f(x) := x è in AC(R) Se proviamo che g(x) :=
x2 non è in AC(R) otteniamo il controesempio voluto. Supponiamo per assurdo
che g sia assolutamente continua. Fissato ε > 0 sia δε > 0 come nella de�nizione
di assoluta continuità e aia n ∈ N con n ≥ ε

δ . Allora abbiamo∣∣∣∣g(n)− g
(
n+

δ

2

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣n2 −
(
n+

δ

2

)2
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣δ2

4
+ nδ

∣∣∣∣ > nδ ≥ ε.

Poiché
[
n, n+

δ

2

]
ha ampiezza minore di δ otteniamo un assurdo.

Corollario A.8. Siano f, g ∈ ACloc(R) allora h := f · g,∈ ACloc(R).

Dimostrazione. Poiché f, g ∈ ACloc(R) allora per ogni coppia di numeri reali
(a, b) con a < b vale f|[a,b], g|[a,b] ∈ AC([a, b]). Dalla Proposizione A.6 otteniamo
che f|[a,b]g|[a,b] ∈ AC([a, b]). La tesi segue notando che f|[a,b]g|[a,b] ≡ h|[a,b].

Proposizione A.9. Sia I ⊆ R un intervallo. Se f, g ∈ AC(I), allora h := f + g ∈
AC(I).

Dimostrazione. Sia ε > 0 un numero �ssato e ([xk, yk])
n
k=1 una sequenza di sotto-

intervalli di I a due a due non contigui. Essendo f e g assolutamente continue,
esistono δ1

ε , δ
2
ε > 0 tali per che

n∑
k=1

yk − xk ≤ δ1
ε ⇒

n∑
k=1

|f(xk)− f(yk)| ≤
ε

2
,

n∑
k=1

yk − xk ≤ δ2
ε ⇒

n∑
k=1

|g(xk)− g(yk)| ≤
ε

2
.

(A.1.4)

Posto δε = max
{
δ1
ε , δ

2
ε

}
, da (A.1.4) otteniamo

n∑
k=1

yk−xk ≤ δε ⇒
n∑
k=1

|f(xk)− f(yk)| ,
n∑
k=1

|g(xk)− g(yk)| ≤
ε

2
. (A.1.5)
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Dunque
n∑
k=1

|h(xk)− h(yk)| =
n∑
k=1

|f(xk) + f(yk)− f(yk)− f(yk)| ≤

≤
n∑
k=1

|f(xk)− f(yk)|+
n∑
k=1

|g(xk)− g(yk)| .
(A.1.6)

Se
n∑
k=1

yk − xk ≤ δε, combinando (A.1.5) e (A.1.6) otteniamo

n∑
k=1

|h(xk)− h(yk)| ≤
ε

2
+
ε

2
= ε.

Per arbitrarietà di ε e di ([xk, yk])
n
k=1 otteniamo la tesi.

A.2 | Funzioni a tratti

De�nizione A.4. Scriveremo f ∈ C1
tratti(R) se f : R → R soddisfa le seguenti

proprietà:

1. f è continua;

2. esistono −∞ = x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 = +∞ per cui, per ogni
i ∈ {0, . . . , n}, vale:

(a) f ∈ C1([xi, xi+1]);

(b) esistono �niti lim
x→x+i

f ′(x) e lim
x→x−i+1

f ′(x) con le convenzioni−∞+ = −∞

e +∞− = +∞.

Osservazione 12. Se f ∈ C1
tratti(R) allora f ′ è de�nita a meno di un insieme

numerabile: f è derivabile quasi ovunque.

A.3 | Funzioni lipschitziane

De�nizione A.5. Diremo che una funzione f : R→ R è K-lipschitziana se

|f(x)− f(y)| ≤ K |x− y| .

Denoteremo con LipK(R) lo spazio delle funzioni K-lipschitziane.

Osservazione 13. Sia f ∈ LipK(R) . Se f è derivabile allora ||f ′||∞ ≤ K .
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B | Richiami di probabilità

B.1 | Probabilità generale

De�nizione B.1. Con B(R) denotiamo la σ-algebra dei Boreliani di R ovvero la
più piccola σ-algebra che contiene gli aperti di R.

Il seguente lemma mostra che i boreliani sono anche la più piccola σ-algebra
a contenere le semirette chiuse a destra. La dimostrazione viene omessa essendo
un classico risultato di teoria della misura.

Lemma B.1. Sia
S = {(−∞, x] | x ∈ R} ∪ {∅}

Se σ(S) è la più piccola σ-algebra che contiene S allora vale σ(S) = B(R)

Sia X è una variabile aleatoria a valori reali. Denoteremo con PX la sua legge
cioè la misura di probabilità su (R,B(R)) de�nita da

PX(A) := P({ω ∈ Ω | X(ω) ∈ A})

Siano X, Y due variabili aleatorie. Scriveremo X ∼ Y per indicare che X e Y
hanno la stessa legge cioè PX = PY

De�nizione B.2. SianoX, Y due variabili aleatorie reali de�nite sullo stesso spazio
di probabilità. Se X, Y,XY sono integrabili si de�nisce la covarianza di X e Y la
quantità

Cov(X, Y ) := E [(X − E[X]) (Y − E[Y ])] .

Se X è quadrato integrabile si de�nisce la varianza di X come

Var(X) := Cov(X,X)

Osservazione 14. Dalle de�nizioni con un semplice calcolo si prova che

Cov(X, Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ],

Var(X) = E[X2]− E[X]2.
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Le prossime due proposizioni forniscono delle importanti proprietà sulla cova-
rianza e varianza. Per le dimostrazioni si può ricorrere ad un qualsiasi testo di
probabilità di base; si veda, ad esempio, rispettivamente [7, Proposizione 3.68, p.
144] e [7, Proposizione 3.69, p.145]

Proposizione B.2. La covarianza è un operatore simmetrico e bilineare, cioè per
ogni X, Y, Z integrabili con XZ, Y Z integrabili e per ogni α, β ∈ R vale

Cov(X,Z) = Cov(Z,X),

Cov(αX + βY, Z) = αCov(X,Z) + β Cov(Y, Z).

In particolare, se Z è quasi certamente costante allora Cov(X,Z) = 0.

Proposizione B.3. Sia X variabile aleatoria quadrato integrabile e siano a, b ∈ R
allora

Var(aX + b) = a2 Var(X).

Se (Xi)
n
i=1 è una sequenza di v.a. a quadrato integrabile allora

Var

(
n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

Var(Xi) +
∑

1≤i,j≤n
i 6=j

Cov(Xi, Xj)

Lemma B.4. Sia I un insieme �nito di indici e X1, . . . , X|I| variabili aleatorie con
Var(Xi) = 1 e siano (ai)i∈I una I-sequenza di numeri reali. Allora

Var

(∑
i∈I

aiXi

)
≤ (a |I|)2

dove a = max
i∈I
|ai|.

Dimostrazione. Dalle proprietà della varianza otteniamo

Var

(∑
i∈I

aiXi

)
=
∑
i∈I

a2
i Var(Xi) +

∑
i,j∈I
i 6=j

aiaj Cov(Xi, Xj)

≤
∑
i∈I

a2
i +

∑
i,j∈I
i6=j

|ai||aj| ≤ a2 |I|+ a2 |I| (|I| − 1) = a2 |I|2 .

dove la penultima disuguaglianza segue da |Cov(X, Y )| ≤
√

Var(X) Var(Y ).

Il seguente teorema, che segue dal teorema delle classi monotone e la cui
dimostrazione si può trovare in [28, Corollario 6.1, p.36], fornisce un risultato
molto importante per dimostrare quando due misure di probabilità coincidono.
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TeoremaB.5. Sia (Ω,A) uno spazio dimisura e sianoP,Q duemisure di probabilità
de�nite su A. Supponiamo che P ≡ Q su una classe C ⊆ A chiusa per intersezioni
�nite. Allora P ≡ Q su σ(C), dove σ(C) è la più piccola σ-algebra che contiene C.

B.2 | Convergenza in legge

De�nizione B.3. Sia (Xn)n∈N una successione di vettori aleatori a valori in Rk.
Diremo che la successione (Xn) converge in legge al vettore X e scriveremo
Xn ⇒ X se per ogni A ⊆ Rk con P(X ∈ ∂A) = 0 vale

lim
n→+∞

P(Xn ∈ A) = P(X ∈ A).

Il teorema seguente mostra un’importante caratterizzazione della convergenza
in legge. Questo fatto, insieme ad un’altra serie caratterizzazioni, prende il nome di
Teorema di Portmanteau. Si veda [30, Teorema 13.16, p.254] per una dimostrazione.

Teorema B.6. Sia (Xn)n∈N una successione di vettori aleatori a valori in Rk e X
un vettore aleatorio in Rk. Allora

Xn ⇒ X ⇔ E[h(Xn)]→ E[h(X)] ∀h ∈ Lip(R) limitata.

Per il seguente teorema si veda [30, Teorema 15.56, p.329]

Teorema B.7 (Teorema di Cramér-Wold). Siano (Yn)n∈N e Y vettori aleatori a
valori in Rd. Condizione necessaria e su�ciente per la convergenza di Yn a Y in
legge è che θ · Yn converge in legge a θ · Y per ogni θ ∈ Rd.

B.3 | Valore atteso condizionato

Fissiamo (Ω,A,P) spazio di probabilità

De�nizione B.4. Sia X una variabile aleatoria con E[|X|] < ∞ e F ⊆ A una
σ-algebra. L’aspe�azione condizionata di X data F è una qualsiasi variabile
aleatoria Y tale che

• Y è F-misurabile,

• per ogni A ∈ F vale ∫
A

Y dP =

∫
A

X dP.
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Una qualsiasi funzione Y che soddisfa le due proprietà si dice una versione
dell’aspettazione condizionata e si indica con E[X | F ]. In [43, Teorema 9.2, p.
84] viene provata l’esistenza e l’unicità quasi certa dell’aspettazione condizionata.
Siano X, Y due variabili aleatorie con E[|X|] <∞, allora de�niamo

E[X |Y ] := E[X |σ(Y )]

dove σ(Y ) denota la σ-algebra generata da Y .
Similmente, se X, Y e Z sono tre variabili aleatorie con E[|X|] < ∞, allora
de�niamo

E[X |Y, Z] := E[X |σ(Y, Z)]

Andiamo ad elencare alcune proprietà utili riguardanti l’aspettazione condi-
zionata. Per le dimostrazione di questi risultati si vedano le proprietà (a), (b), (j) e
(k) in [43, Sezione 9.7].

Proposizione B.8. Sia X una variabile aleatoria con E[|X|] <∞ e F ⊆ A una
σ-algebra. Allora valgono i seguenti risultati

(i)
E[E[X | F ]] = E[X]. (B.3.1)

(ii) Se X è F-misurabile allora

E[X | F ] = X. (B.3.2)

(iii) Se X è F-misurabile e E[|Y |],E[|XY |] <∞ allora

E[XY | F ] = XE[Y | F ]. (B.3.3)

(iv) Se X è indipendente da F allora

E[X | F ] = E[X]. (B.3.4)

Teorema B.9 (Legge dell’aspettazione totale). Siano X, Y due variabili aleatorie
de�nite sullo stesso spazio di probabilità (Ω,A,P) per cui E[|X|] <∞. Se Y assume
valori su un insieme discreto S allora

E[X] =
∑
y∈S

E [X |Y = y]P(Y = y).
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B.4 | Processi stocastici e vettori multivariati

De�nizione B.5. Sia T un insieme non vuoto, (Ω,A,P) uno spazio di probabilità
e (E, E) uno spazio misurabile. Un processo stocastico X de�nito su (Ω,A,P) e
a valori in (E, E) con T come insieme degli indici è una funzione X : Ω× T → E
tale che per ogni t ∈ T la funzione

Xt : Ω→ E Xt(ω) := X(ω, t)

è misurabile. Nel seguito, denoteremo il processo come (Xt)t∈T .

De�nizione B.6. Un vettore aleatorio Z = (Z1, . . . , Zk) : Ω→ Rk si dice gaus-
siano multivariato se per ogni α = (α1, . . . , αk) ∈ Rk la variabile aleatoria∑k

i=1 αiZi è normale.

Per la dimostrazione del seguente risultato si veda [17, Proposizione 3.13,
p.116].

Teorema B.10. Sia X = (Xi)i∈I un vettore aleatoria e sia {J ,K} una partizione
di I tale che il vettore (XJ , XK) è normale multivariato con media (µ1, µ2) e matrice
di covarianza

Cov(X) =

(
Σ11 Σ12

Σ12 Σ22

)
allora

XJ ∼XK=x2 N (µ1 + Σ12Σ
−
22(x2 − µ2),Σ11 − Σ12Σ

−
22Σ

T
12)

dove Σ−22 è la pseudoinversa di Σ22, ΣT
12 è la trasposta di Σ12 e Y ∼Z=z Y

′ denota
che la legge condizionata di Y data Z = z è uguale a quella di Y ′

De�nizione B.7. Un processo stocastico (Xt)t∈T si dice processo gaussiano se
per ogni scelta �nita t1, . . . , tk di indici in T il vettore (Xt1, . . . , Xtk) è un vettore
aleatorio gaussiano multivariato.
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C | Alcuni risultati sui gra�

Il collegamento tra numero di archi e gradi dei vertici è dato dal seguente classico
lemma. La dimostrazione può essere reperita in un qualsiasi libro di teoria dei
gra�. Si veda ad esempio [4, Teorema 1.1., p 7].

Lemma C.1 (Lemma delle strette di mano). Sia G = (V,E) un grafo. Allora∑
x∈V

dG(x) = 2 |E| .

Lemma C.2. SiaG = (V,E) un grafo. Se e = {x, y} ∈ E allora il numero di archi
a lui incidenti è dG(x) + dG(y)− 1.

Dimostrazione. Sia l un arco incidente ad e con l 6= e. Allora

• l ∩ e = {x}. In questo caso l = {x, h} con h ∈ ΓG(x) \ {y}. Il vertice h
può essere scelto in dG(x)− 1 modi distinti.

• l ∩ e = {y}. In questo caso l = {y, h} con h ∈ ΓG(y) \ {x}. Il vertice h
può essere scelto in dG(y)− 1 modi distinti.

Poiché l’arco e è incidente a se stesso, il numero di archi incidenti ad e è

dG(x)− 1 + dG(y)− 1 + 1 = dG(x) + dG(y)− 1.

Lemma C.3. Sia G = (V,E) allora∑
{i,j}∈E

{dG(i) + dG(j)} =
∑
i∈V

dG(i)2.

Dimostrazione. Poniamo

Γ1
G(i) = {(i, j) ∈ V × V | j ∈ ΓG(i)}

e
Γ2
G(i) = {(j, i) ∈ V × V | j ∈ ΓG(i)} .
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Osserviamo che vale∑
{i,j}∈E

{dG(i) + dG(j)} =
1

2

∑
(i,j)∈V×V
{i,j}∈E

{dG(i) + dG(j)}

infatti ogni arco da origine a due coppie. Notando che

(i, j) ∈ V ×V ∧{i, j} ∈ E ⇔ i ∈ V ∧j ∈ Γ1
G(i) ⇔ j ∈ V ∧ i ∈ Γ2

G(j)

otteniamo∑
(i,j)∈V×V
{i,j}∈E

{dG(i) + dG(j)} =
∑
i∈V

∑
j∈Γ1

G(i)

dG(i) +
∑
j∈V

∑
i∈Γ2

G(j)

dG(j)

=
∑
i∈V

{
dG(i)

∣∣Γ1
G(i)

∣∣}+
∑
j∈V

{
dG(j)

∣∣Γ2
G(j)

∣∣} .
Poiché

∣∣Γ1
G(s)

∣∣ =
∣∣Γ2

G(s)
∣∣ = |ΓG(s)| per ogni s ∈ V otteniamo∑

(i,j)∈V×V
{i,j}∈E

{dG(i) + dG(j)} =
∑
i∈V

dG(i)2 +
∑
j∈V

dG(j)2 = 2
∑
i∈V

dG(i)2

da cui la tesi.

Il seguente risultato, la cui dimostrazione può essere trovata in [13, Teorema
1], fornisce una limitazione dall’alto e dal basso alla somma dei quadrati dei gradi
in un grafo.

Teorema C.4. Sia G = (V,E) se n := |V | ≥ 2 allora vale

4|E|2

n
≤
∑
i∈V

dG(i)2 ≤ |E|
(

2|E|
n− 1

+ n

)
Lemma C.5. Sia G = (V,E) un grafo con almeno un arco. Se i ∈ V allora esiste
un arco e tale che dG(i) ≤ |Ae|.

Dimostrazione. Andiamo a distinguere due di�erenti casi.

• Se i è isolato allora ΓG(i) = ∅ dunque dG(i) := |ΓG(i)| = 0. La tesi è
banalmente vera.

• Se i non è isolato deve esistere e ∈ E con i ∈ e. Tutti gli archi uscenti da i,
che sono dG(i), stanno in Ae. Abbiamo, quindi, dG(i) ≤ |Ae|.
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Lemma C.6. Sia G = (V,E) un grafo con almeno un arco . Se i ∈ V allora esiste
un arco e tale che

∣∣Γ2
G(i)

∣∣ ≤ |Be|.

Dimostrazione. Andiamo a distinguere due di�erenti casi.
• Se i è isolato allora ΓG(i) = ∅ e dunque anche Γ2

G(i) è vuoto. La tesi è
banalmente vera.

• Se i non è isolato deve esistere e ∈ E con i ∈ e. Sia l ∈ Γ2
G(i) allora,

dalla de�nizione (4.2.4) di Γ2
G(i), si ha l = {j, x} dovex ∈ V e j ∈ ΓG(i).

Distinguiamo due casi.

– Se x = i allora i ∈ l ∩ e 6= ∅. In tal caso l ∈ Ae ⊆ Be.
– Se x 6= i allora p = {j, i} ∈ E infatti j ∈ ΓG(i). Allora j ∈ p ∩ l 6= ∅

e quindi l ∈ Ap. Poiché i ∈ p ∩ e 6= ∅ allora p ∈ Ae. Ricordando la
de�nizione (4.2.2) di Be otteniamo l ∈ Be.

In entrambi i casi l ∈ Be. Dunque, dall’arbitrarietà di l ∈ Γ2
G(i), otteniamo

Γ2
G(i) ⊆ Be.

Osservazione 15. Rileggendo le dimostrazioni dei due lemmi possiamo dimostrare
che per ogni i ∈ V esiste un arco e tale che

dG(i) ≤ |Ae| ,
∣∣Γ2

G(i)
∣∣ ≤ |Be| .

Ovvero, le due tesi valgono con il medesimo arco.

Lemma C.7. Sia G = (V,E) un grafo. Se e ∈ E allora vale |Ce| ≤ |A|e + 1.

Dimostrazione. Sia e = {a, b}. De�niamo la mappa

ψ : Ae \ {e} → Ce \ {a, b}

che manda l’arco l nell’unico vertice in l diverso da a o b. Banalmente tale mappa
è suriettiva quindi vale |Ce \ {a, b}| ≤ |Ae \ {e}|. La tesi segue osservando che
e ∈ Ae e a, b ∈ Ce infatti a, b ∈ e con e ∈ Ae.

C.1 | Alcuni algoritmi sui gra�

Nelle prossime sezioni andremo a presentare gli algoritmi utilizzati per la rea-
lizzazione della Figura 4.2. Per farlo siamo partiti da un grafo pesato completo
G = (V,E,w) dove V è l’insieme delle osservazioni y1, . . . , yn e la funzione peso
è data dalla funzione di dissimilarità.
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C.1.1 Algoritmo di Kruskal

De�nizione C.1. Un grafo pesato è una terna G = (V,E,w) dove (V,E) è un
grafo e w : E→ R è una funzione detta funzione peso.
Dato un grafo pesato G = (V,E,w) de�niamo il suo peso (o costo) come

cost(G) =
∑
e∈E

w(e).

Dato un grafo pesato G = (V,E,w) connesso per costruire un suo albero di
copertura di costo minimo si può utilizzare l’algoritmo di Kruskal di cui forniamo
uno pseudocodice. Il Teorema C.8 garantirà che l’algoritmo presentato fornisce
realmente un albero di copertura di costo minimo.

Algoritmo 1 Kruskal
Input: G = (V,E,w) grafo connesso e pesato
Output: T albero di copertura di costo minimo

ordina l’insieme E in base al costo in modo non decrescente
T ← (V, ∅)
for {x, y} ∈ E secondo l’ordine do

if x e y non sono connessi in T then
aggiungi al grafo T l’arco {x, y}

return T

Teorema C.8. L’Algoritmo 1 calcola correttamente un minimo albero ricoprente.
Questo teorema corrisponde a [14, Teorema 12.2, p.305].

C.1.2 Accoppiamento di costo minimo

De�nizione C.2. Dato un grafo G = (V,E) un sottoinsieme S ⊆ E si dice
accoppiamento (in inglese matching) se S non contiene archi a due a due adiacenti.
In altre parole S ⊆ E è un accoppiamento se ∀e 6= l ∈ S vale e ∩ l = ∅.

De�nizione C.3. Dato un grafo G = (V,E) un accoppiamento S si dice perfe�o
se ogni vertice appartiene ad esattamente un arco di S.

Per produrre il grafo di minimo accoppiamento della Sezione 4.3 abbiamo
implementato in MATLAB l’algoritmo presente in [24] che permette di ottenere
un accoppiamento perfetto di costo massimo. Per ottenere quello di costo minimo
abbiamo applicato l’algoritmo dando in input un grafo con gli stessi vertici e archi
di quello originale ma con pesi opposti.
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