
 LIMITI

 LIMITI DI FUNZIONE

 E,F spazi metrici, f:E\{x₀}→F funzione, x₀ pt 
 di accumulazione di E. Si dice che f ha limite 
 𝓁∈F per x→x₀ se ∀V intorno di 𝓁 in F, 
 ∃U intorno di x₀ in E tale che f(U\{x₀})⊆V

 Il limite non dipende da f(x₀)

 𝓁=lim x→x₀ f(x) è unico, se esiste

 In genere consideriamo la retta estesa ℝ∪{±∞}

 PROPRIETÀ DEI LIMITI IN ℝ∪{±∞}

 Permanenza del segno  lim x→x₀ f(x)=𝓁>0 ⇒ ∃U intorno 
 di x₀ tale che f(y)>0 ∀y∈U

 lim x→x₀ f(x)=𝓁, lim x→x₀ g(x)=𝓂, 
 𝓁,𝓂∈ℝ∪{±∞}

 lim x→x₀ (f(x)±g(x))=𝓁±𝓂  con la convenzione
 ±∞±∞=±∞

 ±∞±c=±∞

 lim x→x₀ (f(x)·g(x))=𝓁·𝓂  con la convenzione
 (±∞)·(±∞)=+∞

 (±∞)·(∓∞)=-∞

 𝓂≠0  lim x→x₀ f(x)/g(x)=𝓁/𝓂, 
 con la convenzione +∞/c=

 +∞ se c>0

 -∞ se c<0

 𝓂=0

 g(x)>0 in U\{x₀}  lim x→x₀ f(x)/g(x)=
 +∞ se 𝓁>0

 -∞ se 𝓁<0

 g(x)<0 in U\{x₀}  si invertono i segni

 FORME INDETERMINATE

 ∞-∞

 -∞+∞

 0·∞

 ±∞/±∞

 0/0

 LIMITE DESTRO E SINISTRO

 f:E→ℝ, E⊆ℝ, x₀∈ℝ pt di acc per E
 LIMITE DESTRO  lim x→x₀⁺f(x)=lim x→x₀f(x)|E∩(x₀,+∞)

 LIMITE SINISTRO  lim x→x₀⁻f(x)=lim x→x₀f(x)|E∩(-∞,x₀)

 lim x→x₀f(x)=𝓁⇒lim x→x₀⁺f(x)=lim x→x₀⁻f(x)=𝓁

 sgn(x)={1 se x>0; 0 se x=0; -1 se x<0}

 ∄lim x→0 sgn(x) (f non è continua in 0)

 lim x→0⁺ sgn(x)=1

 lim x→0⁻ sgn(x)=-1

 lim x→x₀⁺f(x)=lim x→x₀⁻f(x)=𝓁⇒∃lim x→x₀f(x)

 LIMSUP E LIMINF

 f: E > ℝ x₀ pt. di acc. di E, diciamo che f ha 
 limite superiore in x₀ uguale a f∈ℝ, e 
 scriviamo limsup x→x₀ f(x) = 𝓁, se
 𝓁=-∞ ⇒ lim f(x)=-∞
 𝓁=+∞ ⇒ ∃x𝑛→x₀ tc lim f(x𝑛)=+∞
 𝓁∈ℝ ⇒ ∃x𝑛→x₀ tc lim f(x𝑛)=𝓁 
 ∀ε∃U int. di x₀ tc f(x)<𝓁+ε ∀x∈U

 limsup x→x₀ f(x)=inf sup f(x)

 Def. analoga per liminf liminf x→x₀ f(x)=sup inf f(x)

 f ha limite in x₀ ⟺ liminf e limsup coincidono

 PROPRIETÀ

 limsup(f+g)≤limsup(f)+limsup(g)

 liminf(f+g)≥liminf(f)+liminf(g)

 limsup(-f)=-liminf(f)

 osc(f)={0 x₀ pt. isolato; limsup(f)-liminf(f)≥0 x₀ pt. di acc.}

 LIMITI DI SUCCESSIONE

 SUCCESSIONE {a𝑛 | 𝑛∈ℕ} è una successione in E 
 se ∃f:ℕ→E tale che a𝑛=f(n)

 SUCCESSIONI DI CAUCHY

 x𝑛 si dice di CAUCHY se ∀ε>0 ∃n𝜀 
 tale che d(x𝑛,x𝑚)<ε ∀n,m>n𝜀

 x𝑛 converge ⇒ x𝑛 di Cauchy 

 x𝑛 di Cauchy ⇒ x𝑛 è limitata 

 x𝑛 di Cauchy ⇏ x𝑛 converge

 In ℝⁿ (e in generale in uno spazio 
 metrico compatto, quindi completo) 
 le successioni di Cauchy convergono

 ① {x𝑛} finito ⇒ per Cauchy ∀n 
 abbastanza grande x𝑛 converge

 ② {x𝑛} infinito ⇒ ∃x di accumulazione tale 
 che esiste una sottosuccessione convergente 
 a x e quindi per Cauchy x𝑛→x

 È definito lim n→+∞ f(n)

 lim n→+∞ f(n)=lim n→+∞ a𝑛=𝓁∈E ⟺ ∀V 
 intorno di 𝓁 in E ∃U intorno di +∞ tale che f(n)
 ∈V, ∀n∈U ⟺ ∃n₀∈ℕ tale che a𝑛∈V ∀n>n₀ 

 se lim n→+∞ a𝑛=𝓁∈E, cioè 
 a𝑛→𝓁, a𝑛 si dice CONVERGENTE

 se lim n→+∞ a𝑛=±∞, cioè a𝑛→±∞, 
 a𝑛 si dice DIVERGENTE

 CHIUSURA PER SUCCESSIONI C⊆E spazio metrico è chiuso ⟺ ∀a𝑛 
 successione in C con a𝑛→x∈E ⇒ x∈C

 Tutte queste proprietà valgono ∀𝓁,𝓂∈ℝ 
 tranne nei casi in cui venga fuori una F.I.

 Comprendono

 non vale ⇐


