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29 -09 -21 Lezione 1 Prof . Novaga

Concetti chiave

• Insieme

• funzioni tra insiemi

In questa lezione

•

linguaggio : connettivi logici , insiemi e operazioni tra insiemi

• funzioni

Definizione Un insieme è una coazione di elementi su cui è

possibile fare delle operazioni ( U ,
n
,
\

,
. . .

) ed è possibile dire

sempre se OCEA .

elemento" ↳ insieme

degli insiemi

ci vuole attenzione per evitare paradossi della teoria degli insiemi

L' insieme di tutti gli insiemi non è un insieme

connettivi logici PCJC )
,

Pac
, y , . . .

) sono affermazioni che riguardano

gli elementidi un insieme e si chiamano predicati .

Et ac è pari, se = y

Possono essere V0 F a seconda dei valori sc
, y , Z , . . .

Quando le variabili hanno un valore definito oppure sono quantificate

( Y
,
7 ) si parla di proposizione .

EI 2 è pari , 2 > 3
,
Voce IN × è pari

✓ F F

Quantificatore = per ogni , 3- = esiste
,
7 ! = esiste ed è unico

I connettivi logici servono a costruire predicati complessi a partire

da predicati semplici . Essi sono :

• V o PC>c) ✓ ① ( sc )

• n e Pcsc) n Q ( Sc)



• 7 non 7 Pcsc)

osservazione :

• 7 ( Pn Q ) = TP ✓ TQ

° Pn ( Q VR) = (Pn Q) V (Pn R)

° P ✓ ( Q ^ R ) = ( p ✓ Q) n ( ☐ ✓ R,
] distributive

° 7 ( toc Pcsc) ) = ] a 7 Pcoc)

• 7 ( Jsc PCE)) = fa 7 P (a)

Nelle dimostrazioni per assurdo nego la tesi .

Altri connettivi sono :

° ⇒ = implica PCI ) ⇒ Q (sc)

° ⇒ = se e solo se P (sc) ⇐ Q(SC)

Notazioni : = insieme vuoto
,
a c- B : } se EB I PC >c) I = a

,
a =D

a te

a è contenuto in B = A sottoinsieme di B A contiene B

CLASSI E INSIEMI

ad es
.

l' insieme delle tazze da te

Paradosso di Russell : § a insieme la ¢ A { = B mi chiedo BEB ?

• se B E 13 per definizione vale B ¢ B , per la proprietà che caratterizza B

• allora 13 ¢-13
,
ma allora sempre per definizione B. E B

Quindi BEB è indecidibile ⇒ B non è un insieme . Classe

Troviamo una via di uscita mettendo delle condizioni :

I' insieme di tutti gli insiemi è una classe igiene

Nota
.

Gli elementi di un insieme si esprimono attraverso una definizione

assiomatica dei predicati .

Operazioni le operazioni servono per passare da insiemi ad altri insiemi

° A = intersezione Anb = } sctc sc E A n se c- B } ( ricorda n )

° U = unione a UB = } se te oc c- A voce B } ( ricorda V )

° \ = differenza a ' B = } se te se c- A ^ sc ¢ B }



°

a = differenza simmetrica a AB = } sc te x c- A Ù se e B }

= (au B) ' ( an B)

° A ✗ B E prodotto cartesiano A ✗ B = } ( sc , y ) tc SCEA
, y E B }

Proprietà

° An B E a c- AUB AMB EB E AUB

°

a ✗ B ✗ C = ) ( sc , y , -2 ) te se EA
, y c- B

,
Z E C }

° Se si considerano solo sottoinsiemi di si indica con

A
'

= VIA = / se / sc ¢ a } = } se 17 (sc E A ) ) ( ricorda i )
↳ complementare di a

° A U ( Bnc ) = ( AUB) n ( AUC ) )
° a n ( BUC ) = ( an B) ✓ ( an , > /

distributive

° ( au B)
'
= a
'
n B
'

° ( an B)
'
= a
'

v Bc

INSIEMI NUMERICI

e numeri naturali
° IN = } 0,1 , 2 ,

. . . } definisco IN assiomaticamente tramite Peano
si

° I = } . . . ,

- 2
,
-1
,
0
,
1
,
2
,

. . . } = IN u (- IN ) numeri interi

N

° On = } Va :p e 2 , q E IN ' } o } } numeri razionali

①→ saluto logico , ci sono dei buchi
o IR = numeri reali

M e unità immaginaria
° E = | a + iy : sc

, y E IR n

'

l' = - 1 I numeri complessi

FUNZIONI TRA INSIEMI A B

fac)%
→

f- i A > B
+

dominio
"
codominio

f- è una mappa che associa ad ogni sc c- a un unico f- ( sc ) E B

• f- (A) = ) f- ( sc ) E B : a c- A } E B = Imf )

o l' f- = } ( sc , f- (sc)) : se c- a } E A ✗ B = grafico di £

f E A ✗ B te se e a 7 ! y E B tc Csc
, y) E 1- ⇒ 3- § te 1- = 1- f-

° £ è iniettiva f- : a → B se scty ⇒ f- (a) =L f- (y) O ! NO !



° f- è surgetti.ua se f- (A) = B

° f è bioattiva se è iniettiva e suriettiva

° C E A f : a→ B £ / c
: c i B

↳ restrizione di £ a C
Osservazione sc > f- ( sc )

o f- : a → f- (a) E B f- è sempre surgelata

° f bioattiva f : a → B è invertibile cioè tty c- B 7 ! xe a te f- (a) = y
f-
"

_'
(y )

f-
'

:B → A f-
'

è l' inversa di f-

FUNZIONE COMPOSTA

f- : a → B g :B
→ C gof : a→ C g. g- ( sc)

=

g ( f- ( sc ))

se f- è invertibile f-
"

o f- = Ida f-of
- '

= ida

ASSIOMA DELLA SCELTA

A insieme I = insieme di indici ai c- A tie I

famiglia di sottoinsiemi indicizzati di a

} ai tie ] si dice partizione di A se :

ai n Aj = ¢ ti * j A2
a]

. .
.

Y Ai = a

⇒ 3- B E A te Bn Ai = sci ti

01 : f : a → I è surgelata definisce la partizione di A .

F- | I f-
"

( i ) ? / ie , dove f-
"

( i) =/ scea : f- (a) = i } .

Viceversa
,
data una

partizione c' è sempre una funzione f- (✗7- i P È
"

'

/ f- swag }↳ P =/ Ai } i

Riformulazione Y f- : a → B sorgete .
I g :B → a iuielt .

te fog = idp .

Vale anche il viceversa : se f- : -1 'B è iuielt . ⇒ 7g :B → a surg .
tc go f- = ida

Esercizio 1 : ESI : Teorema di Bernstein

3- f- : a → B '

miele .
n 3g :B → a iuielt . 7 f : a →Binet . n 7g :B→ a iuiet .equiv .

-3g : B. → a surielt . A 7 f : a → B suriett -

⇐ 7h : a → B big .

(Dimostrarlo)
equiv.

3- f- : a → B iuietl . 7h : a → B suriett .
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INTRODUZIONE ALLA TEORIA DEGLI INSIEMI

INSIEMI DELLE PARTI DI A P (a) = ) B : B E a }

È NATURALMENTE DEFINITA f- : a → P(a) INIETTIVA

Axiom of Chain f- (⇒ = bel ltxea

T

Viceversa usando AI
,
esiste una funzione di scelta

f- :P(a) → a surgeltiva tc f- (B) c- B V13 E A

01 In generale Pla) è più grande di A .

Se A ha n elementi
.
Qual' è IPCAJI ?

IPCA ) / = 2
"
> n

Spiegazione 1 : •

€

elemento scelga se E o ¢
t ¢

Ne esistono altre
L - _

Relazioni su un insieme a

Rcsc
, y
) PREDICATO sc

, y C- a

② Relazioni di equivalenza :

0 Rac
,
>c) tsc Riflessiva

0 Rtx
, g) ⇒ Rly ,

× ) toc
, y simmetrica

0 Rcx
, g) n Rly ,

z ) ⇒ Rlsc
,
z ) toc

, y , z Transitiva

R tel . d' equiv .
si scrive scny ⇒ R ( sc

, y) (⇒ Rlypc)

y
~ x

× è def [ se ] = } y : any } c- A
T

CLASSE DI EQUIVALENZA

{ [ ✗ ] } ✗ ea è una PARTIZIONE di a

HAN INSIEME QUOZIENTE di a

② Relazioni d'ordine

0 Rcscpc ) Fsc Riflessiva



0 Rtx
, y) n R ( y ,

>c) ⇒ a =

y Antisimetrica

0 Rca
,y) n Rcy , >c) ⇒ Rca ,

>c) Transitiva

ES
.

( N
,
E)

,
( ch

,
t )
,
( IR

,
E)

RCB
,
C) = B E C B

,
C E PIA)

La relazione d'ordine è totale se fa
, y R (x, y ) o R ( y , >c) .

Altrimenti è parziale .

Si indica oca y la relazione R (× , y ) .

BEA si dice una catena se R / po è totale ,
cioè se ltx , y E B SCE y o y

= × .

Lemma di Zora (equivalente di AC)
-

-

Def ✗ € (A ,
f) è MASSIMALE se >CE y ⇒ =3

-

Def xè nn Maggiorate per BEA se y Ex y C- B
.

Se Ato e YB E A catena 7 sc
, maggiorate per B ⇒ 7 E massimale in A .

Def ( A , E) Tot . 02cL .
è BEN ORDINATO se ti B E A

,
B -1-0

7 un minimo
,
cioè 7 a EB tc sc E y Ty e B

E IN è ben Ord
,
ma 2

,
Q

,
IR me .

Principio di induzione su IN

Dato Pcsc ) predicato , Pcn) the IN ⇐ Pio ) n ( Dcr)⇒ Pinti) )

UTILITÀ : È spesso più facile dimostrare P( n ) ⇒ Pcn+1 )

⇐ Pcn ) ne ho ⇐ Pino) n ( Pen) ⇒ Pinte) tn > no )

Disuguaglianza di Bernoulli

( 1 + × )
"

71 + nsc Un sc > 1

-

Pcn )

• Pco) : ( 1 + >c)
"

= 1 7 1 hp iud .

ti

• Suppongo che valga ( 1 + sc )
"
7 1 +nac e guardo (e + >c)

""
= ( 1 +d) ( 1 +E)

"
7

7 (et >c) ( 1 + n>c) = 1 + sc + ha + nsc
'
7 et ( n + 1)se è Pcnte) .



Cardinalità ( tal
,
#A

,
CLA) )

A finito
,
la / = numero di elementi

a c- B ⇒ la 1 E 1131

/ A UBI = la / + 1131 - t an BI

13

lati al U . . .Van ) più complicato ( FORMULA DI INCLUSIONE - ESCLUSIONE )

a

la UBUC / = / Al + 1131 + ICI - la n BI - lanci - I BACI + la n BACI

In generale dati A ,
B

C

la / = 1131 se 7 £ : a → B bigeltiva

la 1 E 1131 se 7 f- : a → B iniettiva o equivale . se 7 f- :B → a surgcttiva

la / E 1131 n I B) E tal ⇐ la / = 1131 ( Teor
.
di Bernstein )

RCA
,
B) : la / E 1131 è una relazione d'ordine .

À ( A
,
B) : la / = 1131 è una relazione d'equivalenza .

la 1 è identif . con la classe di eq . di a per È .

Prep R è un buon ordinamento

Def a iufito è numerabile se la / =/ IN 1
,
cioè possiamo scrivere a = fan { new

01 1 IN 1 è la cardinalità infinita più piccola

teo A infinito ⇒ 3- B E A muneraerre

Diu f- i PCa) → a funzione di scelta f-(B) E poi YBEA

Scelgo ao C- A e dati } ao
,
-

, an { pongo an+ ,
= f- ( a ' } ao . . . an 4) c- a ⇒ B = } an {

neµ
-

0-55 a tal E P (a) NUMERABILE

Tea ( Cantor) tal < Pca) cioè la / =/ IPCA) I

cori PCIN ) è infinito NOI numerabile

Dice .
Per assurdo 3- f- : a → PCA ) bioattiva .

B. = } × : x ¢ f- (a) { E A se c'è la big . è un stinsicrne che ha senso

è : f-
"

(B) DOMANDA : JCEB ? → NON SI PUÒ DIRE→ $ £
"

' ASSURDO }
f- (e> c- B ☐
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PROBLEMI DI CONTEGGIO (CALCOLO COMBINATORIO )

In = } KEIN
,
o < Ken } = { 1

,
-

,
n }

"
strutture

"

su insiemi finiti : • operazioni booleane n U complementare ecc

• Soluz
.
di problemi con una proprietà particolare

•

prodotti cartesiani

• funzioni

• PCX)

PROBLEMI CLASSICI

• IPC } a ,b ,
c { ) / = 8

° Problema dei compleanni

"Qual'è la probabilità che tra 100 persone ne esistano almeno due che

compiono gli anni lo stesso giorno ?
"
~ 1 - e

3 mien

(MOLTO ALTA )

• Quanti sono gli anagrammi della parola
"

ciao
"

24

•
" " " " " " "

BABBO
"
20 { a / B }

"

• Quante sono le stringhe di 10 caratteri su un alj-ab-dobi.IO ? 2
"

• Quante sono le stringhe . . .
tali che il blocco AA non compare mai ?

° Quante sono le funzioni tra In → In : - quante iniettiva ?

-

quante surgettiue ? ( FACILE)

t

- str
.
Crescenti ? (PIÙ COMPLICATO)

- deb . crescenti ?

• lotta
,
b

, cl ) / = 8

# 0 : ¢ ,
# 1 : la 1

,
/ b } ,

/ c /
,
# 2 : / a ,

b }
,
/ b.cl , la .cl , # 3 : la ,

b
,
CI

h

Notazione : a
, tazt . . .

t an = ¥
,

ai

aol.az
'

. . .

' an = Ì ai
j --1

È JÌI j = 1- 2 .

. . . in = n ! NI 0 ! = 1



Esercizio È, i = ?
✗ = Uaj

✗ = Ag ⇒ IXI = Élajl
j -1 i "

A in aj = ¢

✗ è unione disgiunta degli Aj

Aj è una PARTIZIONE di ✗

⇐ : la UBI = tal + 1131 - t an BI

la UBU CI = ?

Se Y : ✗ → Y bigettiva allora 1×1=141

/ ✗ I = h 1-=/ (A
,
B) : AEB C- ✗ { E PCX) ✗ PCX )

t t
dimostrare

PCX)
, per induzione

/ I / = ? soluz : 3
"

-

creare una bisezione
tra insiemi di stessa #

µ : ✗ → y
a

b ? A

µ manda una partizione su ✗
e i B

d
,

C

: ☐

✗ = LI ✗
"

( Igt ) 1×1 = ¥, / ✗
"

( Iy 1) I
y C- Y

/ ✗ I = 11-3+1 +0

✗
"

(B) =/ ✗ EX : ✗ (a) EB }
un

controimmagine di B

• PCX ) 1 IN | induce una partizione
su PCX )

a '→ la /
|

EQUI POTENZA / ✗ / = / Y /

FIBRA COSTANTE Se µ : ✗ → Y e 7m c- IN : I 4-
'

( ty } ) / - m ⇒ / × / = m / YI

Strutture su insiemi finiti :

Y = Y
,
×

. . .

✗ Yn = ) ( y , .
. . .

, yn ) : y ; c- Yi } IY / = / Ynl .

. . .

. / Yn /

Induzione PCI) è vera it : Y
,

✗
. . .

✗ Yn → 'In

fibra P( n) ⇒ Pcn-11) (
y, .

. . .

, yn )
'→ yn

( y
E 'In

11T_
'

( y ) / = / Yn ×
. . .

✗ Yn , / = IY , / . . - / 'In / = m IYI -m Hm / = l'41 . . .

/ Yn /



✗
,
Y insiemi finiti } f : In→ Y }

È?
Y;,m ✗ esercizio: mostrare

che è una

bigezioue
f- '→ ( f- (1) , . . . , f- ( n ) )

Il film ' Y } / = IYI
"

( in generale : / ¢ :X → Y } / = IY /
'× '

Ej : PCX )→ ) £ : ✗ → 10,11 } mostrare che è

una bigezione
A 1-1 ✗

a
= { 1

scea

lo salta

P (A) = fa E ✗ : tal = K }
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INSIEMI NUMERICI

• IN =) 0 , 1,2 ,
. . . { + : addizione

• : moltiplicazione

- ELEMENTO NEUTRO ( ato = a
,
a . 1=1 )

- COMMUTATI UE ( atto = bta
,
a . b = b. a)

-

ASSOCIATIVE ( (atb)te = a + ( btc )
,
(a. b) • ( = a. ( b.c) )

-

DISTRIBUTIVE ( a. (btc ) = ab tac )

• È = } . . .
,

-1
,
0,1

,
. . . {

- GRUPPO (COMMUTATIVO) con il +

Ha 3- C- x ) tc ✗ + c-a) = o

• On =) % : per , 9 c- IN ' 30 { {

chi / o { GRUPPO PER •

ch si dice CAMPO ( o capo commutativo)

Oss in Q possiamo risolvere asctb = o a
,
be ch ma in generale

non le equazioni di II grado .

⇐ si= 2 3C = ?
✗2=2

JC
1

NON HANNO SOL IN ch

è= - 1

Se per assurdo se = Iq '79 e IN posso supporre che pe q non abbiamo



fattori comuni : = ( p , a) = 1 . Sia 1%2--2 → p2 = ⇒ Gpl è pari
a

pari ( q è dispari
Ottengo 4K

'
= 292 ⇒ 2k

'
= ql ⇒ q è PARI

,
assurdo ↳

I = IN U } - IN { → numerabile | L'unione e il prodotto
② = IN ✗ 2 → numerabile )

cartesiani sono degli
invarianti

PIP .
① 2 è NUMERABILE

② Q è NUMERABILE

Dim . ② IN : ? ? ? ? ? f- : IN → K bigcttiva
I.

[ '

.

. . . • ad
•
L

o è d o

- 3 -2 -1 O 1 2 3 g- (n , = { £
n pari

I.n÷
n dispari

② Basta vedere che 2 ✗ IN è numerabile
, infatti 3- f- ( p , a) = Fa

2 ✗ IN → a surgeltiva , ma 2 ✗ IN è come / IN ✗ IN /

PROCEDIMENTO DIAGONALE

O 1 2 3 4 ?
. . .

IN
0 O a * vo

t

o . (0,0)→ ( o,1)→ (Y, 2)→(0,3 ) . . .

t
' '

/
1 - ( 2,0) ( 1,1) (1,2) . . .

f
'

2 . ( 2,0) ( 2 ,
È

. . .

/

ti
3 . (3,0) . . .

/

:L/
4 •

'

i.

IN ☐

DI lh è un CAMPO ORDINATO

< è un ORDINE TOTALE

a Eb ⇒ { a te < btc ac

ac E bc te 70



NUMERI REALI

I numeri reali sono un campo ordinato con una proprietà in più :

la completezza ] elemento separatore , 7 estremo superiore

☒ Questa non è la completezza degli spazi metrici

] ELEMENTO SEPARATORE :

ti a
,
B sottoinsiemi del campo

IR
,

• oc ≤ y facea e Ty c- B

• A ≠ ∅ , B -1-9

⇒ J-ze.IR tc se ≤ Z ≤

y tocca e Ha c- B

Conseguenza :

Def . Dato a ≤ R e KEIR , ✗ è un MAGGIORANTE per A se 0C ≥ y lty E A

Def . Il più piccolo dei maggiorenti ( se c'è ) si chiama ESTREMO SUPERIORE

di a [ supa ER]

Formulazione equivalente :

a ≤ IR non vuoto e superiormente limitato ( cioè -3 maggiorana)

⇒ 7 Supa e IR

Teorema : I reali esistono e sono unici a meno di isomorfismo

Dim (Traccia) :

buco di Ch : due insiemi
,
uno più piccoli dell' altro, due semirette che partitionoro con

Esistenza :

Def : Una sezione di Dedekind di ch è una partizione di Q ,
a = AUB tc

1-≠ ∅ e B. ≠ ∅ e ✗ < y tocca e GEB

sono semirette "disgiunte
"
%

Prendo le sezioni per cui non c'è il

Max in A
,
cioè IKEAtcoczyv-yc-A.CA

, B) . . . . . . .

Q Voglio dare una struttura di campo
A B ordinato su AIB .

sezioni



Dato 9 E con

la sezione An = } se c- Ch
,
K < a {

corrisponde al numero razionale q
B
,
= } a c- Or

,
× > 9 {

ca (
bis

> sezioni

C'è una struttura di ordine

( A
,
B) ≤ ( a '

,
B
' ) ⇔ a ca

'
ORDINE totale

Usando l' inclusione si estendono le operazioni a tutte le sezioni

Il campo risultante è unione crescente di sezioni che è comunque una sezione .

Unicità

Di 'N (Traccia) :
campo 1k

p
si identifica con le sue sezioni

• 1 è l'elemento neutro di • ⇒ 7 IN ≤ IK ⇒ ] a ≤ IK ⇒ / IR ≤ 1k /

✗ E IK ' IR a => = ( A ,
B) c- IR A = / y c- a : y < se {

in

sezione

Questione di cardinalità

le semirette di Q infinite non lineari a sinistra

: IIR / = / PCIN ) / = 2
' ""

= [ 0
,
I ]

' "" È / f- : IN → 10,1 { I PCIN )
↳ # del continuo

Dig .
IR È } la ,

B ) sez
.

di Dedekind senza mai
.
di A {

si immergono iniettivomuovete
v

a c- P( ch )

I
PC IN )

⇒ IIRI ≤ IPCIN ) /

Viceversa
,
cerco g

: PCIN ) i IR iniettiva

PC IN ) = } f- : IN → } 0,2 / { → A ≤ IN ⇒ tre IN fin) = 2 se ne A
,
fin) = o se n ¢ A

↳ poiché sono in base 3
, non metto 1 per avere l'iuietività

E data f- definisco g. (f) = 0 , f- (1) f- (2) f- ( s) C- (0,1 ) ≤ IR



0 ,
2002202 . . .

"

0
, f- (1) f- (2) f- ( 37 . . .

"

C- IR

-

lo leggo / definisco in base 3 cioè divido l' intervallo (0,1) in 3 parti

o ≤ g (f) ≤ 1 , i 1 i |
in questo modo codifica

o
0
,
◦ * 0,1

# ◦
' 2.* divido di e decodifica in base 3

nuovo in 3 ) ⇒ ogni nume . ottenutoI'↑ 1%0,2*1 ' . _ , , , | , con g
lo

"

traduco " in IR
0

Si verifica che g è inventiva g
: PCIN ) → IR perché non c'è ambiguità

IRI ≥ IPCIN ) /

[
Tutti i numeri tra 0 e 3 in cui non compare mai 1

Insieme di cantore In cg ) e l Ins
.
di Cantor / = / Ingl
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• PCX ) = } Atc a ≤ ✗ | se IX / = n

• IPCX) / = è

• Calcolare Pr
,
( X ) = sottoinsiemi di ✗ di #K - } a ≤ ✗ la / = K {

Pla ,
b
,
c) = } ¥ ,

} al
,
} b { , le {

po (×,
÷

' 3ª ' ↳ { ' la '
< {

i
/ b. e {

,
fa ,

b
, ci {

a- -↳(X)
PICX ) 82 (×)

(
n , in

= IPK ( In ) / = Comb
. semplici di ordine K su un insieme di n elementi

Proprietà :

1) (n
,
o = ( qn = 1 riflessiva

2) ( n
,
K

= ( n
,
n- K simmetrica →

,

( Y )
~

' Pn
-n
(X ) p complementare

a s a
'
= ( ✗ la

' )

3) È cn
,
*
= 2

"

perché → PCX) = !.LI?CX )K =o

4) Prop . di ricorrenza ( n
, K

= (
n - 1. K

+ (
n - 1. K - I

Pr
.
( In ) = / A c- Qilin )

,
n ¢ A } U } a c- Pr

,
( In )

,
ne -1 }

1Pa ( In) / =/ Putin-a) I + 1Pa
. >
( In-a) I

P-roposizioue-cn.ie =
n !

K.tn - K) !
I
◦ ≤ K ≤ n

Die . La formula è vera per K-0 e per K = n ( i casi estremi) .



Procedo per induzione su K per OCK < n
.

PCI) è vera (✗ esercizio )

Pcn- 1) ⇒ Pcn) : PG) = Cnn = n ! ltk te ockcn tesi

K ! (n - K) !

Uso④
ftp.ind .

t
(n

,
K
= Cn- s

,
in
+ (

n. > , × . >
= C'È

+
( n - 1) !

K ! (n- s - KJ ! (K- 1)t.cm/-K-f) !

(
n #

= (n - K> (n- 1) !
+

K (n - 1) ! =
( n- K )(n - 1) !

+
K ( n - 1) !

=

(n- K) K ! (n - I - K) ! KCK-1) ! (n- K)! K ! ( n- K ) ! K ! ( n - K ) !
- -

(n-K) ! K ! K !

= n ( n - 1) ! =
n !

K ! ( n - K) ! K ! (n - K) ! ☐

Coefficiente binomiale

se OEKEN

(f) = In :È.nu.
| °

se kco un > n

n /
K E IN

Esercizio

(f) rispetta le proprietà 10,20 , ③ ,
④

⇒ (f) = (5) = 1-

2) (f) = ( In) tn
,
KEK

3) [ (E) = 2"

a) I :) -- (
"

+1::)

Formula del binomio di Newton

Come si esprime la n - esima potenza del coefficiente binomiale ?

( a- + B)
"
= È (f) a" B""
K = 0

Diva .
Per induzione su h

P (1) è vera .

P ( n- 1) ⇒ Pin) hpiud .

( at B)
"
= ( A- + B)( A +B)

"→ È ( a +B) ( ÌÌ ( "HA" B" " ) =



= È ( "E) anti B "
- """

+ È ( "È ) an pon
- "
=

tto ↳ K = 0

E
faccio un cambio d'indice : h = K +1 e h=K

= [ (
" "

""

( nè )aapi-a-LIEdi-tij.la" B"
- "

= [ ( (è:) + ( "I ) : A' B
"?

a- e) ah B
" -"

+ [
HER HER HER HER --

prop . 4

= [ (f) ahpsn - a
HEZ

Nota : • A. B devono stare in un anello commutativo
.
Se così non fosse avrei :

( at B)
'

= ( at B) ( a + B) = aa + AB + Bat BB

( A + B)
>
= (a +B) (a + B)

'
= Aaa + AAB + abat ABB + BAATBABT BBA + BBB

• Se l' anello non è commutativo ( a +B)
"

ha 2
"

elementi :

( a + B)
"
= &, E , . . . En dove E = ( Ee

,
. . .

,
En) it = } A , B }

"

• ( È ) è il numero di addendi di (×) che contribuiscono ad A
"
B
""

El ( a +13 +c)
'
= somma su 3 addendi ,

se contiamo quale è il coeff . di

ÀB
'

coincide con gli anagrammi di BACCA .

Esercizio : (o :/ ( A ,
B) AEBEX { IY / = n

Co CPCX) xp ( × )

(o = LI } ( A.B) : AEB {
yk

= 1131

BEPCX)

ICI = [ Ila ,
B) te AEB I = [ 2

""
= [ (E) 2" = (1+2)"

Bex ☐< ×
Ìo

,

Binomio di Newton

Domande ( es 1) :

Quante sono / £ : In → In te f- è strettamente crescente { ? → sono in bigezioue
con Pn ( Im)

def
f- è strettamente crescente ⇐ Ha < Ha ⇒ f- ( Kr ) < f- ( ka) V-ki.kz

f- / £ : In → In te d- è strettamente crescente { = se / SCI = ( Mn )

t t

f (In) Pn ( Im )

Es 2 Inj ( In ,
Im) = / f- : In ' In te £ è iniettiva } per il 1° ho m possibilità

man
per il 2° ho m -1 "

/ Inj ( In ,
In ) / = mlm-1) ( m - n - 1) = (7) n !

. . .

Per iud su n : n =L → / Inj / = m

Pin) ⇒ Plnt 1) Inn = { f- c- Ing ( In ,
In)

, f- ( n ) = K / ÈF Inf ( In . ] ,
In . ] )



n -a) ( n
- 1) ! hpind . Nota : / Inj ( In , In ) / = n !Inj ( Iii ,

In ) =
, !¥nJn / fa / = ( "→

/ Ing. / = m ( III) in-1) ! = m ! non-1) ! =/g) n !
"
permutazioni

ncn-1) ! (m- h) !
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PROBLEMI DI COLLOCAZIONE :

come mettere in oggetti in n celle

OGGETTI
_
DISTINGUIBILI

\ INDISTINGUIBILI

|
AMM

(
NON AMM .

RIPETIZIONI [
AMMESSE

DIST NK (f) K ! } DISPOSIZIONI NON AMMESSE

(
n } COMBINAZIONIin"" [È ) n )

-- -- (
*

CON SEMPLICI ( n , µ ,
± COMBINAZIONI CON RIPETIZIONI

RIPETIZIONI

(f) = { f : In , In stretti crescenti / |
*

= / f- : In ' In debolmente crescenti {(
( n , K)

↳ j , < j , ⇒ fcj , > < fcja)

f- è debolmente crescente → glj > = f- (f) + j - 1

g
: In ' Intra

- i

g stretta crescente ( somma di una fuez .
str .

crescente e una deb
.
crescente)

*
= I / g : In ' In

+ a _ ,
stretti crescenti { I 3- una bigezioue(

( n , K )

IL PROBLEMA DEI COMPLEANNI

¢ : In ' 1365

Quante sono le £ . iniettiva su tutte le possibili funzioni ?

Bob
. che non ci siano compleanni coincidenti ( 3 ?? ) K ! →

£' inutile

365k → tutte le fuuz .

ANAGRAMMI

NAVE 4 ! anagrammi

B
, ABBY 5 ! " { A ,

B
,
o }

3 ! t t t

ma = 1 Mè } mo = I



Parola di lunghezza n su A- = } dn , .
. .

,
dn { di compare con molt. mi 1 ti < K

K

È
,

mi = n 1 anagrammi / =
n !

Me !
-

. . .

.

mh ! ÀB> (
5 (at B + c)

1°

Esercizio : mostrare che È (F)
'

= ( Y )
11=0

(suggerimento : cercare interpretazione combinatoria)

[ KI ! ) " (E) = nl ?? )
KEZ

[ Kermit!) KIK- 1) (E) = ncn - i > (II )
n

y
se aj = a j[ [ Taj , = a
"

dj 1 E jen ÌT ( 1- + aj ) =p n-ojeq.ch ) je]f- 1
dive per ind-
( esercizio) (nn) addendi

aj, -

. . -

'

ajk
iejicji-icjr.tn

FORMULA DI INCLUSIONE/ESCLUSIONE

È
, Aj =L c- 1)

""

[ In aj /,
È

JEPutin) je ]

h =3 la, vacua} / = tant + laz / + la} / - ( la, ma, / + I Arnas / + / Anna
, / + 1 Anna, MA } /

f 1 se c- a

funzione caratteristica dell' insieme a✗al >c) = | o ✗ ¢ a

✗ ÷ È ai
y : ✗ → R

Nota : IT = ]

n

PC>c) = ÌT ( 1- ✗g. Csc ) )
= 1- +[ fa)" [

J --1 ⇐ 1 gegen )
stati (⇒
un

funzione caratteristica
dell' intersezione

{
cioè scctaj

0=-2 Pac ) = [ 1- + [ [ C- 1)
" I X

✗ c- ✗ SCEX ✗C-✗ k= , Jez jejaj
(⇒

0=1×1 + È c- 1 )
" E

'' = ' seqc-s.rs,
j?>AI /



Calcolo delle / funzioni surgettivel

/ ✗ / = K IY / = n

7- ( X
,
Y ) = } f : ✗ → Yf 17h

,
Y ) / = nk

SCX
,
Y ) = } g- : ✗ → Y te f- swag

N -
- 1- is ISI -171 - IN /

f- E N' ⇐ 3- y E
Y : gel f- (× )

N' = yue, Ay Ay = } £ : ✗ → Y te y ¢ g- ( ×) /

Qy , n Qy , = } f- : ✗ → Y te }y.is , n f- (X ) = {

gemma , = } £ : ✗ → Y te Hn f-(× ) = 0 { = } f- : ✗ → Y ' ti } HCY

/
g
?
"
Ay / = ( n - IHI )

"

I Uaj I = È
,

( -1)
" "

[ (n-a)
''
=

,

c-⇒
"" (a) ( n - a )"

NC 8g (Y)

S (✗
,
Y ) = nk + È C- 13h ( è ) ( n - en) "

ah = 1
K 7h

= È c. a)
" (2) ( n- a> "

h =O
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a. B insiemi infiniti

IAUBI = la ✗ B / = Max ( tal
,
1131 ) ( lemma di Zorn)

⇐ R
"
= ( sci

,
. . . ,
>Cn) scie IR → / IR

"

/ = IIRI n

Ipotesi del continuo ( Cantor) :

ECIR infinito
↳ ( è indipendente dagli assiomi )

⇒ le / = IINI o LEI = IRI
- --

numerabile più che numerabile

Proprietà archimedeo di R

fa
, y c- IR te o < ✗ < y 3- n c- IN te nsc >y

Din . Se fosse falso ⇒ ne Y Un c- IN cioè IN e Or avrebbero un maggiorana in R }
E

01
.

7 campi ordinati non archimedei (non completi )

- Reali non standard

- ch (sc)
,

IRC>c) = } , P, Q polinomi { CAMPI DI FRAZIONI

- Esiste un campo ordinato
"
universale

"

NUMERI SURREALI

P-rop.ch è denso in R cioè toc
, ye IR con ac < y 7 -2 e Ch tc sc < 2- < y

Dine . y
- sc > o

n c- IN t.cn( y - sc) > 1 cioè In < y -0C . Supponiamo oc > o .
Se fosse ✗ = 0 In va bene .

Prendo K = Max / je IN te si sa { ,
in particolare I « se < k÷ E a + f. K

n n

÷

R-adia.EE 2- c- ca

t y > o e ne IN 7 sempre ZEIR tc «
"

=y
I >O

✗ =Ty = y
?
radice n - esima di y

Come si trova ?

se = sup } Z t.cz
"
E y { va verificato che sc

"
= y .

Y E > 0 ( sc- E)
"

E zn « y < (✗ + E] → ( sc - E)
"
E a

"
E Csct E)

"

↳molto piccolo ↳ 2- appartiene all'insieme



Binomio dai,Newton

(a - b)
"È [ akbn

-1 - K

1 I 1 I
KEO

(sc- E) X
"

Y ( ✗+ EJ IR

⇒ Ix" - yl E Csc + E)
"

- (x - { )
"

= ZE È
µ»

( x + E)
"

( sc - E)
"→ - "

( E < 1)

E E ( 2h (set ])
"-1 ) = ( - E ⇒ è=y

Dal fatto ☐ < sccy ⇒ ×" < yn segna l'unicità della radice ✗
%

Valore assoluto

Verifica :

t.li/R-R+= [ 0
,
+ co ) la / = o ⇐ ✗ = o

se >o lysc / = Iyl / sci toc
, y
ER

ix / = /
E

disuguaglianza ~
a

/ sexy / E I >CI + 1914
triangolare| - se sc < o

Z
y

C'è un' estensione agli elementi di IR
"

= (È÷n)
-- c e

'3

vettori

1 al = Esci
[⇒

norma di ac

yn ×
" > ^

È ⇒ : n dispari : posso risolvere
sc
"

=] anche per y< 0 ,

ponendo sc = ( - E)%
,
E

soluzione di oc
"

=y

>
×

>
JC

Potenze in IR Come definiamo ab con a. b c- IR a >0 ?

⑦ belli
,

cioè b=j
n

JEZ , n c- IN

ab = ( a" )
'

= { (ah /
ti
j >o

|
1 a- = o

È)-j j < o

Valgono le seguenti proprietà :

a) ab + e = ab . ac

°) (a. b)
'

= àib
' } Verificare-) ab > 0

,
ci = 1

,
1
"
= 1

•) a > 1 b
,
< b, ⇒ a

"
< a
" (x → È crescente)

In generale se BEIR pongo :

•) a = 1
,

1-
"
= 1



• ) a > 1 ab = Sup ) a
"

,
9lb

, a
c- CHI

•) a < 1 ab = iuf } a
"
, q < b , q c- CHI

si verifica che continuano a valere le proprietà algebriche .
Inoltre si ha

a > 1 ⇒ ab = iuf } a
"
: q EQ , 9 > bf

a < 1 ⇒ ab = sup ) at : qech , q > b {

È : f- (⇒ = a

"

: IR → È = / 2- ER ,
z > o { è un isomorfismo tra (R

,
+) e (Rt, e)

Numeri complessi
punita immaginaria

sc'= -1 non ha senso in R .
Prendo i'= - 1

. Considero IRU } il .

i
genera
il campo dei NUMERI COMPLESSI

. E = { a + bi : a
,
b c- R {

(¢
,
+
,
. ) I

g)
labeliauo)

•) ( a + ib ) + ( et id ) = (a+c) + ilbtd) ¢ è un gruppo rispetto a +

a) (atib) ( et id) = ( ac - bd ) + (ad + bc ) i ¢ ' } 01 è un gruppo per •

⇒ ¢ è un campo che estende R

Dato atib il numero aa-yjb-a.ci il suo inverso per •
.

atib . daffy, = d'+lab)i - Cab>i + b
'
=
al + b'

a
<
+ b2 qztb 2

= 1

Notazione : Dato te e
,
2- = a + ib

a = Re ( z) PARTE REALE

b = In Cz) PARTE IMMAGINARIA

E = a - ib CONIUGATO DI 2-

I -2 / =È MODULO DI Z

• 12-1=0 ⇒ -2=0

• IZWI =

lzl.tw/.Iz+wlElzltIwl
In particolare : { 12-1 = TÉE

LE -
- È
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Numeri complessi

Estensione di R aggiungendo i tale che i' = -1 genera ¢

¢ : = } atib :
a ,b c- IR } è un campo , con le operazioni + , •

(at bi) + ( c +di ) = (ate) + ( bt d) i

(at bi) • ( c + di) = (ac - bd ) + (ad + bc) i

INVERSO MOLTIPLICATIVO : a - ib

921-62

05-5 : Si può definire un ordine totale (non completo)

at bi E c. + di se a < c o a -1 e b Ed
E ^

2- e ¢ 2- = a + bi E = a - bi IZI = Tatò b . - - - -

,

IZI !

| . | : ¢ → [ o
,
+ co ) / ' 2- ' WI = IZIIWI

'

,

/ lztwl E I -21 + IWI IR
l

'

_

,
i

÷
RAPPRESENTAZIONE TRIGONOMETRICA | E

n

b.- -
_
_ . _

;
D= arctgcz ) è tc

Izl ; b = I -21 Sina e

I

a = 12-1 cosa

a

2- = IZI (cosa + Isera) ovectg.cz ) è definito a meno di multipli di 21T

Notazione : Arg Cz ) e [0,21T) si dice argomento principale di 2-

PROPRIETÀ :

2- e =P, ( cosa , + isina.) fa = Iz , / fa = 1721

2- a =p ( costati sin da) da = Arg (za ) da = Arg (za )

-2
,

- Zz =p, fa ( cosca, + da>
+ isin (dat da ) )

Verifica : Z
, -22 =p, p, ( cosa, cosa ,

- sind
,
sind, + i sind, cosa , ti sind, cosa, )



In particolare

2- =p ( cosdtisena )

2-
"

=p
" (cos ( ndr) + Isen (na)) In c- IN

⇒ ( cosa + iseud)
"

= cos (ndr ) + Isen ( n d)

PONIAMO : è ✗ = cosa + lisina e = 2,71 . . . numero di Nepero

n

2- = PÈ
"

RAPPR
.
ESPONENZIALE eis

eis : IR → ) ze ¢ : 12-1=1 { &
'

¢

Per estensione poniamo :

è = e
' ebi = e" (cosbtisinb) E- a + ib E CI

è : ci → e ' } o { isomorfismo di gruppi

Radici ne di we ¢

Cerchiamo soluzioni in ① di -2
"

= w

W = in / è
"

z = IZIÈP -2
"
= izi

"

e

"
D= argcw)

/ Z In @
in

= , w , ei
[ Argcw>+2kt]

KEZ

⇒
{ ' ti =/ w ,

:

| Argcz ) = Argcw ) +2kt tc Argcz) E [0,21T)-

n

-

n[
n soluzioni distinte

caso w = 1
,
radici dell'unità -2

"
= 1

n

W = 1 . [
i +2KITL

E z. Poligono inscritto

i.
i
'

nella circonferenza
z = È %

"

KE Io, 1 , . . . , n- 1- {
↳ to

, unitaria
w = 1 ¢

Più in generale , dato Z4
zs

Pcz) = È anz" ai c- E

Keo

7 sempre una soluzione PCE) = 0
.

→ Teorema fondamentale dell'algebra

In particolare possiamo scrivere Pcz> = ( z -E)Qcz) daga = n -1



Pcz> = an (z - za) . . . (z - zn) ti C- E soluzioni di PCZ 3=0

Possibilmente coincidenti

P ( z ) = an ( z -zj)
"

Fattorizzazione di Pin e
j=L

Ken dj c- IN molteplicità di zj ,
È dj = n
j=L

Oss : Non è vero in IR
,
dove però si può decomporre Pc>c) =

o

ai>ci

K

come PC>c) = ar
, Pj (sc)

Pjcsc) =

/× - scj
|

° I.degpi-naii-aj.sc+ bj

Def : Si dice che CI è algebricamente chiuso

Oss : Pcz> = O degp = 2 cioè PCZ >= az' t.bz/-ca,bc- E

⇒ za
,
,
= -

b ±TÈ
2A

È Il teorema non vale per PCZ
,
E) = 0

Ef : Z - It 1=0 non ha soluzione

DI STANZA , INTORNI , TOPOLOGIA IN IR e IR
"

Cos' è una distanza su un insieme E

d : E ✗ E → [ 0 ,
+ co ) è una DISTANZA se i

• dcsc
,
>c) = o se C- E

• d ( e
, y)

= dcy , >c) toc
, y simmetrica

• d ( sc
, y) + dcy ,

z ) 7 dcoc, z) toc
, y ,

E disuguaglianza triangolare

( E
,

d) si dice uno SPAZIO METRICO

Es : (R
"

,
I. | )

( e
,

| . / )
d'×

, y)
= Ix -

y
)

= ✓
i
( sci- y;)

'
^

È
"

(
⇒

:c
,
È



ESERCIZIO : (R
"

,
l' Ip) pe (o , + co )

dcsc , g) = la - ylp = ( È / sci -yi /
P
)" è una distanza se p > 1

i. =L

Def : Dato ( E
,
d) spazio metrico Brca> = } ye E : dcsc

, y)
< r {

si dice PALLA di raggio r con centro sc .

Def : ( E ,
d) spazio metrico ,

A SE
,
se c- A

,
A si dice un INTORNO

di oc se Ir > o te Brcx> E A

⇐ : ( E
,
d) s.tl . E

'

c- E ⇒ ( e
'

,
d) S.M.

Def : ( e ,
d) si M .

A C- E A si dice APERTO se A è intorno di

ogni suo punto, cioè tocca 7T > o te Brcsc) E A .

A si dice CHIUSO se E ' A è aperto .

Irap .
Detta A = } a c- E : A aperto { si era che

① ¢ ,
E e -1

② fai / i c-± famiglia di aperti , anche infinita , ¥, ai
c- A

③ Ai . . - An e -1 ⇒ À Ai € -1 ( NON è vera per n infinite )
i.⇒

15-10-2021 Lezione 9 Prof . Carminati

Esercizio :

i :) :[ i :)
'

¥
# sottoinsieme di ordine n in un insieme di # 2h

n

= / Pn ( Ian) / Pn ( Iren) = LI fa c- Pn ( Ian ) : Ian In / = Kf
K= 0

In

Izn =/ 1,2 ,
_ { i i i

±"

;
1 n nti 2h

/ Aepn ( Ian) : Ian In / = K {
~

) Pn ( In) ✗ Putin)
U -ha a elementi

a 1 ) ( an In
,
In

'

la )

la c- Pn ( Ian) : Ian In / = K { I = I Putin) / 1Pa ( Iri) / = (f) ( I)
n

Quindi (7) = I Pn ( Ian) / = -2 (f)
<

K = o



Esercizio Oln = } E, . . . En : Ei E / a ,
b { { ,

Ei Ein =/ aa Vi c- 1
.
. . _

,
n

b^

Il anan = Un
↓ ? ↓?

Un-2 Un-1

gn
= Ian / soddisfa una relazione di ricorsione

In
= In-2

+ 8N-1 h 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ai = Sa ,
b {

gn 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 )
da = } ab ,

ba
,
bb / sequenza

di Fibonacci

a > = laba , bab , bba , abb ,
bbb {

Scrivo ora l'espressione analitica di gn :

In
=

gn . ,
+

In -2 ( L ) cerco soluzioni di L in forma esponenziale

gn
= i
"

in = In
- "

+ in
-2

n = 2 l' = il +1 il
+
,
_

= 1 ± È

g)
verificare × es .

2

Chiamo ti = an
, Bn = ti sono soluzioni di CL ) ⇒ Adn + Bpn è sol di L

Cerco A e B che soddisfano le condizioni iniziale oltre alla ricorsione

condizioni iniziali : gnco ) = 1 , gn (1)
= 2

A + 13=1

gn
= Al? + B. ti chiedo che gn soddisfi gri-gri . ,

+

gn. , e che g 1 e

91=2

Al + Bl
-

= 2

A 1+55-+131-15 = 2

2 2

A ( 1 + v5) + B ( 1 - Fs ) = 4

a÷B
+ 55 ( a - B) = 4

V5 ( a - B) = 3 ) A - B = TE

2A = It 3 v5 a = I

rg ( 3
+ v5 ) B. = È (-3+55)2 2

a-- Fgi? B. = # È g.
= # (ai

- ti )



Successioni definite per ricorrenza

91
,
ok

,

a > ,
. . . Successione = seg . infinita di etene . di un insieme a Val . in

Una successione è succ : IN →E

an = 1¥
"

= forme . esplicita

regola ricorsiva → Data f- : ✗ IN → e ✗ e

/ ao =L successione definita
Ian+1 = § (an , n ) per ricorrenza

n ! È una succ
. definita per ricorrenza

f- : ✗ IN → IN ao = 1

È - IN 2=1

(SC
,
n ) '→ sccn+1) an + 1-

= an (mt 1)
-

f-(ah , m )

⇐ f- ( SC , A) successioni autonome

↳ non dipende da n

Il caso precedente si può ricondurre in questa cornice .

✗ = IR ✗ IR f- : ✗ → ✗ ad = (1,2 ) punto di partenza

(SC
, y)↳ (y , scty) ◦ ao = ( 1,2) ◦ai = ( 2,3) ◦ az = (3,5)

C'è un parallelismo tra eq. differenziali e successioni definite per ricorrenza

Esempio

( ao =L > 0
f- (sc ) = ±

1 +a

don (f) = IRI } - 1- {
( anti = anti

-an In (f) = IR ' } 1 {

¥ : - (0,1-0)

g
,

non sempre possibile
i _ y = x bisettrice

' intervallo Formula esplicita

[
asintoto oziz.

| aperto in
in 1 2 modi

anti ' f-
'

can)
'9,1)

- . . - i. . -È - .- -
- - - . . _

G-(f) di lavorare studio qualitativo
'

: I
- 1-
• i , 3 meno informazioni

asintoto
← I anti an di

verticale 1

in -1

→ an è decrescente inf } an : ne IN { = 0



Ora dovrei riportare anti. sulle ordinate per ottenere anta .

Mi basta prendere la bisettrice perché in essa un punto ha ordine

uguale all' ascissa . an+ a
= f- (an + 1) { ottengo una spezzata

la bisettrice è tangente al grafico della curva .

an è sempre ben definita f-(E) C

an > 0 (per induzione )

se x >o ⇒ sc < se
⇒ anti = an can ttn c- IN → an è sempre

e + sc
^ + a"

decrescente

an > o ltn E IN ⇒ infarto o è un minorenne ,

ne IN l'iuf è il Max dei minorati

In effetti inf an --0
.

IMEIN

Per assurdo : iufan = 8 > o

g
,

'

f- ( f
'

) = S
, ÷g, = s s = SS

'

+ S

S'=L > 8 S= inf = max dei minorati per tutti
8
'

> f f
'

> max 1+8 gli elementi della successione

S
'

non è più un minorenne per tutti gli elementi della successione

⇒ 7 rt per cui la successione scende rispetto a S
'

: cioè JÙ : art < S
'

Ma allora area = f- ( a-n ) < f- (8
'

) = S
.
Assurdo perché area è sceso rispetto

a S ⇒ 8 non è un minorata . ha

ao = d

di =È

az =
= ¥22

1 + I
1+2

a}
= È ✗

=

1 + d- 1+32

1+22

;

✗ > si dimostra formalmente per induzione .
an =

⇒
gao =L f- ( sc> = -1×+13

Esercizio : Trovare una formula esplicita per fama = g- (an) A
,
B c- ① ° 'R



19 - 10 - 2021 Lezione 10 Prof . Carminati

Metrica e topologia

E insieme d : E ✗ E → [ 0
,
+ co )

i) d ( SC, y ) = 0 (⇒ ✗ =

y

ii) dcsc
, y)

= d ( y , x )

iii) d ( sc
, y )

E dcsc, Z) t d ( z , y) disuguaglianza triangolare

Esempi : E = IR dcsc
, y)

= i >c- yl

E = E d ( 2- , w) = I -2 - w[modulo

E = IR
"

se = ( sc
, ,
. . .

,
>Cn ) d ( ac

, g) = I >c- ylz = ✓ È
,

Cri - yi >
2

E = SE È = } ( sc , y , z ) E È : x2 + gli -22=1 {
↳ sfera unitaria

p , q e g
31T piano individuato da p, q , 0 , IR

>
⇒☐ = ( o, o, o)

dcp, g) = lunghezza arco più corto tra p e 9

Ti ns = ( p, a
distanza geodetica sulla sferaa

sx c- E

I r > o Br ( SC ) : = } y c- E : doc , y )
< RG palla di centro sc e raggio r

A INTORNO di ac se 70C C- E
,
r > o tc Br ( sc) c a

A APERTO se A è intorno di ogni sc c- A

¥ : se r > o Brcsc) è un insieme aperto se y E Brcsc
) ⇒ dcsc , y) < r

"

( r- S con d >o
-2 E Bg ( y ) d (sc

,
2- ) E d ( sc

, y) + dcy , t ) < r - 8

£ I
Bg (y) ( Br (sc)

a chiuso se E la è aperto .

P-roprietaii.JO ,
E sono aperti

ii ) se aj aperti , je ] ⇒ Uaj è aperto
je]

Iii ) se an , .
. .

, Ae aperti ⇒ f. Aj è aperto

Dim .
I) verifica diretta

ii ) se e Uaj ⇒ 3-j c- J : se c- Aj ⇒ Jr : Broc) Cajc Uaj
g- c- J je]



e

Iii ) « E n A ' ⇒ se c- Aj ltj E } 1 , . . .

,
e { 3-

scj
: Brj Csc> caj ttje } 1 . . . . , e { , r Minajj = 1 d

Br (sc) caj ltj E } 1 , . . . , e { ⇒ Brca) (
g.
È Aj

OI: Questo risultato non è vero per intersezioni infinite

Esempio : Aj = C- È ' Ì ) j.fm Aj = 104

(aj E R ) j c- IN

0¥: Può capitare che metriche diverse definiscono la stessa topologia

Edenpio : E = IR
"

se = (sci
,
. . .

,
an) dal >c , è ) = ✓ È

,

( sci- sci)
'

0C
'
= ( sci , . . . , sci)

di Csc
,
e

' ) = È
,

1 sci - sci
' l

dos Lac
,
>c

' ) = max } taci - sci
'

l tei En {

Queste distanze definiscono la stessa topologia su e in R
'

.

④ - scz
^

i
^

i

④ ④

"
(±

,»

>
'a

'
.»

> >

da T

Bf» ' / :B.di (a) = } i >cit + local < 1 { '

, ,

Bd? (o) = } se i >ci < 1 ^ local < 1- {

di
la topologia indotta da de e dz è la stessa perché BFC Br (a) c BÈ coc]

Dentro una palla tonda riesco sempre a metterne una

o

a forma di losanga e viceversa .

Proprietà dei chiusi

i) ¢ , E sono chiusi

Ii) Aj chiusi ltj c- J ⇒ n aj è chiuso
je ]

Iii ) an
,
. . . f- e chiusi ⇒ ¥, Aj è chiuso

Dine : Aj chiuso ltj ⇒ Aj aperto tj

( n aj )
'

= VAI ← aperto perché unione di aperte
j c-J JEJ

o

se ⇒ x ¢ naj ⇒ 7J : se c- Aj ⇒ se c- vai



e

( Aj )
'

= À Aj è aperto perché int . finita di aperti
j =L

def

Def : se è INTERNO ad A ⇒ 7 r > 0 : Br (sc ) ( a

def
se è ESTERNO ad A (⇒ 7 r > 0 : Br (sc ) C a

'
se è interno a A

'

def
sc è di FRONTIERA per A ⇒ 7 r > o / Br (sc ) nato x non è né

( Br ( sc) n a ' -1-0 interno né esterno

int (A) ÷ } x : sc interno ad A {

da ÷ } oc : se ¢ int (A) n se ¢ iutca
' ) { = ) sc : sc di frontiera per 1- {

E = intra) LILA LI int ( a
'

) unione disgiunta

Esempio : Br Gc) = int ( Br ( sc) )
à
.

.

.

.

-

"
°

=

2 Br ( SC) = } y : disc
, y)

= r {

OI : i) a aperto (⇒ a- int (A)

Ii) int (a) è un aperto

iii) int (A) è il più grande aperto contenuto in A

Dire: i) è la definizione di aperto

ii ) se se c- int (A) ⇒ Brcsc) ca ⇒ lty e Br ( sc ) 3- r
,
> 0 : Br

,
( y) ( a ⇒ Brac ) C int (a)

T

Brac ) è aperta

Iii) A
'

E A 7
a aperto g

⇒ × c- À Jr Brca) ca
'

E a ⇒ a c- int (A)
,
di conseguenza

A' cinta)

☐

Def : ADERENZA

se è ADERENTE ad A ⇐ tir >o Br (⇒nato

À = } insieme di punti aderenti ad A { chiusura di a

Prop : A- = int(A) LI aa ossa : a CÀ

Dice :
se e À (⇒ ltr > o Brac) MA 1=0 ⇐ se ¢ inte Ca

') ⇒ × € ( int ( a
' ) )
'

"

int (A) LI da

¥ : • À = } se c- E : dcsc
,
A) = o { ☐

dove d ( SC
,
A) ÷ iuf } d ( sc , a ) : a c- A { × E À ⇒ 7 punti di A , vicini a sc

arbitrariamente
•

se A è chiuso a = À

-nè C- E : dcsc , A) = o {

• A- =
µ
/ sc : disc , A) < È { ← NB : questi sono insiemi aperti



• À è il più piccolo chiuso continente A

Def : se è di accumulazione per A ssa Yr> o (Brca) i } -4)nato

01 : Se se è di accumulazione Brcsc) contiene infiniti elementi di A

diversi da sc . Infatti se per un centro ro

ro = I
•

y , y ,
E Brock) ' 324 Ma ce ne fosse solo un numero

tre = È dcsc, ya) è yz
E Br

,

COCJ ' } se { ha finito , potrei prendere me

; ; raggio r
,
< ro

,
in modo che la

rn = È d ( sc , yn ) Yn E Brn. . COCJ' }sei na palla Br, (a) non contenga

Yn+se Brn (X ) ' } se { ha nessun elemento di A (+ × ) e

quindi se non sarebbe d' acume.

Def e si dice isolato se non è di accumulazione

Esercizio : / In + 1 : ne IN+
,
m c- IN+ { CIRm

Determinare i punti di accumulazione

Esercizio : A C R aperto ⇒ a = LI ( dj , Pj)
j c- IN

Ogni aperto è unione al più numerabile di intervalli disgiunti .

21 -10 - 2021 Lezione 11 Prof . Carminati

( E , d) spazio metrico con d distanza

d ( sc
,
A) = inf / d (se , a ) : a c- A {

E-sem.pe :

p
Punto fissato

dcsc
, ao
)

} →E- = IR
%

E = È una specie di Como IR' → 1123
"
si immerge

"

iuf delle distanze
E d

a = ( a
,
b) s

, Grafici delle
↳ intervallo funzioni distanzaE '

b

A = Z l

int

Def f- intorno di A , Ap : = free : disc
,
A) < p |



Esercizio : Ap è aperto . Verificare Ap = U Bp (a)
a c- A

Domanda : È sempre vero che Ap = / x EE : dcsc
,
A) =p } ?

↳ chiusura di Ap

Risposta : Preso R con la distanza euclidea è vero
,
in generale è falso

&

Fornire un controes
.

ma vale un' inclusione : a-
p
c fac EE : dcsc

,
A) E p }

Proprietà della distanza:

ci) ao C- E I dcoc
,
ao) - d ( y ,

ao) / E d ( sc
, y) toc

, y E
E

(Ii ) a C E I d ( sc, a)
- d ( y , A) | E d ( sc

, y )
toc

, y c- E

Sono interessato a questa funzione : d : E → [ 0
,
+ co )

e '→ d ( sc , a)

def ④

Def Y : E → IR q è L- Lipschitz ⇒ 14 Csc ) - ✗ ( y) / E L d Csc , y) toc,YEE
NB :

( sopra avrei ✗(a)=D Coc
,
a) 1=1 la distanza da A è una funzione 1 - Lip )

⇒ f Q Csc)
- ✗ ( y ) E LA Csc

, y) ×
, y

c- E

la / E b ⇐ {
a fb

- a Eb

( | - 9 Csc ) + 9 ( y) E LA Csc, y) toc
, y c- E

'

Basta verificarne una e scambiando se e y si ottiene
l'altra

(Questo è vero per la simmetria della distanza : dcsc
, y)

-
- dcy ,xD

Ding (Prop ) (i ) Basta verificare dcsc , ao) - d (y , ao) E dcsc, y) toc
, y

dcsc
, ao
) E dcsc

, y) + d (y , ao )

^ ↳ Per quanto detto sopra
T

per la dia .

triangolare
' implica la tesi

perché è l'iuf
a c- aa-

dcsc
,
a ) - d ( y ,

a) Ì d Csc
,
a ) - d (y ,

a) E d ( sc, y ) Usc
, y c- E

non dipende dcsc ,
a) E d (y ,a) + d ( × , y ) trae A

cena a c-a
×

sono fissati

✓ dcsc
,
A) - d CITY) E dcy , a) fa c- A

è un
-

minoranze d (sc
,
a) - d (sc , y )

E inf / d ( y ,
a ) : a c- A { = d (y , A)

per d (y ,a) te l' iuf è il massimo dei minorati
i a e a

d ( sc
,
a ) - dcy , a) E d ( sc , y) toc

, y c- E

Esercizio : Mostrare che È = À
-

"l'aderenza dell'aderenza di A coincide con l' aderenza di A
"



ricordiamo : punti che ¢ intca
')
← a- →
il più piccolo chiuso contenente a

-

( E
,
d) sp . metrico a E E

,
int (A) LI da→ frontiera di a
↳il più grande aperto contenuto in A

ac è di accumulazione per A se ltr >o Brc>c) ' } >4 nato

(equivalentemente Brca) MA ha infiniti elementi)
]

D.(a) = a
'
= } ✗ C- E : se è di accumulazione per A {

Esercizio : • À = AU À

• A chiuso (⇒ a > À

• a v13 = ÀUB

• ANBT c ÀNB ma può valere l' inclusione stretta

Def a c- A si dice isolato se a ¢ a
'

a si dice DISCRETO sse tutti i punti sono isolati

a si dice DENSO sse À = E

Esempi a = Ca ,
b) A

'
= [ a

,
b ] da= } a , bf

IN : IN
'

=p int IN = 0 2 IN = IN tutti i punti sono isolati

→ IN è DISCRETO
,
idem Z

ch : int (a) = 0 = IR 0h è denso in IR
④

⑦ perché ? una spiegazione è la cardinalità : 0h è numerabile , un intervallo era

cardinalità del continuo (= l IRI ) . Quindi 0h non può contenere un intervallo .

Esercizio ( difficile) : 0¥ : Esiste AEIR tale che da = A= A
'

( suggerimento : sì )

topologia e ordine in IR :

Prop : A E IR ( ato )
,
o ÷ sup a < +0 (vale enunciato analogo per l' iufa )

o ¢ a ⇒ o è punto di accumulazione per A

0K£

{
ora fa c- A i) mi dice che o è un maggioranze

DI : o = supa ⇐
TE > o Zao C- a : o- E < ao ii) mi dice che o è superato da me el c- a

se E >o fissato 3-a c- a : o - E sa E 0

(ii ) ( i )



ci sono elementi da questa parteo ¢ a ⇒ 3- a c- a : o- E < a < o
a- E f

ate

( * )
ti E > o an Bacco )

' }otto o

☐

f)
non è più difficile di dimostrare che ch è denso in IR

Rep : G- C- IR
,
G- -1-301 ,

G- sottogruppo additivo di IR ( es : G- = 2
-

↳ G- è soggetto alla tel . d'ordine G- = lh . . .

)

go
: = iuf G- n ( o , + co )

↳ c- G- essendo sgrp
additivo

NB : l' iuf può non appartenere all' insieme

{ go
= o ⇒ G- = R

"
G- è denso in IR

"

↳ es: G- = On

L go > o ⇒ G- = go
. 2 ÷ } K -

go
: KE 2 { . . . I 1 i i 1 . . .

↳ G- è chiuso es : multipli di t - Zgo - go o go 2go
car : i) Q è denso → inf } qech , a > o { = 0

Comb lineari di TE a coef interi
-

Ii) 2 [ 52 ] = / Kthr : KTÉTÉ { è denso in IR

Dine (Prop) : Il caso : go
= inf G- n ( o , + co ) go >o

di acc . per G-

Allora
g. c- G- perché se così non fosse GÈ ⇒ go

<
g ,

<
g,

< 2g. g. , g, c- G-
"

÷ tpt. di acc . di G-{

abbiamo visto | I | I 1 - - -

che può d- G-
o go gr gr 280

c- G- n ( o , + co )
-

0cg, - g, < go ⇒
g.

<
g ,

< Zgo ⇒ 0cg ,
-

g ,
< 2g .

-

g. < go Assurdo

↳
altrimenti g,

-

g.
< o (gr- g. c- G)

G- > gi 2

Vale l'= Per assurdo : I
g, e G- \ go

. 2 ⇒ 3- Ko tale che Kogo <

g ,
< ( Ko + 1) go

g ,
-

kgo E G- n ( o
,
+ co )

ÉTÉ
g ,
- kgo < go assurdo

Kogo 81 (Ho + 1)go

I coso : go
= o go ¢ G- n ( o , + co ) ⇒ E >o 7g , e G- n ( o , E)

G- denso ⇒ ca
, b) c IR ca

, b) n G- to SPG a > o

§ (Koti) g, a + E

scelgo o < E < b- a
9 ' "È

:( ! ! ,
{ Ia 2

& E €
G ^ ( o

,
E)

, • ,

o E a b

G-
gruppo ⇒ G- > gg 2

= 3kg , : KE ZI
t
sup .
illimitato

} K C- IN : kg , < a / è un insieme finito e non vuoto

Ko = max
) ( ho + 1) gg > a ( ho + 1) ge

= Koga + gg < Koga + E < a + E < b

⇒ (Kot 1) g, E
Ca

,
b) A G-

☐

Esercizio : 1- = } In + 1m : n
,
m E IN

#

{ chi sono i punti di accumulazione ?--

naturali positivi



Pep : t' = } È : K c- IN
*

{ v10 { ( o è accumulato dagli elementi & )
t

insieme dei÷ su un insieme sta in un chiuso tutti
pt . di acc .

i pt . di accumulazione stanno in quel chiuso

T elena
.

"

giusti
"

KED ⇒ KET ' ( per es . ) T C [ 0
,
2 ] T

' CFC [ 0 ,
2 ]

,

insieme finito

ÈR
grandi

E C- ( 1
,
2 ] non è di accumulazione Idea :

n

~ 7g

Tn (1,2] = | 1 + -1m : m E IN
#

{ come pt. di acc . ha solo l'el . 1 o • .
.

Chi n )

° ° o
° . .

IN#✗ IN#

se e [0
,
1 ]

,
0C ¢ D ⇒ JKO E IN ¥ ,

< se < 1 . . . . . .

?
Ko

,
/
↳

8 4 a 0 Ci

ÉO ↳ elena . troppo piccoli
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Esercizio : 1- = } In + 1m : n
,
m E IN * { t' = } È : K c- IN * { v10 }
-÷

⑦ D E T
'

facile

② Se se ¢ ☐ ⇒ se ¢ T '

T
"

C [ 0
,
2 ] ; non ci sono pt .

di acc .
in C1

,
2 ] facile

se % C- ( 0
,
1) \ ☐ ⇒ sco non è di accumulazione

strategia : se scoe ( o
,
1) \ D

,
3- ho te 1- < sco < =

Kota KO

Sco- S Scots → È possibile scegliere d abb
. piccolo tale che solo un

| ( i ) i menu . finito di elementi cada in questo intervallo

1 Io 1-
Kota ko Scelgo 8 così : Io + S < ÷ ,

1- + S < sco - S

(chi è ? ✗ es
. ) Kot '

Voglio
"

scartare
"

un numero finito di elementi , alcuni troppo grandi ,

altri troppo piccoli , così da avere un numero finito di elementi.

Clem
.

"

giusti
"

1-= In lf posso pensare T in questo modo
,

insieme finito

ÈR
grandi

4 : IN
*
✗ IN
*

> R
n

( n
, m ) 1- f- + In cn

,
n )

0 o °
O

IN#✗ IN#
O 0 o

0 a •

(o = } ( n ,
m ) : n E Ko V M < Ko { . . • . • e

• a • o a )

C , = } (n , m ) : ( n > Ko ^ ma YS ) u (m > Korn > Ys ) } ÉO Helene
. troppo piccoli

↳ = tutti gli altri IN * ✗ IN# = Co LI C , LI Cz

Le condizioni co e ci individuano quattro strisce ,
due verticali e due oriz

.



µ ( co ) c [ È il ] (n
,
m ) Eco f- + In >È > sco + 8 ) ¢ all' intervallo

1 ) che ho scelto4 ( Cn ) c [ 0, ↳ + ,
+ s ] ( n

,
m) EC

, In + 1m E
^

↳+ ,

+ & < JCO - S (scots , >co - s )

Tn ( sco - S , >co +8 ) c q ( (< ) ←
sono in numero finito

⇒ Io non è di accumulazione per T

0

Esercizi • an B C À nè } Generico chiuso ⑦ and CÀ 13=13
+ (sc)

- che contiene Arb

t
* an B C B- a = B

'
s and =

minimo chiuso contenente ANB A-nè = 213=2a

• AUB = ÀUB

AUBT c À v15 → ovvia per lo stesso motivo di sopra

AUB 3 À v15 { tir >o 7 Brca) nato
U

oppure ⇒ r >o 7Br (se> n ( a v13)✗o | " 7 Brcsc ) n B to ⇒ sco C- AUT

☐

• À = AU À À > ava
'

e a CÀ A chiuso ⇒ a > À

À CÀ

À = a U 2am = Aulaa na
'

) C AUÀ A = a- = AUÀ

= ( aaaa
'
) u ( aaia' ) punti isolati ☐

• A E IR |
a aperto

)
⇒ a è unione di una famiglia
numerabile di aperti disgiunte

¥

sco E a I = } JCA : ao E ] , J è un intervallo aperto {
>Co

Jao = U J è / un intervallo aperto
JEI

>co

y
contiene suo

Jaco C a

ye Jx ⇒ Jy > Jx ⇒
se E Jy ⇒ Joe = Jy Jan Jy =/§

vi

z ⇒ Joe = Jz = Jy
a =

a

Joe = U
Ocean@

È

Jsco fissato → go
= mia } q E IN

*
: 1g - Z n ]

>co
-1-0 {

po elemento di / ¥ : p c- Z / A Jaco che dista meno da 0

E

↳ →
I
g.
È = razionali ottenuti in questo modo a partire da Jaco

( sco Ea)

Òr è numerosa A-= È Jr ☐



NUMERI COMPLESSI

2- E CI -2 = a + ib a
,
b E IR

,
il = - 1

e= a - i b

( z ) = dz + B Q : E ' / § { , e
✓

yz +8
t 7)ma spesso " finisce

"
in a

trasformazione dei complessi d
, p , 8,8 C- E

se d
, p , 8 ,

se IR allora lo conserva IH = }ze E : Inez > o { cioè IO : 11-1=>11-1
-Èbosco ↳ semipiano superiore se ✗SÉPO

Inez > o ⇒ In µ ( z ) > o
0 big . (verifica)

= s = Caz + f) ( ✗2- + g) Oz + S = se + S 8
,
S E IR

82-+8 (sez + g) ( Oz + g)

I 2- I
2

"

=a +⑦ + IbsE + LSZÉ poca - ib ) = Boa - ipsb

lsz- e µ
ascolti b) =L Sa + i ✗ Sb

⑦

⑦ = a CdS + po> + ib (ad - po)

In ¢Cz ) = D8 - po . InCz)

182-+812
-

b

f) disco unitario

Esercizio : Y CZ) = i[;÷ verificare che µ : IH =) D= } z : Izi < 1- {

Verificare In Cz ) > o ⇒ I Utz> I < 1 + che è una bigezioue .

Idea : I complessi sono un piano bidimensionale ,
polo
nord

possiamo identificarli come il piano ×, y in yy sfera unitaria
E 5=1×45+2-2» ,

semipiano
✗ superioreun sistema tridimensionale .

_
cieca, yio)

(
•

I sc
Es : Scrivere la big .

in coordinate polari

!yymisurare
distanza Il polo nord lo penso
e altezza

come un punto all' infinito Queste mappe corriop .

①
~

s SIN a trasf. continua dalla

sfera nella sfera
e = E v1 col =) § e cfcz ) = ✗ E + p

Jets

¢ : È→ E per la topologia indotta su ¢
continue dall' identificazione con §

Risolvere : z
'
= E

forma forma
cartesiana polare

t t -

somme prodotti
30

s

2- = a + ib = ( a
'
+ b
' ) (÷g , + i

b

aztbz ) =P (cosa tiseno )



(z -- O è sol )

z
>
= E z =/z /

2

2- = paio ↳
p
>ei>◦=p

'

f- a'+ b
'

≥ 0

↓

pei
>◦

= cio {
F-
±

30=0 + ZITK KE 2

| /
= ≥ → 3 sol geom . distinte

o =

3- ITK K E I ↓

IL 4ª sol

Eserciti 1) Scomporre oc
" +1 come prodotto

"

dimenticata
"

toc
" +1 = q ,

( SC ) 92 ( SC ) qi C- IR Ex]

i = 1
,
2

gr (qi )
=L

2) Calcolare [ (E)
KE 32

1) × " +1 = ÌÌ (x - fi ) E sono le 4 soluzioni di 2- " = -1
i = 1

↓

potè
"? eiit

fp
"
= 1

~( 40 = TI +2kt KEZ
atib

,
- ,

[ = F- + i Eg
/ F- 1- -

( z - È ) ( Z - 5) = ( z -a)
'

+ b
'

l ◦ = + KÈ
'

[ (z -E)
'

+ E ] [ 4- + E)
'

+ E ] i È
26-10-2021 Lezione 13 Prof . Novaya

TEOREMA DI BOLZANO - WEIRSTRASS

E ≤ È LIMITATO e di CARDINALITÀ INFINITA ⇒ E ha punti di ACCUMULAZIONE

Dice : n=ˢ fa
e≥ -

: i ]
,

E ≤ [ a ib ] (idea : restringano
-

sempre di più l'intervallo)

costruiamo iterativomente [ aj , bj ] ≤ [ agiti , bjti ] ao
- a

,
bób

I bj - aj / = b- a te En Eaj , bj ] ha cardinalità infinita
zj

Notazione : [a
,
b) = } scelte : a ≤ ac ≤ b { intervallo CHIUSO

(a ,
b) = { scelta : acscsb { intervallo APERTO



A [ ajbj ] = è c- R

j

e = sup aj = iv.f- bj
j g

Si ha che è è un punto di accumulazione per E , infatti E > o

[ x - E ,
se + E ] = [ aj , bj ] DEFINITIVAMENTE in j , cioè Jj. tale che

[ aj
- bj ] E [ è - E

,
è + E ] ttj > jo

DI : Non è detto che 5C E E

n La dimostrazione è analoga

, [
E

i E E Qo M - CUBO .
Divido Qo in 2

"

cubi di lato metà e

t.it
scelgo Qe tc Enon ho_ cardinalità infinita ,

i

①o ⇒ Qj E Qj-1 , Lj = È lunghezza dello spigolo di Qj

0-5: Non è vero in spazi metrici generali

: E CHIUSO ⇒ 2 E E E

f) derivato di E

E CHIUSO (⇒ ☐ E c- E dove DE = ) oc : sc punto di accumulazione di E {
un

o E
'

2 E = ¢ ⇒ E € } ¢ ,
R
"

{

LIMITI DI FUNZIONI

E
,
F spazi metrici

f- : E ' / scoli → F funzione

Sco punto di accumulazione di E
.

Si dice che f ha limite le F per

× → sco se tu intorno di l in F 3- U intorno di oca in E tale

che f- ( UYOCO} ) E V ( Posso prendere U
,
V palla ) .

0¥ : • Il limite non dipende da f- Coco)

Non è importante se f sia definita o meno in sco
, importa solo

ciò che accade in un intorno di quel punto .

° Il limite l si indica l = line f- ( sc ) ed è unico ( se esiste )
✗ →>co



intersezione

li
dove mandiamo la palla pitié ?

È
⑤la

E e
Non possiamo mandarla in lei E la

ESEMPI : ( SC
, y ) F (0,0 )( ¥7

• § : È→ R f- Csc , y ) =

| 0 (sc
, y ) = ( o , o )

⇒ line f-crisi ?
(sc

, g)→ ( 0,0) sey ⇒ g- Csc , y) - 2¥ , = È
t

£

,NON ESISTE

→
£ = o ✓ f- = È

• f : IR ' / of → R fcxtsiu (f) line fac)
✗→0

'

112
1- -

ma.
- 1 -

µ
IR esteso

per le funzioni IR → R è conveniente considerare È = IRU / t.cat

si puo estendere la definizione ponendo

U intorno di + co ⇒ 3- x te ye U tiy > sc

U intorno di - co ⇐ 3- se te yeu lty < se

⇒ Sono definiti line f- Csc ) E i limiti possono essere ± a
se → ± co

⇐ : live sc = ± co
se → ± co

PROPRIETÀ DEI LIMITI IN À

TEI ( Permanenza del segno) : line f- Csc ) = l > 0 ( va bene anche l = + co )
e→ sco

⇒ ÌU intorno di ao te f- (y ) > o Hye U

PROPRIETÀ ALGEBRICHE

line fcx ) = l live gcx > = m l
,
m C- II

3C → Io se → >co



⇒ olive [ fax) -+gcsc ) ] = l ± m tranne quando otteniamo co - co o - • + a

✗ → JCO

FORME INDETERMINATE#
I

◦ line f- (a) gcsc> = l -

m tranne quando abbiamo 0 . co

a → Io

Con le convenzioni : ± cs ± a = ± co
,
(± co ) - ( ± a) = + co

± co + C = ± cs , (+ co ) - ( - Cs ) = - O

0m # 0 line = £ tranne II ( FORMA INDETERMINATA )
× → "°

gc>c)
± co

|
+ co c> o

con la convenzione + co

c-
=

I
- a Cco

◦
m - 0

,
se gioca > o in Uyxo { e l -1-0 ⇒ line fj÷, = {

+ ° e > °

I → Io
- Cs l < o

se gcsc > < 0 si invertono i segni .

Osa : l = m = 0 abbiamo la forma indeterminata E
0

DI : I limiti di funzione includono i limiti di successione

☒f- : } an { ne µ è una successione in E se 7 f : IN → e te an = f- Cn )
↳ ≤ E

È definito line fin)
n→ + is

live f- (n ) = line an = l c- E ⇔ tv int . di l in E 7 U int
.

di +
con→ + co n → + a

te f- ( n ) C- V Un c- Un IN ⇔ 7 no C- IN te an E V In > no

Dtf Una succ . ante lieu an =L c- E
, an

→ e si dice convergente in IR
"

.

h → cs

Se E = È e f-± co
,
si dice divergente .

E
vi

: c ≤ E sp . metrico è chiuso ⇔ fan succ
.

in C con an → x ⇒ se c- C

4 Chiusura per successioni

28-10-2021 Lezione 14 Prof . Noreaga

Prep : f , g : E ' / scoli i IR Sco pt . di acc .
di E . f- ≤ g in un intorno di suo

live f- =L line g-
- m ⇒ l ≤ m

✗→ Io I→ Io

DI : Detta h =

g- f 70 ,
si ha line h = m - l

.

se→ OCO

Suppongo per assurdo m- l' 0 ⇒ (perni . seguo) hcoc> < o in un int. disco

⇒ g. < f in un int .

di suo ASSURDO



Teorema ( 2 carabinieri)

f- , g , h : E ' ix. { i IR

f- ≤ h ≤ g in un intorno
di oca

live
« →⇒

g
= leÈ ⇒ line h = e

✗ → sco
£ = line

✗ → sco

Dice cosa l = + co : t V intorno di + O del tipo (a ,
+ a) a c- IR

JU intorno di oco tale che fcsc> c- V tace U ,
cioè f-Csc) > a toc c- U

⇒ hcx> ≥ fioc) > a Voce U ⇒ line hc>c) = + O
se→ suo

caso e = - co : analogo

caso le IR : V-E 3-Vintouno di suo : f- case ( l - E , l +E) e gcx) e (l - E , l + E) tre U

⇒ hcx > c- ( l - E
,
li E) V-sc.EU ⇒ line hoc) =L

E)Io

h ( se)Graficamente :

( •
!

• )
f- E fini l ghe ' l + E

cor 1 line f- cx ) = o ⇔ line / fioc) / = 0
0C → Sco SC → JCO

Dine (⇐ ) - lfcx ) / ≤ fcx > ≤ I fax) /
↓

◦

↓

o ⇒ f- Csc ) va a 0 per il teorema

(⇒ ) live f- ( x ) = 0 ,
VE 3- U int . disco tc f- (a) E C- E , E) VOCE U

0C→ Io

⇒ § Csc ) le [ 0 , E) ≤ (- E
,
E)

⇒ line lfcx) / = O
se-1 >co

cor 2 f , g
: E ' loco { → IR

,
line f- (x > = 0 , lgcsc> I ≤ M in un inte .

di so
se→ Io

⇒ line f-CI > gcsc) = 0

0C -120

Dire : - Mlfcoc > I ≤ f- coc > gcoc) ≤ MI fa >c) 1 in un intorno

line lfcsc ) / = o ⇒ linee Mlfcsc>1=0 ⇒ per il teorema line fcocsgc>c)⇒
OCTJCO ×→ Io (2 Coveab.) ✗→ JCO

COMPATTEZZA

Def E spazio topologico → include tutti gli spazi metrici



① E si dice COMPATTO se per ogni RICOPRIMENTO APERTO di E
,
cioè

tiri ] ie , FAMIGLIA DI APERTI tc E ≤ Uri ⇒ za
, . . . . , an ta E ≤ Ù r

i n--1
n

↓

SOTTORICOPRIMENTO FINITO

② E si dice nneuerabieueeeete compatto se vale la proprietà precedente

¥ I indice ( E compatto ⇒ E NUMER ABILMENTE COMPATTO)

③ E si dice SEQUENZIALMENTE COMPATTO se ti ocn Successione in E

3- Inn SOTTOSUCCESSIONE CONVERGENTE in E ,
cioè line acne

= × c- E
ti-1 tcs

Teorema Se E è metrico : ② ⇔ ② ⇔ ③ ( ⑦
,
②

,
③ equivalenti)

* : In generale ① ¥ ③ ,
③ ¥ ⑦ e

② ¥ ①

Prep : E sp . metrico compatto ,
F ≤ E chiuso ⇒ Fsp .

metrico compatto

Dini : In C- F ≤ E
,
3- scena

→ KE E ⇒ ( F chiuso) x c- F

Prop : E metrico
,
F ≤ E compatto ⇒ F chiuso e limitato

[ F limitato significa FC Br ( Sco) per qualche oca E IR]

Dire ,

0 F chiuso
.

Se
per assurdo F non è chiuso ⇒ asco pt di acc di F ,

hp

Io ¢ F 7 do → Io
,
. . .

,
In C- F ⇒ (ÉTÉ ) scena

→ SCI c- F ma x
,
- Io 7,

① F limitato .
Per assurdo F non limitano ⇒ dato scoef

,
f- ¢ Bricco) Un c- IN

Definiamo sci E F ' Be Coco ) , |
"

x2 E FI Bago
,
>c.) + sacro) )

chiudi "ne F \ Bagno
,
>cm, > + a

Coco )

la successione scn verifica d (sen ,
>cm ) 71 Un ≠ m

> 2

lo stesso vale per scena sdtoseeccessioue ⇒ scena non può convergere .

> n

Oss : In generale 7 spazi E metrici e sottoinsiemi F ≤ E chiusi ,
In - I

limitati
,
ma non compatti .

E≥ : la =/ ( an)nein successioni limitate }

an C- IR e tant ≤ M Un spazio vettoriale su IR

11×11 - seiplscnl norma di ✗ c- la



Le palla Back) = / gelosi : Hoc -gli ≤ R { sono chiusi e limitati non cpt .

Basta prendere , in Balo) , la successione In
= ( 0

, .
. . ,
1
,
. . .

,
0
,

_ . .

)
.

un

↳ na posizione
Teo : F C IR

"

CHIUSO e LIMITATO =) F COMPATTO

Eu . In E F successione

① 3- × E F te scn =L per infiniti n ( frequentemente) ⇒ fan,
= ac HK

(B.W .)
② Altrimenti

,
[ In ]ne µ è INFINITO e LIMITATO ⇒ 7 pt . di accumulazione

d. E IR
"

per fan {
n

⇒ si ottiene scnm
→ sc E F ( F chiuso )

Tel Esp . metrico
,
F ≤ E compatto infinito ⇒ F ha un punto di

accumulazione che appartiene ad F.

DII . Sia In succ
.
in F tc In ¢ Esco

,
. . .

,
>cn-a ] ⇒ 70cm

,

→ 3C E F
+

compattezza
ocn
,

toc tk =) se è di accumulazione per F.

FUNZIONI CONTINUE

Defi f : E → F E
,
F sp metrici

✗◦ c- E
, f- si dice continua in oca se

① Xo è pt . isolato

o x è di accumulazione e live f- (d) = f- Coco) C- F

✗→ Io

⇔ : Dalla def . di limite , f- è continua in oca ⇔ tv intorno di f- Coco )

3- U intorno di aco te f- ( U ) ≤ V .

¥ : f- si dice continua su E
'

≤ E se è continua toco c- E
'

PROPRIETÀ ALGEBRICHE

£ , g
: E → IR continue in oca

,

allora

0 f- ± g cont . in ocio

0 f. g cont . in oca

◦
gioco ) -1-0 , Fg cont

.
in oca

o c. f cont . in Sco VC E IR

Teo ( Penn . seguo ) fsc ) cont .
in oca con f- (Sco ) > o ⇒ JU intorno disco tc



f- (sa) > 0 ( risp f c>c) < 0) tic c- U

☒ L' insieme delle funzioni continue f- : E → IR che si indica con C (E) ◦

(
°

(E) è uno spazio vettoriale su IR ( di dive infinita) .

Teorema di composizione di f- continue ( o sostituzione nei limiti )

f- : E ' / Io / → F E
,
F op . metrici , oco pt . di accumulazione , ¥:O f- (SC ) = yo

g
: F → G continua in go

⇒ la funzione gof : E ' loco { → G- ha limite in oca e si ha line (g-f) ( x ) = glyo ),
✗→ Io

cioè line glfixs) = line gcy ) ( sostituzione y = f- cx ) ) .

se→ sco y→ yo

Din Sia V intorno di g. (yo)
⇒ 7 U intorno di yo tale che glu ) ≤ V

⇒ 7 W intorno di scatole che f- CW ) ≤ U ⇒ (go f) ( W) ≤ V

COI Se ho f- : E→ F continua in oca )
continua in foco) )

⇒
8º £ continua in ao

g :
F → G-

29-10-2021 Lezione 15 Prof . Carminati

f- : E → IR ( E
, d) spazio metrico

Def : f L - Lip ⇔ lfcx) - f- (y) / ≤ Ld (x , y )

Prop : f L - Lip ⇒ f- continua

Dim : Basta dimostrare che line / f- ( SC ) - f- (sco) / = o
se→ Io

per il valore assoluto per definizione
↑

0 ≤ I fac) - f- ( sco) / È Ldcoc , >co)

Passo al limite :

line 0=0 ≤ line / f- (x) - fisco) / =L ≤ line L tac - >col = 0
✗→ho altro 0C→do

restrizione

applico il teorema dei due carabinieri : line I f- (SC) - f- (sco) / = O di f- a U
✗→ Io

il
def

Def : f : E i IR f- loc . Lip ⇔ Va c- E IL > 0 ZU intorno di a te f-tu è L-Lip

Prop : f- loc . lip . su E ⇒ f- è continua

Dini : a c- E 3- U int
. di a te f- | , è

L- hip ⇒ line f- (x) - f- (a)
= 0 ⇒ f- continua

a→a

3- L > 0



Es : sci > VI ci ) non è Lip su [ 0 ,
+ co ) ( e nemmeno su (o , + co ) )

( Ii ) è loc . Lip .
see (o , + a ) ed è continua su [ °

,
+0)

[ci) ] f- è l - Lip ⇐ d-Csc) - f- (y) E L Hoc #y (* )

se - y

la condizione (*) non è verificata su tutto [ 0 / +a) infatti prendendo

f- (e) = TE , y= o fac) - f- ( Y) = VI- 0
=
1

, + co quindi (* ) non è
a- y sc - o te " → °

verificata

Oss : f- ( se > = VI è l - Lip su [a ,
+ co ) a > o con l = 1

2 Va

>c- 9 E Isc - y lhoc - E ' ' / # + IJ j 2 Fa

grazia
/ ☐ era

ii ) se sco > 0 ,
l' intervallo [ a

,
+0 ) è intorno di oca su cui f è L - Lip ,

a ÷ >col

L = 1- ⇒ f- ( SC ) = VI è Loc . Lip . su ( o
,
+ co)

2. fa

Esercizio : verificare che :

Z '→ Yz è la lip su e
# ( è L- Lip su 1717 r con L= Tra )

z '→ 2-
2 è loc lio su Cl ( " " " 12-1 E r con ( = Zr )

ma non sono lip nel loro dominio .

La proprietà di Lip . non è stabile per operazioni algebriche . ( es : x L - Lip,
sc.sc = x2 Ng )

DI : somma e prodotto di fnuz . continue è continua

( ma prod .

di funz . Lip . Può non essere Lip . )

Prep ( somme e prodotto di funzioni con limite finito) ocopto di accumulazione .

g , f : E ' poco { → R line f- Csc ) =L c- IR
, ling (a) = me R allora

d.→ Io ✗ → JCO

line f- (a) + gcsc> = ltm e line fc>c) gcsc) =L - m

0C→ Io E→ sco

def
Def : line f-ex> =L ⇐ YV intorno di l ZU int disco to f- ( U ' } >col ) C V ( L )

✗→ Sco

Oss : È equivalente a chiedere alee

line fcsc > =L ⇐ V-E >o 3- U intorno di oca tc f- ( v1 } scale) c BE (l ) ( L ' )
✗→>co



(L ) ⇒ ( L
' ) perché Bell ) è un intorno di l

( L
' ) ⇒ ( L ) perché ogni V intorno di l contiene una palla Bce ( l ) , E > o

Dini ( Drop .) ⑦ fisso E > o

| 7 Un intorno di ao : f- ( Un ' } >col ) C B.
%
( l )

|
] v2 " " " : glu, ' } >col ) C Boy

,

(m)

U ÷ Un nuz è ancora intorno di sco

✗ c- v1 } >↳ { ⇒
f- <⇒ = l + ti Ir

, / < Eh |
tra / < Era |

⇒ fc>c) + gc >c) = e +m +TÈ
,

gcoc>
= m tra

a. E un } >col ⇒ f- Csc ) + gcsc) E Bce ( ltm )

E >o 3- U : (f- + g) ( U ' } >co { ) ( Bg ( ltm )

Per il limite del prodotto, line f-(x>gcx) = l' m (⇒ line / f- ( se > gcsc) - l - m / = o
x → sco ac → Io

0 E / f- ( sc ) gcsc) - l
- m / E I f- (sc) gcsc ) / + llgc>c) + lgcsc ) - e -MI

E / f- (sc) - e / lgcsc> I + Il / lgcx> -mi
----

f se→ scott è limitato o
in un intorno

di SCO

--

to to

Prodotto di funz . infiniti . per funz .
limitata è infinitesimo .

line / f- (⇒gix) - l - m 1--03C → Io

OSI. Il risultato in questa forma copre anche il caso delle successioni

Una successione (an)nein è semplicemente una funzione definita su E = IN

IN → R
Sco = +coni an

Gli intorni di 0 sono gli insiemi che contengono una semiretta

[ no
,
+ a) n IN

.

7 U intorno di cs tale che lfcsc ) - ll < E ti sc c- U ' Formulazione generale

art ta t an - ll < E neri ← Forma particolare nel

caso delle successioni



Es : fac) = x

1 + /× ,
4 : R → (- 1 , 1)

È continua
, bigeltiva , stretti . crescente

Suggerimento : f- (sc ) = - f- (→c) ( : = funzione dispari ⇒ assume valori simmetrici

rispetto l'origine ) , esaminare prima il caso se >o e poi sfruttare la simmetria .

intorno di 1 in [-1
,
1 ]

fac) ni
intorno di - cs in TR ÷I - JC

, ( )
a| [ intorno di + O in II

°

q
- f-( SC)
-

intorno di -1 in [-1,1 ]

La topologia inÌ è definita in modo da
"

rispecchiare
"

quella sei [-1,1]

Se riscriversimo la dimostrazione del punto ④ vista sopra gli intorni

Ue e U
,
sarebbero : U

,
= } ne ha / ,

U
<
= I nani {

U = Un v2 = In 7 Maxine ,
nel { [ - - - I

LIMITI DI SUCCESSIONI tool kit ( strumenti per il
µ
intorno di l calcolo dei limiti)

⑥ Se fijo an = l e f- : vo ' R a) operazioni algebriche
T

↳ continua in lFormulazione
di c) nel caso ⇒ 3- no : f can ) è ben definita b) due carabinieri
della successione

nano & line f- (an) = f ll )
n → a

b
' ) infinitesima ✗ limitata

IR è infinitesima
Uo

.

.

.

-

sie)
c) composizione con funz .

continua

£

line an = e ⇒ ¥ intorno U di l 1- rt : an C- U neri ⇒ buona def . di f- (an ) per neri
n→ co

teoria

=)
di camp.

him f- (an ) = f- (e)
n→ a

Esercizio : Se f- : R→R continua

{ ao = ✗ E IR
( anta = f- (an )

y
l è un punto fisso per f-

Se liman= e c- R allora b- f- (l )
n→ co



Limiti di successioni : esempi

an = [ line an = O

n → co

È vero line an - o ¥ line ng (vale solo se an> o define .

)
n → a % = +con→ io

se an = C- 1 )
"

, o
1 = C- 1 )

"
. n non converge

n 9h T

dividere o moltiplicare per questo è uguale

Infatti azn → + 0 mentre azn+ ±
→ - co

o

un = a
"

( o se Of tal < 1

+ o se a > 1a c- IR fissato là a" =

| 1 se a =L
n → co

¥ altrimenti

Dite . non

esiste [

a > 1- a = 1- + S con S > o 1

( 1- + s )
"

⑦ 1 + ns = ns
t

Bernoulli
n→ a

✓ v

tuo + cs

a = 1 e a = o banali

1
o < tal < 1 line la" I = line la /

"

= line
n → co n → co n → a Cha ,)n

= °

I
↳ + co per il punto prec.

NI: Hai > 1

Esercizi : live È a > 1

n → co
ha

line
n → a

%

line
n → o È

"

Prop : se (an) (bn) sono succ . a termini positivi ( i. e .

"
n > °

"" )bn > o tn

anti 7 bj÷ Yn = no <*)

an

allora anzcbn Un = no ( con c. = SÉ )



Dine
.

(* ) ⇒ anni bn 7 bnei an n 7 no

è

anti z an
n 7 ho

bni , bn

Posto rn ÷
on

gg
abbiamo rn+ a 7 rn nz ho quindi rn 7 rno nano

ovvero a- z arà n 7 ho

bn b①
t

an = cbn Un = no

Applicazione : line È la > 1)
n → cs

Fissiamo b A. C
.

1- < b < a ( p.es .

b. =È )

Poniamo an ÷ b
"

,
bn ÷ n'

ante = b > 1 b. nn = ( n + 1)
<

ah bn nz
) 1

Quindi 3- no te tante < b Tn = no ⇒ an 7 Cbn ttn = no
bn

b
"

= c.nl In 7

non
n

ah
⇒

= (Vb ) -§
"
= (%) . c. treno

In → •→ (%) > 1
+ cs

Pertanto per il th dei due carabinieri ( in questo caso ne basta = )

si era : a
"

fa
→ + a
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FUNZIONI CONTINUE IN SPAZI METRICI

Drop : f : E → F continua in Ko c- E ⇒ xnn-sscosilnalinf-cs.cn ) - fisco)

Dice : Per esercizio .

Essi. Non vale in uno spazio topologico generale

TEOREMA DI WEIRSTRASS

f : E → IR continua
,
E sp. metrico co-autore

⇒ f- ammette Massimo e MINIMO in E cioè 7 am , am C- E tali che



f- Cdm) ≤ fcoc ) ≤ f-Can) tace E

ossa : si applica a g- : E ≤ R
"

→ IR se E è chiuso e limitato

DI : Mostriamo che 70cm di MINIMO
.

Sia l = iuf f- Csc> c- IRU } - co { e sia yn E f- (E) con gn → l
OCEE

yn = f- can) , In C- E .
E compatto ⇒ 70cm

,

→ scenne E

f- continua ⇒ f-cocm ) = line f- ( SC ) = liuryn
,

=L

K
"
K K

0cm è di MINIMO . Analogo per 3cm di MASSIMO .

SUCCESSIONI DI CAUCHY

E sp . metrico
, ocn successione in E

In si dice di CAUCHY se E > o 3- ne tc
d ( sen

, 0cm ) < E
ltn

,
m > ne

05-5 i ° In → a C- E ⇒ ocn è di CAUCHY

- -

V-E Inc tc dcocn ,
>c) < % In > ne ⇒(

d Can
, scm

) ≤ dcocn
,
>c) + dcoc

,
>cm) < e V-n.mn > ne

|
° ✗ n di Cauchy ⇒ acn è limitata

Ossa : In generale possono esistere succ .
di Cauchy non convergenti

⇒ : E = Ch acne On In → V2 -4 chi è di CAUCHY

Prep : E = IR
"

,
xn di C .

⇒ In → x c- IR
"

Dice : Un di Cauchy ⇒ } >Cn {
n

è LIMITATO

⇒ Casa ⑦ / In { = }È , . . .

, In { FINITO

Cauchy
⇒ In = Jci In abb . grande ⇒ ocn→ Ii

COI ② / In { INFINITO ⇒ toc di ACCUMULAZIONE

⇒ Joanne x ⇒ In → se

Cauchy

Infatti te 3- ne tc / ocn -0cm I < E V-n.in > ne

7 ke te /Knik / < E ti K > KE

⇒ lscn- se / ≤ lscn - scena / + locn -Il < ZE Un > ne dove scelgoK



K > KE tale che nn > ME

Icf : lo spazio metrico E è completo se tutte le succ .
di Cauchy

in E convergono .

OSS-i.IR
"
è completo , Q non è completo ,

E sp .
metrico comepatto ⇒ E è completo

In questo corso questa nozione è importante

0-55 : 7 campi ordinati e completi ( in questo senso) ≠ IR ( ES. Pick ) )

Però IR è l'unico campo ordinato , completo e archimedeo .

↳ vieta gli infinitesimi

Oss : Un altro modo per costruire IR è IR =/ ocn C- On di CAUCHY {µ

I >cn { ~ { In { se Cscn - Yn ) ⇒ o

⇔ : E = (
°

([0,1] ) =/ f- : [0,1] → IR continue {

spazio vettoriale dcf , g) = mai / f-gl DISTANZA
[0 , -11

⇒ E sp . metrico completo (va DIMOSTRATO)

Icf : E spazio vettoriale (su R) è normato se 7 Hill : E → IR te

-0 Hoc Il ≥ O VOCE E

◦ Il all - o ⇔ x = o

0 Il troll = Il / Il >c. Il ÙIIEIR e SCEE

0 Hoc +y Il ≤ Il >clltllyll Hoc
, y c-
E (SUBADDITIVITÀ )

05-5 : E sp.
normato è metrico ponendo d Csc

, y) = Hoc -y Il

Def : E spazio normato è uno spazio di Banach se
, come

spazio metrico , è completo .

Es : IR
"

,
( ◦ ( [0,1] )

,
C° (k) con K ≤ IR

"

compatto sono spazi di Barnacle

SUCCESSIONI IN IR
,
LIMITE NOTEVOLE

'

CRITERIO DEL RAPPORTO : an > o an-ts.am 7 JC 70
-

⇒
/ « < 1 ⇒ an → o

-

loc > 1 ⇒ an → + co
-



Segue dal confronto di an con Csc ± E)
"

e dal fatto che

×
"
→ o per se c- [0,1 ) e sc

"
→ + O per 3C > 1 .

VERIFICA PER ES .

Applicazioni :

• scn = I × > o chiedere questo è come chiedere chi va a co più velocemente
an a > a

= (" III. = (ÌÈO)' . E → £ < 1- ⇒ son → o a
"

O più veloce
.

In
0

• In =

§
"

a > 1 n ! = È K = 1.2 .

. . .

. (n - 1) ' n
,
n ! → + co

K = I

IIII = a-
n ! → o più velocemente

nel

→ ° ⇒
§
"
→ o

• son =

fin
1

senti = ( mt 1) !

n ,

= ( n + 1) n
"

=
n
"

scn ( n+ 1)
" + '

"

"
"

( n +1)
"+ ' ( n+1)

"

=

(n + [)
"

line sconti 1

n
= §

< 1- dove l = line ( 1 + f)
"
= 2,71 . . .

= e

n an

'

aiuti + ÷ ) -
NUMERO DI NEPERO

⇒ scn = n÷ → o nn → a più veloce .

Quindi
, per

n grande, si era na
<< a

"
« n ! « nn a >o

,
a > =

Verificheranno che (1 + f)
"

converge .

PIP : scn monotona
,
cioè senta 7 Rn Tn o scia ,

E scn n ,

In LIMITATA ⇒ 3cm CONVERGE

DI : } >cn { ha un punto di accumulazione

zen crescente
,
l'unico punto di accumulazione è sup scn

sa

⇒ Jacq
,

→ ✗ = supscn ⇒ >con I sc

Viceversa , son decrescente ⇒ scn → inufscn

Prop : scn = (1- + § )
"

è crescente e limitata (converge ad l > 2)



DI . ① scn crescente

h h h

⇒ = [ ( ? ) In = -2
" ' "" ' _ " in -"" ) = £, (

^ - f) (t -f- ) . . . . . G- ' ) =
K -o

K-o K ! nk

= É È : ÌÌ G-Ì )
A-o

j-os.cn
"
= È ÷ : II. l' ¥.) > E Ì : II:(^ -È) > È II. È G-E) = >cn
✗ =,

Ìo
ho j»

② In limitata
,
in particolare ocn < 3 Tn

n

an = È ÷, ( ^ -Ì ) <
"
È , § 1- + E

a = < + È ±
K = 0

'

ha j -- o 2
"

osserviamo che { ① K ! 7 2
"-1

ltk e IN

| ② È sck =
1 - sc

""

fa# 1
in = O 1 - K C- DA PÈRE

sen < 1 +

"

È %.

§
1- + 1- È

<
1 + ÷ =3 ltn

j-- o

1- 12 -2

Restano da vedere ⑦ e ②

⑦ Per induzione K ! 7 2
" -1

• K = 1 171 ok

± K = 2 2 7 2 ok

• K > 2 Supp .
(K- 1) ! 72

" -2 ⇒ K ! 7 2(K- 1) ! 7 2 . 2
" - <

= 2
" _ '

② segue dalla formula :

an - b" = (a - b) (a" - ' + a" - < b + a
" _ ' bit

. . .

+ b
"-2 )

= ( a - b) È an- K
- a
bk

K = 0

Ponendo a = 1
,
D= E

OI : Dalla disney . scn < EÈO È , si ha
DEF

[ ¥
;

et line È ¥;
è

n K = O K = o

0

In realtà si ha proprio e = E % !11=0
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LIMITI DI SUCCESSIONI E FUNZIONI

n
°

◦ line ( ' + In )
"
= line E

I = E
" → a te .-o

K ! ↑ ×,

È
!
= e c- IR
t

n→ co
Def DEF

O

Css : Dall'uguaglianza e = E È ! si può vedere (va dimostrato)
K=-

e ¢ ⊕
,

cioè e ≠
'% tip

, q
E Z

⊖ line fà = O per criterio del rapporto
n

° line ùnn÷ so > o

n→ co

%÷
= se
#
cnt ' >Y

.
E =

se

# nt (nti )
#

(i + f)
n n→↓ È

⇒ enim % =
/ ° × > e

| o xe ( o
,
e)

Vale la formula di Stirling per n !

n ! ② Èn (È )
"

VA DIMOSTRATA

Dove an - bn per n → o se line §;
= 1

⇒ line III ~ lignei = + a
- o -

Siano P
,
Q polinomi

,
Pen ) = È

4=0

• K
h
"

,
① ( n ) = È

⇐◦
bkn

"

,
N = degp ,

M = degna

=

/ seg (II) ° N > in

line = line ann
"

bnnm
= ⇐ %" n

" " "

( ansa
N = M

n h bn
O N C M

Infatti Pcn > = annn ( e- +È TÈ È. )
K=0

mi

bjem " )Qcn) = bmn
" ( 1- + EK =0

bmnm
' line 1 + È È-n

→◦lim :*, = eine
ann

"

n
1 + E ÷

,
In-*→o
-

=1

Nei limiti conta solo il termine che va a co più velocemente

o quello che va a 0 più lentamente .



① linea
"

a > o

a = 1 ah = 1

a> = a
"
"
decrescente a

""
> 1 ltn ⇒ a line è

"
= le 1 e siena

a
" al fn ⇒ a> l

"

un ⇒ le 1

Analogamente ,
se ae (0,1)

,

a
""
è crescente

,
a

"
"

< 1 tn e linea
"
"
= =

0

Utilizzando la monotonia
, gli stessi risultati valgono per

limiti di funzioni , in particolare :

è « a
»

« È per se → co a > 0
,
a > 1

cioè :

live
sci

✗→ a Tac
= o a > o a > a

line a
"

ac→ co
In

= ° a > a

{
• 'Ybn

- co N > M
Pc>c) = È ansa"

• "
/
bm

N = M K --0

line Pc»
=

|
o N < MQcsc)

°"

QC>c) = È base
"

11=0

-

ein. < ( + E)
"

< ( +÷ )
"" " |a. → • ( ' + E)

"

= e [ ( e +⇒
'⇒

LOC) + 1
-

(→ e
> parte intera di sc

SIMBOLI DI LANDAU

Notazione utile nei limiti

Def Data f- ce> te 7 line fcsc > c-II
,
do C- È

,
✗→ Io

DEF o (f) per a. → Ko come l' insieme delle funzioni gc>c)
↳ o piccolo ( o una generica funzione)

tc line gcsc)

E. → sco fà
= 0

ES-ioco-ofc.sc ) = scd ✗ 70

geocf) o

g.
= o (f) è una f. che va a zero più rapidamente di sè

In particolare xp = Oecd ) se p > 2 .



Se invece oco = + co ⇒ xp = ocsct ) se po < d

In particolare Pcr) è un polinomio :

Pc>c) = È and" = ansa
"
+ ocsc" ) per sc → + a

K-0

Pcsc> = ao + o (1) per se→ o

Def : 01£) , per × → sco
,
è l' insieme delle funzioni g tc 7C

> o e

40 grande
Vint

.
disco tc lgcsc) / E Clfcsc) / toc c- Usc# sco

.

In particolare o (f) E 0 (f)

ES-i.sc?oCsc&) ) per ✗→o ⇒ a =L

| per ✗ → a ⇒ BEL

Pc >c) = ocsc" ) =

an sc'+ OCSC
"-1 )

per ✗ → co

VALGONO LE SEGUENTI REGOLE :

1) f. • (g) = o ( f-g)
2) Off ) . 0cg) = ☐ (fg)

3) ☐ (f) - o (g) = o (fg)

4) o (f) + ☐ (g) = o (masc ( 1ft , Igt ) )

5) ☐ (f) +01g) = 0 (masc ( Ifi , Igt ) )

Ef : ocscd) . ☐ («B) = o ( scap )

0 (sè) + ☐ [ ✗B) =
/ ☐ ( sc

" ) ✗ → a

| 0 ( xp) se → o

dzp

Ossa : f- + o (f) ~ f- per se → sco

f- + ☐ (f)
~ £
g.

per se → sco

gtocg)

live f- + ☐ (f)
=
line f-

se → ho
gto (g)

✗ → 'co g-



LIMITI DI FUNZIONI TRIGONOMETRICHE

^
IR s'' ≤ 1122

S' =/ Csc , y) : x2 + y
≥ = 1 { = } E C- ¢ : 12-1=1 {

yo •
PC >co

, yo)
[
cerchio unitario

l ( p ) = lunghezza dell'arco
o )

% =

IR tra (1,0) e P

DEF

↓

È
LIP) = » l ( P) - sup È 1Pa , - Pil

/Pili
i = 1

Po (1,0)

Dato sc E [ 0,21T ) 7 ! PES
"

te l(p) = x

l ( P ) = ( Sco
, yo) definiamo Simcoe ) - Sco e coscy > = yo

Estendiamo sine Csc) e cos( SC ) a funzioni 21T periodiche su IR ,

cioè sin ( SC ) = sincro) dove Io E [°
,
21T ) è tc I = Io+ ZKIT K€2

↑
DEF

e lo stesso per cos Coa ) .

Def alternativa

Def . la funzione è
"

: IR → S' = I. EEE : 12-1=1 { omo di gruppi
DEF DEF

⇒ cos ( se > È Re (è
"

) sinc>c) È Iuecè")

Dove è" è : ⑦ L'omomorfismo di periodo minimo 21T con Iuecè ) > 0
cs

② è" = line
n -soo ( ' +÷)

"

_ È
.

"

T

LIMITE IN ¢

Dalla definizione otteniamo line Simcoe> = 0 line costa > = 1
ac → o se -10

⇒ Simcoe) e cosca) sono funzioni continue infatti si ha :

sin (seta ) = sin Cx) cos (h) + sin (b) cosce)
q , }

since)
,
Coscocth ) → cosca)

a-10



Si ha inoltre live since)
= 1

,
cioè sinc>c) = se + Ocse)

se → o se

Questo segna dalle disuguaglianze Simcoe] E se E tanto = sina.sc)

L
cosca)

VA DIMOSTRATA
-

se c- (o ,%)
1

O

taucsc)-

sinc Dividendo
per since) si ottiene

) 1 E se = 1
cosa>c)

°

1 sin ac Cossa

SC →o ✗→ o

- u

1- 1

Conseguenze :

tale (x) = sinc>c) = se + o Csc)

cosca)

1 - cosca) = ¥+0 (⇒
2

infatti : sina.ca]

1- cosce)
.

1 + cos (SC)li"
, + cosa,

= eine
ÈÈ

sc →o x2 se → ° x2 (e + coscia))

=

- 2

= live
«→ o [ since) .

^
= [

sc
-

1+ cosca)
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Eserciti per casa
:

1) a= 2020
""

b = 20212°
"

Max fa ,
b { = ?

2) Determinare sup & iuf di A : = ) Tn : ne 2 {

3) line
"✓ 2" +3"

n → a

0

Prop : Se an > 0
,
bn > o Un = no

(7) (7)

gn

Un 7h0 ⇒ 7C > 0 : an E Cbn ( x es .
)%÷ E tanti



an succ .
data

bn termine di paragone > bn = b
"

ben = b
bn

Cor : Se an > o

i) se aanj-i-Eb.vn = no 7C : an Ecb
"
treno

ii) line
n → • IT = l allora tlb > l 3- no

,
c ta an Ecb

"

V-ns.no

Oss : se la 1 posso scegliere be ( l , 1) ottenendo che an → o

con velocità esponenziale .

Die : i) deriva da prop . precedente con bn = b
"

Ii ) se anti
→ l < b ⇒ anti € C - co ,

b) definitivamente
an an

anti < b definitivamente ( e si conclude con ( i ) )
an

Iss : basta prendere b = l'- 1- |
2 è T 1

⇐ : se an > o b

i ) se arà = b In = no JC > 0 : an 7 cb
"

Hn = no
an

Ii ) live anti = E allora bel 3- no
,
c ta an Ecb

"

treno
n→ a an

Oss : se l > 1 posso scegliere be
( 1

,
l ) ottenendo che an → + co

con velocità esponenziale .

Dica
.
✗ esercizio :

0

Es : an = (F)a
"

con a > o fissato

Discutere il comportamento di an al variare di a > o

¥ : ( Y) E (1+1)%-4
"

)
an =

{[÷, a
" ln) ! t-z.cn ! )

qht I = a . ah

Gang
= ( 2h +2 ) ! ah" '

.

n !
"

( 2h+2) ! = ( zn + 2)(2h + 1) ( 2h ) !
Cinti) !

'
can) !a

" (n+1 ) ! = ( mt 1) n !

= q ( 2h + 2)( 2Mt 1)
=
2A

.
2h 1- 1

ha ,

→
4 a.

( n + 1)
2

S
2h+2 2( n -11 )

⇒
=

⇒
= 2



Per il criterio del rapporto : 4A < 1 → a < 74 =) an → o per n → co

4A > 1 ← a> V4 ⇒ an
→ + cs per n → io

E se an - 74 ? c- [÷
= anti = e - ^

anta

= ^ - In + o (f)
Zntz

Provo a confrontare an con bn = n
-
&

bjj = cn +15? ( 1- + In )
-
×

= e - In + o (f) per n → +

con- a

|
'
= ' - E.+011 )

per n →
+ a

III = ' - è + • (E)
Se 0 < a < 72 allora anti E bnti definitivamente

an bn ⑦

÷

Infatti ⑦ ⇒ f- [ + • (f) EX - f- + ☐ (f) ⇒ OEI ( E - a) + • (E)
I

☐④ { (E - a + oh>)
TJ ÷3- no : è vera ltn = no infinitesimo

⑦ ⇒ 3- c : o fan E cbn = cn
_ ×

con ✗ c- (01^-2) ⇒ line an = of
es : D= V3

n→ io

- 0 -

an = ( 1- + § )
"

→ e per n → +a
2 < e < 3

h 2 n
2

(1- + ÷ ) → + cs per n → +0 ( + In ) e 1 + n
'
. f- = ^ + n → A

Y n→ a

Bernoulli

-

"

n

( 1- + ¥ ) → 1 per n
→ +0 (( + ;-)

"

)
"

È [ + g. n )
"

>
, è → o

In
1- < ( ( 1- + È)

"

/
%

< [ e ] an =:( ' + I )
"

- [ ] = cena
i 2. carab .

"→ °

an t ⇒ anz T

v

± 1-

(c) ( ^ + %)
"

) e per ac → + co ( xe IR )

definitivamente

t c- R fissato ( 1- + ¥ )
"

[ ( 1 + E)
"

a)
+

n → a 1 + E → 1 ^ +E > o defini .



(t > 0 ) ( 1 + E)
%

, e a
"
= a- a .

. . .

•

a me IN
--

n → • e
uso la formula n - volte

(C) con I =
"

1-
a
"
con se e IR serve che a > o

llcx> = ( e + ± )
"

live 4 (f) = line Pca ) = e
n → LO ✗ → co

Quindi ( 1 + In )
"

,
è perché se→ si è continua su ( o

,
+ a)

lo stesso risultato vale per tono
( per esercizio )

( Sugg : mostrare che live
« → • ( ^ + ¥ )

"

= e usando il cambio di variabile

te = - ( sett )

o

n

Da ( e + § ) , e
'

segue
et = a + t V-t-c.IR

-

7 1 + n (f) = 1- + t Bernoulli > a > - 1 (1 + d)
"

71 + na

T
^

a
"

definiti
1 + se

e-
t
71 - t ) è ± 1

>
0C >c)

1
1 -t 1 - se •

1 - t > o È
.
È = 1

,

Proprietà di escp ( x > = è

escp : IR → (o
,
+ co )

a) è
"

= è - è

2) è 7 1- + se V-sc-c.IR

è) e
"

E ÷ ex < 1

3) è è sta
.
crescente (quindi ing )

4) line
»

e = + co line è = o
✗ → + co = → - co

5) e>cp è continua ( ⇒ surgettivetà su (o ,
+ co ) )

( es : U-a-c.IR e>cp è l- hip see (- co
,
a ] con L = è ]

6) line % = 1 ovvero è = 1 + se + o ( sc ) per sc so
se → o

Dini : 1)
,
2 )

,
2
'

)
,
4) già visti ( sopra o a lezione)

se sa = >co ⇒ e
"
- e

>•
= e
" (è

_'↳
_ 1) > o



⑦ → h E è - 1 E ^
_
1 se h piccolo ,

line è - 1- = o

i 1 - h h→ o

it
,

ti
tende a

0 o 0 zero

line è - e
"

= line e
>•

(e÷-- 1) = o ⇒ e>cp
'

e continuo
sc→ >co oc→ Sco

Riprendendo ⑦ ottengo :

h E eh - 1 E fa - 1 =÷ ( con lei < 1 )

o ± e
"
- 1 - h < h

È 1- a
-

h =
h
'

1- h

eh = 1 + h tw ( h ) con W (h) = o ( h ) per h → o

infatti OE uff =÷ per h → o

t
o Ì

eh = 1 + h + o ( h ) ⇒ eh - 1 = h + o (h )

eh - 1
= 1 + o ( h ) ,

1 perché och ) → o

h a h→o h a → o

escp : IR → (o
,
+ co ) bigattiera ⇒ esiste l' inversa : log ÷ e>cp

-1

T

log ( e
"

) = sc se e IR escp inversa

insiemeistiga
IR

'

( o
,
+ co )

Teloodt = t te ( o
,
+ co )

log

Proprietà :

1) log : ( o , + co )
~

) IR è strettamente crescente continua
,

2) log ( 1) = 0 ,

3) logt > o (⇒ t > 1
,

4) log ( tis ) = logt + logs ,

5) log ( t ) E t - 1 t > o

⇐ : escpa ( sc )
: = è•&"

, escpacsc) = a
"
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20202021 vs 20212020

nn
+1

> (n+1)
"

per quali n è vero ?

÷ nn
> (

n

/
"

= ( 1- + In )
"

) N



n 73 ⇒ n 73 > (it f )
"

⇒ nn" > (nta)
"

0

A = } Fn : nel { supa = ? iuta = ?
In

def
an è str

.
decrescente per nz no (⇒ anti can nano

⇒ ( n + a)
÷

< n

"
(⇒ (n+1)

"

< n
""

vera per n 73

n Tn
:

1 1 2 -

2 TE ~ 1,41 %
sa •

.3 Fs ~ 1 , 44 1
_ ;

• • •

4 V4 = E
i

' |
5 % ~ 1,38 i Ì I 1

z

"
; i

1 3 4 5 i i '

V2 < 53 (⇒ 8 < 9

supa = 53 inf A- line an - a ⑦
n→ io

S = 0 3- no : an < 1- + S Un 2 no
11

non
n < (1+8)

"

(⇒ 10<(1+8)
"

t n

definitivo. vera perché ( 1- + s )
"

n

> + co US > o

0

line
"

✓ 275 = ?

TE E
'

V2" +5 «È perché 3
"

= ( V3 )
"

E = ftp.dni-aers.it
-

è
"

§ ±
Per i carabinieri

È
0

( 1- + f- )
"

> è v-tc.IR
n→ co

"

t > o • → line
'

a → + • ( +È )
"

« =

:
i t < o • → line

✗ → - • ( ' + £ )
"



se → - co

"

- (✗ +⇒ )
- "→ +1

( 1- + E)
"

= (÷ ):(⇒ ± )
- "

= ( e- + ±

line
g.→ • (

1 + § )
"

. ( 1 + § ) = e y ÷
- ( se -11)

o

line t . e-
+
= o

t → + io

✗ so

line +
✗ È = o a > o

+ → + co --

↳④ (+ e-
ta
)
'

line tè
"

= o

+ → co

0

FUNZIONE LOGARITMO n

log : (0,1-0)
~

) IR

Proprietà : a) log (t.s) = logt + logs
↳
logt = - log 1 5=1

st t

2) log t Et -1 Yt > o

-1-
•

↳
log ( 1 +d) Ed ltd > -1 y = t - a y =

se

1 +se

D= logsc⇒ ft - e" è'→ = e
"

. ed

b- è

logècs Èeogce" - ed)E
socilogt
ly-eogslogti-logs-sci-y-logct.co )

2) e" = 1- + se

t-efsc-log.tt
71 + logt logt Et-1

log (1+2) Ed Ha > -1 ⑦

- eogce + a) = log / fa ) = log (e + fa - 1) = dagli -È) È _ È
( • ) ( • )

È slogata) ( < d)

log è strettamente crescente ( perché inversa di una strettamente cresci)

e continua ( è l- Lip ti E > o su [ 8
,
+ co ) con < = Ig )



Se oc , y E [ 8 ,
+ co ] SPG OCCY

◦ < eogy - logo = log/È) - log ( + SIÈ ):
'
° - ×

≤ S - se
sa S

I logy - log>CI ≤ § Is - sci V-x.ge [ S ,
+ co )

• line logsc = - co line
• → + •

log» = + co ( ✗ es
,
usando la def di limite )

se → o

(c) line log cut>c) = 1 ( Ii ) logcetsc)
= se + Ocse) per ac →o

JC -10 I

×
- ac ≤ log ( 1 + SC) - Sc ≤ sc - 0C = 01 toc

- ac
'

≤ log (hoc) - ac ≤ 0 ( toc > - 1) wcoc) = o Cac) per 3C →o

1 toc -

CUCOC)

log (
1- +× ) = oc -1 wcsc) = x + OCOC) Iii )

log ( 1- toc ) = ✗ + Osc) = 1 +) , 1 ( i )

JC
× «→ 0

E

• line oclogac cambio t = - logsc ,
se = èt NI : se so

,
t → + co

sc → °
Il

tline -

⇒
= 0 (visto prima)

c- → +a
↳ va ad 0 più velocemente

• line scdlog.sc = O IL > o
octo

ac > 0
✗ >O

Éloge = tgoctlogsc
"

Ocky 10

line £ ylogy = o ci riconduciamo al caso di prima
y -30

• line 0C
_
✗

logsc = 0 Ha >o y = ≈ ,
si risolve come prima

0C → + co

3C

• a = È# a > 0
,
a -1-1

lega inversa di a
"

s logic = log>c

loga
loga

( cosaalosa = e Iga
) losca eogx

= e = ×

• line a
"
- 1 = line e

✗ logo
- 1

. loga = logo3C → o se 0C → o

x loga

live loga ( 1-+× ) line 1
=

• → o

log (" +× )
=

a > o

se → o
x loga loga a -1-1

0C



• line è = line Éloge
"

= a asc = ècloga
✗→ o ac →o

×
• line sc.gg = line État

"
- 1

. log.sc = - co e
"
- 1

y

) 1
✗→ o ✗→ o sclogsc y→o

line edlogletsc)• line (1- +a)d- 1
=

«→o

- 1
.

d log (et >c)
octo

ac
ac

ac
«→ 0

'
✗

✗ log(1- + sc) ) o

~ o ~

Nn = È 1-

K= a
K

Ha = 1

Ha = 1 + È
H} = 1 + È +13

Hn 7 ;

1-In = 1 + § + . . .
+ §

0C E log (et >c) E sc Hoc > -1
1 + ×

se = I KEINE logli + E) E ¥ µ,

(A) log ( 1 + 1) = log ( Kts) = log CK +1) - log kk k

(t ) È log ( 1- + ± v. = ,
( log ( k+1 ) - logk } = log ( n + a ) - logia )n ) =

È
K = a *)

n

SOMMA TELESCOPICA :(*) Dtop : ¥
,

( anti - an ) = anti - an ( per induzione )

Hn = È È 7 È log ( ^ + E)
'É ' È log ( n +1 ) - logk È login +1 )K =L K = 1 K = 1

1-In 7 log ( n +1 )
) +
con→ co

Prep : 78 C- (0,1 ) tale che Hn = login +8+0 (1) n → + co

D-im.sn ÷ Hn - logn

Onta < ✗ n ⇐ ✗☐ +,
- On < o ⇒ ^

n +1

- log ( n + 1) + log n < o

⇒ ^ < log ( n +1 ) - login (⇒ ^
s log ( ^ + f)veron

+ 1 ht 1 (• )

✗ n è decrescente ⇒ an E 81 = 1

✗ n è positiva , infatti : 8N = Hn - login = È E- lagna login+1) - login > o

k=1

Es : Verificare che ✗ ÷ int on >o

nein



-

Sogg : si ponga pn ÷ Hn - login+1) ; verificare che pn è crescente
,

-

pon < on Fn
, fine pn = line In

n → io
, Be = 1 - log 2 > o

- -
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LIMITI E FUNZIONI CONTINUE

LIMITE DESTRO E SINISTRO

f : E → R E ER co C- R pt . di acc .
di E

line
✗ → scat

£ (×) = line f- (sc )
ac → Sco

t
En ( sco

,
+ co )

LIMITE DESTRO

line
se → ro

-
f- '×) = line f- ( sc )

ac → Sco

l Enc- O , sco )

LIMITE SINISTRO

OSS : live f- =L <⇒ Y V int
.
di l 7 E > o te fac) C- V Voce ( sco

,
se +E)

✗ → scat
+

Analogamente per ✗ → xò . INT . DESTRO DI aco

Oss : se 7 line f- =L ⇒ 3- line
± f- =L non è vero il viceversa

sc→ do sc → Sco

( 1 se > o

0 se = 0Ef : f- ( sc ) = sogni ( sic ) =

| -1 « < o

line f- csc) ( f- non è continua in a. = 0 )
se→o

3- line
✗→ ☐

+ £ = 1
,

line f- = - 1

✗ → o
-

PROP : Se 7 line f- csc> = l'
=

e l' = è ⇒ 7 line fcsc)
sc → sè sc → Sco

Dim : sia l : = l'
-

=L
-

Y V int
.
di l

,

DÈF

3- E
±
tc f- ( sc ) C- V Voce ( sco - E

'

,
sco ) e fa c- ( sco

,
zo + è )

⇒ f- cx ) C- V Voce ( sco - E
,
so + E) ' { scale dove E = min ( E-

,
E
'

)
.

PRI : f- : e → R monotona
,
cioè se Ey ⇒ f- Csc) E g- ( y) (crescente)

✗ 7g ⇒ f-Csc ) 7 f- (y) ( decrescente) ,

⇒ taco ( deve essere punto di acc .
) J line

se → sai
£ <⇒ = f- ( sco

± ) e

f- crescente ⇒ f- ( xò ) 7 f- Cocò ) , f- decrescente ⇒ f- ( sco
"

) E f- Cocò )



DI : E n ( - co ,
Sco ) e sco pt .

di acc
. di En (- co

,
Sco ) ⇒ Io = sup E

= livef- crescente 7 line £
en , - co

,
no, a. → sai

£ =

sup fcx ) x c- Entri
,
>co )

✗→ Io

f- decrescente 7 line
← → sai

£ = int f- (× ) DC E En (-0
,
sco )

la stessa cosa si era per line + f- Csc)
se → >co

DISCONTINUITÀ DI f-

f- : E ' IR disc ( f) = } se c- E t.co
. f- non è continua in se {

0C E disc ( f- )
:

° f ha una disc
.
eliminabile se 7 line f- ≠ f- ( sco )

se → >lo

⇐ : f- (× ) = /
1 ≈ = o

lo x -1-0

0 f- ha una disc . a salto ( I SPECIE ) se 7 line
✗→ >•

± f- '× ) = l'= ma l'
-

≠

LEI: f- ( SC) = segreta )

0¥ : Le f- monotone hanno solo dis . ce salto

① f- ha una disc. di I specie se 7 line f- = È c- È ,

× → >COI

l'
-

≠ è e almeno uno dei due è ± O

È : f- ( sc) =
/ ° ✗ = o

se→ sai
£ = ± co

/ "ac octo
line

① f- ha una disc . di III specie se live
« → sai

£ ° ¥ line
*→sai

£

| O se = 0

E≥ : ① fa ' = / sin / % ) MMMMx -1-0

| 1 x c- con

① f- ( SC ) = ✗ no =

| ◦
FUNZIONE DI DIRICHLET

x ¢ a

disc ( f) = IR e non esiste nessun limite

/ % se = Ia C- ch
,
( p, g) = 1

① f- ( sc ) =

|
◦ × ¢ con

tutte le disc
. sono eliminabili e disc ( f) = Q

,
I. c- IR ' ca devo ved .



che live f- = o cioe N 3- S t.ci ( sic - S
,
è + s ) n } % : 9 E N { = ¢

se → 5C

µ
tace ( 5c - S

,

è + s )⇒ fac ) < 1-

① I £ : IR → R crescente e disc .
solo su ca ( le disc

.
sono a salto)

{ 1 se > 9h

f- (SC ) = [ È ✗
( an ,

+ a) ' ( an
,

+0 )
✗ (× '

=

| o a = qn

ch = { 9h In c- IN

f- crescente 0 E fac ) E [ È = 1 V. x disc ( f) = On

Oss : f- monotona ⇒ disc ( f- ) è numerabile .

Infatti sia f- : E → IR crescente e siamo × , < oca sci , scze
E

⇒ [ [ flat) - f- (à) ] E g- ( x2 ) - f- ( sci ) < +0
foca)-ac c- disc (f) n [sci , >cz ] .

⇒ disc ( f) n [ sci ,
sca ] è numerabile f- (sci |

Abbiamo usato : sci 0oz

±

ai < + co
,
ai > o ti c- I ⇒ I è finito o numerabile

infatti I
= U IN IN = { i tc ai = f- { IN ± Inn
NE IN

f- IINI E [ ai f E ai = E ai < + a ⇒ 1 In / < + a UN
i c- In

i c- In IEI

⇒ I è numerabile

DEF : f- : E > IR sco pt .
di acc

.
di E

,
diciamo che f- ha limite

superiore in Ko uguale a f- E R ,
e scriviamo lineup f-(sc) = l ,

se → Sco

se

gli
= - co ⇒ line f- ( x > = - co

a → SCO

l = + co ⇒ 3- scn → sco tc line f- Can) = + a

| l c- IR ⇒ 3- scn →
sco te line fcx) = l

E 3- U int
.
di sco te f- ( sc) < l + E ti >C EU

Def . analoga per liueinff .

se → JCO

Si ha i

taco C- E punto di accumulazione ] l'unicef f e liursupf
✗ → Sco se → Ko

liuesnpf = Inf sup fax) =
sup Inf fasc) = live.mg f-

✗→ho U int
.
disco « c- un}>col U so E VI} scale 0C → >co



Oss : f era limite in oca
⇔ liuniuf f- = liueserpf

se→ Io × → Sco

Oss : Date f , g si
ha :

liueseep ( f- + g) ≤ liuesup f- + liuesnp g
se → Io JC → Io 0C → Io

liuiunf ( f- + g) ≥ live.int f + liuniuf g
0C→ suo 0C → Io 0C → Io

liuesup ( - f) = - liueinff
× → Sco 0C → Io

: an = C- 1)
"

liuesnp an = 1 > liueiuf an = - 1
n n

bn = ( - 1 )
" "

an + bn = o

0 = lineup ( an t bn ) < liunsnp an t liuesupbn = 2

n n n

LEI : f : E → IR vo € E

cosa (f) ( sco ) = /
° to è isolato

I limoni f- - liuuiuf f- ≥ o sco è pt . di acc .

I -1 Sco SC → Io

☒ : OSC (f) ( Sco ) > o ⇔ Io E disc (f)

disc(f) = ¥ EN EN = } se c- disc (f- ) : cosa (f) ( sc ) ≥ f- {

Questi insiemi EN sono chiusi ( DA VERIFICARE )

⇒ disc ( f- ) è unione numerabile di insiemi chiusi

( non tutti i sottoinsiemi di IR hanno questa proprietà )

Domanda : -3 f- : IR → IR tc disc (f) = IR' On ?

No
, perché IR' CQ non si può scrivere come unione di num .

Chiusi
.

Infatti , se Rich = Un En ,
En chiusi aerei int ( En ) ≤ int ( IR- ca ) = ∅ Un

⇒ aggiungendo i punti nazionali aurei che IR = Un Fn ,

Fn chiuso
,
int(Fn) = ∅ .

Teorema (Boire ) : E sp . metrico completo , E ≤ E chiusi a parte interna

vuota
,
F = Un Fn ⇒ int (F) = ∅ in particolare F ≠ E
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Nn= È È somma armonica Hn ≥ log ( n + 1)
K= 1



On = Hn - login ≥ 0 , 8N è str . decrescente ⇒ On → 8 ÷ iuf On
MEIN

de [ 0,1 ) ,
in realtà 8 > 0 : basta vedere che posto PN = Hn - log (n +1 ) si ha

fan è str. decrescente ( Oss : Bn → 8
,
Xn - Bn = login -11 ) - login = log / ' + f) → 0)

✗
n .

①

⇒ 8 > B, = 1- toga > 0

È. in

1<2 < e ⇒ log 2 < 1
0

pm

In 8 Hn - login = ✗
n
= 8+0 (1) per n → a

↳
converge decrescendo

⇒ Hn = logn + 8 + 011 ) per n -1 lo

2h

Applicazioni : il live [ È = log 2 analogo
n → lo tenti

1
.

Ii ) line È C-e)
" +1

= ?

(segg
: trovare formule asintotica per )n→ io K=L

la somma dei RC .
dei pari e

" " " " " dispari

2h

[ È = Han - Hn [①+0+011 ) A- ◦ (1) per n → io
K= ntl ÷ ÷

sono due funt . diverse !
I

"

= log ( 2¥) Y OCI), non si semplificano perché avrò

I -
'

comunque
" resto

"

infinitesimo !

= log 2 + ◦ (1)

Prg≥ ( somme telescopiche ) :

È (anti - an ) = ansa,
-

as com (an) nein succ .

K=1

Dire : Per induzione su n

h = 1 92 - at = 92 - a 1 Vera

n h- I

8 ( n - 1) ⇒ Pin ) [ (anti - an) = [ (anti - an) + ( anti - an ) =
K =L K = I

hpiud
= Fn - Cle t an+1¥ =

anti
-

al

n n

^
= È

,
/È - È) = 1- 1-Applicazioni : i ) E

nn
è l'opposto

K=L
K( ktt)

ii.È
,

Fi è superiormente limitata



n n -T
n-1

n

Ii) È
e. = ,
(any

≤ 1 + E ¥+1) ≤ e +1 - In ⇒ E Ia ≤ 2È = 1 + È = 1 + E
'

h = 1 11=1È his
n

>DI : È ¥2
n → a g

NON BANALE ( serve il calcolo diff . )

Usando le stesse tecniche è possibile trovare stime per È È
4=1

Prep : 7 de IR te È È = 2k + ✗ + ◦ (1) per n→ a

11=1

n

DI : an ÷ È
,
È - 2k

,
an è decrescente , infatti an - anti = -È

,

+ < (Ttt - Tn )

2Razionali#0 : -÷
, ,

+ < (Ttt - Tn ) . ti + rn = -1¥ +

ti + rn ti + in

2
≤

^È ¥ ≤

e + in rn

a-UÈ -È fan
-→ ≤È -È

◦ ≤ an - cents ⇒ anti ≤ an è inf . limitata , infatti : aria, + ÌÈ, anti - an
n - 1 1

≥ ai +È È,

- È
somma

tele>c . ~

≥⑨+ È - 1
-

'

1

≥ - 2 +£ ≥ - 2

⇒ In a ≥ -2 ⇒ È
,
È = 2 Tn + ✗ + ◦ ce ) n→ a

0

Somme telescopiche e progressioni geometriche :

2- E CI (z - 1) È c-
"
= è" - 1

11=0

[
Questa è una somma telescopica

n

(z - 1) c-
"

= È ( 2-""- z" ) = z""- zio = è" - 1
11=0

Oss : A
""
- B

""
= ( A - B) È A" B

"_ 'e

-

→ es : È - È = (A -B) ( A + B)
,
A
>
- B
>
= (A -B) ( A' + AB +132 )

K=o

01 : Vale anche se A e B sono due oggetti di una stessa algebra commutativa

(Ad esempio due matrici in G-Ln )

Prop ( Cesaro) : Se (an)
nein

succ
.

a vol . complessi

n
n

anIl ⇒ f- ⇐ an→ le ⇒ In [ an ln→ + lo
K-1

Dim: in ÷ an - l an
-il ⇔



ti È da → o ⇒ ÷ È
,
( an- l) - ( E.È are ) - l ⇒ f. È.ae → ele=L

± ↓
in→ o ⇒ In È

,

tu → 0 Fisso E >o 7 it : ¥ le ≥ in Idnl < E n >

nn
T n

È [ tre = È E da + % E ✗
te

,
se n > ME

⇒ ( % < E) , quindi
K=L te=L

n = n'+1

unM
n

| È È % ≤ IMI + f- E Hut < IMI + E < 2 E
il= 5+1
-

somma di n -5 addendi < E

#
Ce : ( an )

nein succ
. positiva ( an > 0 ) .

Se line =L ⇒ line fan =L
n → n n-10

Applicazioni : i) linenun
"

✓ (7) = 4 ii ) limnaniti
i) Calcolo (

2^+2

nti
)
= (2Mt2)( 2Mt 1)#

.

(nÀ
= 4h +2

( % ) ( mt 1)
'CH 62¥ ntt in→ a

' 4

* Potrebbe esistere limiti ma non il limite del rapporto
n → io

{ 2
"

n pari ,
fan → 2

°"
=

| nè n di>pari / In+1 ) n pari
a
nx ' =

\ 2/nan
n dispari

☐ in (Gr ) : line g÷
=L ⇒ figiani =L

an ÷ logan ; login = In logan = In an

log Iff = log anti
- logan = anti - an

n - I

dn = Lo + È ( anti - an) , In dn = f- Lo + In È ( anti - die)
" "

io + logl
K=o ]

CESARO

anti - da = logge ÷ logl

cioè fig In logan = logl ⇒ line fan =Ln-' +0

--

logia ☐

Esercizio : Mostrare che in generale ( per an > 0 ) valgono le disng .

limiuf anti ≤ liueiuf Fan ≤ liwsup Fan ≤ lineupaan.in-in an n → lo n -1 lo n → io

⇐
Per Determinare tutti i poli . PEREC ] te : 1 - sé≤ per> ≤ e + se

'

se e IR
casa

:



f- (a) = A + Bx

/ sei =p
scrivere esplicitamente In/

senti = f- (an )

do =p

sei = At Bp

sez = A t BA t PÒP CONGETTURA

se③
= A + BA + 13% + 13% xn = AÈ B

"

+ Bnp
K=0

Lim : Per induzione

PB) ok
n- l nti

PI : n ⇒ n +1 ) sera ,
= A + B In = A- ( e +E B

"" ) + B p
le=o

= A- ( 1 + È 13h ) + B
""

p
h-0

È B
"

= B
"

- 1 se B ≠ 1 e di conseguenza sen = A B
"

- 1 + B
"

p .

te-0
po - 1 B- 1

Se 13=1 : sen = n A + p

0

^ y
= A se + B

^

yn ÷ sen
_

Poº
'

,

a+ Bpo = Po ynin
= BJN

16-11-2021 lezione 22 Prof . Carminati

an >o limiuf anti ≤ liueiuf Fan ≤ liwsup Fan ⑤ lineup aà÷
(*)

n-in an n → lo n -1 lo n → io

(*) ⇒ [ se fig TE =L allora limita. =L ] )
↳
"→meno onesta

n→ io

0

Richiami sul liurseep :

Il = - io
→ line f- (a) = - io

se → sto

l = + a → a sen → seo to him f- Isen) = + oDef : i) liwsup f- '×> =L ⇔ | le R ~, fa sen → no : line f- ' nn>=L
se → sto

con seo pt . di acc . | E >o 7 U intorno di no : f-(a) < lt E
se e vi { sto {



Ii) liuusup f- ( se) = igf sup con xo pt . di acc .
e U intorno di xo

se → no se c-vizio {
£")

Proprietà di liwsup e liueiuf :

a) liwsup f- (a) + gia) ≤ liwsup f- (a) + liwsup gia) (visto a lezione )
se → do se → do se → sto

b) f- ≤ g ⇒ liwsup f- ( x) ≤ liwsup gia) (banale)
se → No se → sto

c) line f- (a) =L ⇔ l = liwsup f- (a) = liwiuf fin)
se → do se → do se → NO

È In generale la disney .

in (a) può essere stretta :

an = (-1)
"

,
bn = (-1 )

""

liuesrepan + bn = o < liuesupan + liueseepbn = 1+1

Prep ( analogo di Ca) ) : se line f- (a)=L allora liuesnp fin )+glie) =L + limsnpgcx)
se→ solo se→ solo

Esercizio : Enunciare e dimostrare analoghe proprietà sul live.int .

Dim ( cosa le IR
,
MEIR) :

line supgir) ÷ ME IR ⇔ i) 7 sentito te gcxn) → m
✗→ sto

Ii) E > o 7 U int .
di ro ta gir) < m

+% tre U

i)
"

line f- (a) =L ⇒ f- (sen ) → l line f- ( sen) + glxn) =L + m
se→ no n → io

E >0 ZV intorno di seo su cui lflx) - ll < % tuc- V

I

f- In> < l +% se EV

Ii)
"

se se E Un V ⇒ f- (a) + gia) ≤ l + 42 + m +% = ltm + E

i )
'

+ Ii)
'

⇒ limsupfinitgn) = ltmse-72ha

Prep : Se linsey> fin ) =L e Yi IR → R Y continua in l e str . cresce .

se→ no

Allora limseep ✗ ◦ fin ) = Y ( l )
se→ Ho cont

.
di 4

Iim : limsnpfix) =L ⇒ 3- sen → no : f- ( sen ) -il 4 ( f- ( sen))
se → no

Devo verificare che TE >o su int di suo tclflf.lu) ) < ✗ (e) + E se c-U ' /xf

E >o → 38 > 0 : ly - ll < J ⇒ Illy) - ll ll) / < E → lfly ) < QQ) + E

ye Bg ( l)
f)O ZU int

.
di no ta f- (a) < l +% se c- U ' { Lol

y ( f- (xD < 4 ( l'
- %) < p (e) + E

T

monotonia di 4 ↳ l + % c- Bg ll )



Mostriamo che se an >0 allora liueseep fan ≤ lineup anti (M )
h → + lo n → +0 am

Questo equivale a mostrare liueseep In logan ≤ liursnp log antiart
(A )

n→ +io n → + a

Questo vale per la prop. sopra
( con Y (y ) = log (y) )

Consideriamo il caso in cui line logan"n→ + a at
÷ o c- 112

Dire : Dato E > o 3- n' E IN te logaany-coi-E.tn >nn
- 1 n-1

Sia in > rt : logan - logori + E (logan, - logan ) = logori + E logTE
le = rt ten

In logan ≤ logori + ( n;) ( o + E) = logori + ( e - In / (◦+ E)
n n

linesup In logan ≤ ◦ + E I@ )
n → O

la disug .

(@ ) vale TE > o ⇒ lineup ÷ logan ≤ o
n → + io

☐

0

Lemma (Fekete) : sia an ≥ o an+ m ④antan

I
Allora 3- fig ÷ = inf ÷ . chef : an è sub - additiva

n-1+0

Dein : a ≥ ≤ a , + a , ≤ Za,

an ≤ non Un c- IN ( per induzione )

Quindi iuf ¥ E [ 0
,
ai ]

NE IN

0 = iuf I ⇒ TE > o 7T te E- < • + E

ME IN rt

Fissato E >0
,
n >in def . come sopra n = ten + r KEN

,
◦≤ ✓ ≤ in

art + In M = mai } 00 , . . . ,an /an = anni + r
≤ •

ieri
+ ar ≤ Kari +or

, ¥ ≤ ¥ ,

naj≤ ( e - In ) (•+E) + I ¥ = ≤ e - I

liursup ¥ ≤ liuesup ( ( e - In ) (o+E) + f) = ◦+ E
n→+O

la disng . è vera te > o ⇒ limsup % ≤ o

n → is

timing ÷ ≥ int ÷ = o

in → co n EIN

t
limina % = sup int

an

meu
T con U intorno di co

U

◦ ≤ liueinf ÷ ≤ liuusnpan ≤ o ⇒ line % = o

in→ a



Applicazione interessante :

Oss /Es (*) : Sia A matrice nxn a coef . reali , definiamo la nonna :

Il All = sup l Avl
,

Il A. BH ≤ HA Il - 111311
IN = 1

sia an = log Ila
"
ll

,
si verifica che an è una succ

.
subadditiva

7 him I log HA
"

Il = live logÈ e quindi esiste anche :

n→ io n → a

live ÌFAF ← Raggio spettrale della matrice A
n→ co

0

Successioni definite per ricorrenza

Pep : / no = ✗ c- 112 con f- : IR → IR f str .
crescente continua

| senti = f- (sen )

Allora esiste line sen=L E ÌZ e se le 112 si ha che l = f- ( l )
n→ io

Il limite esiste perché sotto queste ipotesi la successione è monotona

DI : Se f- (d) = ✗ ⇒ sen = a un
J ' y= se

~
f-(d)

-" " • " "

_

A-

a-Se f- (d) > 2 : LE U = } se : f- ( x) - se > o { aperto d- nn • • :

v
-

_

-

D-

a ÷ infici ≤ a :[a' , a ]CUI ae Rut - al ÷
a

b ÷ sup
,
/ b' ≥ a :[ × , b

' ] < U {
,

be IRU } +al
✓ +

: Se a ( risp . b) è finito ⇒ f- (a) = a (Es : Vale anche se a cio b ¢ IR)
Se a' c- V

-

⇒ f- (a' ) - a' > o ⇒ f- (a) - a ≥0

Se fca ) - a > o ⇒ ZI intorno di a : f- (a
'

) - ci > o fa' E I ⇒ a non è iufv
-

Se a < se < b ⇒ f- (a) < f- ( x ) < f- ( b) ⇒ a < f- (a) < b mi f- : Ca ,b) → la ,
b)

f- str. cr.
È

"

b

⇒ sene (Gb ) e U In c- IN (per iud ) , sen +,
= f- ( Rn ) > sen ⇒ nn mon . Crescente

line sen = Stepan → b. < + io ⇒ l = line sen = b
n -1 O

l line sen = line zen +,
= line f- ( sen) = f- ( l)n-10 n -1 lo n→ o

le [a. b ]
,
l ≥ L ⇒ l = b

Se b = + a ⇒ sen → + io ( se no sent le [d , + a) con l= f- ll ) ↓ )
☐
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Funzioni continue

Teorema degli zeri :

f- : [ a
,
b ] → IR continua

, f- (a) - f- (b ) < 0 ( segni opposti )

⇒ a suo c- ( a
,
b) tc f- ( ro ) = 0 .

^

Graficamente : Deriva dal teorema di

permanenza del segnoa

'
Seo

"

b

)

*

Dire : Supp . f (a) < 0 e sia no = sup / se te f- (se> < ◦ { ⇒ f- (do) = 0

Infatti ,
se fosse f- (no) < o 7 E te f- ( se ) < o in [ no , se + E ] ↳ ( contr. *)

Analogamente , fisco) >o ⇒ f- (x) >o in ( ao - E, no ] ( contraddice la def .)

car ( Valori intermedi ) : ( Dim per esercizio )

f- : [ a
,
b ] → IR continua ⇒

◦ f- ( [a ,b] ) ≥ [ min ( fla ) , f- ( b) ) ,
marx ( fla) , f- ( b ) ) ] | una funzione cont .

manda intervalli
° f ( [a , b ] ) = [min f- ,

max f- ] | in intervalli[aib] [a
,
b]

Generalizzazione :

Def : E spazio metrico ( va bene topologico ) è :

◦ sconnesso se 7 A. B ≤ E aperti non vuoti ta an B = ∅ e E = A UB

cioè se ha
" due pezzi

"

◦

connesso se non è sconnesso

• connesso per archi se ti sei y 7 8 :[9 , b ]
→ E continua tc ✗ (a) = se e

8 (b)= y

gli archi sarebbero curve , graficamente : x
.

Iss : E ≤ IR ⇒

E connesso ⇔ E connesso per archi

⇔ E intervallo
,
semiretta o 112



Iss : E ≤ IR
"

convesso
,
cioè V-x.ge E [ se , y ] = } ix. + ( e-d)y : le [0,1 ] { ≤ E,

connesso per archi .

Teorema : f- : E → F continua
,
E

,

F
sp .
metrici

1) E connesso ⇒ f- (E) connesso

2) E connesso per archi ⇒ f- (E) connesso per archi

DI : 1) Supp .

(
per assurdo ) f- (E) sconnesso ,

cioè f (E) ≤ AUB ,

A
,
B aperti in F , f- (E) MA ≠ ∅

, £ (E) NB ≠ ∅ ⇒ E = f-
'

(A)uf
_ '

(B)

⇒ E sconnesso

×

APERTI

2) E connesso per archi , ya , yz
E f- (E) , siano sei , 22 C- E tc

y, = f- ( sen ) e y< = f- (x2 ) ⇒ 7 8 : [ 0
,
1 ] → E cont

. ,
810 ) = sei

,
✗ (1) = 22

⇒ 78 : [0
,
e ] → f- (E) Ì (t) = d- (Nt) ) cont .

,
ICO ) = y, ,

Ò (1) = y
,

⇒ f (e) connesso per archi .

Pap : E cani . per archi ⇒ E concesso

Dim : Supp . E sconnesso ,

E =AUB e siano se c- A
, YEB e 0 :[0,1 ] -1 E

continua con SCO) = se e 8 (e)= y
=) 8 ( [0 , 1 ] ) ≤ AU 13 = E ⇒ è sconnesso

assurdo poiché [0,1] è connesso e × è continua .

Sono equivalenti ? In generale no , ma in alcuni casi si .

| E cani . per archi
☒ : E connesso ⇒

| E connesso

Pap : E ≤ È aperto connesso ⇒ E connesso per archi ( quindi vale ⇔ )

Dim : se E E
,
A = { y c- E te 70 : [0,1 ] -1 E cont .

,
8 (a) = se , ✗ (e)=] {

⇒ a aperto . Graficamente : ✗~g.
z

⇒ E ' A aperto ⇒ E = A u (E ' A) connesso Brly ) ≤ E

⇒ E LA = ∅ ⇒ E come . per archi

Non è detto che valga per i chiusi (tranne in IR )



Iss : 7 C ≤ 1122 compatto ( quindi , in particolare , chiuso ) tale che

C connesso ma non per archi . ' ÷
;Esempio : c = / (se , sin (E) ) : se c- (91 ] fu ( U ( o

, y
) )IYI ≤ 1

↑
. .segmento verticale
↓ ↳ li posso congiungere solo

⇒ ( è chiaramente connesso ma non per archi
tramite l'arco sin £ che

ne è continuo

: 7 f : IR → IR che mandano connessi in connessi (= intervalli )

ma non sono continue
. Ed : f- (d) = / sin ( È ) se -1-0 ma le discontinuità

←| o se = o sono solo di questotipo

Tea : f : E → F cont .

,
E sp .

metrico compatto ⇒ f- (E) compatto

Dim : yn successione in f-(E) ,
sen C- E te f- (Rn) = yn

E Cpt ⇒ 7 sen
,

→ se c- E ⇒ yn ,e

= f- ( se nn )
→ f- (a) c- f- (E) cioè f-(E) è comp .

f. cont.

Car ( Weierstrass ) :

f- : E → IR continua
,
E compatto ⇒ f- ammette max e mia

Dim : f- (E) ≤ IR ⇒ chiuso e limitato ⇒ inf f- (E) = mia f- (E) = min f
E

⇒ sup f- (E) = mai f- (e) = non f-
E

DI : Non è vero il viceversa , ma ci sono funzioni che mandano
se 70

compatti ien compatti ma non sono continue : fse ) = sgn (d) =
{ "
O se = 0

1 . se < 0

Esercizio : f- : IR → IR che manda connessi in connessi e

compatti in compatti ⇒ f- continua

Teorema : f- : I → IR continua
,
I intervallo

,
f- è invertibile ( = iniettiva)

⇔ £ è str . monotona ( crescente o decrescente )
E

I 1 ? Il = Il 1 Il 1 Il01 : Serve I intervallo
,
altrimenti

,
se ne fossero due :

i. È ii. ,

a b C CIDici : f str. monotona ⇒ f- iniettiva

f- iniettiva e (per assurdo) non str . monotona .

7 se <
y
< t c- I tc

i
;

f ( x ) < f- ( y ) e f- Cz) < f- ( y) Graficamente :

; ; ;
se y z



i
i ,

oppure f- ( se ) > f- ( y ) e f- (z ) > f- ( y ) Graficamente : ; ; ;
se y Z

Consideriamo il primo caso ( l'altro è analogo)

Posso supporre f / se ) < f- ( z) < f- (y) ( il coso f- ( z) < f- (a) < f- ( y ) è analogo )

Per il teorema dei valori intermedi f- ( [ se , y ] ) ≥ [ f- ( se ) , f- (y ) ] afcz )

⇒ 3- z '
e ( x

, y ) te f- (z ) = f- ( z' ) ⇒ f non è iniettiva

Car : f- : I. → IR continua e invertibile
,
I intervallo ⇒ f-

'

continua

t
"

Dim : f invertibile ⇒ f str .

monotona
'

" " ' " ' " "

e

I È =

,

"

⇒ f-
'

: f (I ) → I str . monotona
" " . È

- 1 È =

⇒ £ può avere solo disc . ce salto
'

f- (I )

Ma se c'è una disc
.

a salto ⇒ f- (I) = I non è connesso
.

CEE : arcsiucse) = ( since )
[ , ;] )

- "

è continua ( e str. crescente )

cerco>(d) = ( cosca) / è continua

[0,1T ]
)
" "

loga ( se) = ( a
"
)
' "

è continua
- I

arctan (a) = ( tour (se)
C-E .;) )

è continua
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Esercizi per casa :

-

1) limsupfcx) + liueiufgcx) ≤ lineup | segg : f- (a) = ( f- (a) + glx ) ) + ( - gin) )
-

se→ No se → No se -1 No

-
e sfruttare la snbadd.

di liuesup _

2) Data ( an ) definita da / no = 0
I seni , = V1 + xn

i ) line xn = le R e determinare l
n → lo

ii) calcolare live ri ( sen - l )
n→ lo

3) i ) line
n→ co ( h

>
- n - y

n

n>-5h + 1)

iine.si/È



Es : line
n -io ( 2h2 +1

n

2min ) 1- In / { +011 ))
2h2 +1 = 2h2 -1h

_ In ( n2
- n

any n ) = +01ft per n → 0 ( pausa )
2h2 + n 2h2 + n

lemma : ( 1- + E. + ◦ ( Tn ) )
"

né
è

( 1- + E. + ◦ ( Tn ) )
"

- expfnlog /' + E + ◦ ( ÷ ))# expla + oh>) → è

*) n log ( 1 + f. (a + ◦G))) #
*
n ( Inca + ◦ ce ) )) ( 1 +◦ (D) =

÷
= a + o (1) + a . ◦(1) t [◦ (1)] = a + O (1) per

n -10

* *) log ( 1 + x ) = se + ◦ ( se ) = se ( e + ◦ (n ) ) per se → 0

Torniamo al limite originario :

( I;÷) :( e- ≤ + ◦ ( :))
"

lemma
, £n → io

Es : line ( cosse)
""

= line (e - ¥+0 ( x2 ) )
£2

✗ →o se → o

-
*

*) line 1 - cosse =
1 ⇒ 1 - cosse = sé ( 12 + ◦ ( 1 ) ) per se → o ⇒

se → 0 sez 2-

⇒ cosca) = 1 - II + ◦ ( x2) per se → 0

(e - ¥+0 ( x2 ) )
% '
= exp ( La log ( t -È + ◦ ( x2 ) ) )
= exp ( £. [ - È + ◦ ( x2) ) )
= exp / - { + ◦ ce ) ) → e

' "
= fa

EI ( 1 + È )
"

n, o
,
et (cosptisiuB) con 2- c- CI ⇒ z = ✗ tip

ed . e.
IB

Oss / Es : un → w
#
in ¢ ⇔

wrepnèon (✗
→ ° ) ✓ (Pn → He On → 0¥ ) )

p
#
= 0

w
#

=p
#cio# a meno di multipli di 21T



1-

2- 1 + =p (n ) è
""

pn =/ ( " + E)
'

+ (E)
'
= ✓ ' + ¥ - ◦ (E)

◦
'
' l' Òn
"

;
"

On - arctau ( Int' + ± ) )o 1

T Re ( e + ≤ )
per n » 1

On = arctan / In1 +%) = antan ( .

e

i +aµ Re ( " + f) > 0

On = arctor ( In . ( 1+0'" ) ) Pn = ✓ 1 + ¥ + ◦ (f)
in Oln)

( e + E)
"

= ( pin > e
'"

)! pin ) . e

• ( Mn))
"

=/ ( 1- + ¥ + ◦ µ ))
"

"→ °
>
è

W (Rn ) = 0 (e) per h → a

n-in

• non = narctan ( In (1+011)) ) = ☒ ( fatti ( e + wcxn ))
-- t

sen uso lo sviluppo con se =P ( e + ◦ (1) ) → O per n→ io

ti

= P ( tto(1 ))(e +011 ))=p (e +0 (e ))

④ arctause = set ◦ (d) = se ( 1 + wcx) ) per se → o

li = o

se -so

non → P
, per il criterio visto sopra : ( 1 + F)

"

n, •

, e
"

. È P

⊕ Per dimostrarlo basta verificare che line arctan se = 1
se→o se

Basta porre y : = oratore se ⇒ se = tony ⇒ line d- = 1

y
→ o tany

Attenzione : tau (arctanx ) = se

arctan (tana) = se solo se se c- ( - È , E)
°

io
°

f- In) ÷ arctan (tana )
.

% i- IT IT

I 1 o

tare è it - periodica ; %
0 0 O

antan -- ( tanti: . ;) )Ì inversa
insiemestica



n

gir ) = argini ( Siwa )
- 172 1T E. IT

g. è 21T - periodica 1 i 1 i 1

% 21T

sin ( it + se ) = - sin se

E- : Mostrare che f- (a) = 2 se
>

+3 se -3 è bigetliva da IR in IR

Dire : inj : se ↳ 2 se
>
è str. crescente )

✗ '→ 3×-3 è str. crescente /
£ è str. crescente ⇒ £ è inj .

sexy
.

: Oss : se PER[ se ] gr / p ) dispari ⇒ In ( p )
= IR

2Mt 1

pcae) = a se + 0 ( simile ) per se → + io ( e anche per se → - co )

SPG a >0 : line pcse) = line a >È
""

+ ◦ ( x2
""

) = line sin'
"

(ATÈT ) = + o

se → +a se → + io se → a

line p ( se) = - O
se → - 0

Quindi se yo-c.IR Jb > o te plb) > yo ,
7 a < o te pc a) < yo

p continua su [ a
,
b ] ⇒ Assume tutti i valori in [ pca ) , p(b) ] ≥ yo

⇒ -3 xo E [ a
,
b ] : pcxo) - yo

Es : Mostrare che se f :[0,1 ] → [0,1 ] continua allora 7 de [0,1 ] te . f- (d) = a
0

[ (E) = T ÷ 32 = } KEZ : K - 3h con he ≥ {
KET

✗
e

• È (E) = ( e + e)
"

= è
K-0

"

È
.

%-)
"

= fa
. .
):( è"- e-Ii )! ÈÌ "• E (E) (e" )

"

= ( e + e
K-0 -1+7

• È
.

(1) ( e-
"÷ )? e-

i "

e

d-
se

flk ) ÷ ≤( +(e )
"

+ (è )
"

) È- 1=0
I.I ÷ "

n ( z - do)(z -d.) ( z - d. , )

⑦ = [ (E) Slk) = ; ( • + • + • )te = 0

= :( è + è
"

+ ÈÌ
"

] =

; [ 2
"

tacos (Fn ) )
☐
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SERIE

Una serie è una somma formale di elementi di uno spazio vettoriale

+ o

metrico
'

V ( tipicamente IR o E) .
E un
h = no

N

Le quantita sn = [ sen c- Ù si dicono SOMME PARZIALI
.
( N ≥ no )

n = ho

Def : La serie converge a se E V ⇔ sn ' sc per N → cs

Nel caso ✓ = IR distinguiamo 3 comportamenti :

0 SERIE CONVERGENTE ⇔ SN → se c- IR
,
N → + lo

◦ SERIE DIVERGENTE A ± O ⇔ SN → ± cs ,
N → + io

0 SERI E NON CONVERGENTE

0-55 : V = E
,
E >cn In = antibn c- e

la serie converge in
¢ ⇔

convergono Ian ,
[ bn c- R e nel caso si ha

[ scn = [ an + i [ bn
.

( ci concentreremo sulle serie in IR )

Esempi : [ È SERIE ARMONICA
NE IN

( X > 0 ) [ La SERIE ARMONICA GENERALIZZATA
h C- IN

xe IR [ ×
"

SERIE GEOMETRICA
HEIN

DUE DOMANDE :

⑦ La serie converge ?
( criteri generali )

② A quanto converge ? ( Più difficile )

Prep : E ocn converge ⇔ / Su {
µ converge

⇔ SN è di Cauchy
↳ Criterio di Cauchy : ⇔ VE 3- ne Tc È In = Su - Su < E ¥ Non ≥ ne

h=Ntl

2K 2K
co

-27Esempio :

n = ,

Fissiamo KEN e consideriamo Szk - San- i = [ È > [
2
"

e si-11
È

co

= È ( 2
"
- 2
"" ) = £ ⇒ SN non è di Cauchy ⇒ È % Non converge in IR



⇒ Dato che SN è crescente È 7 = + a

n= 1

[ acn si dice a termini positivi se ocn ≥ 0 In ,
cioè se SN è crescente

⇒ due sole possibilità :

⑦ SN è limitata e [ acn = syps.ve R

② SN → + co e [ scn = + A

PIP (condizione necessaria )

def

[ scn = SE IR ⇔ su SE IR ⇒ In = Sn- Sn
- , T' S -5=0

Esempio : [ C- 1)
"

Non converge

Esempio : È 0C
"

SERIE GEOMETRICA
n = 0

N

SN = È >cn =
/ " + 1- « =L

| 1 - è" se -1-1
1-ac

ac
"
→ O I >CI < 1

| sé → +a 0C > 1

Sappiamo che 2C
"
non cono . se ≤ -1

| 0C" = 1 0C = 1

Otteniamo che Esci = 1- se i>ci < 1- Riesco a trovare la
1-ac somma della serie

+0

[ ac" = + a se oc ≥ 1
n = 0

+0

[ x" non convenga se se ≤ -1
n = 0

Esempio : ( serie telescopiche )

an successione convergente , an
→ a EIR

+ a

[ (anti - an ) - a - ao
n-0

So = Cle- ao , Se
=

as
-

ao + a ≥
- ae , 52=92-90+93-92 , . . .

, SN
= anti

-

ao
→ +Ò a - ao

co

[ (anti - an ) = È
a. ◦
(È - E.) = È -1an = 1- an → a

= 0
n= ◦

(nti ) (n + 2)

= " ±

nt 1
n = o

a ⊕
°

[
1

= [ ^
= 1

Cioè
neo (nie)(n+2 ) nei n (n -11 )

⊕ cambio di indice



Criteri di convergenza per serie a termini positivi

Prep ( confronto) :

◦ ≤ ocn ≤ yn Un ≥ no ( definitivamente in n )

o È
⑦
no

✗n = + co
⇒ È
neo

Yn
= + co

◦ È
n,
Yn < + o ⇒ E scn < + co÷

Dice : o ≤ scn ≤ yn Un ≥ no

SN = È
N

n,

0cm
,
TN = E Yn sono successioni crescenti per N ≥ no

,
n = 0

quindi o convergono o divergono a + 0 , e si ha SN - Sno ≤ TN -Tn
.

⇐ : È % = 1- + È ^

nei NÈI =
2

^ " = ±
Cn+⇒

2
< 1- + È

1 è
÷

1

(n + 1)
2

n (n +1)

Cioè [ Ti
converge a

SE ( 1,2 )

a quanto converge ? (%)

⇐ : É Fa caso )
n = 1

2=1 DIVERGE )
a > 2 ha > n '

, Ina < In,
" È Ia < + io

n = 1

GIÀ VISTO

✗ = 2 CONERGE
)

✗ < 1 n
"
< n

, % > f- È NÈ Ia - + •

Cosa succede per
✗ C- ( 1,2 ) ?

Prop ( criterio di condensazione ) :

0
O

In 70 ,
In+ a

≤ In ⇒ E scn < + cs ⇔ E 2
"

. xè ( I'° ≥ no )
n = ho K = ko

Applicazione :

E
'

K ha
< + a ⇔ § 2

" e

tyx
< + io

✗
SERIE GEOMETRICA

K

1

E
= È sina.is

= ? (÷ ) < + • ⇔ ÷, < e ⇔ 2
"

> I ⇔ a > ±

co

Esempio : [
1

~ In per n →
+ o

"2
" login )

a
⇒ 1

n login )
×

1 ¥
(log a)

✗
[ Fa < + ⇔ a > ,

Per condensazione : È n (eognga
< + • ⇔ [

'e # llogl . A)
a
=

^



Dine :

co co

In = ×
,

+ [yr,
K= o

2ktI

YK
= [ In , senta

≤ In ⇒ £ ( 2
"":c
,
#1) = 2

"

>cani. .
≤
yk ≤ È >can

2%1

Per confronto:[ yr, converge⇔ -22" scan converge
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CRITERIO DEL CONFRONTO ASINTOTICO

an > 0
,
bn >0

anni bn Per n → + °
, cioè live

an
= 1 allora [ an < + io ⇔ [bn < + io

bn

Dini . Per E > o 7 ne tc (1- E) bn ≤ an ≤ ( e + E) bn In ≥ ne .
Per il

confronto segue la tesi .

Oss : È sufficiente che 7C ,
C > o te e ≤ Fn ≤ (

Un suff . grande ,

cioè che ◦ < l'unicef an ≤ lineup arà < +con
bn n

Esempi :

⑦ sinacnx per ✗ → o ⇒ sin ( Fa ) = [ sin ( ja))
"

~ % per n → is

co
CO

È sù /÷.) < + a ⇔ Ein
= ,

n
" < + a ⇔ × > 12

② EFFE - in ] /Finti )
= [ Èra

Tnt + rn

Un+1 ~ in ⇒ t

Tnt + rn
~

^

2k

[ ( inte - Tn ) ~ [ È = + a

T
"

si comporta come
"

③ È la" - ± ) - ⑦ [ f- = a
n= 1 ↑

sgucloga)
a > o a

"
≤Fa → 1 ( a" - 1) ~ ( loga ) .sc per ✗→ o

n → + co

④ E IF (= e") scelte



n ! - (E)
"
Vain ¥ ~ ix. e >

"

= o / È )
n
"È

in particolare /÷; / < £ per n net . grande

⇒ [È
n n !

< + ° toc >O

CRITERI DEL RAPPORTO E DELLA RADICE ( CFR CON LA SERIE GEOMETRICA)

RAPPORTO : an > o In

① ante ≤ r ≤ 1 deficit . in n ⇒ [ an < + a

an

② ante ≥ 1 definitivamente in n ⇒ an ≠ 0 [ an - t es
an

Dine: ⑦ anti ≤ r < e per
n ≥ no

an

aho+1 ≤ rana 1 anatre ≤ r
"

an
,

n = no + K

an ≤ r
" - "

an
. =/ I:-) . r

"

un ≥ no

[ r
"
< + io ⇒ Fan < + a

CFR

② ovvio

essi se 7 line ag÷ = r ⇒ re ⇒ [ an < + a

r > 1 ⇒ È an = + a

✓ = e- ⇒

EI. an =
e anti

=
n°
→ 1 Ha > o

nt an ndt1

RADICE : an 70 Un

⑦ ilan ≤ r ≤ 1 Def . in n ⇒ [ an < + a

② Fan ≥ 1 ⇔ an ≥ 1 Def . in n ⇒ E. an - +0

In particolare se 3- line Fan = r ⇒ ( r < 1 ⇒ Zan < +con
r > 1 ⇒ Ian = + a

lei ⇒
Dine : ⑦ Fan ≤ r Un ≥ no ⇒ an ≤ r

"

Un ≥ no ⇒ [ r
"

< + a ⇒ [ an < + a



PRODUTTORI E :

an > o ti n possiamo chiederci se
"

converge
" È an = live
"1 DEF n → +•

(NÈ an)
dove È

1

a
n
= al

' a 2
'

. . _

'

UN- 1
'

UN

Prep .

IT ( e +an) an ≥ o converge ⇔ [an converge
in

Dig .
( e + an ) = ( e + an ) (ital ) .

. .
( 4+ an )

N N N

= 1- + [ an + E ai aj
+ E ai aj an . . .

+ Ian ≥ 1 + È an
^ 1+j " <j < K

⇒ ÌÌ ( e + an ) = line ( e + an) ≥ 1 + [ an
1 N "

quindi Ian = + co ⇒ ↑ ( t t an ) = + io .

1

Voglio ottenere l'altra implicazione :

N

log ( IÌ Catan )) = EI log ( e+ an) ≤ E an
⇔ : log ( e+se> ≤ 0C toc ≥ o ✗

( è? + co )

⇒ ÌÌ ( e + an) ≤ e.

È"
⇒ line ÌÌ ( e + an ) = eÈª" quindi È an < + a ⇒ Élitari) e + io

1 1 n = 1

E:[ ("%) < + a ⇔ a > e-

È in ~ [ (Tn - ± ) ~ E IL = + a

n= I n

Tn - 1 = ebook - 1 = e.
%ᵈ

- I ~ login ≥ In un ≥ 2)

n

è-1 ~ × per se → o

a %
ESEMPIO : [ È = TI È ± P, < pa < . . .

< Di numeri primi
i n=◦P → Serie geometrican = 1

n = ÌT nn→
molteplicità di piu

K=]
Pii
,

È Ì; = ( e + E + È + ÷ +
. . . ) ( " + f- + È + . . . ) . . . / ' + II. + È + . .

- )
Cs

+ a = E I = ?÷,
= it Pi ~ È PIÈ, - 1 = È ÷,n--1 i pi- 1

Quindi È È. ~ E
1- ~ E ≤ = + a

pi-I

Più in generale ,
dato ✗so

, È È ~ È Ia < + a ⇔ ✗ > 1

ESEMPI : login ! ~ log((E)
^
.Et] = neogn - n + È log Cattin) ~ nlogn



d) 0 E login ! ~ È Ifn = [ login ⇒ E login ! / < + o a > 2

n n
" non È "

no =/
+ a ✗ ≤ 2

a > 0 è? <(nn

È % vediamo i due casi possibili
n= 1 2

n

a ≥ 1 ⇒ n' = n . n
"- ^

≥ n ⇒ 2

"

≥ è ⇒ E ÷ ≤ E In = 2

✗ E (0,1) è vero che 21nA < £, def in n ?

cioè È > n
'

def . , cioè passando ai logaritmi log (2ⁿᵈ) = n" - ( logl) > Zlogn

L

def .

,
cioè eoj-r.mg, def . ? SI , dato che line n

"

↳a log-in
= + O I ✗ so
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• liuesup fcx) + liueiuf gcse) ≤ lineup [ fix ) + gcx) ]
se → solo se → no

se → sto

f- (n) = [ fin ) + gin ) ) + ( - gir ) )
- l'unicef glx )

se → ho

liuesup fin) ≤ liuesup ( f Ca ) + glx ) ) +É(-gÌ da cui la tesi .✗→ solo se → sono d.→ sto ☐

• line ( n2 - n - 1na _ sn +2 )
"

= line ( " + § + ◦ ( In) )
"

= e
'

n→ a n →

con2
- h - 1

nz.sn + a
=
1- + È '

4h2 - 3h =
1 + 4- + ◦ ( £ )

n2- 5h + 2
h

0

• line È i.→ • ª = e ⇒ limita = e
In

= È ⊕ an >o se line
h → lo n → a

1
. H

. IÈ =

an : = ¥; ⇒ • "+ ' =

# (n + 1)
n (e + In )

" ⑤
a n

+ io

• È ¥
.

≥

+

È¥ = ? I = + io
n = 1

|
L = 0 non cono.

¥
NE a >o non cono.

per quali de IR questa serie •not ? | , < o converge
ai

line
n → •
JÈ = È ⇒ % ! ~ È ,

an ~ ¥ , ← armonica generalizzata e .jp
p = 1- & , converge ltp > 1



i? ( e - ÷ )
"

• [
converge per

crit
.
della radice

"✓ G- 1)
"
= (e - ÷)

"

> < e

" → + io
È -

• È logn
ns converge per confronto con 1-

h = 1 h
2

◦ ≤ longe = % . toga ≤ c. ÷, login → o ⇒ ◦ ≤ lege ≤ c

n n-30 n

•È MIT per quali & converge ? Va > 1
: se ✗ = 1+25 con S > o

login e logn
ns

≤÷ - C log " → o ⇒ 3- a >0 : login ≤ n

ne+ 2s
=

n-ts-n-sn.sn

0

% toghe
È È In

= e = e

,
an

converge ? Fa 2 a

→ I ⇒ la serie converge

• [ § = { + E. + § + È + % + È +È ' "

converge o diverge ?p primo

e
n -- s
È diverge

+ lo +0

[ È = + +È + + " . = [ È = [ ¥
convergeh Cubo di te= 1 le-1

me naturale

o

S = / ne 1N : la cifra 0 non compare nello sviluppo decimale di un {

Sé } n c- S : n ha le cifre {

[ E- = ( E I + [ ±
+

. . . ) Idea : procedere come nella diue .

" C- S
" C- Se nesa

^

del criterio di condensazione

| / Se / = 9
,

/ Sa / = 92
,
. . .

,
/ Su / = 9

"

◦ ≤ È ÷ ≤ TÈ .
10

| ne sa : In < 1 ,
ne sa : In < % ,

ne Ss : £ < Io

⇐ ≤ = È E ÷ ≤ ≤◦È /%)
"

≤ 10 .¥, = 90te= 1 h Esce K= 1

- o -

È [ Fn - e ]
"

E. logn→ o ⇒ e

"

-1 ~ se

n = 1 n-10 se → o

di + lo

[ Fn - e ]
✗
= [ e.

≤%"

- 1 ] ?:[ f. logn ] ⑦ ⇐ ÷ logn diverge



Se a ≤ e la serie diverge

Se × > e converge sempre : sia ✗ = 1 +2s ⇒ Fag > o

-

1+25

◦ ≤ ( login )
""

=

^

n'+ s
' |
"

login
hastag | = ¥+8 -

O (1)

htt 28

- o

+ co

[ FÉ
per quali se E [0 ,

+0 ) converge ?
h=0

- {
× > ≤ ⇒ ×

"
" " ° °" ʳʰ °ʳᵈ& ⊕

+ lo

0 ≤ È se
"

n,
e + sean

≤ [ ×
"

se = 1 ⇒ se
"

= 1 la serie divergeh=0

◦ ≤ se < 1 ⇒ se
"
→ o la serie convergeil

[ Ei
converge se se > 1

⑦ se > 1
,
se
"

→ lo seiei-xan-fni.IT ~ In
- o -

•⇔ È - logoro> (%) sono
. Per × > %

*) Ina : = se
,
se n → io

mi I diverge altrimenti ⇒ se→ o

* legasse = log ( e + ÌÌÉ ) - cosa - e- ÷. È
~ ( f-a)

2

- logcos ([a) n» a- = È - Era

+ lo

•È diverge perché non è verificato il criterio necessario

Oss : (Y ) ≤ ( e + e)
"

= 4
"

+ °

(Y )
• E

4
" esercizio

4=0

• È ±
no

(Y) ← = TÈ, =
3
"

( n ! )
'

( 2h ) ! 3h2

s

agg =
È "

( n + 1)
'

¥
*,#

=
3cm + e)

2

( 2h + 2)( 2h + 1)¥
"

(À

(2h+2)(anti )
→ &

s

4h2

⇒ La serie converge
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SERIE A TERMINI GENERALI

Def : È an ,
anello E

A-ho
N

◦ Convenga semplicemente se la succ . SN = [ an converge per N
→ lo

h = ho
lo

◦ Converge assolutamente se la serie a termini positivi E tant convergen= no

Prep : [ an Como . assolutamente ⇒ covo. semplicemente

Dice : Per il crit . di Cauchy
M

① [ an cono. sempl . ⇔ VE 7N
,
te / E an / ≤ E UN

,
M ≥ Ne

n = N

M

② [ an Como. ass .

⇔ VE -3 NE
'
te tant ≤ E ti N

,
M ≥ Nè .

M M

Per dis
. triangolare / E an / ≤ NÈ

,
tant ≤ E UN

,
M ≥ Nèh=N ↑

per hp

⇒ [an Como . semplicemente

Iss : Non vale il viceversa : È ¥
"

cono. semplicemente ma non
n = 1

assolutamente
, infatti : ÈÈ /

"

/ = [ In = + •

DI : Posso guardare la cover. di Elan / a cui posso applicare

confronto , rapporto , radice

CRITERIO DI LEIBNITZ

Sia an ≥0 , ora,
≤ an definitivamente e an→ o per n→ io ,

allora la serie

o

a segni alterni E C- 1)
"

an converge ( semplicemente)
n = ho

Din .

- Supponiamo ho pari ,
•
no
- - -

; io ho dispari si fa in modo simile

%- an
,

- - - i - ÷ ! ! :
l ' l l l
' : i i Sono+ 2K è una succ . decrescente in K } Poiche' i 1 1 ,

"

i i i I , i > an è
ho noti HOTZ . . .

Snot 2km è " " crescente in K | deluse .

Inoltre sono limitate
, infatti : Sn

.
+ <a

≥ {
◦
+ ,

e {
◦ +« + ,

≤ Suo ti ≥ I

{+2k → l e Suo + ↳+1
→ l

'

per le → + O però si ha

hp
◦ ← antan+1

= | Suo + <un - Sue zie | → Il - l' | ⇒ 1=1 ' e [ C- 1)"an Como. al .



SOMMA PER PARTI DI UNA SERIE PRODOTTO

ai
,
bi successioni in IR o CI

i

È aibi = È ( ai - aiu ) Bi + anni BM - an Bn
. ,

con Bi = ÈNOBK N
,
M > no

i = N i = N -
"termini di bordo

"

Dig : bi = Bi - Bi - e ti scambio di
M M M indici in M - 1

È
,

aibi = È
,

ai Bi - È, ai Bi - ^
± È

,

ai Bi - IÈ
, . ,

ai + i Bi =

M

= [ (ai - ai + ^ ) Bi - an BN - i + anni Bm
i = N

CRITERIO DI DIRICHLET

an
, bn in IR

o
CI

① an -30 per n → io

② an ha variazione limitata
,
cioè In lana , - an / < + °

N

③ B
,
= E bn allora /Bnl ≤ C UN ⇒ È anbn converge ( semplicemente )
h = ho

h= no

DI : Se an E IR ⇒ ② può essere sostituita con ② an monotona
,

infatti se an è monotona e limitata si ha :

È / anni - an / =/È (
nano

anti
-

an
) / =/ anti - an

. | ≤ C UN e

n =no

È / anti - an
.

/ = / line an -

an
.
/ < + •

h= ho

D= : Prendendo bn = (-1 )
"

Dirichlet estende Leibnitz

M

Dim : Per Cauchy devo verificare che te -3N
,
te / È

,
anbn / ≤ E

UN
,
M ≥ NE per la somma per parti , abbiamo

M

/ È anbn / = / È ( an - anti ) Bn + anti Bm -

an Bn
-

il ≤
h = N

≤ È / an - an+ , / i / Bnl + lana , I -113mi + tanti / Bn . . / ≤

≤ < ( È Ian - an+ . I + tanti / + Ian / ) ≤ SE
h=N

M

se prendo N
,
M ≥ NE dove Ne è tc [ Ian - cena , / ≤ ≤

h = N C

e Ian / ≤ E Un ≥ Ne .

Mi vanno bene perché nel primo caso ho che [ Ian - an+ , I < +0

e nel secondo ho che an
→ 0

.



VARIANTE : CRITERIO DI ABEL

an
,
bn in IR o I tali che

① an ha variazione limitata ( ⇒ an converge )

② [ bn converge ,
cioè Bn è convergente ⇒ [ anbn converge

Dain .
Variante della precedente

01s : [ / an - anti / < + a ⇒ an è di Cauchy ⇒ an converge
M- 1 M -1

Infatti l an - ami = [ ( an - anti ) | ≤ E Ian - anni ≤ E se N
,
M ≥ Ne

n = N h = N

SERIE DI POTENZE COMPLESSE

[ an Z" -2 E ¢
,
an
e ¢ serie di potente in ①

Domanda : Per quali ZE E converge ?

Vediamo la cavo. assoluta
,
cioè guardo [ Ian 1 . IZI

"

Idea: Uso il criterio della radice ⇒ la serie converge se
-

linee"ÈzÌ = IZI line
"

✓ tant < 1 : va bene se si era

NON CONV .

/ Z I < R = 1 RAGGIO DI CONVERGENZA

liuesupFant
n

Osserviamo che se an → o ⇒ R ≥ 1
.

↳ Conv . Ass .

Viceversa se lzliliuesupFan > 1 ⇒ liugsup / Zhan / > 1 ⇒ Zhan ≠ 0 e Ian -2" non cono.

Ricapitolando : ° I -21 < R ⇒
converge assolutamente

◦ IZI > R ⇒
non converge ( an -2

"

≠ 0 )

Fin qui non serve nessuna ipotesi di an .
Cosa succede per 12-1=12 ?

Applico Dirichlet : Fant
"
= E ( an II ) ( § )

"

osservando che se

Izi ≤ R e 12-1=1 R BN = n'È (E)
"

= e - (È)
""

ho che

a- E
R

IBNI ≤ e

( e + / È /
""

) ≤
2 UN

/ e- Et le - È /
Quindi se an R

"
→ 0 ed ha variazione limitata ottengo che

[ ant
"

converge ( per Dirichlet ) ¥ -2 con 12-1=12
,
z ≠ R

.



Il caso 2- = R va visto a parte .

Iss : R si dice raggio di convergenza della serie di potenze
° zn

Esempio : E 5
,
an

= In Fin = È R -- line Fan = 1 (raggio di cono. )n = ho

12-1<9 ⇒ cover. assoluta

12-1 > a ⇒ ¥ ≠ o ⇒ la serie non converge

12-1=1
,
2--1-1 ⇒ 113

,
/ = / È z

"

) = | 1-
È

'

_

= z
"
- È
"

≤ 2

h =ho 1 - z 1- Z 11- ZI

1Inoltre
a-
→ 0 ed è monotona ⇒ era variazione limitata ⇒

⇒ per Dirichlet E ¥ converge (non assolutamente) V7 te 12-1=1
,
2- ≠ 1

2- = 1 ⇒ [ £ = + °
non converge
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E-seuep.EC Serie di Fourier ) :

[ an sin ( nx) ,
[
an cos (nse ) se C- IR fissato

Si può applicare Dirichlet con bn = sin Crise) o bn = coscnx) se an è

infinitesima o la variazione limitata va verificato :

N

/ E sin ( nx ) / ≤ ( TN e lo stesso per coscnae ) .

n =0

siucnx ) = Ine ( eine )" " "
= coscnse) ti sia Chae) quindiOsserviamo che e

coscnx) = Re ( ein
×

)
N

= / Ine (1 - ei
( Ntl > se

[ sia (nn ) = Ine È ( è" )
"

e - ein ) se se ≠ 2kt
,
KEZ

h =D
n --0 ↓

2-
,
12-1=1 |

O se se = 2kt

N

IÉ E sin ( zenit ) = O UN
reo
sin (nae) | ≤ 2

se ≠ 2111T IN
,
no11 - ein ,

⇒ la serie converge
Val

. Nel caso [ancos ( nse ) ho ,
allo stesso modo

,

convergenza Vx ≠ ZKIT ,
invece per se = 2kt devo studiare la serie [ an

SERIE DI POTENZE

[ Cn ( z - -20 )" Cne E ,
zo E I

"
centro " della serie

h =0

7 RE [ 0
,
tu ] raggio di convergenza



È = liuseep
"

II ( con la cover . Io = tu
,
+%

= 0 ) tale che la serieh

Conv . ass . se IZ - Zo / < R e non couvi se / z- -201 > R cerchio di convergenza

La Conv. al bordo
,
cioè per / Z - Zo / = R

, si studia col criterio di

Dirichlet o col criterio della cover . assoluta . In ogni caso è def .
O

f- ( z ) = [ Cn (z - za)
"

Hz e Br ( za) = } 2- : lz - 2- ◦ I < R {h = o

Pap : f è continua su BR (za )

Dei : sia EEBR ( to) voglio vedere che £ è continua in E '

, Bg ( e)

Sia S te Bg (E) ≤ Balzo )
,
cioè IÈ -2-01+8<12 .

E

ltz e Bg (E) [ Cn ( z - Zio)
"

cono. assolo .

a f-Cz)
°

-20

inoltre tale cono
.

è uniforme in z e Bg (E) .

Infatti / fcz ) - È cn ( z - z
n⇒

° )
"

/ = / È,
Cn (z - to)

" / Brito )

o

≤
,

lenti -2 - zol
"

≤ È, lcnl ( Izo - 2- I + s )
"
→ 0

-- N → io

R
'

N

NI: I polinomi SN (Z) = E Cn ( z - -20)
"

convergono uniformemente a f- ( -2)
h=o

in ogni cerchio Br, ( to) con R
'

< R
.
Ora stimiamo :

/ f- (t ) - f- (E) / = / SN (t ) - sn (E) + f- ( z ) - SN (z) + SN (E) - f- (E) |
≤ / SN (z) - sn (E) | + | f- ( z ) - SNC -2) / + / f- (E) - SN (E) |

Fisso E > 0 e scelgo NE te / £ ( E' ) - SNCZ
'

) / < E UN > Ne .

Lo posso fare VÌ e Bj (E) per la cover. uniforme fissato tale N
,

SNCZ) è continua
,
⇒ 7 Se tale che | SN (z ) - su (E) | ≤ E se te Bg.CI ).

Per tale Se ho quindi | f- (z ) - f- (E) / ≤ 3EV-zc-Bge.CI )
⇒ g- è continua in E .

OSI. Con la stessa dimostrazione ho che £ è uniformemente

continua in Bratto) ÙR
'

< R
.

Non è detto che lo sia in BR (to ) .



RIORDINAMENTI

co

Def : La serie È bn è un riordinamento di È an se 7£ : IN → IN

bigettiva tale che bn = ag- ( n ) .

Domanda : se [an converge cosa posso dire di Ibn ?

Tea : [an converge assolutamente a S

⇒ [ bn converge assolutamente , sempre a
s

Dim : bn = a g- (n , f- : IN → IN bigeltiva UN C- IN 7M ≥ N te fai , . . . , an { ≤ } be , . . . , bmf

Fisso N
'
≥ M e guardo la differenza delle somme parziali :

N
'

co

/ [ ( an- bn ) / ≤ 2 [ Ian / ≤ E se N è abbastanza grande .

n =0 Ntl

In generale non è vero se [an converge semplice .
ma non assoluti

Sia 5 = [ max (an ,
o ) e [0

,

+ a ]

S
-

= - [mia ( an
,
0) c- [ 0

,
+ o ]

Osserviamo che [an Como. assolutamente ⇔ È < +0
.

La somma è 5- St - S
-

.

PIP : [an converge semplicemente non assolutamente ( quindi 5--5=+0 )

⇒ ¥ SE [- co , o ] 7 un riordinamento bn = a g- µ,
tale che [ bn = S .

Dine : Per esercizio

Iss : ① Se 5=+0 e S
-

< + io ⇒ [ an = + ° ) e lo stesso per
g ogni

riordinamento
① Se s'= + 0 e s'

'

< + a ⇒ [ an = - co

PRODOTTI DI DUE SERIE

Siano [ai = Sa e [ bj = S, due serie convergenti .

Posso esprimere ( Zai ) ( [bj ) come somma di una serie ?
"

Zai ) . (¥", bj ) = [ (ai Fb;) =
"
E ai b ;sa ' Sb = ( IEN i Ii
, ;) E IN ✗ IN

la serie E
ne#
( Èj =noi bj ) si dice prodotto di Cauchy delle due serie .



Tee : se le serie convergono assolutamente ⇒ la serie prodotto
[ E aibj
n itj = n

converge assolutamente a Sa ' Sb .

N

Dine : So che È [ / aibjl ≤ [ lait . È / bit ≤ Ta ' Tb < + •
quindi lan -

- o i + j=n i = o i -0

serie prodotto converge assolutamente
⇒ a meno di riordinamento

E È
,

ai bj = È ( ai § bj )
= Sai Sb .

0-55 : Non vale senza l'assoluta convergenza .
Se però [ an converge assoluto

e [ bn Conv. sempl . posso dire ancora che la serie prodotto converge a

Sa ' Sb (teorema di Mertens ) .

Applicazione : fct) = [ an -2
"

Ra > 0 raggio di convergenza

gcz)
= [ bn -2

"

Rb > 0 raggio di convergenza

⇒ la serie prodotto [ Cnz
"

= f- ( z ) glz ) , con Cn
= E ai bj ,

ha saggio di
itjan

convergenza R
,
≥ min ( Ra , Rb ) .
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Esercizi per casa :

+ lo

1) Calcolare [È
h = 2

/ 90=12) Sia an definita da
| an, = log (e + ai )

a) line an = ?
n → io

b) Calcolare il raggio di convergenza di ÈIANÈ
3) [ ( - t )

""

n

-%÷
4) [( Dire

per quali a la serie converge semplicemente e assolutoria .

nlogtn

Serie armonica a segni alterni
+ io

[ (- t )
"" '

a = e
Ti converge per Leibnitz

n

Oss : Avevamo visto H ( n ) ÷ [ È = login + ✗ + ◦ (e) per n
→ + io .

-

te = 1

Possiamo prendere antiche ne IN ,
se c- IR e otteniamo dunque una funzione

H (se) = [ È = logx +8 + ◦ (e) per se → io
.

Se prendiamo in ÷ ( se ] otteniamo
e ≤ te ≤ se



H ( x ) = H (n )
, infatti : ◦ ≤ logx - login < lognte - login < In con n ≤ se < nn

Consideriamo A-( n ) ÷ È c- 'Ì
"

% - [
le = ,
I = [

e ≤ µ ≤ n
È che equivale a

1 ≤ le ≤ n

le dispari le pari

K = 2h

= [ ± - 2 E = ✗ [ È = ti (E)
e ≤ le ≤ n

K 1 ≤ le ≤ n
È

1 ≤ h ≤ E
le pari

A- (n ) = H ( n ) - H (F) = logn +8 + Ole ) - (logE + ✗ + ◦ ce )) = login . ¥ +011)

= log (2) tote) > log 2
0

(Per casa ) calcolare la serie 1- + È
_

È + E + ± -

È + § + È _

È + . . .

= ?
b 7

⊕ [ V2
"

+3
"

( n + e) a
-2
"
= È cnt " per quali ZE E converge ?

h = 0

Serie di potente centrata in 0
.

L = liuesupÈ Raggio di convergenza R = E
n → co

liwusnp ]È =
line ( n +15

"
↑ 2

"

+ 3
"

= ✓ 3 ⇒ R = Fg
n → 0 (n+15 " → °

¥ --
1- È

3
"
≤ [+5 ≤ 2.3

"
~>È ≤TÈ"

≤È

La serie ⊕ converge se IZI < gg e non converge se IZI > ± .

V3
-

Se izi = § : / Cnz
" / = È≥

.

È"

. ygin =
1

(nn)
≥ ✓ (f)" + 1 ~

1

(n+ 1)
2

[ lcnz" / converge per il criterio del confronto asintotico ⇒

⇒ anche [ Cn -2
"

converge .

(s) È c- 1)
"

sin /£) sen → ◦ ? si
h= 1

÷

(5) è assolutamente convergente ? E / sen / < tu ? No

i seni = sin fa ~ fa ⇒ [ È non converge

Posso applicare Leibnitz ? Sì : sen = ( - 1)
"

an con an → 0 , an
-

Sinf ,

rn cresco
.

⇒ £ decresce
.

E [0,1] ,
sind è cresc

. su [0 ,
1 ] ⇒ an è decrescente

⇒ [ C- 1)
"

sin# converge semplicemente (ma non assolutamente )

per il criterio di Leibnitz .



<

• È C- 1)
"

n + in

Tns
dire se converge

in = I

_-

sen = ( -SÌ . n + C- 1)
"

Tn

§
-

an → o

T

Metodo 1 : Per Leibnitz la serie converge . ④ serve un decrescente

Metodo 2 : sen = C- 1)
"

( e + (¥5 )) ~ C-1)
"

converge
rn

T.in ,
rn

Quindi per il criterio del confronto asintotico converge anche la serie

di partenza . ④ serve sen ≥ o

sen = (- 1)
"

n + in
=

C- 1 )
"

+ in
✓ n 3 Tn

SN = È xn = È c- i >
"

n= ,
In

+ H (n )
"→ 7 + °

. La [ sen diverge positivamente .

n =L

0

+ lo

[ 2
"

-2
" !

per quali -2 E CI converge ? SERIE DI POTENZE LACUNARIA
h= 1

+ io

so se ktn ! ne INstudio la com
.
di -22; !!

"

n = , _

[ CKÉ" con % ÷
là

se ✗ = n ! NEIN

al variare di 2- C- E
. liwusnpYII-7.LK

→ + io

Usando il criterio del rapporto

[( n" ) - n ! ]

= 2. µ ,
nln ! )
_, {

° se ' t' < t

IÈ =
2
""

/ z ,

2
"

IZ I
" ! + O se 12-1 > 1

La serie converge se IZI < 1 e non converge se IZI > 1
.

12-1=1 ? La serie non converge .

+ O

[ C-1) n nlogn
It n

2

n = 1

-
zen → o n → a

[ lxnl converge ? ☒ : beni ~ legne
Posso usare Leibnitz : an

= rilega
+ na

an →◦ / an decrescente def.tn ≥ no

anti < an
⇔ (ntt ) log ( nte )

1 + ( n + g)
a

< hlocfh
⇔ ( n+1)(1 + n2) < logn < 1

e + ha
n (e + ( n+1)2) log ( ntl )

ti --Leibnitz
la serie converge

=) Sn



K - l' + E) ( + %) 1+1-+01%2)
= e - ≤ + ◦ (÷)

( I. + (' + I ))
=

' + ≤ + ◦ ( Ii)

sn = logn = 1 -
- log" + login") = t - log ( e '- %) = 1 -

e
+ 0µgn)

loglntt ) Togni-1 " login
login+1 )

def .
^

nlogn
'

neogn
< ÷

⇒ ^ - % < 1- sn ttn ≥ ho ⇒ rn < sn Un ≥ no1- rn ~ In ,
1- Sn ~

^

0

fxo = 1 1) [ sen converge ?

line xn = ?in→ + lo| senti = - Sinan 2) [ sen converge assolutamente ?

☒ : don è definita ltn
,
Isen/ ≤ 1 Yn -

%
-e

'

1 %f- (a) = sin / se 1 ) sono funzioni diverse

g
( se> = / sia se /

/ ma coincidono su [-1,1]

an = / sent an+ ,
= / senti / = / - sina.nl = / sina.nl = sia / seni = Sinan

↑

perché lxnl ≤ 1

( ao = I

⇒ an def.tn ◦ ≤ an ≤ 1

(anti = Sinan

sin se < se ⇒ ante,
= Sinan < an an decrescente

line an =L ≥ 0
,
1=0 perché 0 è l'unica soluzione di l

-

- siul su [0,1 ]
n-30

Per induzione si mostra che sen = C- 1)
"

an e quindi possiamo concludere che

[ sen converge per il criterio di Leibnitz . ☐

Suggerimento : [ sen non converge assolutamente perché Ian non converge

an ≥ § per qualche valore di C .
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y= asetbCALCOLO DIFFERENZIALE ^ y = f- ( n )

f- : E → IR E ≤ IR n
.so C- E pt . di accumulazione
E

Cerchiamo la retta che approssima meglio f- (se ) vicino a seo ÷ RETTA TANGENTE



Cerchiamo
y
= asetb te fcx ) - (a ( se - no) + b) = ◦ ( se - ao)

Se
pongo se = seo ho subito b- f- ( ao ) ⇒ f- ( se ) - fisco) - a ( se - do) = ◦ ( se - do)

f- (se) - fisco )Dividendo per se - seo ottengo a = line = : f-
"

( ro )
,
che possiamo

se→ sto ↓d- HO
DEF

anche indicare come d f- ( ro) C- IR cioè la DERIVATA DI f IN 20 .

dse

Se questo limite esiste f- si dice derivabile in do e f-
'

Iseo) è il coeff . della retta

tangente al grafico £ in ( no
, fluo)) di eq . y = £

'
Iseo) ( se - ro ) + f- ( no) .

Oss : f derivabile ,
cioè f- ( x ) - fisco) - f-

'
Iseo) ( se - zio) = Ocse - ro) in zo

⇒ line fin ) = fisco ) ⇒ f è continua in seno

se→ sto

^

Non è vero il viceversa :
y = tael

① f- ( x ) = lui non è derivabile in se--0

>

line fin) - f-(°)
= ± 1 \se→◦

±
se

PUNTO ANGOLOSO

① f- Ix ) = {
×
"

se ≥ 0

( -sei se < 0
y =
set

non è derivabile in se -0

>

live
•→◦

±
£ (a) - f- (0) =

± LO CUSPIDE

se

Facendo il limite destro e sinistro definiamo :

DERIVATA DESTRA : df ( seo) = line f- (x) - fisco)
clzet

✗ → hot
se -20

DERIVATA SINISTRA : If ( sco) = line f- (se) - f- Iseo)
dà ✗ → no

-

se - suo

☒ : f è derivabile in suo ⇔ 7 le derivate destra e sinistra coincidono

PROPRIETÀ ALGEBRICHE DELLA DERIVATA

£ : IR→ IR è pari se f- ( x ) = f- C- se]

è dispari se f- (a) = - f- C- se)

① f pari ⇒ £
'

dispari , £ dispari ⇒ f
'

pari (h -- se - xD

supponiamo f pari ⇒ f-
'

( - se) =

line £ /- "h) - f- ( -×≥ ! - line f- ( se -h ) - fcx )
= -g) (×,b-so li h →0 - h



f- dispari si fa allo stesso modo .

① ( cf )
"

( x) = c. f-
'

(a) CE IR

① ( f- ± g)
'

=

f-
'

± g
'

additività del limite

⊖ ( f.g)
'

= f-
'

g
+ fig'

( f.g) ( x) = line f- (✗ +b) gluten ) - f- ( x ) gcse ) =

h→ o
li

g. → ◦ [
f-( se + b) g(xth ) - f-(a) g(aah)

+
flxiglseih) - f- (a)gcx)

-

= line

h h
.

= gia ) live £ /xth ) - f- ( sei + fase) live glxth ) - gcx )
h

h h

=

g. f-
'

+ f. g
'

◦ f- derivabile in se e fcx ) -1-0 ⇒ 1 deriva. in se e (f)
'
= - f-

'

crei

f- '

f- (a)
2

1

-

1(F)
"

= line È / g. gita, g.ge, )
= live

- [finta) - f- sei] ,
h -so h →o li f- (xth ) f- Ge)

Oss : Dalle ultime due proprietà otteniamo

g-
+ £ / f)

'
=

d-
'

s - sii◦ (E)
'

=/ f. f)
'

=
li
'

g
.

se gia > * ◦

CHAIN RULE , DERIVATA DI UNA FUNZIONE COMPOSTA

f- , g g
derivi in seo

, f- deriv. in giro ) ⇒ f- og derivabile in xo e

( f- ◦ g)
"

( seo ) = f-
'

l giro ) )
' giro)

Dobbiamo vedere che f- ( gir) ) - f- (giro)) =
?

f-
"

( y ( se. ) ) g
' Iro) ( se - xD + ◦ ( se - no)

Sappiamo ⑦ gcx ) = gesto ) + g
'

( no ) ( se - no ) + ◦ ( se - zio )

② f- (giri) = f- (giro ) ) + f-
'

( giro)) /gia ) - giro)) + ◦ (gir ) - giro ))
= f- ( giro) ) + f-

' (giro ) ) g ' (no ) ( se - no) + ◦ ( se - zio )
↑ usando 1

DERIVATA DI FUNZIONI ELEMENTARI

(c)
'

= o CE IR

( an + b)
'

= a fa
, be 112



( se " )
'

= line ( xth )
"

- seh

g
= line

g.
È (f) è hi - se" line nxn-1h + ◦ (h)

q
=

hseh-1

h → 0 h
q

= h -io

0-55 : Pcae) pol . di grado n ⇒ P' ( x ) è un pol . di grado n-1

sin (a)
'
= COS ( ze )

line sin (ath ) - Siu (se ) = line Sink) cos (h) + sinth) Costa) - Sinise)

h -so h h→o a

= line Sinise) cos (h) - 1 + Sink)
.
cos (h) = cos (h )

ʰ

E-
a

÷
costa>

'

= Siu ( se ) Analogo

fan ( ze )
"

= ( sein (x ) )
"

= sin (d)
"

cosca) - Siu ( se ) cosca)
'

cos (ze ) cos (se >
2

1
= sia (a)

<
+ cos(2)

2
=

go> ( za),
= 1 + tue (a)

2

COS (d) 2

(è )
'

= e

"

se EIR

logcse)
"

= £ se > o [ Più in generale : log( lat )
'

= £ se -1-0 |
-

( e" ) ' = line e"ʰ - e
'

µ

= e
" line è -1 =

ex
h → o h h

login )
"

- line logcxth) - login) = live
µ, £ log

( " + £ )
= £e.→ ◦ I log /

"1) = lineh-so
h

Ie
0 f derivi ⇒ ( et )

'

=
et

. f
'

① f- decir. e f- > o ⇒ log / f)
'

= £
f- gloglfl

Più in generale f- , g
derivabili f- > o ⇒ f? eletti

?
= e

◦ ( f- 8)
'

= esce" ' ' [ gloglf ) ]
'

= f-
&

/ g. log (f) + 8¥ )
Esempi :

◦ set se > 0 ✗ E 112 ⇒ set = ethos
"

( x2 )
'
= set . ( dlogx )

'

= d. set
- 1-

0 a
"

a > o xe IR ⇒ a
"

= ex
- loga ( a

"

)
"

= a
"
( x loga )

"

= ( loga ) . a
"

O sei = e
" log× se > o ⇒ ( se

"

)
'
= set ( xlogx )

"

= se
" ( log se + 1)



DERIVATA DI UNA FUNZIONE INVERSA

f- invertibile in un intorno di seo e derivabile in seno con f-
'

( ao) -1-0

⇒ f-
- ±

è derivabile in f- ( sco ) e si ha ( f- 1)
'

( f- (sco ) ) =
1

f-
'

( xo)

Sappiamo £
"

/ f- ( x ) ) = se per se in un intorno di seno

e fin ) = f- ( ao) + f-
"

( no ) ( se - ho) tolse - no )

f-
"

( fisco ) + f-
'

( ro ) ( se - ho ) + ◦ ( se - no ) ) = no + se - no

t

- f-
'

( yo) yo - f- ( ro)

y = yo + f-
'
( ro )( se - seo ) + ◦ ( se -20 )

f-
"

(y) = f-
"

( yo) + se - no = f-
"

( yo ) + Y- uso + ◦ (y - yo )

f-
' Ino )

Quindi line £
- "

( b ) - f-
' "

( y . )
=

1

y → yo y - yo f-
'

(ao)

Oss : se f-
'

( ro) = o ⇒ line £
- "

( y ) - f-
' "

( Yo )
=

± co

y → yo y - yo
I

Esempi : z
Il / I

- 1

y = Sinise ) azcsiu ( y ) = sin (a)

EÈÈ
- 1

arcsin.ly)
'

=

1 1

Siu ( ze )
'

=

cos ( se) Il 1 I -È

=

^
=

1 tye ( -1,1 )
cos (arcsiuig)) ✓ 1 - y

≥

Cos' (a) + Sint ( x ) = 1 È co> (x ) =

arcos ( y )
'

= -

^
= -

1

V1 - ya
Y c- (-1,1 )

Sina)

arco> (y )
= cosca)

' ^

auctore ( y
) = tancse)

' ^

[0,1T ] [ È i È ]

arctan (y )
'
=

'
=

1

tanta)
' 1 + tanta)

'

=

1

Ttyz
↳ C- IR
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Es per casa :

⑦ Sia f- (a) = /
° 2=0

I set x' sin / £,) se -1-0

a) Verificare che f- è derivabile V-x-c.IR

b) Mostrare che f-
'

(a) = 1 ma f- non è crescente in alcun intorno

dell'origine
fax + b se ≤ o

② Dire per quali aib e IR la f-metilone 8
' " =

| log ( > + ×1+22) se > o

è derivabile su IR

Def : A ≤ IR , f : A → 112

ho è un punto di MASSIMO RELATIVO ( o LOCALE ) di f- su A ÌÌ

È 1- s > 0 : f- ( no ) ≥ f- ( x ) V-x-c.tn Bg ( ro)

def
ho è un punto di MINIMO RELATIVO ( o LOCALE ) di f- su A ⇔

È 1- s > 0 : f- ( no ) ≤ fin ) V-x-c.tn Bg ( ro)

def
no è un punto di MASSIMO ASSOLUTO ( o GLOBALE ) di f- su A ⇔

det
f- ( no ) ≥ f- ( x ) Vale a⇔

def
no è un punto di MINIMO ASSOLUTO ( o GLOBALE ) di f- su A ⇔

det
f ( no ) ≤ f- ( x ) Vale a⇔

Oss : suo punto di mani . assoluto
o

mai relativo
=

✗ _

[
£120) li ' il • _

⇒ suo punto di mani . relativo . =
-

-

-

-
-

- -Valore di _

-
=

Non è vero il viceversa .

mai relativo -
-

Io 21
I pt di nuovi~ pt di mot

assolutorelativo

☒ ( CRITERIO DI FERMAT ) :

f- : A → IR no C- int (A) punto interno ,
suo pt . di massimo o minimo

relativo per f- su A
, f- derivabile in suo ⇒ f-

'
( ro ) = O

DI : Non vale ⇐ : f- ( n ) = ×}
, f-

'
se ) = 322 ⇒ f-

'
(01=0 ma se. -0 non

è pt . di Max né di mia relativo



Dine : SPG suo pt . mia relativo .

suo pt . interno ⇒ 7 § > 0 : Bg
,

Coco ) C A

suo pt . min .

relativo ⇒ 7 da > S > o f- ( sco ) ≤ f- (x ) tx e Bg ( sco )

Se se e Bg ( sco) ⇒ f- ( n ) - fisco) ,
≥ o se se > sto

× - ho
s ≤ o se × < no

( numeratore 70 )

f-
'

( ao) = line f- (× ) - f- ( ao )
≤ o £

'

( no) = line f- (×) - fisco)
≥ o

se → xò se _ zero se → not se - ho

☐
◦ ≤ f-

'
( ro) ≤ o ⇒ f-

'
( ro) = 0

.

0

f- : [a , b) → 112 continua ⇒ f ammette massimo e minimo

i) il pt . marx potrebbe coincidere con gli estremi ( xo e fa ,
b { )

Ii) il pt . max potrebbe essere interno seo E la
,
b) una f- non derivi in ro

Iii) il pt . Max è interno e f- derivabile in suo ⇒ f
'
(no) = 0

Es : f ( n ) = log × ( se >0 )
x

Determinare inf e sup di f- e dire se sono o no nuovi e min

TEOREMA DI ROLLE

£ : [ a
,
b ] → IR

, f- continua su [a. b ] , f derivabile su Ca ,
b )
,

l : = f- (a) = f- ( b ) ⇒ si gela ,
b ) : f

'

(E) = 0

0

f- continua ⇒ £ ammette massimo e minimo

maa f- (x) ≥ l ≥ mia f- ( x )
✗ E [ a.b] se C- [a /b]

[ caso A ] non f- = min g- ⇒ f- (a) = l ltx E [a , b ] ⇒ f-
'

(a) = 0 Va c- [a , b ]

[ caso B ] movxf ≠ un'uf ⇒ almeno uno dei due è diverso da l

( spg il marx
) 7 } E [ a ,

b ] f- (E) = mani flx) > l ⇒ E ¢ fa ,
b {

se c- [aib] ↑

⇒ E c- (a
, b) ⇒ f-

'

(E) = o per il Teorema

precedente

☐



TEOREMA DI DARBOUX

f- : [ a. b ] → 112 continua e derivabile su [a. b ] ,

f-
'
(a) < o e f-

'
( b) > o ⇒ Z E C- [ a

,
b ] : f-

'

(E) = 0

Dia : Per Weierstrass f- ammette massimo e minimo
.

Il punto di minimo E deve essere INTERNO : E c- ( a
, b)

b non può essere punto di minimo locale f- ( b) - f- (x) se -> b-
, f-

' (b) > o

b- se

Quindi f- ( b) - f- ( x)
>o
in un intorno sinistro di b : [ b- f. b)

b- se

⇒ f- (b) - f- (x) > o tre ( b- S ,
b) ⇒ f- ( b ) > f- ( x ) free ( b - S ,

b) ⇒

⇒ f- ( b ) non è un punto di minimo

Con un ragionamento analogo segue f-(a) non è un punto di minimo

⇒ E c- (a. b) ⇒ f-
'

(E) = 0

Cor : f
'

manda intervalli in intervalli ( per esercizio )

TEOREMA DI LAGRANGE

f- :[ a , b) ' IR
, f- continua su [a , b) , f- derivabile su ( a.b)

⇒ 3- E C- (a ,
b ) : f

' (E) = f- (b) - f- (a) f-(b) i ↓ ' il 1 Il iii.

b- a f- (a) . Is -

Dee : -

interpr. -

geom .

-

hcx ) = f- ( x) -
£ / b) - f- (a) ( se - a)

a
E bb- a

° li 'e continua su [ a ,
b ]

• h è derivabile in (a. b) , l' (a) = g-
'
( x ) - f- (b ) - f-(a)

b- a

hca) = f- (a) , lib) = f- ( b) - f- (b) - f- (a) ( b- a) = f- ( b) -# + f-(a) = f- (a)
b- a

• h / b) = h (a)

Posso applicare ad h il th di Rolle :

⇒ 7 E € (a.b) ◦ = l' (E) = f-
'

(E) - f-(b ) - f- (a)
b- a

cioè f-
'

(E) = f- ( b ) - f- (a)
b- a ☐



Ce : Se I ≤ IR intervallo
, f- : I → IR continua

,

f- derivabile in int ( I )

i ) se f-
'

(a) ≤ 0 V-xc.int ( I) ⇒ f è deb .
decrescente

ii ) Se f-
'

( x ) ≥ 0 V-xe.net (I) ⇒ f è deb . crescente

Iii) se f-
'

(a) = o tre int (I) ⇒ £ è costante
o

OSS : Serve che I sia un intervallo

f- (n) = È f-
'
(a) = -¥ < o f- (- 1) = - I < £ (1) = 1

f- non è decrescente su IR ' } ◦ { ma decrescente su C- io ,
0 ) e su ( o

,
+a)

Dine : i ) Se a , b E I con a < b allora [ a ,
b ]CI

Applico Lagrange ] [ € (a ,
b) £ ( b) - £ '"

= f-
'

(E) ≤ o
b- a

Pertanto visto che b- a > o f- (b) - f- (a) ≤ o ⇒ f- (b ) ≤ f- (a)

Ii ) identica ( per esercizio )

iii) se vale ( iii) ⇒ vale sia li) e Iii)

⇒ f è sia deb . crescente che £ decrescente ⇒ f costante
☐

Es di applicazione :

n - an
= nlogn è decrescente n ≥ no ( ne IN )

1 + n
2

9 ( x) = selogse è decrescente su [a ,
+ a)

1 + se
2

an = Y ( n ) per verificare la decrescente di an Un ≥ no basta

verificare la decrescente di 4 su una semiretta positiva

q
'

( se ) = (Ge + 1) ( 1 + x2) - xlogse ( 2x) = N (x ) D (x ) > 0

( 1 + x2 )
2

☐ (se)

Ncd) = log se + 1 + 22 _ ☒ se'logx = - x2 logx + ◦ ( x2 log se ) se →+0

line N ( x) = - lo ⇒ N ( x) < o su una semiretta positiva [ a ,
+ • )

se →+ io

⇒ 9 decrescente su [ a .tn )

Es : studiare la funzione f- (a) = arctan se + arctan (E)



TEOREMA DI CAUCHY

f. g :[ a ,
b ] → 112

, f , g continua su [aib ] , f. g derivabili su ( a ,
b)

⇒ 7 [ C- ( a ,
b) tale che [ f- ( b) - f- (a) ] g

' (E) = [ glb ) - g. (a) ] f-
'

(E)

☒ : Se nelle stesse ipotesi assumiamo anche che g
'

(f) 1--0 su la ,
b)

⇒ f- ( b) - fla) = f
' (E)

9lb ) - gia) g
'

(E)

Oss : Se
pongo gir)

= se siottengo Lagrange
D'un : hlx) ÷ [ flb) - f- (a) Jgcx) - [ glb) - gla) ] f- ( n )

ah è continua su [ a ,
b )

,
h è derivabile su (a ,

b ) e

h
'

(a) = [ flb) - f- (a) ] g ' ( x ) - [ g ( b ) - gia )) f' ( x )
li soddisfa le ipotesi di Rolle

bla) - [ flb ) - f- (a) ] gia ) - [ glb ) - gia) ) f- (a) = f- (b)gia ) - gl b) fla )
"

h (b) = [ f- (b) - f- (a) ] glb ) - [ glb ) - gia )) f- (b) = - f- (a)gl b) + gia ) f- ( b )

⇒ 3- E : h
'

/ E) = o ⇒ [ flb ) - f- (a) / g ' / E) = [ glb ) - gia )) f-
' (E)

☐

Esempio/esercizio :

£ derivi in un intorno di 0, f- 10) - 0 , f-
'

(d) = 0 ( x
" ) per x-D ( n ≥ 1)

Allora f- (a) = 0 ( se
"" ) per se → 0

.

[ Sugg : usare Cauchy con gcx ) = se
" " " ]

° Sia f : I → 112 derivabile su I ( intervallo) / f-
'
(x) / ≤ M Use E I

⇒ / f- ( x ) - f- ( y ) / ≤ M / se - yl Hae
, y c- I cioè f- è M - Lip
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• f (a) = aratore se + arctan / £ )
f-
'
(a) = 1 i

1 + se
+

e + (E)
2

' (_ È )
=

1 1

1 + x2
-

1 + sez
= 0 ⇒ f- = cost



^

line ora

✗→ + a

anse + oratore (£ ) = I % ◦

2
)

• -%
arctan se + acetone 1- =

{ % se >o

se \ - it, se -0

+ a

1

• [ = !
n = z

h2- 1

IT
^

=

1
-

1 ^ |n'- 1 (nn)( n - 1)
= (in+1 ) - ( n - n )

-

(- È ) = ( n] , - f- + In - ÷, | (-1-2)
Èan = - :[ Èn÷. - 7) + ÉC : - ÷ ) )

2

= -

{ [ (È - E) + ( ±, - 1) ]
'" → •

, f-

• È c. 1)
"

n

- %
line / C- 1)

"

n

- "
" / = line -1

Nei h → io n → is it
= 1

L'addendo non è infinitesimo ⇒ la serie non converge
0

È login ( tti )
"

zn
ho

n
ZE CI

[cn

iQ -1 : Raggio di convergenza

QZ : Comportamento al bordo 1

line VK.nl lcnl = logn I 1- + i /
"

= log 2%n → is
n

n

line
"

✓ login E = E ⇒ R = §
n → lo n

Se 2- e 213,2 ( o) ⇒ z = ¥ e oss.se/zl=Rlaserieuou-

è assolutamente cono
.

È loginCn -2
"
= login

. ( tti )
"

. (§ ] è" °n

I 1

bn

94 ) ÷ logx Y' (x) = e - loga (
Per × > e

< O

se
se
≥ "

y
Y = ✗ ( se )

n login è decrescente per h
≥ 3 È il 1 l ' l '

?
-

,n '

e

⇒ login è a variazione limitata

n



Per utilizzare Dirichlet devo verificare che bn è a somma limitata
in ino ion

bn = ( tti )
"

/ § ) e = e

'
4h

. e = è# +0 ) "
1-+ i = f. è

"-4

Per quali valori di 0 13
,
÷ È ei (%

+ a) n
è limitata

.

n = 1

i (74+0) i (% + a) ( N - 1)
Se 0 ≠-I ⇒ BN =

e .

1 - e
4

1 - ei
("4 +0 )

2/ BN / ≤
| , - aiutato> ,

è limitata uniformemente in IN

Se 0=1%4 l'addendo della serie è esattamente logn ⇒
la serie diverge

☐
n

/ no = 0 { no = 0

n o 1 2 3 4

| sentite + sen ( senti = f- ( sen )
sen o 1 VI ✓ e + VI V1 + Vitra

f- (a) = V1 + se ✓ 1 + se > se ⇔ } se < o { = } se > o ^ 1 + se > se
≥

{

y
= Z

x2 - se - 1 = 0

=

= ✗ ± = e ± V1 +4
=
1 ± 5T

=
2 2

=

- 1 I suo -0 a+ a = b ⇒ al = b2

⇐

%

Vitae ≥ se ssa see [ - 1
,

✗
+
]

f- ( [-1 ,
✗
+ ] ) = [ °

.
✗
+
] < [ -1

,
✗
+ ]

no E [ -1 ,
✗
+ ] ⇒ sen E [-1 ,

✗ + ] Un c- IN per induzione

f- ( x ) ≥ se se se E [- 1 ,
✗
+ ]

⇒
sera ,

= f- (sen ) > sen ⇒ sen crescente , sen
n → •

' l ≤ ✗
+

⇒ e = f- ll ) ⇒ l =L+ [ sen → ✗
+

line zen =L
,

lieu n' ( sen - ✗+ ) = ?
n → a h → a -

-

En

En ÷ ✗
+

-

sen > °

Enti
= f- ( ✗+ ) - f- ( sen)

,

line f- (✗ + ) - f- (× )
= f' ( ✗+ )

En ✗ +
-

sen
✗ → ✗+ ✗ + - se



f-
'

(a) = 1
◦ < f-

'

( at ) < 1
2 ✓ se +1

Quindi En converge a
zero con velocità esponenziale

line
n → +

- MEN = 0

+

① 3 : Quanto vale il Raggio di convergenza di
E En Z

" ?
n = 0

R =

GIA,
c' è
convergenza anche in

12-1--12 e t ≠ R (Dirichlet )

2- = R boh ! assoluta convergenza
0

e + §
-⑤ +

'

§ + È -⑦ +
. . .

I l

+ io

µ

⊕ Ì }
'

, ÉTÉ , § ,
. . .Riordinamento di [

C- 1)
"+'

✗ = 1 ⊖ ⑦ , E i } , % ,
' _ '

Più in generale :

suppongo di sommare pcn) addendi positivi
con pcn ) t q (n ) = n

9 ( n ) addendi negativi

line PEL = DER ( nel caso sopra ✗ = } )n → a

-

Sn = E
ti disp

¥ - 2
te pari

È
4 ≤ Zpcn) n ≤ 29 (n )

H ( x ) ÷ [ È = logse + 8 + ◦ ( t )
per se → + 0

e ≤ k ≤ se

E '

noi>p

È = H ( 2pm ) - E I = log ( < Pn ) +8 + ◦ (1) - [ È logpn + + Oci ) )K pari
K ≤ Zpcn) K ≤ 29( n )

= { logpn + § + logz + ◦ (e)

Sn = { ( login - logan ) + log 2 + Oct )

= I log PH + log 2 + ◦ Ci ) n → •

' Ì logÈ + log 2
2 9nA

Nel caso da cui siamo partiti D= 72 e il limite

{ log + log 2 = { log 2



Es : Mostrare che f- (d) = log
,
?
,
si ha f- ( (0,1 ) ) = IR

0

- se

e = # CE ) ( ne IN # )

(a) Mostrare che (E) ha un' unica soluzione ✗ ( n )

(b) Mostrare che an
-

login per n → a

g- e-
se y = In

qncx ) = è
"

-

% clnlxn ) - ° ?

q ( 0 ) = I > ° 0
. |' in

p ( n ) = e-
"
- 1 < o n ≥ 1

l'- E) login login

% è continua

eco ) > ° 7h

q ( n ) < o /
⇒ ] ✗ne [◦ in ] % (a) = 0

pm è somma di due funzioni strett . decrescenti ⇒ è str . decresce .

O

- se = logse - login se + logse = login
[ . . . ]

✗n'- logan = login
0

q ( login ) = e-
↳ "

- login = e - logn < o

n n t.se n > l

⇒ an C- [ 1. login ] se n > l

line ¥gn = 1 dn ≤ login ¥gj ≤ 1n → cs

V' E >o ✗ n
> 1 - e definitivamente

login ↳ In > Ci -E) login
( -1 +E) login

- ( y - E) loginQn ( ( 1- E) login ) = e
n

=

'
ne _ (e -E) logn

' È >o tiri ≥ MI
n

◦ < E < 1 ME _ ( e - E) logn
È + lo

sen > morte ,%) ⇒ qui -E) login ) > 0 ,
% ( login ) < o

✗ne [ ( 1- E) login , login ] Un > max (E , nè )
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+ •

E 1- 1)
"

(Tn - 1)
×

(a > 0 )
h = 1 1 I

✗
n

⊖ : 1) Per quali L converge

2) Per quali a converge assolutamente

ben / = (Tn - 1)
×
~
( login )

×

login ha

in = e
n
- 1 ~ login

n

[ ( login )
×

non converge ⇔ ✗ > 1

Se 2=1+25 con 8 > 0 ( login )
&

1 ( login )
""

ha
=

nets
.!→ ◦ (1) n → io

◦ ≤ ( loginY c

ha

≤

nttd

• la serie converge assolutamente ltd > 1

• Non converge assolutamente se ✗ ≤ 1

• Se LE (0,1 ) la serie converge semplicemente

Oss : ( a > 0 ) n (Tn - 1)
×

è decrescente per n ≥ 3 , è infinitesima

⇒ Per Leibnitz la serie converge anche per te ( 0,1 ]
0

tuo

( ÈÉ E) + ( È Ìs ) + ( È È ) + . . . converge ◦ diverge ?
11=2

f converge
+o

+ a +O

È / È E.) = -2 E ÷. - È (÷;) = È
"

= ,

le =L le = 2 D= 2 h =L " = 2
"" " [

serie telescopica
[ è il riordinamento di una

serie assolutamente convergente
1È se

"
=

, - se
lui < 1

h= o

lo
1

(e - a)
2

= ( ⇐ ×") /È ×" ) = È in + 1) se" per sei <in
=o

i
con la formula del prodotto di serie



( Iana") /È bnai) - Èyn» ( Èoanbn
- n ) se"

h=D

vale per nel nostro

bel < min(Ra ,
Ris)

-

caso

0

( Fo
= 0

Fn succ .
dei numeri di Fibonacci

F
,
= 1

/ F = F + Fn
nn nn

Fn
+2

≤ 2 Fn
+ ,

∅ /a) =È Fnx" che saggio di convergenza ha ?
h = 0

☐ ≤ Fn ≤ 2
"
⇒ Raggio di convergenza è positivo

+ lo

∅ ( x) = Fo sei + F
,
se + [ Fn

,
se
""

n =O

se ∅ (a) = Fo se + È Fn, è
"

n = O

+ o

sett (a) = [ Fn senta → o

nero

∅ / se) - setola ) - x2 ( x) = F. + F
,
se
- E se + È (F

nn nn

- Fn ) senta
h-0

∅ / se) ( 1 - se - x2 ) = se / Fn»
= Finta + Fn

Fo = o① (x) = ×

per lui < R
e- x - x2 | F

,
= 1

×
=

a
+

B dove &
, B sono radici di 1- se - sé = 0 ( a -1-13 )

1- se - x2 se - ✗ se - B

-

se
=

a
+

B se c- } × , p {
( se - d) ( x-p ) , se - a x-p

- se è A- ( x-p ) + B. ( se - d)

se vale ¥ se # L
, fa per continuità vale anche per se =L e se =p

- p = Btp - a) ⇒ D= B
- a = Ala - p ) ⇒ A =

_

a

x-p x-p

0

Es : Ricavare l'espressione☒
A

= (fa) ^
=
_ £ ⇐ ( £ )

"

di Fn scrivendo [ Fnse
"

se - a 1 - (%) come Comb . lineare dei

due serie geometriche



Esercizio : Ian se
"
= [ bn se" Visita 8 ⇒ an -- bn Un

SVILUPPI IN BASE :

+ lo

PEIN , p ≥ 2 [ Emp
-K

Eu e / 0
,

. . . , p-1 {
le = 1

°

≤ 30, . . .

, p
. > {

""* 7=1-0 sviluppi
E- = ( En {

= ,
decimali

= ( Ee
,
Ea

,
. . .
) p = 2 sviluppi

binari

∅ : } 0 , . . . , p-1 {
""*

, IR
+ 0

E ' ' 101 ≥ ) = È
,
Erp

- K

+ lo

◦ ≤ ∅ (E) ≤ ( p -1) [
a=,

P
- "

= ( p- y )
P
- t

t - p
-1

= (p-1 )
e

p - e
= 1

☐ ≤ (E) ≤ 1 e 101 E) = 1 ⇔ En =p-1 Vie

∅ (E) = ◦ ⇔ En = 0 ltk

0

Inetto ) ≤ [0,1 ] E- = 0 / Enti =L Pan )

Lo =L | dai = pan - L pan ) c- [0,1 )
nti

Dimostrare per induzione che ✗ = [ En à
"

+ p
-
"+"

✗
n,

Un ≥o
12=1

Lo =L ✗ =
E'/p

+
p-2×2

Le = Pd - Lpa ) = pa - E,
→ Lo =p

-
" ( date

,
) =

§ + dj
Ntt

Per n→ a §
,

Eu P
- "

= d- È
"" >

anni ' & ovvero Enp
- "
= X

( E
'

)
,
( ≤ ) e Io , . . .

, p
-1 {

""*

/ En = Ei K < Ko

/ Ex
.

> E
'

Ko

+ io

⇒ ⑦ ( ≤ ) - ∅ ( E
' ) = [ ( Eu - E

'

, ) p
-
" ⇔

te = Ko

Ko

⑦ (E) - ∅ ( ≤
' ) ≤ ( p - 1) È

Kiko P
' "

= ( p-1 )
( Tp)
" - =p

= (f)
"° "

+ lo

( ≤) - (E) ≥ ( Geo- Eko ) p
-↳

+ -2 ( Ex - E;) p
"
≥ ( Ex

.

- E'e.)p-m-p-teok-ko.tt
vale l'uguale ⇔ Ero = E

'

↳
+1 e Eu --0 ^ Eri =p-1 Un> i 0



Esercizio : p = 2

+ O

1) Mostrare che ✗ E Q n [0,1 ] ⇔ ✗ = [ Ex 2-
"

con En pre- periodica
K = 1

2) ✗ = Ig con ( p , g) = 1 q dispari ⇔ a
= [ En 2-

"

Eu periodica

3) Se Fcx) = [ En se
"
con Esse 10,1 { ltk e f- (E) c- con ⇒

⇒ F ( se ) =P ( se )

☒ ( se)

con P
,
⊖ polinomi

o

+ io

ci = | se c- [ 0,1 ] : se = [ En 3
"

En e { 0,2 { {
K= 1

C è chiuso
,
2C = C

,

C non contiene alcun intervallo

+a

sen e
ci sen→ I ⇒ En ( n ) > In tre

, sen = [ En ( n ) 3-
"

n → +O
te = 1

Per verificare le altre due proprietà basta vedere che

se c- C se = [ En 3-
K

,
Ìe = -2 Èn 3

' "

E
se

C- 30,2 {

con In =
{ E" " ≤% allora si ¢ C e si può essere reso arbitrare.am .

| 1 K > Ko vicino a se con ko grande

Esercizio : Sia F : C » [ 0 , e ] definita da :

+a
+ lo

✗ = E En 3-
"

i > Fca) =È (E.) 2-
"

K= 1

• Verificare che F è surgelata e debolmente crescente

• È ( x ) = sup f- (t )
+ e c.

,
F- ( se) debolmente crescente

,
Écse) = F ( se ) se c- C

,

t ≤ se
,

È è continua
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Def : 0 f : M → N M
,
N spazi metrici è lipschitziana di costante C > o

se dn, ( f- (x) , f- (y ) ) ≤ Cdm ( se , y ) Use
, y
E M

0 f : M → M è una contrazione se è Lipschitzicnea con costante C. < 1

TEOREMA CONTRAZIONI

M sp. metrico completo , f- : M → M è una contrazione

⇒ ] ! si e M t.ci
. f- (E) = è ( punto fisso per f- ) .

Inoltre tuo c- M la

successione per ricorrenza , senta
= f- ( Rn ) con dato init

. sono Conor . a Ie .



Dive : Il punto fisso Je ( se esiste ) è unico .

Infatti , se Ie, e Ia sono punti fissi ⇒

⇒ d (sei
,sta) =D ( f- (set) , f- (str)) ≤ Cd ( sei , Ii ) ( c. < 1) ⇒ te

,
= sta

Per l' esistenza di Je
, fissiamo sto € M e consideriamo seni ,

= f- (sen)

Osserviamo che d ( senta , sen ) ≤ Cd ( sen , sen. .
) ≤ (

"

d ( sen ,
no ) ltn

Vediamo che sen è di Cauchy .
In > n si era :

m-1

d / sem ,
sen ) ≤ E d ( sen» , sen ) ≤ d ( no

,
se. ) È c

"

di> . triaegt . "= "
K -
- n

0

≤ è d ( ao
,
sei ) È CI = dcxo, se. ) c

"

1 - C

⇒ sen è di Cauchy ⇒ sen → E

Per vedere che si è un punto fisso , passiamo al limite in senti,
= f- (sen),

osservando che una contrazione è continua
,

⇒ si = line sen, = line f- ( sen ) = f- ( si )
n

ESERCIZI :

① Sia PC -2) = 1+-2+-22 + . . .
+ È NEIN

.

Trovare le soluzioni PCZ) = 0 .

Pcz ) ( z - 1) = ( 1+2-+2-2 +
. . .

+ E) ( z -1) = è" - 1 = 0

Z = 1 o Pct ) = 0

2KITL
'

1 = e K€2 z
""

= 1 ⇔ z = e

"

KE { 0 ,
. . .

,
n {

Pcz > = o ⇔ 2- = ETÉ
i
= co> ( 3k¥ ) + isiu ( 2ktnty ) ✗ e / 1 ,

_ . .

,
h {

② an ≥ 0 , anni ≤ an ,

[ an < +0 (LEMMA DI ABEL )

Mostrare che live n - an = 0
.

n→o

Per condensazione
, sappiamo che [ 2

"

azn < tu ⇒ line 2
"

azn
= 0

.

K

Supponiamo per assurdo che E >o t.c.hn an
,

≥ E
per una succ .

nn Te + 0
.

A meno di passare a una sdtoseeccessione possiamo

supporre hpa,
≥ 2hr , ha ≤ nni-yz.tk .



Osserviamo che È an ≥ È
"

anni
,

= ( niet
,

- nie ) anni, ≥ hkt' anni, ≥ §n = nn ↑ mente 2

am decrescente

Questo contraddice il criterio di Cauchy :

-
M -

( V-EJ-net.ci [ an ≤ E km ≥ n ≥ ne
_

K= n

Assurdo
, quindi non n

' 0
.

OSS : non 0 e an+,
≤ an ¥ [an < tu

,
Es : an =

1

nlogn
0 £ : IR → IR manda compatti in compatti e intervalli in intervalli .

Devo dimostrare che
,
data sen → seo

,
si ha % £ ( sen ) = f- ( ro) .

K = ( Y sen ) u ro è un compatto, f ( K ) = (Uflxn ) ) u f- ( no) è un compatto

⇒ f- ( no ) = line f- ( sen ) o la succ . f- ( sen) ha un punto di acc . y ,
≠ fisco ) , y , e f- (K )

n

Supponiamo per assurdo che esista un tale y , .

A meno di passare a una sd-losnccessio.me .

Posso supporre f- ( an ) n

'

y,
= £ ( seri ) .

° Questo può succedere :

| 1 se >o f- ( sen ) = 1 = y ,
es : f- ( se> = | ◦ se ≤ ◦

← = È
£ (o ) = o

◦ Non ho usato che £ manda intervalli in intervalli

la stessa proprietà vale per } sen { n ≥ no quindi supporre f- ( sen) = y , ≠ f- ( sco ) In .

Posso supporre sent ,
≤ sen come in figura .

f- manda intervalli in intervalli ⇒ supponiamo y, > f- ( no)

f- ( [ no , sen] ) = In ≥ [ fisco ) , y , ] In
⇒ ] In C- ( no

, sen
) te f- ( In ) c- ( Y, - £ , Yn ) .

Ottengo una successione In tale che In → seo e f- ( In ) ] y, ≠ fisco)

ma f- ( sein ) * y , ltn ⇒ f- ( Usén Uno ) = U f- ( In ) u f- ( sen ) non è compatto .

I CPT

Non contiene y , .
Assurdo

.
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Prima prova in itinere .



01-03-2022 Lezione 37 Prof . Novegro-

DERIVATE SUCCESSIVE

(n )

dnf
= d-
«« (

d
""

£ ) = f Derivata na di f-
doc

"
doc

""

PRI : f- : A → IR A aperto xo E A

f è derivabile due volte in Sco ( in un intorno di Sco ) allora :

1) f-
'

(sco ) = 0 e f-
"

( sco ) > o ⇒ sco è un minimo locale stretto cioè

f- ( sco ) < f- ( SC) txt ( Sco - E , >co + E) ,
× ≠ Io

2) f-
'

( Sco) = 0 e f-
"
( Sco) < o ⇒ s.co è un massimo locale stretto

3) Io è un minimo locale ⇒ f-
'
Coco) = 0 e f-

"
( sco ) ≥ o

4) Lo è un massimo locale ⇒ f-
'

( sco ) = o e f-
"

( sco) ≤ o

0-55 : f-
'
( Sco) = f-

"

(sco) = o in generale non possiamo dire niente

""

, f-
"

(a) = n ( n - 1) In
-2

ES-i-fc.sc) - och ( n ≥ 3) f-
"

( sc ) = nsc

DIM : 1) f-
'
( Sco ) = 0 e f-

"
Coco) > o ⇔ line f' ( SC) - f-

'
( Sco) = line f-

'

( SC) > 0

✗ → JCO
× - gco

✗ → Io Fo

Quindi per la permanenza del segno f-
"

(×) > 0 × E Coco - E
,
Scot E)

*È
oca

| f-
'

( SC ) > o se c- ( Sco ,
Io + E) ⇒ f- è str . crescente

•⇒
I g-

'

cx > < ° se c- ( Sco - E
,
Sco ) ⇒

f- è str . decrescente , >

Io

⇒ sco è minimo locale stretto

2) si fa come⑦

3) suo minimo locale per f- ⇒ f-
'

Coco) = 0 - - -

I

l
'

l '

3- E te f- (SC ) ≥ f- ( Sco) VOCE ( Sco - E
,
no + E) l

'
×•

E
,

Per Lagrange Ha c- ( Sco
,
no + E) 3- E

,

E Coco
,
a) tc

f-
'

( Ex) = f- (a) - fisco ) ≥ 0 ⇒ f-
"

(sco) = line f-
"
( Ex) - f-

'

Coco)
≥ O

se → Io
0C - IO E

>a

- Io

4) si fa come ③

Più in generale si era :



PROP : f : A → IR A intorno di suo cioè A = Coco - E
,
no + E )

f- derivabile n volte in oca
,
ne 1N

,
n > 1

§
( k ) ( n )

( Sco) = 0 1 ≤ Ken e f- ( Sco) ≠ 0

Allora :

⑦ n è pari e f-
""
( Sco ) > o ⇒ Io è un minimo locale stretto

② n pari e f-
'"
( Sco ) < o ⇒ sco è un Max locale stretto

③ n dispari e f-
<"
( Sco) > o ⇒ f- è sta .

crescente in un intorno di Sco ,

quindi oco ne è Marx o min

④ n dispari e f-
'"

Coco ) < o ⇒ £ è str . decrescente in un intorno di oca

DIM : Si dimostra con il polinomio di Taylor , più avanti nel corso

Notazione : A ≤ IR aperto ,
si indica con i

<
"

( A) = } f : A → IR derivabile n - volte con f-
'"

continua { sp.
vettoriale su cui

si può mettere la norma : 11£ Il <n
= È Marx £

' ">
Cx)

K=0 JCEA

FUNZIONI CONVESSE E CONCAVE

DEF : f- : I → IR
,
I intervallo

,
è convessa se fa)-

y , , y , z giga g , y , ≤ g ,≥ , , gaz, _ g ,» , (y-×, g-⇔-1g y | |
,

z - 3C

£ è concava se - f- è connessa .

se y -2

0¥ : La disuguaglianza si può scrivere equiv. 9=7×1-(1-2) Z TE[0,1 ]
↓

COMB. CONVESSA

DI 0C E Z

f- (y ) = f- ( loc + (t -t) -2 ) ≤ If (sc ) + ( 1 - t ) f- Cz ) Hoc
,
z E I e the [0,1 ]

Ed : ac
"

per n pari è convessa ,
I >CI È convessa

,
se è convessa

,

C. Es : è per n 73 dispari non è convessa .

PROP : f- : I → IR derivabile ⇒ f- convessa ⇔ f-
'
crescente

DII: ⇒ ) se < ys z i

\

(*) £ (Y)
- £ ( sic )

≤
f-Cz) - f-(sc) ≤ fa)

- f-(y)

y - ×
Z - × -2 - Y

× y z
>



(*)
> → se

> f-
'

(sc ) ≤ f- Cz ) - fax) ≤ f-
'

( z ) ⇒ f-
"

è crescente

z - ×

⇐ ) f-
'
crescente

, supponiamo per assurdo f- non convessa , cioè 7 >< < y < 2- tc

^

f- (y) > f Cx) + f- (z ) - f- Csc ) ( y - × ) f- (y )

+
⇔

z - se

f-(SC)
In particolare f- ( y) - f- (SC)

,
f- ( Z ) - f- (y )

y - x z - y
÷

|
z

Per Lagrange 7 ✗ e Csc
, y ) , pe (y ,

-2 ) te f-
'
(d) = f- ( y) - f- (SC)

,
fc-2 ) - f- (y ) = f-

'

( p )

"

y - K Z - y

Assurdo perché £
'

deve essere crescente .

CORI : £ : I → IR derivabile 2 volte
, f convessa ⇔ f-

"

Csc) ≥ o V-oc.CI

COR 2 i f- : I → IR connessa e derivabile 2 volte in sco ⇒ f-
"

Coco) ≥ o

lo stesso vale per f- concava con ≤ o invece di ≥ 0 .

ISS: Il segno di f
"

definisce gli intervalli di convessità e concavità di f-
"

DEF :

- f- :(Io - E ,

Scot E )
, f- derivabile in sco

, f- cambia concavità
"

in oca cioè f- è connessa in Coco - E
,
no)

e concava in Coco
,
Scot E)

^

o viceversa
,
allora Lo si dice punto di flesso per f- £

>

DEF-i.fi ( Sco - E , ocot E) continua in oca
,
cambia concavità in sco

,

line f- <× ) - d-( Sco)
, +0 o → - co allora Io è un punto di

✗ → Io 0C - lo

flesso a tangente verticale .

PROP : f : I → IR I intervallo aperto , f- convessa ⇒

① f continua in I
I
② Voce ] 7 DI Csc > ≤ DI Csc)

doc- doc"

--

DERIV
.

SX DERIV
.
DX

③ ✗≤ y ⇒ DI Csc ) ≤ DI (y )
d >Èdata

④ disc ( 9¥ ) - disc ( DIg,± ) insieme numerabile
di punti angolosi

e d- è derivabile toc ¢ dis ( §¥± )



DIM : Basta dimostrare ② e ③

✗ < y < -2

f- ( y ) - f- ( SC)
≤

f- ( Z ) - f- (y)

y
- x z -y
↓ ↓

MONOTONO MONOTONO da Y -2

CRESCENTE CRESCENTE

IN × IN Z

Facendo il limite x → y e -2 → y si ha (y) ≤ DI (y ) ⇒ ②
dà dsct

③ Segue dalla monotonia dei rapp.
incrementali
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Teoremi di de L' Hòpital

TEL (Hi § ) : no EIR
,
I intorno di ao (sco EI )

,

•

f- , g continua su I
, fisco) = gioco) = 0

• f- , g derivabili see I
- loco { , g' Cx) -1-0 Voce I

' loco {

Allora line d-
"

( SC) = l ⇒ line d-Csc)
= l

×→ Io
g' (sc)

«→ Io
gcsc)

o

OSS : Non vale il viceversa ( ⇐ )

⇒ : f-(a) = è sin £ d-
'

Coc) = 20C sin £ + ècosi (-1×2)

gc>c) = sin >c G' (SC ) = COSOC

line f-
"

Ca)
= line 2>csin%c1-c.2cosh.cl- "sé)line SE'

= LEI ;
in :-c

3C-30 se → o g
'
(a) 0C -30

gcsc) Cossa

infinite .

-

limitata
↓

NON ESISTE

f- ( SC) = SC - sin >c line f- ( SC )
=

line X - sinoc = 1-
←→ °

gc>c)
« → °

✗
3 T 6

G.Csc) = ✗
3

sin ac ~ × ) sin >c. = ac toc>c)

line f-
"

con
= line 1- COSI I line f-

"

Csc )

✗→0
g. <×,

=

line sin >e I §se →o

gi (a)
✗ →° 3×2

• → °
cosa

1-
Si arriva ad un loop logico perché è da qui che sappiamo (sin >c)

'
= cosa



per

anni;DIM : Oss :

g
non si annulla in I ' } >col c . .

±
Rotte

Perché se g.
( scn ) - o = gioco) =) 3- ce ( Sco

,
sci ) CI per cui f-

'
(c) = o

f- <⇒
=
fac) - gioco)

= f-
'

( Fsc) «→% l
8C>c) gcsc) - gioco) per limite di una composizione

g
'

( Ex)

⇒ 7 }
,

c- ( sco
,
>c) te f- (sc ) - fisco ) = f

' ( Esc)

gcac) - gioco) G' ( Esc)

Teo ( H , § ,
>co - + co ) : f , g. E ( ( ( a ,

+ co ) )
,
line fac ) = line gcx) = o
a → +a ac → + io

f- , g derivabili su Ca
,
+ co ) g' ( sc ) -1-0 toc € ( a

,
+ co )

Allora line f-
'
Csc)

gicsc,
= l ⇒ line f- (sc )

ac → + lo sa → co

gc>c)
= l

0

Oss / esercizio : Non vale (⇐ ) ; trovare un controesempio

Dim : Ict ) - f- (f) § (t) = g (f)

£ /§ sono continue (o
,
ta)

,
line ÌLT) - o = live § ( t)
+→ o + →o

I'(f) = f-
' (E) (-È )

, §
' It ) - g' (E)(f)

line Ìlt )
1- → è

g. (+,
=
line £

"

(%-)
= line f' ( sc )

t →Ò

gi (y) p
= → co g' ( sc)

= l

a. =
' /t

⇒ f. = line
Ìct)

= line f- (Vt)
= line f- <⇒

+ →è § (t ) + →è
g. (Vt)

« → + co gcx) ☐

se = - co : dive
. analoga

Teo ( H , % ) : I intorno disco ; I
#
= I' locale

f- , g E C ( I
# )

,
line fcsc ) = live g.(sc)

= + co

✗→ Lo sa → do

f- , g derivabili I
#

, g' (SC ) -1-0 × E I
#

Allora line d-
'

Csc) = e ⇒ line £§÷, = e✗ → Sco
gi (sc) sc → do

DIM : ( caso le IR) Dimostra line
se → scot

£ | ,

gcsc,
= loco

sc Scots
In

E > o 78 > o te l - E E t' <⇒ < e + E xe Coco
,
SÉ )

g' ca)



.

1 -
Soci)

f- ( sc )
=

f- ( sc ) - f- (an ) fcoc) gcsc ) - gcscn ) = fac
) - f-(Scr)

gc»,

g.(sc) g. (SC)
-

gcscn)
"

f- Csc) - f- (sen)
i

gcsc) gcsc) - gioca) n - g- ( sa )

f- Csc)

↳ hcsc> = 1+0<1)
7 Ex C- ( SC

,
>G) te f- ( sc ) - f- Coca )

gcsc) - gioca ,
=

£
"

/ &" ) ✗ → + •

g
' ( Ex)

f- (sc)
=

d-
'

( Ex )
. hcsc)

gcsc) g' ( Ex )

liuesup f- '⇒
= lineup f-

'
( Ex ) liÉÈ se + {

0C → >co
gcsc)

x → ao

gi ( E >c)
«→ >co

limina tac) il - E
se → Sco gcsc)

E > o l - E E liueiuf d- '⇒ E liuesup d-⇐ '

Gcse,
Eli E

3C → >co gcsc) a → do

f- ( SC )arbitrarietà ⇒ timing è,
=L = liuesup SE

chi E > o
se → ho g.(sc)

⇒ line t = e
sc-ss.co

gcsc) ☐

I casi 1=+0 e l = - co per esercizio .

USI & ABUSI

• line log»
,

un live
%

= 0 (§ ) uso legittimo

>c. → co 3C → + co 1

÷

• line logsc ~, line
← → È = +0 Non è un caso del tipo § e Cgac → ☐ +

se

-- USO ILLEGITTIMO

+ io ⑤

• f- ( sc) = × f-
'

( se> = 1

g (
sc ) = VÌ g' (SC ) = ^

.
zsc = sc

2)1 + ✗2 ✓ Itaca

line ✓È → De l'Hopital loop (ATTENZIONE )
se → a {÷, line

a → co ×

④
• line log (it » ) - K ma line

se→o

È -
1

« → o se z»

= - TÈ . È = _ È

LEE : log ( e + x ) - ac
ac
,

=
- 1- + ☐ (1) per se so

-2



log.CI + sc) = x + se / - { + oca) )
log ( 1- + e) = se - 0¥ + o ( x2) per se → o

f- ( sc)

• line
⇒ → + •

ÉÈx
>

(arctansc - E + %
, ) = line (%)

sa → + a
^/se 3
-

gcsc)

f-
"

(x ) = ^
- I

1 + >(2 ✗
2

= È - 1 - x2

x2 ( 1- + x2)

g
'

( sc ) = -3×-4
1

se
#
=

line £
"

( sc)
=
line Kal' +⇒

= line 1
se → + co

g
,
( × )

sc → + a 3>c- 4 se → +A 3

'

#( e+ x2)
= È

line f- ( sc) = 1-
se → + co gcsc) 3

f-(SC )

• line
Itinere

È
.

se → + co 1 + sia
-

Gcse)

f-
'
(a) = 1 + Zsccos >è

g
'
( SC ) = 23C

f-
'

(a)
line

se → + a %, t
COSJCZ

⇒ → + co giga,
= line

⇒ non era limite
,
non posso usare De L'Hòpital

Si fa con i carabinieri :

ac -1 = se + sin sè = Oct 1 3C ± 1

^ + scz

~ % Per sc → + co

1 + sè 1 + sè 1 + sè

u

è ò0

• line ( it >c)
""
- e [È }2C → o

ac

% log ( it >c)
- e f-

'
( sc ) = e.

È loghi >c)
f- (sc ) = ( ntac )

"
"
- e = e .

ÌÌ - logGtx)
è

g.( sc) = se g' ( sc) = 1

line f-
"

(sc )
= line ( e + ✗È

×

ntsc
- leggi >c) = -

§
✗ →o g' ( sc) ac →o sc

'

⑦



1⊕ f
,

( sc) = 1 - log ( 1 toc) - ^ f.
"

↳c) =
_

«≈
+

^

↓ 1 toc (ntac)
≥

I g ,
Gc) = si g) (a) = zsc

1

line £! (sc ) = line ^

2,

= line ^
= - f- = line£""

se → o 1 + se

'

^"
" ^

se →o a + se

e

' "

× → ◦
g; ( sc)

1 + ×

'

^

← →°

g, (a)

• line (÷, - ^ ) = line tana - × (E)
✗→ O Satanic 0C →o scatole>a

f- ( SC ) = tauoc - se £
"

Csc ) = # tana -11

g (
SC) = sottovoce g

'
Coc> = 2>ctanoc + sè (1 +tana )

line f-
"
Csc) = live tour»

= line
1

= §2C -30
2 se

+ 3C
≥

se → o

gi (⇒
× → ° 2>cotone>c + è ( 1- + tana )

fan, +cui,
(1 + tanto>c)
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STUDI DI FUNZIONE

f- : D → IR D= dominio di f-

OBIETTIVO : Tracciare un grafico qualitativo di f- in 1122

Tf = { ( x , y
) :

y = f- Csc) , se c- D { C 1122 Grafico di f-

PASSI PRINCIPALI :

① Dominio massimale di f-

◦
segno di f-

◦ Simmetrie : Pari ( fcx > = f- C- x ) ) , Dispari ( f- (x> = - f- c-Sc) ) ,

Periodiche ( f- (sett ) = fasc) ,
T periodo )

(◦ Discontinuità
◦ limiti agli estremi del dominio ( incluso ± co )

/
0 Asiutoti ( verticali

,
orizzontali

, obliqui )

◦ Derivalrcità di f-

0 Discontinuità di f- ( Punti angolosi , cuspidi , flussi verticali )

◦ Segno di f-
'

,
monotonia di f- ,

massimi e minimi locali

◦ Derivabilità di f-
"



° Segno di f-
"

,
int

.
di concavità /convessità

, flessi , massimi e minimi

° Disegnare il grafico nel piano cartesiano È (conviene farlo
fin da subito )

ESEMPI :

◦ f- ( se> = ¥ + log ( 2 Pci - 1
' sei -2 )

f- pari , basta studiarla per se ≥ o

+ - 1
_

^
+

I >CI - ^

Domf = } sc : i>ci -1

,» , _ a

> o { = (-0 ,
- 2) ul - ^

,
1) u ( 2. + • ) + | / + | | +

,» , . ,

+ - z - 2 +

^ Y

\

.

-
+72

logz •'TI÷ | . . → ± | e '

≈

f- (o> = o + log ( 1) = o

live
• → ,

log ( 21ª ' - 1-
✗ → 1-

£⇔ = 3- + line ,» , - a) = - o

line
se → zt

f- (× ) = § + line log ( 21 >ci
- I

✗→ Zt ,>e , - 2 ) = + 0

line
←→ + co

f- (SC) = + co

log 2

Asintoto obliquo : line f- sei = § + line [
TÈ ) = §se → + O

se 0C - 2

line fcoc) - § = line log ( 2C>c- 1 ) ) -← → co
- log 2

←→ + co 0C - 2

I = § + log 2 ASINTOTO OBLIQUO



f-
"

( sc ) per x > 0
, fioc > + log (:* ) + log ≥

1f-
'

(a) = § + E÷ ( III )
"

= f- + III. × -2
- '≈ - se >

= § - (← a)(← a)
=

Gc - 2)7

= se
≥
- 30C 1- 2 -3 = x2 - 3×-1

3C>c- 1)(SC - 2) 3C -c- 1)(se - 2)

Per se > o sgn ( f
'

) = sgn ( x2 -3>c- 1 )

x2 - 3×-1--0 ⇔ × = 3 ± Fs

2

f-
'
cambia segno per 5C = 3ITL C- (3,4 ) unico punto stazionario con se >0

line f-
'

(sc ) = - 1 ⇒ line f-
'
Csc) = È punto angoloso in 0C - o

d. → ◦
+ 6 f- PARI ✗ →◦

-

f- DISPARI

calcoliamo per sc > 0
,

f-
"

( sc ) = § (
x2

- 3×+2 -3 )
"

= § ( 1 -3 .

1^ )
"

= (
. >« + 2)

"

=

72 -33C + 2 I 2-3×+2

1
= 3 - 23C= ( x2- 3×+2 )

"

=
-

2×-3

(x2 - 3×+2)
≥

(x2 - 30C + 2)
2

s.gr f-
"

=

sgn (
3- 2>c) per se > o

f-
"

( sc ) < o in ( 0,1 ) e f-
"

(sc ) > o in ( 2
,
+ co )

f- concava £ convessa

② f- (sc ) = | ×
> Dom f : se -1-1

, ¥÷ ≥ 0
3C - 1

◦ Dom f- = ( -0,0 ] u ( 1
,
+ co) f- (a) = o

① Non ci sono simmetrie

① fcsc ) >0 ,
toc ≠ o se E Domf

" Y
y = >ct È

y = -x

I:|! ≥
.



line fsc) = line
se
>

✗ →è | × - a = + ° asintoto verticale se = 1

se → It

live
•→ ± -

f- ( se> = + • ( f- si comporta come ixi )

fla ) se
}

Asciutti obliqui : live
se

= line
se → + O se → +a | £2 '

se - e

= ^

line se
}

se→ + io ( FÈ - × ) . /È + a)
= line se . .

- si
✗ → +•

fin) - se = li"

se -' '→

¥ + se✓È + se

se
≥

= line AS
.
OBL

.

a- ,

+ se)
= £ ⇒ ] = × + È

per ✗→ +•se→ +0 ( se-1) ( ja
~ 2×2

line £ ( se) se
>

se
>

se → - o È / ← ,

= - line
se → - O se

= &"
se → io | x2 ( se-1 ) = - ≤

se
}

-
x2 setlive line

se → - io
£ ' × ' + se = line

se → - co

de - 1

µ
=

se -'→ cui > (E - se )
=
- È

se-1

- se

y = - Z
-

12 AS
.
OBLIQUO per se → - lo

calcoliamo fin' =/ / E:)
"

= E /÷ / LE /
'

= E /÷ %!!!!
sei

= ÈÈ •

(× . , )
,

(2×-3)

f-
' (a) = o ⇔ se =

§ ⇒ f- ( { ) =/È = SEI unico punto stazione .

2
e minimo locale

line f-
'

( se> = -

È là≥ ) -£> .
×
'
= o

se→ o
-

3- df
☐←

( o ) = o
2=0 minimo assoluto di f-

"

se
.

É %f-
'
(a) = ( se - § ) / (× . ,» , f-

"

(a) =p ×

( se- g)
3
- ✓ (Z- 1)

3

( se - 1) 4

⇔ / sei;-) /a- E) ≤
?
cnet.ae = se

'
- se ⇒ se 2+-122-3-2 se È x2 - se 01
÷

⇒ f-
"

(x) > o tre Domf , f è connessa in ( - io ,
o ] e ( 1

,
+ a)

.



I

08-03-2022 lezione 40 Prof . Novaga
FORMULA DI TAYLOR

PROBLEMA : Data f- (x ) regolare , sono C- dove£ ,
ne IN

,
trovare il polinomio

Pn ( se) di grado n che
"

approssima meglio
"

f- vicino a seo

Es : n --0 Po ( se] = f- ( sco ) ,
n - e 1? ( se) = f- ( se , ) + f-

'
Iseo) ( se - Ro)

cioè cerchiamo Pn ( se ) t.c.fi se ] = Pn (x) + ◦ ( Ix - seol
" )

Oss : Non è detto che esista

OSS : Se esiste è unico :P ,
Q di grado n

,
P - Q = ◦ ( Ix - seol

" ) ⇒ P = Q

Def : Data f : I → IR ,
I aperto , diff . n - volte in do c- I

,

Tn ( f ,
no ) ( a) = È £

""

( ro)
( se - suo )

"
si dice polinomio di Taylor

a- 0
K !

di grado n di f- in seno
.

(h)
Oss : Tn ( no) = f

" " "

( sco ) lfksn

Teo ( Peano ) : f- diff . n volte in seo
,
ne IN

, f- (d) = Tn ( f- , no ) (a) +0 ( la - xd" )
-

RESTO DI PEANO
Dim : Applico l'Hipital ( n - 1) volte a :

line f- ( se) -Tn (n)
= line f-

"
( se) - Tn

"

( x )
= line ft

""

( n) - Tn
" "_ In ,

se→ no ✗→ sto n ( se - no)" - ^ ✗→ no
( se - seo )

"
n ! ( se -↳

(n- t ) ( n ) (n- i ) ( n- I )

= I line £ (se) - f- ( seo) ( se - no) - f- ( ro) = I line [ £
"" " " ' '

= 0(x) - £ (sco)
- £ ( sco)

n ! "
→ no

se - po
n !

✗ → no se - ho
_

Cor ( Marx /min ) : f derivabile n volte in seno
,
n > 1

,

f-
""

( xo ) = 0 V1 ≤ te ≤ n
, f-

'"

( no) -1-0 ⇒

①
n dispari , f- è localmente strettamente monotona

② n pari , f'
"

( sco) > 0
,

sono minimo locale stretto

③ n pari , f-
'"

( ro) < 0
,

suo massimo locale stretto

Dive : f- ( se) =Tn ( ze ) toc ( se - do)
"

) = £
""

( sco) (se - do )
"

+ ◦ ( se - no )
"

n !

Vediamo ②
,
cioè n pari e f-

'"

( sco) > o

7. E > o te lo / se - seo)
"

/ ≤ £
""

(ro) ( se - no )
"

Voce ( no - E
,
no + E)

2h !



⇒ f- (se] ≥ £
">

( sco) ( se - do )
"

In C- ( seo - E
,
no + E) ⇒ seo è un minimo locale

2h !

Gli altri punti si fanno in modo simile .

Calcolo di Tn ( f- , no ) :

① Tn ( af-ibg.ro ) = a Tn ( f , no ) + btn ( g ,
no ) a

,
bello

◦ Tn
. ,

( f
'

,
no ) - Tn ( f , no )

'

IK)

Esempi : 1) f- (a) = è seo
-
- o f-

'"

( a) = è UK ⇒ £ (a) = 1 Vie ⇒ Tn (se ) = È ≈
"

/ ,

tuo
K !

( k)

2) f- (a) =
1 1 2

1- se
i £

"

( ×) =

(a - × , >
, . . .

, f- ( se) =
K !

( e - a)2
I [

"

(× ) =

(y - K)
""

(h )
n

f- (0 ) = K ! ⇒ Tn ( x ) = [ sete
K= O

f- (x ) = 1 ⇒ Tn ( se ) = [ C- 1) " se"
1 + se

te = 0

3) f- ( x ) = log ( e + se ) , f-
'

(a) = 1

1+ se

T (f)
'

= Tn ( f
'

) = È c- e)
"

se
" ⇒ [

+ ,
(f) = [ C- e )

"

sei
"

nt '
no

mo nti

+ £☒
4) f- ( se) = sin ( se) , f-

'

(a) = cosca)
, £

"
= - sin ( se ) , f-

""
= - cosca) , f-

" " '

= senese)

n n

Tant
,

(se) = [ (y )
"

x2"
"

(2×+1) !
e analogamente f- = cosca) , se -0 ⇒ Tanca) = [

(- 1)
"
se
"

K-- O te -0 (2K) !

Oss : £ pari e sono -0 ⇒ Tn ( n) ha solo monomi con esponenti pari

f- dispari e seo - o ⇒ Tn (se) ha solo monomi con esponenti dispari
n

5) f- (x ) = 1

1+22
% =° ⇒ Tan (a) = [ (

- 1)
"

serie

K --0

6) f- ( se> = arctan ( se) a. = o ⇒ Tara
,
(a) = È 1- 1 )

"

se

""

K--0 2kt 1

7) ( e + se )
"

,
a -1-0

,
xo - o ⇒ I. (a) = È (1) sete (F) = ✗ (a-1 ) . . . (d - KA )

e-o K!

OSS : Anche se £ è derivabile a volte in seno non è detto che live Tn ( se) = f- ( x)
n → io

per see ( seo - E , no + E)

/ e-
÷

se # o⇐ "

f- ( se> =p ◦ • ⇒

line e- ÷

se → o sen

= ° Un ⇒ Tn ( ze) = 0 Un •

DOMANDA: Quando Tn ( se) → f- ( se) in un intorno di seo ?

Leo (Lagrange) : f derivabile ( nie ) -volte in (no - E
,
no + E) ⇒



⇒ f- (a) = Tn (f ,%) (a) + f-
'" "

(t ) ( se - no)
""

te ( zio
,
se ) o te ( se

,
no)

( nie ) !

RESTO DI LAGRANGE

Oss : n -- O è il teorema di Lagrange
Lemina :

g.
derivabile Cnn ) - volte in (a. b) , g

'" /a) = g / b)
= 0 ◦ ≤ Ken

⇒ -3 te ( a. b) te g
"">
(f) = 0

Dice : applico Rolle a g :

7 t
,
te g. ( tn )

= °
, applico Rolle a g

' in [ a
,
ti ]

:

7 tn te gh'(tn) - 0 , " " " g'
"
in [ a .tn ]

Inti ) (t ) = 07 + = tenuta g

Dieu (Teo) : Fissiamo se > no
, applico il lemma in ( no

,
se )

,
con

glt ) = f- ( t ) - Tn (t ) - fcx )
-Tncx) (t- ao)

""

( ze - seo ) ""

g'
"
( no ) = o te ≤ n , g ( x )

= o ⇒ 7 te ( no
,
se ) te g

' "">
(t ) = o

☐ = §
' "" >
(t ) - ( nti) ! f- ( ze ) - Tncx) ⇒ f- ( se) = Tncse) + f-

'""
(t) ( se - ao)

""

( se - zio ) "
"

( nti ) !
se
"

ce : e
'

= È n.TV-xc.IR
h=D

n

Dine : e
"
- Tn ( se] = ex - [

×
"

terok!
= è

.

senti
Tnt ) !

( It / < / se / )

/è - Tn ( x) / ≤ e
'"

/ se,
""

n

>
°

(nie ) !

Def : f è derivabile infinite volte in xo
,

la serie È Écho) ( x- no)"
Leo te !

si dice serie di Taylor di f in seo
.

Lo stesso funziona per sineCse ) , cosca) :

Siu ( se ) = È C- 1 )
"
×
""

se e IR

mo ( 2h+1 ) !

cosca ) = [ ( -1 )
"

sein
( 2h ) !

× E IR

n=D

1
e anche per log (e + se ) ,

e + ×
,
ovectarecse)

,

e

etsez
ma solo per Ise / < 1

ÈS : approssimare e a meno dell'
^
/1000



e = Tn ( 1) + Rn = È LI
.

+ Rn Rn = è
"

< 3
""°

(n+1 ) ! ( n + , > !

tn € ( ° ' ± )

(mt t ) !

<
e

scelgo n te Rn < 1

•◦◦◦
,
cioè >

1000

( ntl) ! > 3000 per n = 6
(mt y ) ;

<
+

Tg ( 1) = 2 + ≤ + ↓ + 1 + 1 + 1

24 120T 720

Def : f : a → 112 A aperto , f- E C° (A) è analitica in A se ltxo C- A

f- coincide con la sua serie di Taylor in suo
,
in un intorno di no .

Es : e
"
è analitica su IR

,
areatore ( se ) è analitica su IR

,

1 è analitica su IR' }-11 ,
1 + se

f- ( x ) = Se
' ""

è analitica in 1121104 ,
anche se f- c- (TR)

lo

10-03-2022 Lezione 41 Prof .
Carminati

Formula di Taylor con resto di
/
Peano ← serve per calcolare live ac → so

'

Lagrange ← utile per ottenere info
di tipo "

globale
"

L) f- derivabile ( n + 1) volte in I intorno di

non
f-
"

(sco)
f- ( sc ) = E

µ!
( sc - Sco )

"
+ £

" " "

( { )
(× -⇒

n'-1

{ C- (no , >c)
K = 0

( nt 1) !

Es : Calcolare since) con errore inferiore a %

Ossa: Il polinomio di Taylor - Maclaurin di una funzione dispari ha

solo monomi di grado dispari
sviluppo di ordine 2h

2Mt 1

f-Csc ) = sinsc ' sincx> = xÉÉ + ◦ + Rncoc)
(2h + 1) !

2h 1- 2

con / Rncoc> / =/ sia (E) | I >CI E ECO, x)

In+ 1) !

Usare questa formula per E- 1 .

Determinare n in modo che / Rn (1) / < Io
.



/ Rna) / ≤ 1

(2h+ 1) ! n
a) !

1 | V3 !

Ra (1) ≤ 1 < 1

120 100
2 15 !

Sin (1) = 1 - I + Ra (1)

÷
Es : fare lo stesso conto per ottenere un' approssimazione a meno di 10

' "

Es : Dimostrare che :

i ) Cossa ≥ 1 - ¥ Voce IR

Ii ) senso ≥ se -È Voce IR

DI : i ) scrivo la formula di Taylor con resto dei Lagrange con dono
,

n = 1
, f- Csc) = cosa : Cossa = 1- + ◦ + f-

"

( E) se≥ con f-
"
( sc ) = - Cossa

2

cosa = 1 - cos E se
≥
≥ 1 - sè
=

perché - (cos E)se≥ ≤ - x2
2

≥

Ii ) Per esercizio

EI : Dimostrare i) e Ii ) facendo uno studio di funzione

P) f- ( se > = È £
"

co)
( sc - sco)

"

+ Rcsc) ,
Rcsc) = ◦ ( sc - Sco)

" '

per se → suo

K =o K !

TAYLOR vs DE L' HÒPITAL

e-È
_ cosaline

ac → O
se
"

f-Coc) = ÉÌ - Cossa gc >c) = sc
"

f-
'

( sc) = - xè
È

+ sind g' (a) = 40C
>

Continuando a derivare si dovrebbe riuscire in al più 4 passi .

Oss : (paese
-È )

"

= ( p' - xp ) e-È

f-
"

( sc ) = ( -1 + sci ) è + cosse

g.
" Csc ) = 12×2

f-
'"

(sc ) = (3>c- sè ) e
-È

_ sin se g'
"
(sc) = 24 >c

line f-
""

Csc )
=
line ((3.*

-
xè) e-È sin» ) . E

,

= È = : = line §÷,←→ °

gin (× )
✗→ ° * × se-70



Stesso esercizio con Taylor :

- ≤
2

f- (Sc) = e
2

- Cossa

cosa = 1
- È +

¥,

"
+ ◦ ( x

" )

e
>
= 1 + y + è + 0 ( y

≥ ) y = - È
I

e-È e- + È + ≤ (-È/
'

+ ◦
" >

f- sei = ( § - È;) >c' + ◦ (x
" ) = § ( e - § ) >c

"
+ ocsc " ) = £ >c' + ◦ Csc " )

line f- Csc)
⇒ ◦ ⇒

= ein È "" + ◦ »
= %: +05%7-1 = È✗→o

Z4

LEMMA : f- , g infinitesime definite in un intorno di 0 :

f- (sc ) = ☐ ( ) gcoc ) = ◦ ( sci ) per sc → 0

allora f-◦ g e gof sono ◦ ( se
" "

)
,
sinteticamente : ◦ (0C>cm)

"

) = ◦ ( sen - m )

◦( ( ◦ ( sé ))
" ) - Olsen - m )

DIM : f- ( gcx) ) ≤ c / gcsc) /
"

7C : / f- ex ) / ≤ CI >Cim in un intorno di 0

≤ c / al
" "

. / w(a) In gc>c) = sè W (sc ) con WCOC) = ◦G)

= 1×1
" " "

.

◦Cs) ⇒ f- .

g (sc )
= ◦ ( scnim )

EE : verificare che g- f- Csc)
= ◦ ( och

- m )

LIMITI GIÀ VISTI (03-03-22)

• line log (1 + sc ) - se * line * log( it>c) = x - sito(x2)
« →o = « →◦ (È

+ ◦ '⇔) = - 1

✗
2 2 E

✗
2

• line sc
>

( arctansc - È + E) È * Sostituzione : se = È t > 0
,
+→ Ò

ac → + lo

= line arctanÈ -% + t È * oratore È = È - arctantt → è
t>

= line t - arctaeet * * arctant = t - È + OLÈ)
t -10T

+
s

=

-3

t
>

= line OSS : 1 = 1-È + ◦ ( t2 )
t → ◦

+ 5
+ ◦ (t> ) =

±

3 1 + ti

+3 4
. = 1 - y + y

≥
+

. . .

1 + y



◦ line G+Ll → fcx)
se → o

JC

( et >c)
""

= escp ( loghi
>c) ) = e

'-È + ◦ >

I

log ( 1 + x )
×

= ± _ + 0 ( SC)

- E +0C>CI

f- (⇒ = è
-≤ + ◦ '⇒

- e = ele - s )
0C»)

y

* è- a = > + ocy)
Ec (-ÈÈ + ◦ (ÌÌ ) ) = -Ex + oca)

0

-

Tac
◦ È ( e - (' + I )

"

] converge an = - f- ( Tn ) con fac) = l' + - e
h = 1

am = § . In + ◦ (f) f- (⇒ = - £» + Ocse) per ✗→o

an ~⑤ - In
↓

c- È
+ a

Esercizio : [ log ( + 'ÌL
"

) dire per quali ✗ converge la serie .

h = 1

Es : Calcolare con Taylor lim
« → ◦ ( Ì . -È )

⇐ : sia f- E C' CIR) sco C- IR

Calcolare line d- Gaoth) - 2 fisco) + f- ( sco - h)
se→o

a
2

> Usando Taylor

→ Usando De l' HÒpitale

l = line log ( 1 + sin >c) - sin log ( e + x )
✗ → o

JC a

determinare a in modo che le IR ' { ◦ { (provare con sagomata )
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SERIE DI TAYLOR E FUNZIONI ANALITICHE

Se f- è C
"

in suo
,
la serie È £

"

"" (2- no)" si dice serie di Taylor di f- in suo

7-o
K !

Eroe: f- (a) = [ an ( se - xo )
"

see I = ( ro - R
,
no + R )

,
R > 0 raggio di convergenza

(n)

⇒ f- e C
"

(I) e an = £ ( sco)

n !



dan
( se - ho )

"

= È ann ! ( se- a.)n - K
Dice : Abbiamo visto fec

"

e f-
'"
(a) = È and

"

n
-
- n
(n - K)!

4=0

⇒ È
">

( xo) = ank !

Def : f : A ' IR
,

A ≤ IR aperto , f- c-È (A) è analitica se xoe A Jr tale che

f- (a) = [ £
""

( ro) ( se -so)
"

se € ( no - r
,
no + r ) ≤ A

te !

Prop : f- (a) = È an ( se - Ro)
"

se c- I = ( ro - R
,
not R) R>o raggio di convergenza

n=0

⇒ £ è analitica in I , cioè ¥ se
,
c- I Ir = rcxi) te f- (a) = [ £

'

n !
( se - sei )

"
se c- (se, - t , se, + r )

•
n ! sen -K K !

Lenina : È
,

( n- te)!
=

( e + segreti
ltke IN bel < 1

n ! sen- kDine : K -- O [ se
"
=

e deriva K-volte È =
K !

n = 0 (a - se) n = K
( h- K) !

(e _ segreti

Dine (Prop) : Fissiamo sere I e calcoliamo ( 1 i 1

( n)
Mo - R seo Un zeotr

f- ( sen ) = E an
n !

( se - no )
" -"

,

tra R Ian / ≤ CÈ
(n - n) ! T"

(k) co

If ( se. ) / ≤ ≤ E
ynn»

(
" "" "° '

" " "

re / 1 se . - seol , R ) , applico il lemmar )
/ f-
""

( se.) / ≤ c. r K ! K ! = e
'

.

K!

r
""

"

1- / se, - seol )
""

= < ' r

r- Ise, - not
"

(r- Ix, - xd)" (r- Ix, - xd)
"

r

(K)
e
'

⇒ la serie E £
'"

⇒ / f ( sen ) ≤ (a) ( se - se . )
"

K ! (r - Isen- noi)
"

te !

Se / se - se , / < r - Isen - seol in particolare converge in
( an - ( R- Isen - seol )

,
se
,
- R - / sei-201 )

.

Sia gcse) la sua somma , voglio vedere che g- f- .

Siamo Sn le somme parziali , quindi sn n

'

g ,
stimiamo £ - Sn .

Per Lagrange / f- (x) - Sncse) / ≤ / f-
'" "
(b) / Ix - sent"" yè tra se e se

,

(nti ) !

/ flx) - Sncx) / ≤ c. la - se, /
""

(r - / y- no 1)
ht ' n

' ° × /✗ ' "" < r - I]
- no /

,
se c- ( se, - ri

,
se, + a)

È vero se r, < R - Iseo - sent - ri . f- g
⇒ f- analitica .

CI :& , g analitiche su
I intervallo aperto , ltkf

"Iseo) - g'
"
( seno) ⇒ f- g su I

Dim : sia A- = }nei / £
'">

(x) = gl'⇒ (x) ltk 4

se c- A ⇒ 3- r tc ( se - r
,
se + r ) ≤ A e g

= f- in (se - r
,
sett )

. A è aperto in I .



Viceversa sen E A , sen → se c- I ⇒ per continuità se e A .

A è chiuso in I ⇒ A = I
.

Car : f.g : I → IR analitiche
,
I intervallo aperto ,

I E sen succ . cono . in I .

sen→ ho C- I
, f- ( sen) = g ( sen ) In ⇒ f- = g in I .

☒ : f , g analitiche
⇒ (a f- + bg ) analitica V-a.be IR ,

cioè le funzioni

analitiche sono uno spazio vettoriale .

Dini
. Consideriamo h (a) = fcx ) - gcse) analitica con le sen ) = o Un

.

Vogliamo mostrare Leo passando al limite ho hcseo ) = 0
.

n

y= hcx ,
Per Rolle Hae ] sei > e ( no

,
sen) o ( sen

,
no)

MEU tale che l'Can'" 1--0 ltn
.

↓
,

>

solo Un ✗ L

(k )
Passando al limite h ' calo ) -o

.
Iteraudo l' argomento ho h Ino) = o HK

⇒ le0 cioè f ≤g in I .

↓

cioè per il corollario precedente

Cor : e.
×

è analitica in 112
,
Sinn

,
cosa sono analitiche in R

,

1
è analitica in C-1,1) , Pse) polinomio è analitica su 112

e ± se

Teo : ① f , g analitiche in I
⇒ f.g analitica

② " " "

, 9-+0
⇒ Hg analitica

③ £ : I →] analitica
g

: ] → K analitica ⇒ gof è analitica

④ £ : I → IR analitica con I intervallo e f-
'

-1-0 in I ⇒ f-
"

è anolit
.

Prop : f : I → 112 analitica ⇔ f- e C
"
(I) e ttxo C- I 3- r > 0

,
c
,
R > o

te / f-
"Ya) /

≤ CR
"
ltk e V-xecseo-r.no + r ) .

K !

Line : Come nella proposizione precedente

Def : f : I → IR analitica
,

I intervallo
,

g.
= U / h : ] → IR analitica

,
J ≤ I intervallo

,
h /
±

= £ I



Dove h
,
:]
,

→ IR e ha i ]
,

→ IR

se e 31

% uh , ( x ) =
[
li
'
<×)

| ha ( x) se e 32

È ben definito dato che h
,

= ha su ]
,
n≥

g : Jm ,>×

' IR si dice prolungamento analitico di f ed è univocamente

determinato da f- .

15-03-2022 Lezione 43 Prof . Carminati

EE : 1) Cossa ≥ 1 - si esce R |E

⊖» ≥◦
)
via studio di funzione

2) senso ≥ se - SI
6

E) f c>c) = cosa - It x2 ( 1) ⇔ f- ( sc ) ≥ o Hx
-2

f- (o ) = o f.
'
(sc ) = - sin>a + × ≥ o Usc ≥ 0

f-
'

(sc ) ≥ o fa ≥ o ⇒ f- ( SC ) ≥ o tlsc 70
,
in part . toc E IR perché f- è pari

2) gc>c) = sin >a - x + SÌ (2) ⇒ g. ( SC) 70 Usc 70
6-

gco ) = o g
'
C>c) = cosa - 1 + È = f- (a) 70

g
'
≥ o ⇒ g crescente ⇒ g ( Sc )

≥ o Hoc 70

ESERCIZIO : Mostrare che :

1) Cossa ≤ 1 - È + ×
" toc EIR |

-4!

|
E generalizzare il risultato

2) sicure ≤ sa - È +

,

'
se ≥ ◦

3 !

Est : f e C
≥

( IR) line f-↳ + h ) - 2£(to) + f- (to - h)
= ⇔ Si usa De l'Hòpital

h → °
ha 0 Taylor

f- Coco + a) = f- Coco) + f-
'

( sco) - h + f-
"

( sco ) . h
≥
+ ◦ (h 2)

2

f- Coco - a) = f- Coco) + f-
'

( sco) / - h ) + f-
"

( sco ) /-b)
<

+ ◦ (h 2)
2

- 2 f- ( sco )

⊕

N = o + o + f-
"

(sco ) ha +
◦ ( h)



(*) = line f-
"

Coco ) h
'
+ ◦ ( h

') = line f-
"

Coco) + ◦ ( h
≥)

= f-
"

(sco )
ln → o

a
2 li -10 ha

a→ o

2) E log ( 1 + (-1 )
"

× ≥ o

h = 2
na

Domanda : Per quali ✗ la serie converge ?

0-55 : 1) La serie non è a termini positivi

2) Con l'assoluta convergenza ho che la serie converge per × ≥ 1

3) Con Leibnitz non funziona perché non si era l'hp di decrescente

4) Proviamo Taylor :

wcsc ) = × - log ( et Sc ) → log (1+7) = se - wcsc)

In = (- 1 )
"

- W ( ( - 1)
h

" na )

= an
- bn

↓

è un' armonica generalizzata che studio con Leibnitz

Studiamo bn :

wcsc ) ≥ o se> - 1 ⇒ bn è a termini positivi → si usa il confronto as .

W ( sc ) = × - log (et >c) = se - ( se -È + 0C>C2 ) )
= È + ◦ ( x2) ⇒ wcsc) ~ È per se →o

bn = w ( c- a >
"

) ~ { ( c- 1 )
"
2

=
e

ha na
) nza

Ebn converge ⇔
a > È

↓

confronto
asintotico

se la > £ E scn converge

2

E scn diverge a - O perché il contributo di an è limitatose ✗ ≤ ±

e bn → + a ⇒ an - bn → - co

⇔ : Determinare a ≥ o in modo che :

parte principale di N (sc ) per se -10NGC)
↳ primo termine ≠ o nello sviluppo di T.

eine EÉ÷È
= le Rita µac-30

oca

ordine di infinitesimo

Quanto deve essere × in modo che N ( sc ) ~
"

con l-1-0



Sviluppi noti :

i) sin y
= y - y

'
+ y
'

+ ◦ ( y6)
-3! -5!

Ii) logCity) = y - y
'
+ y

>

2- g-
- S

"
+ 0 (y5)

4-

Ci " appoggiamo
"

a questi sviluppi noti per risolvere il nostro problema .

( Ii)
Esempio : - log ( 1 + Sins) = Sink - sind + ◦ ( sin

≥
>c) per 3C → O NON è un polinomio

continuiamo usando i) : = × - SÌ
a-

+ ◦ Coca)

OI : ◦ ( sin 2
>c) = 0 ( x2 )

,
sin

>
se = 0 ( se} )

• sin log ( 1 t >c) = log ( it >c) + 0 ( log
> ( 1 +× ) ) = 0 (x2)

= I - ¥2 + 0 Csc
2 )

N (SC) = ◦ (x2 ) ⇒ L > 2
0 ( SC

")

log ( 1 + sin >c) = sinac - sina.sc + sin
>
x - sin " ac +ÈÈ)

2 3 4

= JC - se
3

g-
- È (ac -È + ◦È))

≥

+ § ( x - ocx
2))

>

+
"
+ ocx

"
)

(*)
= x - #

3
_ {È + § sc

"
+ § ×

>
+ "

+ o Csc ")

6

⇔ non considero i termini di ordine minore ( per questo mancano )

sin log ( 1 tac ) = log (e + x ) - g- log
> Cit >c) + ◦ ( log

"
( 1 toc ) )

I
= × -≤

<
+ È -

"
- § (x - >c' + ◦ ( x2) )

}
+ ◦Csc 4)

2 3- -2

= × - x2 + ✗ 3
- ac

"
- § ( se

>
-

3¥ ] + 0 ( sc" )I 5 4-

Vediamo la differenza :

≠ -¥ {È + § sc" +3¥ + "
+ ocx")

*# +
"

-

÷ ) + ◦ (x" )
⊖

NC>c) = x" ( È + È - ( +÷ ) ) + oca
"
)

= 15-2 0C
"
+ 0 (se 4)



EI : sia f- (sc) = è
"
+ a>C2 - bcossc a

,
be IR les : f- Coi = o ⇒ b = 1

Determinare a , b in modo che f- si annulli di ordine massimo .

° E
#
= 1 + x2 + SC" + g- Io + o cocco) è

= 1 + y + y
?
+ y
}

I a- -6

◦ cosa = 1 -È +

,

"
+ 0 ( sc

" )

2

f-(d) = è
"
+ a >è - cosa = 3×2 + a >Et ac" ( 12 - 14;) + OCSC" )

2-

R : b = 1 a = - £ f- (SC ) ~ I >c4 per × → o

24

ES 4 : Determinare a EIR in modo che risulti finito il limite :

line
✗→◦ ( ✓ ^ - (a"" - SÌI )> c- basta lo sviluppo fino al secondo ordine

T

QE : ✓ 1+9 = ( e + g)
"
"
= e + f- y - Igg

≥
+¥3 + ◦ (y 2)

sin× = sc -È + È + ◦ Csc 5)
3! -5!

sinc = 1- ≤
2
+§

'
+ ◦ ( x

" )

3 !

✓ 1- (a>c)2 = 1-≤ alzi - f- a4x4

V1 - lasci - sinc = -sci ( - È + È ) - ×
"

( È
.

+ f- a
"

)
{ = ; a = ± §

' C > ✗ × ,
:#

da → ◦

@

Sink

Per casa : live

sina.cc - Cossa

17-03-2022 Lezione 44 Prof . Carminati

INTEGRALE DI RIEMANN : Calcolo area sottografico di una funzione

(
insieme dei punti

sia a < b
,
[ a

,
b ]

, suddivisione
"

IT = | to , ti , . . . , tn { to = a ,
tn = b

,
to < ti < . .

.

< tn partizione di [ a ,
b ]

↳ famiglia di intervalli
In n

I 1 | I TT i 1 i | [ a sb ] = U I K In = [ tk-s.tk ]
K= 1

a tk
-, tu b

" "

to tn 1 In / ÷ ampiezza dell'intervallo ÷ xk - SCK - a

Def : II
,
Ita partizioni di [a ,

b] dico che Ti è più fino- di Ita

def In
⇔ ltz C. IT

, i • ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • • Ì
è

° o a •
•

b

ltz



¥1 : Date In e Ia partizione è sempre possibile trovare una partizione

1T = In vita più fine di entrambe .

OSSZ : Io = fa ,
b { è la partizione meno fina ( più grezza ) di tutte

Considero [ a , b ] , f- : [ a ,
b ] → IR f- limitata

1T partizione di [a ,
b ]

.

Chiamo somma superiore di f- relativo a it :

S ( f- , it ) =
È ( ta- tre-a) sup£ =

È / In / 'MK
K = 1

[tk-1
,
tra]

'⇐ 1

Chiamo somma inferiore di £ relativa a it : s ( f- , ti ) = È / In / ma
f-= 1

Notazione : In ÷ [ scie, , scie] ,
/ In / ÷ scie - sera - , , Mie ÷ sup f- , M , inf £

In

Irapy
= f- Csc )

scf.it) )
• (y , p )

/ il valore dell' area è compreso tra questi
1 I 1

ti ta t 3
a b

QI : Mr, ≥ mia ltk 1 ≤ K ≤ n

scf , it) ≥ s ( f , it )

PIP : Mr
,
Ia partizione di [a ,

b ]
,
£ :[ a ,

b ] → IR limitata
.

Se te è più fino_ di its S ( f- , Ita) ≤ S (f ,
Tn ) e a / f , Ita ) ≥ s ( f- , ite )

Dian : Dimostro solo (2) . SPG In= IT ,
Ita= IT u } t' {

Slf , Ita ) - S ( f- , Ita ) = / In
.
/ supf - ( II

'

/supf + /I
"

/snpf) dove si ha

Iieo I
"

I
"

I' = [ tuo - a
,
t
'

] e I
"

= [t'
,
tuo ]

±
'

ti ± "
questi termini si cancellano

/ I' l sup f- ≤ LI
'

l Mk
.

I
' ° •

•
•

↓
• • • •

ai i b
II" / supf ≤ II

"

/ Miao 0 0 ° 0 o a 0

I
"

⊕ tko- i tko

( II ' / supf + II
"

/ supf ) ≥
- / Ino / Mko ⇒ scf

, Ita)
- S (f. Tn ) ≤ O

I
'

I
"

⇒ scf
, Ita) ≤ S (f.tn )

Analogamente si dimostra a / f , Ita ) ≥ s ( f- , ti ) ☐



TEL : [a ,
b]

, f- : [ a ,
b ] → 112 limitata

,
Te

, II. partizioni di [a ,
b]

allora Scf , In ) ≥ s ( f- , Ita) .

Dirà. It = In vita è una partizione che raffina sia In che te

SI f- , Tn ) ≥ S ( f- , it , vita ) ≥ s / f- , In vita ) ≥ s ( f- , Ita )

Def : ◦ {
*
= S (f) = integrale superiore su [ a ,

b ]

S (f) = inf } Scf , it ) : 1T suddivisione finita {

° ¥ =
s ( f- ) = integrale inferiore di [a , b ]

1 (f) = sup / s ( f- , it ) : it suddivisione finita {

Prep : S ( f) ≥ a (f)

Die Se IT, è partizione di [a ,b ] ,

Slf , Tn ) ≥ s (f- , II ) Vit partizione di [a ,
b ]

,

S ( £ , II ) è un maggiorenne } s (f , it) : it partizione di [a , b] /

S ( f- , ite ) ≥ s ( f ) ( = sup / s (f , it) : it partizione di [a , b] / ) t ite part .
di [a

,
b ]

a(f) è un minorenne } scf , ite ) , In partizione {

S(f) = inf } slf.it .) : it partizione { ≥ s (f)
☐

? Può essere che S (f) > s (f)
SCE ca

Esempio : fc>c) = }
≤

f- :[ a ,

b ] → IR
o altrimenti

n

S ( f , it
) = È l Int Mr, = E 1 IN = b- a

K = I K = I

s ( f- , ti ) = È 1 In / mie = 0
K=i

Def : £ : [ a
,
b ] > 112

, f- limitata è INTEGRABILE SECONDO RIEMANN ⇔

b

⇔ S (f) = a (f) e il valore comune si indica con la f- ( t ) dt

-
Css : Se f- integrabile ⇒ m / b-a) ≤ /

"

f- It) dt ≤ Mlb -a) integrale di £
a

tra a e b

M =

sup f ,
m = inff ,

Io = la ,
b {

[a
,
b] [ a

,
b]

M ( b - a) m (b - a)
-- b

Slf , Io ) ≥ S (f) = fa fltldt ≥ slf ) ≥ stf,



Prep : f è integrabile ⇔ 0 E > o 7 it partizione tale che

lo ≤ ) scf , t ) - s (f , it ) < E

b

Dei : ⇒ ) S (f) = fa f- It ) dt = a (f) .
Fisso E > 0

,

3- In Scf ) +% ≥ S ( f- , its ) ≥ S ( f , it )

a +2 -a (f) + % È sff , Tia ) È -s ( £ ,
# )
""

^ vita

⊕

E ≥ scf , it ) - s (£ , it ) ( 70 )

⇔ TE > o 7. it partizione tc Scf , it ) - s ( f- , it ) < E

◦ ≤ S (f) - s (f) ≤ scf , it ) - s (f. it ) < E TE > o

⇒ S (f) - s (f) = o ⇒ § è integrabile .

☐

PIPI : se f- :[a ,
b] → R è monotona allora è integrabile

Prop 2 : se f- : [a ,
b) → IR è L- Lipschitz allora è integrabile

Tg : Se f : [ a
,
b ] → IR è continua allora è integrabile

Dine (Prop 1) : SPG suppongo f crescente , f- (a) ≤ f- C >c) ≤ f- ( b ) (⇒ f- limitata)

In = / sete : ◦ ≤ K ≤ n { tu ÷ at K¥ partizione uniforme

S ( f- , Tin ) = È
(b - 1 )

K - a n
f- (tie)

s ( f- , Tn )
= È lb-na-lf-ltk.se )K=1

◦ ≤ SI f. itn ) - s ( £ ,
itn ) = ¥ È [f- ( tie) - f- (tre. . )] = b- a ( f- ( b) - fla ))

K= 1 h

-
S(d- , in ) - self , Tin ) tende a 0

§
n → +

con
> (b - a) ( f- (b ) - f- (a) )

g.

ho che Slf , Tn ) - s ( f- , Tn ) < E ⇒ f- integrabile

Die ( Prop 2 ) : f- L - Lip ⇒ f- continua , f- limitata

*) scf , it ) - s (f , it ) ≤ LS ( b -a) con S =
mani } LIKI : 1 ≤ f- ≤ n { ,

+ =/to , . . . .tn {
↓

S (f , it )
= È 1 In / Ma Parametro

K =L
di finezza

IK = } tko-1 ,
tko {

slf , it ) = È / In / mia MK = sup f- = mazf
In

mn = inff = mia f- = ftp.e)
K⇒ IK In IK

Te , In c- In
,
17
,

- In / ≤ / In / ≤ g



n
b-a

s ( f. it) - self , it ) = E. lire / (Mn - me ) ≤
'

LSÈ II.il
"

K =L
=L

◦ ≤ Mia - mia = f- (Ex) - f- (Tn) ≤ Ll Ex - Nut ≤ LS
O

Def : I intervallo f- : I → IR è uniformemente continua se e solo se

VE > o 38 >0 : toc
, y c- I

( loc - y / < 8 ⇒ Ifsc) - f- ( y ) / < E)

⇐ : se f- è Lip ⇒ f- è uniformemente continua

f- (SC) = x2 non è nnif . continua su ☒ |
eg ,

f- ( SC) = VI è nuit . su [0
,
+ a) |

TEO ( HEINE - CANTOR) :

se f- : [ a
,
b] → IR è continua .

Allora £ è anche uuif .
continua

.

18-03-2022 Lezione 45 Konstantinos Bessas

Sia Pn ( ze ) polinomio di grado n a coefficienti reali con n ieri

reali distinti
. Cosa possiamo dire sugli zeri di Pn

"

( ze)

Pn ( ze) anse
"
t an
,

si
- '

+
. . .
+ ao

,
siano se

,
< sez < . . .

< seno
,

< nn le radici di Pncx)

| , | ,
P ( sei) = o ti = } 1 , . . .

,
h { I | |

l' c- 41 , . . . , n-11
se
, sez seg

. . .

sen sei E i ✗ i +1

Il teorema di Rolle ci dice che 7 Ei C- ( sei , sei +1) te Pn
"
( Ei ) = 0

e si ha che gli [i sono tutti distinti , 7 ,
<

. . .

<

En
. ,

Oss : deegpn
'

= n - 1

Oss : Si vede facilmente con la scrittura ⊕ e derivando : Pibe) = nana
":-.

. .

Esercizio : Se ho una funzione strettamente connessa su IR posso

dire qualcosa sui minimi ? l' importante
è che la somma = 1-

T

Def : f : IR → IR convessa ⇔ tx , y EIR ,
ltt c- [0,1 ] fltse + (e - t)y ) ≤
-

n

combinazione
≤ tfcx) + (e - t> f- (y) → Graficamente : convessa

• [
, i

=
-

se
↑

↓Si dice strettamente connessa ⇔ io _

- : =
E I >

⇔ vale < anziché ≤ ' se ti y
ad esempio

:
Comb

.

Court
.

Domanda : f str . cover. ⇒ f- convessa , vale ⇐ ? No
, sono def . distinte



~

Esempio : nelle zone piatte si perde la convessità

>

se punto stazionario di f- convessa ⇒ se è minimo assoluto di f-

Si può dire qualcosa sui minimi assoluti di una convessa ?

Ad esempio ,
se ne possono avere due ? Na ( se f- str. convessa )

Ragionamento grafico : f : IR → IR strettamente convessa .

Per assurdo 7 se
,
< da te f- ( sen) = f- ( sez) = iufRf = m

^

f- ( sei +22 ) < 12 f- ( sen ) + f. f- ( x2)
2

m . .
= 1am + { m = m }↑ J

minimo Ass . [
Ragionamento analitico1 I 1 S

gg
,

sei + 2h2
zez

2

> va bene perché { + { = 1

Esercizio ( 23/01/2020 ) :

1) £ : IR→ IR continua
, f- (a) = o -3 line f- '× )

se→o a-
= ✗ E 112

b> 0
, per ,

✗ < pe £ /b) Tesi : 3- c. c- ( o , b) te f- (c)
= po

b
'

C

-

non è detto passi

è
:

sel : ←
per la retta tang.

•
\

flb)
-

grafico dif

•

' →

÷
"

|
b

tangente al grafico di f- in (0,0) ( SPG a > o )

f- ( ze )Oss : line
=

= line f- (n ) - f- (0 ) = a ⇒ fcx) è derivabile in 0 e la
se→o se →°

se - o retta tangente ha coef . angi di

Oss : F ( se ) : = fcx ) se E IR ' lo { è continua , line Fcx) =L .
Estendo Fcae) :

se→ o
se

se xe IR' {◦ {
F- se> = / SI è continua su IR

| × se se = o

~

Flo) =L
,

F- ( b ) = f- (b) ⇒
per il Teo .

dei valori intermedi 7C c- (o
,
b) : F- (c) =p

b

Poiché F- (c) = £ ⇒ Tesi



2) £ : IR → IR continua e derivabile
, f- ( 0) = 0 , f-

'

(a) = 0 , f- (1) = 1

tesi : 7 se E ( 0,1 ) : f-
'

(x) > I

set :
^

Teorema di
i 1- E C- (0,1) : f-

'

(E) = f- (e) - f- ( °)
= 1 (però voglio > 1)

1- . Lagrange
1- 0

• | )

1

f-
'

( 0 ) = line f- ( x ) - f- ( ° )
=
line f- ( se )

, fissiamo ◦ < E. < 1
,

se → o se - o
se →°

se

] { € (0,1 ) In c- (0
, Se ] c ( 0,1 )

,

- E < fcx) < E
- E se e f- ( se) < E se

se

⇒ f- (G) < E - Se

Idea : Applicare Lagrange in [Se ,
1) < (0,1) : Isee ( Se ,

1) tc f- (e) - f- ( de) = f-
'

(a)

1- SE

n

Oss : f- (1) - f- ( Sc)
>

1 - E Se f- (1) = 1 - velocità
.

1- SE 1- Se
media

,

' '
c- velocità media

Graficamente :
- migliorata

=
1- Se + SE -E SE possiamo pensare

.1- SE alle derivate come

yyy,
D= ≤ ×

> °
" velocità media " È

"

data
"

qui
1 I

= 1 + Se ( t - E) ⇒ > o come in Fisica , >

1- SE
SE 1-

i
%

,
"
( y = - E se> 1 ⇒ Tesi
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INTEGRABILI TÀ FUNZIONI CONTINUE

Teo (HEINE - CANTOR) : f : c → IR continua
,
< ≤ IR compatto ( es : E- [a.b])

⇒ f- è nuit . continua ,
cioè V-E 3- sta / se - y / ≤ 8 ⇒ lfcx) - fly) / ≤ E ,

se
,>EC

Line : Per assurdo , 7 Eo te tsn < In ME IN

3- xn.ynectclscn-y.nl ≤ In e / f- (sen ) - f- (yn ) / > E

C compatto 7 nn te scena
) JC e yn

,,

→
y per 3C → 0 e se =] .

E ≤ line / f- ( sen ) - f- ( yn) / = / f- ( an ) - f-(a) 1=0 La

Iss : fac > = >ci è continua su IR ma non uuif . continua

Teo : £ : [a
/
b ] ) IR continua ⇒ f- è integrabile



Dine : f è limitata ed è unif . continua fissiamo E > 0 e ne 1N e

prendiamo I = { to = a ,
tu
,
. . . .tn- b { con t.tn - ti = b- a

n - 1 h

Calcoliamo S (f. it )
- sff.it ) = [

e.◦

(tktn - tie )(sup f- - inff ) ≤
'

, ,

1 (tk
, tu,) (tu,tuti)

b-a
n

≤ b- a [ mascf - minf
[tritati ] [tu

,
↳+,
]

≤ b- a • ME . ( b - a) E
n n

X
la f- è continuo-

Se scegliamo n te b- a ≤ SCE) dato dall' unif . cont . di f- .

h

DI : La stessa dive
. funziona per £ : ( a ,

b) → IR continua e limitata .

Infatti , fissiamo E > 0 e sia il = [ to ,
. . .

,
trita ] tc to = a

, ti
= atc

,

tn
+ ,

- tk = b- a - ZE
, tu ,

= b- E
, tn+2

= b

n

t t l'

a
at E ↑ b- E b

uniforme in n

intervalli

5 ( f , it ) - s ( f- ,
# ) = 4C E + È

b-a- « (→£ -→£ ) ≤ 4CE + (b-a)E per n grandete = 1
2 (tk.tk+1) (tk

,
trita)

Iss : Più in generale la dive . funziona per f- : I → IR limitata

con disc(f) finito .

Anche più in generale si ha :

IE : f : I > IR limita con disc (f) finito o numerabile ⇒ £ è integ .

Teo ( VITALI - LEBESGUE ) : f- : I → 112 limitata è integrabile ⇔

⇔ disc (f) è TRASCURABILE ( o di misura nulla ) .

Def : E ≤ IR è trascurabile se te 71 In {
neri

In CIR intervallo tc E ≤ Un In e [ 1 In / ≤ E

Oss : E numerabile ⇒ E trascurabile ma non vale il viceversa ( Cantor)



Teo ( MEDIA INTEGRALE) :
n

5- fcx)

f- : [ a ,
b ] > IR cont

.
b

s ft . .
a

7 I. c- [a
,
b] te f- (5c ) = § f- (a) da i. =

^ (bfcx> dx , >

b
a b-a

a a b

cioè (b-a) f- Cà ) =/ fcxsdse
a

b b

Line : Siena ( b -a) minf ≤ Sa f- ≤ ( b - a) maxf ⇒ minf ≤ f f- ≤ mai f-
[aib ] [a ,

b] [a , b) a [a
,
b ]

b

⇒ 3- se te f- ( 5c) = fa f- .

^

1 Il 1 '
_ =Oss : f- int . non continua non è vero -

- -

- -

% 111 Il-11111 -
- -

- -

ff = ; g- c» >=/
° 'e [" % ]

. .

I

l ' se [ 1,1 ] % 1
O

Def : si indica con RCI ) = { f- : I → IR integrabili }
Pep : f. g E RCI ) ⇒

⑦ < f- c- RCI ) KER e fcf = c) f- ,

I I

② f- + g E RCI) e Sftg =/ f- + Sg
In particolare RCI ) è uno spazio vettoriale e f- → J

,
f- è una

funzione lineare su RCI ) .

Dim : ① a ≥ o Sla . f- , it ) = adf.it ) Hit

s ( af , it ) = aslf , -11 )

sup slaf ,
it ) = asup ( f.it/=ainf-SCf,it)--infS(af ,

it ) = a /
≤
f

IT IT IT IT

1b! - f- c- RCI) infatti : SC-f.it ) = - slf.it )
,
SC - f.a) = -S (f. it ) IT

⇒ supsl-f.it ) = iyf-sl-f.it ) = - [ fIT

② Slftg ,
it ) = -2k¥

,

- ta ) sup / f- + g) ≤ È ( ta ,

- ta ) ( sup f- - sup g) =

K ( tietntn)

= S / f- ,
# ) + 5 ( g. it )

s ( f + g. it ) ≥ slf , it ) + slg ,
it ) kit

/ £ + /g = supslf.it . ) + snpsfg.ie/--snp(s(f,it)+s(g,it ) )
IT
, 11-2 IT

≤ snpslftg ,
it ) ≤ S / f- + g. it ) ≤ infslf.in/+iufS(g.ita)--ff+/gIT Is IT

, ⇒ TESI



Prop ( ADDITIVITÀ RISPETTO AL DOMINIO ) :

I = In u Ir ,
In n Ia = ∅

, f- E RCI ) ,
I intervallo

⇒ £ / ±
,

E ACI)
, £ /

±;
RCI

,
) e /

± £ =/ f- + §
,

f- .

In

Dini : Siano f. (x ) =
/ £") ×

⇐ ±"

£ ( se , =
/ o se c- In

< | fcx) se e ± ,

i
£"> = fa'" > + fa (a)

| o se E Ia

Dico che f-± C- R (I ) e § £ , =/≤§ e lo stesso per fa .

Se questo è vero , per linearità ,

↳ f- = /
±

( f. + f-a) = /
±
.

f + 5,2£ .

Fissiamo E > 0 e sia it partizione di I to S ( f- ,
it ) - S ( f- ,

it ) ≤ E posso

supporre In ≤ Iz e IT
,
= I /

±
,

sia partizione di Iei e Ita = TI /
±
,

per Iz .

Per questo aggiungo a T il punto seept-i-in.FI≥ .

Si ha S (f)
±
.

,
Tn ) - s ( £ /

±
,

, Tin ) ≤ SI t.it ) - s ( f- it ) ≤ E | £ / ±; R ( Ii)
e

e. S (f)
±
,

i
itn ) - s ( £ /

±
,

, Tin ) ≤ SI t.it ) - s ( f- it ) ≤ E |
⇒

fai RCI,)

Si ha anche S ( f-↳ ,
ti ) = S ( f. , it ) c- s ( f- / ±. ,

Tn ) c- slfn.it )

⇒ f. C- RCI ) con / f , = f f- e fà RCI) con { fa = ( f- .

I I
, Iz

b C C

Oss : Quanto detto si scrive la f- + |
,

f- = la £

dove I = ( a
,
c )
,
In = la

,
b ) , Ia = ( b , c) Ha < b < c

b b 9

Per convenzione si pone la f = 0 , fa f- = - |
,

f- se a > b ,
in modo da avere i

b c c

/ f- + | f- = / f Va
, b. e c- IR

a b a

Iss : f.ge RCI ) , f- ≤ g ⇒ f. f- ≤ |
, g

Prep : f- c- RCI >È 1ft ERCI) e 1St / ≤ flfl

Line : sia E. it to Slf , it ) - s ( f- , it ) ≤ E

sup f-
- iueff ≥ sup / f- I - inflfl ⇐ la- bl ≥ Ital - Ibl / Va

,
b

(tn.tn.) (tn.tn,) (tritati) (tritati)

⇒ S ( Ifi , it ) - s / 1ft , it ) ≤ Slf , it ) - s ( f- ,
it ) ≤ E ⇒ 1ft E ACI )



Osserviamo che - Ifcx ) / ≤ fcx > ≤ lfc >c) | toc ⇒ -51£ / ≤ ff ≤ ) / £1 ⇔ / If / ≤ 51£ /
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UNIFORME CONTINUITÀ

f- :c → IR , E > 0 3- S > 0 : toc - y / < So ⇒ Ifsc ) - f- ( y ) / < E toc
, y c- C

ESEMPI : • f- (SC ) = >è In = n Isen - yn / < In
Yn = n + In

+"" " " £ " "" " "" " "
" " " " ⇐ °"" "

.

"" °""

Proviamo con una f. limitata :

• £ (SC ) = COSCSCZ ) veriyn
= ✓ (2h + 1) IT f- ( yn ) = -1

>cn = JZMTT f- (an) = 1

0 ≤ yn
-

In = ✓ Zcntt) it - ✓ Znit =
IT

, o

✓ 2Gt1)IT +È h -1 io

Proviamo con una funzione limitata con intervallo limitato

• co>£ ✗ c- (o,
1) Es : verificare che è U

_

C-
1-nnnnnn ,

.

yn te %
,

= (anti ) f- ( yn ) = -1 yn
→ O

I

1

In te = 2h IT £ ( Scn ) = I acri -10 -1
_
uuuuuu

Es : Dire per quali valori di de IR la funzione fc >c) =è sin 1
- se

li) è nnif . continua su ( o
,
1 )

( Ii ) " " " " ( o
,
+ co )

Sel : • ✗ ≤ 0 f- non è nuif . continua su (0,1) ( e anche (o
,
+ co ) )

• I > o f- è est . per continuità su [0,1 ] È § è V. C .
su [0,1 ]

⇒ f- è v. C . su (0,1 )

( 7£ :[0,1 ] → IR continua tc È / (0,1>
= £ )

Per casa : per quali a > o f- è v. C . see (o
,
+a) ?



Sugg : se ✗ = 1 line f- (x)# line Sins
= 1 *) y = 1

✗ → + lo y → ◦ + y se

◦ < a < 1 line f- (sc ) = o Sinja ~ ¥ per sc → io

so → + lo

f- (SC ) ~ è
-1

si può dire .
che è UC sei [0 , + co ) ⇔ ◦ < ✗ ≤ 2

PIP : ( i ) f- : IR → IR
'

e continua a line fcx ) =L , linefcxi-ml.me/Rsc-
+lo × -1 - co

allora £ è U . C
.
In generale se ammette limiti agli estremi è v. C .

( ii) f-◦ : IR → IR v. C. e f : IR → IR è continua tale che

live ( fasc) - folk) ) = line
✗ → - co

( £ '" ) - f. '×) ) = o ⇒ f- è U . C
.

I→ to

Dim : Ii ) live
←→ +• f-

↳c) = l ⇒ TE > o 3- Rt > 0 : tlc > Rt / f- ( sc ) - l / < %

line fc>c) = m ⇒ ti E > o 712_ > 0 : toc < - R
-

/ f- ( x) - m / < %
se → -

con ①
R = masc } Rt ,

R
-

,

1 ( ② l - Il 11111111 Il 1 Il 1 1

È- m

Fissati E > 0
, prendo IR

I 1 I 1

Cane sopra e SE CO ,
1 ) che - R-1 - R R Rts

viene fuori dalla UC di £ / [ R - 1,12+1 ]

① ×
, y > R ⇒ Ifsc) - f- (y) / ≤ / f- Csc ) - ll + Il- f- (y ) /

< E
/2

1- Era

sc
, y e IR toc - yl < S ② 0C

, y < - R ⇒ / fase) - f-( y) / < E stesso ragionamento

③ se E ER , R] ⇒ se
, y e [- R- 1 ,

12+1 ]
Ix -yl < 8 ≤ 1 ⇒ lfcx ) - f- (g) I < E

É
per UC di £

/ [-12-1,12+1]Iii ) per esercizio

Sugg : somma di fine .
v. C. è U

.
C

. *) dimostrare questo

f- (SC ) = f-◦ ( SC ) + f- (sc ) - f- o (d)
-

infinitesimo

MODULO DI CONTINUITÀ ( Mdc )

w : [ 0
,
+ O ] ' [ 0

,
+ a ] /

• culo) = 0

(*) • w monotona crescente ( debole . )
c ≤ IR |

. line wlt) - o
t → ot



DII . (1) f- : c → IR
,
dico che w è un Mdc per f- se :

Ii ) ci soddisfa (*)

( Ii ) lfcx ) - f- (y) / ≤ w ( loc -yl )

(2) f- ammette un Mdc se esiste w che è un Mdc per f-

Esseri : (banale ) cult ) = t o cult ) =L- t ( con L > 0 )

WL Mdc per f- ⇔ f- è L- Lip .

•

We
, a
Lt ) = Litt ( ✗ E (0,1 ) ) funzioni Hòlderiaua ( es : f- = Toc )

Prop : f :C → IR le seguenti condizioni sono equivalenti

li) f- è v. C .
(su G

' ) * < ≠ ∅

Iii ) f- ammette un Mdc

Lim : [ ⇒ ] Definisco wge
(t) : = sup } /fcsc) - fly ) / : ×

, y EL

tac - y / ≤ t
{

"
Mdc per f- (ottimale )

• w
,
≥ 0 (basta prendere sceye ci )

• w è monotona per la monotonia del sup al crescere dell
'

insieme
t

• VE > o prendo S dell' UC di f- e ho che la- yl < 8 ⇒ / f- Csc) -fly ) / < E

toc, yeci
• Se t < S e la- yl ≤ t ⇒ / f- Csc ) - f- ( y) / < E

w (t ) < E Its s ⇒ line wj ( t) - ot t → 0

Ovviamente / f- ( sc ) - f- ( y ) / ≤ wg ( loc - yl ) (per costi. )

[ ⇐ ] loc - yl ÷ t

If ( sc) - f- (y ) / ≤ w ( loc -yl )

VE > o 7s > 0 : wct ) < E ltt < S ⇒ t = toc - y les

⇒ Ifsc ) - f- (y ) / ≤ wlt) < E

Esempio : C = IN f- : C-' IR f- ( n ) = n ≥ i.

+ •
"

:

/ O se t < 1 i

w ( t ) =

/ + co set ≥ 1
I
1



Irap : se f- : → IR è UC e wge è il suo Mdc ottimale
↳ intervallo

allora wz è sub - additivo
, Wyltts ) ≤ wg (t )

+

wg ( s )

lemma : Se w crescente positiva ,
w : [0

,
+ io ] → IR

, vi è sub- additiva,

w infinitesima ,
allora Za

,
b ta wa ) ≤at + b Tt ≥ 0

Car : Se f- : I → IR è UC allora tua crescita sublimare

Dirn : s
,
t ≥ 0

Wz (sit ) = sup ) / f- Csc ) - f- (y ) / : i >c- y I ≤ stt
,
JC

, y c- I {
⇔ )

⇔) z = sc - t ac -y

Isc- y /
'
Z c- I e inoltre :

toc- 2- I = | t.sc
- Y

,» -y ,
/ = t ,

la -91 =/ se -y - t.oc-Y-f.esI >c-yl

Osservo che / f- (x ) - f- (y) / = I f- ( SC ) - f- Cz) +f- ( z )- f-(y) / ≤ / f- Csc ) - f- (z ) / ≤

≤ wg (t ) + wg (
s )

Dini ( Lemina ) : 7 So : w (Sco ) < 1

w ( n Sco ) ≤ nw Cdo ) per sub
- additività

t E [ 0 ,
+ a) ⇒ riso ≤ t < (n + 1) So

w ( ndo ) ≤ wlt ) ≤ wllnts) Sco )

wct ) ≤ ( nti )wa ) = nw Cdo ) + w ( so ) ≤ t ÈÈ +
LÈ

so
☐

Pgp : se f :[0,1 ) → IR è U
.

C
.
allora f- è estendibile per cont . a [0,1 ]

Dim : Basta vedere che 7 line f- Csc)
ac → y

-

o eq : Il c- IR : ltscn→ 1- line f- (scm) - l
n → O

Se In → 1- f- ( an ) è limitata ⇒ f- ( sen)→ e per n → cs

Se yn → 1- è un'altra succ .
allora f- (yn ) =f- (an ) + f- (yn) - f-Acn)

IECN ) / ≤ wg-llyn-sc.nl ) → 0 Int

line f- ( yn) =L ltyn
n → a



0-55 : f : [ a
,
b ] → IR continua ( UC )

,
w è Mdc per f- ,

TI part . di [ a /
b ]

.
w / II ml )

SCIT , £ ) - slit , f) = È IIK /ÉTÉ En ,Mae In
K= 1

se Sit - masc / lire / { ↳ ≤ È IIN w ( IIml ) ≤ ( b - a) w (dit )
F- I

INTEGRALI V1 A CALCOLO DIRETTO :

fac ) = >c [a
,
b ] {

b

f- (a) da
/

scie = a 1- ¥ ( b - a) part . nuif . In

slitn
, f) = È (TI / [a + Ecb -a) ] ≥ ( b - a)a + ( b;)

≥

"

"

K=L

-

↓ "-soo

( b- a) a + ≤ ( b - a)
2
= ≤ (b-a)

(za +b-a) { (b.
2-ci )

EI : Fare lo stesso calcolo per : E- : se £ è continua su [a ,
b)

£ =" [ °
'
" | £ ≥ ° e £ "" > ° "" ""

" )

b

f- (SC ) = 1 [ 1
,
2 ] allora fa f- Csc ) doc > o

×

a

Calcolare |
,
£2 da
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PRIMITIVE E TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCOLO

Def : f : I → IR funzione integrabile ,
I ≤ IR intervallo

,

F : I→ 112 funzione derivabile ,

se F
'
= £ ,

F si dice PRIMITIVA di £

Oss : Se Fa ,
Fa sono primitive di f ⇒ ( F

,
- Fa )

'

= f- f- = o

⇔ F
,
(a) = False) + c ltx E I per

CEIR

Si indica con /£ dse = } F : I→ IR
,
F
'

= £ { INTEGRALE INDEFINITO
.

se

Teo : £ : I → IR continua
,
I int

. chiuso
,
so c- I

,
sia False) = / f- (t) dt se c- I

20

allora Fxo è una primitiva di £, cioè Fao è derivabile e Fà = f- .



( la costante si ottiene ponendo False ) = 0 )

Dine : Calcoliamo Fino (a) = line Focolai- h) - Fxolx)
= line
e.→ ◦ È / /

""

fltldt - /
"

fltdt ) =h -30
h no no

xth

= line 1 f- (f) dt = line f- (seg) = fcx)
e. → o h /

se ↑
h-so in

MEDIA ✗he (se - 1h1 , set /hl ) MI
b

Oss : a
,
BEI

,
a < b ⇒ | f- (f) dt = Fseolb) - F (a) = F- (b) - Fca)

do

a

Dove F è una qualunque primitiva di f- .

b

In particolare per calcolare | f è sufficiente trovare una primitiva .

a

COME SI CALCOLA UNA PRIMITIVA DI f-

Oss : Diversamente dalla derivata
, non sempre la primitiva di una

"

funzione elementare
"

è ancora una
"

funzione elementare
"

.

x2
e-
si

e
"

siuxEs : C
, , je )

se

'
' ' '

TABELLA DELLE PRIMITIVE

DERIVATE PRIMITIVE

E F
' f Sf

C. 0 O C

sei a set
- 1

aea
1 È"

+ e a -1-1
9+1

logcx ) Tse Tse log / sei +

Cease1 •✗

+ C a ≠ ocase a la
"

a- e

Simcoe) COSC se) COSC se) Simcoe) + C

cosca) - Simcoe)
sinc se) - cosse) + C

arctouecse) e
a

1+22 ovectovecze ) + C
1+22

e
arcsiu.CN) e

arcsiucsedtc.rs÷

REGOLE DI INTEGRAZIONE

① ( F ± G)
'

= F' ± G-
'

⇒ / f ± g = / f- ± / g LINEARITÀ

② ( f. G)
'
= t' g- + FG' ⇒ FG + e =/ F' G- + / FG

' cioè / F'g- = F. G- - { FG'

b b b b

con estremi diventa / F'G- = F. G- - { FG'
dove FG = f-(b) G- ( b) - f-(a) G- (a)

a a a
a

↳
INTEGRAZIONE PER PARTI



Es : 0 / logcx) . 1 = se logse - | È ' ×
= se log.ae - se + c

G- F
'

l l
◦

"

{ e" Simcoe) = et siucx) - {ethos ( se) = et sine ( se> - ècosca) + / ex ( - Siu ( se ))
"

F
'

G- F
'
G-

se
⇒ { e" Simcoe) = e ( sin (a) + cosca) ) + c

E

; Set Pca) P polinomio |
|
Si integra I ◦ Simcoe) e si deriva Pcse)

o / Simcoe) Pcx) P polinomio

① { Siciliae) = { Siu(se] . Simcoe) = - sia (a) cosca) + { Costco) > cos" se ) = 1- Sintesi)

= - sinc se> co> ( se] + ( t - f sine ( se)

⇒ { Simcoe) = 12 ( se - sinc se> cosca) ) + C

③ ( Fo f)
'

= F
'

( y )
o

Y
'

f- = F
'

/ f- (Y ( x ) ) Y' (x ) da = F ( y ( x ) ) + C = / f- (y) dy
y
= ✗ ( se )

b Y ( b)

f- (g) dy
( alter! al )con gli estremi diventa : ( f (Y ( x ) ) Y' (x ) da = ( cambio d'estremi

a

µ (a)

FORMALMENTE

y
= Y ( ze ) ⇒ Y' (x ) da = dy INTEGRAZIONE PER sostituzione

EE : 0 / f- (e' ) . e
"

= { Fly) dy
y = e.

se

0 | e
"

= areatore (e
" ) + c Fly) = ^

1 + case
= | "

, + ya
, y

= e
"

1+92
y = et

° / l'(a) da = { § dy = log / lfcae ) / + e F- (y)
= ±

✗(se) y
= qcx)

I

◦ { tanca) = | Sinise) = - {§ = - log / coscxs / + c if (se) = cosca)
coscze)

0 / ✓ 1 - sé da = / ✓ 1- siuct) coslt) dt = I costi) dt → cos Lt ) ≥ 0

= 12 (ttsiult) coslt) ) + c = £ (arcsiucx) + senti - x2 ) + e

'
se = siult)

,
da = co> (t) dt

,
t = arcsiucx)

.

1

tra cerchio = 2 /
"

✓ 1 - x2 = ovecsinecse) + se ✓ 1- 22 = Zarcsiu(1) = IT

- I 1
se -1 -1



0 ( f (Tx) dx È / f- (D) dy (*) :

5-
Te
,

dy-j-adxyy-rx.ee:0/xeF--£ / èè = { ( et . ] £ è .

y - È / e
>
= £ e

> (s - 1) + < = f. ètlrx - 1)+ C
]

PARTI D= Te

0 / ✓1+22 da ÷ { ✓ 1 + siwhlt) coshltdt = fcoslilt) dt = siuhlt) coshlt) - fsiulìlt ) =

= + + siuhltlcoshlt) - /coslilt) = { lttsiuhlt) coshlt)) + c. =

= { (arcsiuhx) + se ✓ e + x2 ) + C • SOSTITUZIONE : se = siuhlt)
,
dse = coshlt) dt

FUNZIONI IPERBOLICHE

sinhcx) = è - e-
×

2
,
siuh ( se]

'
= coshc.se)

, {siuh (x) = coshcse) + C
⇒ coslìcx) - siuècx) = 1

cosa( se) = ese -1 e-
×

2

,
coshc se>

"

= Sink (se)
, { costi (se) = sink (se > + C

se = siuhlt) = è - e-
t

=
e

"
- 1 ⇒ È -2 seè - i = O

2 2 È

è = se + ✓ e + x2 t = arcsiuhcx) = log( se + ✓ 1 + x2 )
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INTEGRAZIONE DI FUNZIONI RAZIONALI

f- ( sc ) = PC>c) P
,
Q polinomi

QC>c)

Calcolare / f- ( SC ) doc

① Fattorizzare ① ( Sc ) :

n

Q ( SC ) = TI Qi ( se>
di

e. = ,

di C- IN È di dongQi = degQ dongQi E 11,2 {i = I

② E = Poi + § con degl≥ < degli
Q

P③ deg P < degQ ,

g-
=
È È Più""

con deg Pi ,; < dongQi , degPij E / 0,1 {
i = 1 j= se Qic>c)

J

Vediamo i diversi casi :

§, con degQ e / 1,24 e degp < degQ , j E IN



1④ deg Q
= 1

,
PC >c) = 1

, g ⇐+a>,
, =

/ log / " + al j = se

11- . .

ti -1 (« +a)
j- a
j > 1

⑤ degQ = 2
,
Q (Sc) = x2 + a>ctb

,
a meno di molt . per costante scriviamo :

PC>c) = ( Zac + a) + c = Q' ( sc ) t c

| I. = |
Q' ( SC)

Qcscgj
+ < | 1

QC>c)
I

j =L

dy =
/ log / y ,

poi esci d" =/ È L-j.si yi- aQC>c)si
,

^
j > 1

y =QCOC)

1⑥ Resta da fare | q,», con deg = 2

QC>c) = >c' + a>ctb = ( a. + E)
'
+ b- = ( b - £2)

-

" + È )
≥

+ I( (p _÷
= (b - / (5+1) y=

se + È

✓ b- az
→ CAMBIO DI VARIABILE

a-

1Resta quindi da fare / (x2+DI
1

d- = 1 , | >« + ,

= oratore (SC) + e

j > 1 ,
abbasseranno il grado integrando per parti :

Ij = | 1 + sè - x2 ac

(«2+1 );
= Ij -1 - È |

2» . » ¥ Ig. _ , + 1

(>c' + 1)di Zcj-1 ) (✗ 2+1) ;
-2 d' -1

= ( e _
1 se

Zcj - s) ) Ij - e
+

e

2 ( J- 1)
"

(scat, )j-1
=

_ . .

(*) 23C 1 1

( scat 1) J
= -

j - 1
'

( x2+1)d'
-1

1
. . . Iterarndo il procedimento si arriva a

>«+g.
,
che è arctcuec>c) + c

Ess : / fc>c) logQC>c) = / Pc >c) oratori (QCSC) )

integrando per parti diventano integrali di funzioni razionali



E- : | ,} . ,
doc È-1 = (SC - 1) ( x2 + se + 1)

1
+
Bx + C

=
"

✗ <
+ « + ±

= A (« <
+ « + 1) + (Boc + c) ( sc - s ) =

✗3- I JC - I
✗
3
- 1

~-

= (AIB) >c' + (ATÉT > se + ÈÈ
✗
3
- 1

Otteniamo il sistema lineare 3×3

/
A +13=0

A- B + C = O I
g
2A - B ⇒ 31-1=1/

A - c. = 1

A = § ,
B = § ,

C = - §

11
_ § .

2- ( SC + 2) = § .
1

- § _

2×+1
_ £ -

scusate

1
= § i

set 13- 1 2' 2C≥+ sct 1 X- 1 SCIITI

1 1
= § loglsc

- Il - f- log
(← +← + 1- ) - È / ✗↳«+1| ✗3- 1

>choc +1 = ( + f)
<

+ y
= « + E

^

| xk >c + i =/
"

= £3 arctor ( £3 ) + a = § aratore (2×+1) + ay2+32
,

53

1

dy = Iaarctan (E) + c a = È| 92 -1 a≥
- _

1

a-
oratore (E)

'

= È
ii. è÷ . : - È Ìa

.-

Es :

|
i

✗
"
+ 1

sc
" -11 = ( x2tax + 1) ( x2- asc + 1) = ( x2 + 1)

2
- cioè

= ac
"
+ 2)è + 1 - cioè ⇒ a? = 2

,
a = VI

>c' + I = ( sì + TE se + 1) ( x2 - E se + 1)

Alternativamente possiamo fattorizzare in E

se
"
+ 1=0 se e CI sono le radici 4º di -1



i + KE)
- si e F. = e

-22 IE

ti e
"
= EÈ + Ii , ze

ÈÈ
-§ + Ii

-1

"

I sette = ( se - za) ( se -E) ( se - 2-a)( se -2--2)
- -

• È
zj = ( x2- (z, +È )x +e) ' ( x2 - ( 2- < +E) se + e)

= ( x2 - 52 se + 1) ( x2 + TE se +1 )

1
+

Csc + D

« a + ,

=
"" + B

«
<
+ gg , + ,

=
(A>←B) («2+52×+1 ) + ( Csa +D) ( x2+TE >c. + 1)

sc'+52>c. + 1 0C
"
+ I

T = ( A-+c) se> + (52 A + B - TZC + D) sé + ( A + 5213 + C- TE D) se + Bt D

Da cui il sistema lineare 4×4 :

/ Atc - OEA + B- Ect D= 0

/ ¥+5213 +¢ - ED = o ⇒ B. = D= I

Bt D= 1
2

| A + ( = o
⇒ A =

_ 1-
,
C =

¥| A - C = -
1 252

E

1
✗ +È①

«÷,

= {
È + ± ¥ ' ʰ

se - SE
- £

«2-52×+1
=
^

d. 2+52×+1 2k (
✗2+52×+1

-

x2- JZSC +1 )
=

,≥ ( 2×+52
^ )

✗2. + VI >c.+1
-

' ^

se 2 _ VI>e + Iix.2- t.sc +1 ) + È ( x2+ v2>Cts -

Passiamo all' integrale :

1 1e
=

e

log ( «2+52×+1 ) + È / arnese + e - È / se'-52×+1| ✗4+1 452 x2 - SEI +1

✗ 2+52×+1 = ( se + F)
"

+ E y
= >ci È a = È = È

1 9① / ✗ <+ Ex+1 =/ y < + {
= tardone (e] )

+ c = V2 creatore (52×+1) + e

1
= V2 areatore (52 >c- e) + C① ( x2- VII. +1



Es : / arctaec Csc ) - 1 = accerchiare ( SC ) - I / 2°C2 1 + x2

= SC - arctan Csc) - { log ( et x2 )

ci sono alcuni integrali che si riducono ad integrali
"

classici
"

SOSTITUZIONI RAZIONALI -27 ANTI

Sea PC>c) = RC>c) una funzione nazionale
QC>c)

←
FUNZIONE RAZIONALE

O / Rce
"

) doc =/ Rcè
' )

. e
" doc = | Rls) dy g-è dy - èdse

èc I

F. RAZ
.

1- 920 / Rcsiuoc ,
cosa ) da = 2 / R (

2T
tty2

'
1+ yz ) yzd]

y = t.am ( ) , « = zarctan.ly ) doc =÷ dj

Siu ( Sc ) = Zy

Tty
2

↳Csc ) =
1- yz
1 + y

2

doc
.

2⇐ : / sin ,», =/
"è

« ya
dis - logistic - log ton (E) + e

Zy

n-

◦ / Rfc , IIII ) doc y - ✓ aoctb ne IN
csctd

( tipico coso : { R ( ità ) da y = Fa ]
O

/ R / × ,
FI ) doc se = asiult) doc - a cosa )

= / Rlasiult ) , acoslt) ) a. cos (t ) dt

0 / RCSC , ✓ ×
≥
+ c ) doc c > o se = Jesina (t ) < <0 ✗ = Focosa (t )

Diventa del tipo / È ( et ) cit
In alternativo- si può porre Cscty )

≥
= >clic

y
= - SC + VOI

← = -5 + c doc = ( -5 + c)
'

dyDiventa del tipo / È (g) dy 2g 2g



1È : / ✓È,
c'✗ = / cosa,» .

cosaG) dt = ttc

↓
✗ = sina.lt)

doc = costilt) dt

1

/ ✓÷,
doc = arcsiulu ( >c) + c. = - log(→c. + ✓se +1 ) + c.
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Es : {
=

£ da ◦ ≤ slf.it ) - slf.it ) ≤ (b-a) Wg ( Sri)

IT : a = sono < sei <
. . .

< zen = b Sae = nuovi ( sen - sen-e)
f- ( se ) = e

a- ,
[a

,
b ] = [1,2 ]

( )

tn partizione uniforme 1 I 1
b

2 selfie) (fa>da slfiù
)

ffcxsdse-slf.tn) ≤ Wg (E) ' °
a

n→

con
2h 2h

1
= È ^

= [
^

> ( filtri ) = [ E '

e + e
⇔ , ni-kya.nu a

= [ È - È È = Hlzn) - H (n)
le = 1 n

h = 1 lei

h =ntk

H (n ) = login + ✗ + wcn)
,
H (2h ) - logan + ✗ + WC 2h)

H ( 2h) - Hln) = logz + Wlan) - wcn )
"→ °

> logz
÷

METODO
"

INDIRETTO
"

Usando il TFCI
, f- ( se> = E- ,

F'(se) - f- ( se) prendo Fcse) = log se

[È da = f- (2) - FG )

CALCOLO DELLE AREE <
⇐

> RICERCA DELLE PRIMITIVE

b

{ f- ( se> da ' / fcx) da
calcoli espliciti [insieme di tutte

> le primitive di £
esistente delle primitive
di una funzione continua

Esercizio : Se f : [ a
,
b ] > E continua

,

a = do < sei < . . .

< sen = b partizione di [a ,b] , se c- [ seni
,
sen ] (arbitrari )

.

b

allora / la f- 'se> da - È ( set,- sere. . ) f- (Cn) ≤ ( b -a) uf (G) Si = min ( sen- sere. . )
,
K=L

I

↓
Somme di Cauchy



METODI DI INTEGRAZIONE

° Integrazione per parti

◦ Integrazione per sostituzione

°

Integrazione di funzioni razionali
D= cosse

(*)
Es : | Sins ( se > da = | ( seiécse))

"

Siu ( se> dse = ((t - Costa)} Sinise) dse = dy = - siuzedse

=
_ {(1-yz )2dg =

- ( [e -2yd + y" ] dy = - [y - Zjy> + § } + e ==

=
- cosse + Zjco

} se - cosse + C
5

e ZÉ da = sulla> = et - e-
×

È : { sina.ae> che = / è: , ↑ | 2 dy =

y= ex 15- 1 , 2

dy-_ èedse
↳ 2

=

1

J
' -1 y_ ,

_

1

y+1

= log / I -11 - log / I +11 + C = log is - e

y+ e
+ < = log ex- 1

LI ,
+ c

EE : / log
>

se dx ≈ / y> e
>

dy =p /g)e
>
= ( y

>

-392+6g + 6){ + C

se -- e
>
, da = e

>
dy ↓

"

-

[ p(g)e
>]

"

= [ p' (g) + pcy) ] è
5- logse PD) = y

>
+by' + cytd *

P' (y) = 392 + Zbytc -

⑦
p
' (
y
) + ply) = y

> + ( b + 3)è + ( < + 2) y + f. + d,I 1 I

b =-3 C. = 6 D= -6

/ log
>

se da =
se ( log> se - slogan +6 logx - 6) + c

1 da Ftse) = log seÈS : se > o / geeog,
F' (x) = Le

G- (a) = 1 G-
"

( se) = -
t

Fe xlog
'
se

1Ha dse = logcx)
e

logge)
- /↳× /- regge, ) = 1- + da ⇒ ¥ I

EE : / siulogsedse È {siuyÈ dy = Sing e
>
+ / tcosyèdy * : se

-
- è

, logx -- y ,
che -_èdy

= Singè
-

cosye
"
- / siuye> dy = { ( Sing - cosy) è + C

/ sicelogsedx = 12 (siulogse - coslogse ) se + c

1 da = - | ( - Siena ) dse t -
- tou E ,

se = Zarctant
,

" /2siuse-siusecos.ae ^ ( 1- coste) (< + cosse)

da = 2

y -cosse
a + +a | Sink = 2T

dy= -siusedse dy 1+1-2
=
+ | (ya- e)(2+9) | cosse = 1- t

'

1 -1 +2



1
=
a

+

B C ZA
,
B
,
C te lty ¢ } 1 , -1 , -2 {

(Dtt )( y - 1)( 2 + y ) Sta 3-1
+

2+9

1- = Aly- 1)(2+9) + B. ( y+ 1)(2+9) + ( (Dtt)( y -1)

1- = 0 + B. 2.3 + o ⇒ B = È ← y = 1

1 = Al-2 ) + o + o ⇒ A = - È ←
y
= -1

1 = o + 0 t C' 3 ⇒ C. = §
←

y = -2

1 11-
= £ .

y+,
+ % i

y
?
,

+ § '

Zty(y
≥
- 1)( < + y)

1

dy = - flag / Sti / + 1g log / y - e / + § log / 2+91 + C/ ( 5- 1)(2+9)
1 da = { log / cosa +1 / + f- log / cosse -1 / +

§ log / 2 + cosa / + C{Zsiusetsiusecosae
O

cosa
s

House)
/

=

e

I = / tana da tour = siuse
cosse

cosa se

y =cosse

- g- Sinn da E-/ ¥, = 1 . 12 + c
cos> se 2 y

I
=

'
+ C -

ZCOSZ se

D= torse
↓

I = Stanze (tana)
'

da = fydy = ≤ + a > sono entrambi giusti !

I = { tante + C -

1
= § .

Sinn - 1 = - {¥ : { tout× - scosse cosse [
costante !

0

cosse

Hcx) = / ✓ 1- t' dt Studiare Hlx) senza calcolare

sù esplicitamente l' integrale .

' H (itta) = OH' (a) = F' ( cosse) - (- Sinn ) - F (siux)cosse

= ✓ 1- cosse ( - siux) - ti - sian cosse Se F-
"

(y) =
✓ 1- y

'

= - ( lsiuxlsiux +1 cosa / cosse ) H (a) = F (cosse ) - Flsiuse )



Iss : se see [0 ,%] ,
H' ( se > = -1

,
se se C- [IT , ET ] N' (a) ≤ 1 → ← .

Es
, per cosa

: Determinare intervalli di crescenza e decrescente

ESZ: Fare il calcolo esplicito ( scrivendo l'espressione analitica di Fly) )

o

se

siutdtF- ( se> = § +
line 2. Fcx) - Fase)

x →o se - f- (se)

Sint - t - t
>
+ Rlt) Rlt) = Olt

' )
,
IRH) / ≤ CITP per 1- → o

è

Sint = 1 - È + rlt) rlt) -- Olt" ) per
1-→ O

It

se
se × ×

se

| ←+ dt = se -* + / Rit ) dt { rltldt ≤ f. Irlt) / dt ≤ e f. t' dt ≤ c' è
t

° 0

f-(a) = se - se
>
+ 0 ( se

')
per se → 0

Is

line 2Ftse) - Fczze)
= line Zse -7g se

>
- Zoe + (2x)

>

+ ☐ ( ses )
= fine

_ È + % +0 (x2)
18

se →o se - f- (se) se→O
ges

se-30 µg + 0 (x2)
= °

18
+ ☐ ( x5 )

1 daePer cosa : / a + jetset
01-04-2022 Lezione 51 Prof . Carminati

| '
d- E / § dy = logistic log / logxl

xlogse

{ 5- logxD= ( o
,
+ a)' lei

1dg - È
0

hcx ) = FL cosse) - F / siux ) f- = / ✓ e - +2 dt -1 ≤ + ≤ 1 ,

-% ≤ se ≤%

/ ✓ 1-È dt = / cosa . cosse da =/ cos'xdse t = siuae , dt = cosse da

- 7
.

= { / [1 + cosce ] dse = { [ se + sina.se ) + c = 12
'

se + sina.co>se + C =

- 2
_ -

= { [arcsiu.tt t / e - t2
-

+ C

-

da
± = / sina.cz+ cosa) (= - È log (' +cosa> + È logli - cosse ) + § log ( 2 + cosse ) ) ( calcolo di ieri)

dt1
.

& dt = | |
t = tana ⇔ se = Zarctant=/ :* (2+1-+21++2) 11¥ , t

.

2+2+2+1 - È 2 da = 2

decise1 +È
1 +È

siuse =
Zt

= | ' +È dt = ⑦ t'+ t

t / 3+1-2) |
cosa = 1- È

-141



1 +È
+
Bttc =

A /3+1-2 ) + BÈ + Ct A- = 73
,

+ (3++2)
=
A

t 3 + t2 t ( 3++2 )

B = 43
,

1
-

=

5- È
+ 2T

-

3+1-2
- C = 0

= } /[ È + I
-

3++2
dt = È [ loglt / + log / 3++21 / + e = § [ log / fare /£ ) / + log

> + tane ] + C
-

-

Oss : (*) / 1++2 dt = § log (St + t
>

) + C
3T + t>

↳ § . con N = 3T + t
>

RÌX
,
✓ sito ) E:S

(☐ + is)| da
= ( coshlt) dt =/

È /è + È )
x = rcsiuhlt)dt = | 2 + (si ;) "

"

e +È

]
1 + coshlt) e + È (è + è) ^ I coslict) - siulìlt) = 1

da -_ coshltdt
, se

= siuhlt) è
=] ,

1- = logy , cit = dy
I

= | 92+1 . dj = | 5+1 dy È
2>+ y2+1 (9+1)? y

>2+1 2
= § - (y,}

← aggiungo e tolgo Zy al numeratore
(3+1)

'

y

se = { (y - ;-) , Zoey= è-1☒ =/ [ § - già,] dy = log / Il + 2
=

3+1
YZ - Zoey - 1=0 ,

I±
= se + ✓ sett y >0 !

= log ( se + ✓ sette ) + 2
+ e

☐
1 + se + Ù si +1

0

1
-

dse = | 2> des = / ( 2 - 2 dy = Zy-Zloglety ) + e = 2.VII -Zlogcitvetx )| 1 + ✓ e + se ↓ 1+9
-

1+9
-

y=
Vita

, è= e + se , Zydy = da t -- tank) , sina.se = 2T ☐
1++2

↓
1 2 dt = - 2 2dal

= | , + se

^

1 + È/ 1 + -siuse = « =/ ( e + f)2 → + t

+ < = -

nettare /E)
+ °

11-1-2

0

METODO DI HERMITE ( SCOMPOSIZIONE )

←
incognite →

PIQ E IR [ se ]
, grip ) < gr (Q) , Pcx ) =P

#
(x )

+
d

-

Fca) _

,
fgrp

#
<
gr

Qcse) (x ) da
_

(x)
-

/ grip < gr Ò

con (se) con le stesse radici di Q ma tutte semplici

Ó ( se) ha le stesse radici multiple di Q ma con molteplicità diminuita di 1



Esempio : Pcse )
=

se
"
- se

>
+2

se
> (se - 1)

2

gr
( p
# ) = 1

, gr (
F) = 2① ( ze)

Pcx ) = PÈ se ) + d-
- Fse) -

= (÷ +=) + fa [ b se
≥
+ cx + d

'

| = ⑧
( se) se( se- e) da

_

✗«× - t )
-

se-1 x2(se -1 )
-

Es per cosa : derivare e calcolare ao
,
ai

,
b
,
C
,
d in modo che l'espressione

⑧ coincida con Ha dato iniziale .

/ Iq dx = orologiai + aeloglse - il + bsitcxtd + c

x2 ( se - 1)

Es : fare lo stesso integrale con il metodo classico visto a lezione

2h

• line
n→ a / sia / E) dt sia 1- ~ I

+
per t

→ + O I 1 i

t
n n 2h

| sia (E)dt = - / Sinis) §, non ha espressione esplicita in termini di f. elementari

sin È = È + w (f) con w / f) = ◦ (÷) per + → + a IR
,
C : /w( E) ≤ c- = su [R , + io )It?

2h 2h 2h

Sen ≥ R / sin /f)d- =/ fatt / w / f) = [ login - login] +0 /%) > loga
n

n n

2h

f. w (E) dt ≤ a.

§à≤ §,
set Sint se

° Sia fcx> = | e-
"
dt

,
mostrare che f- ammette massimo globale su IR .

se

Oss : { f ≥ o continua
⇒ £ ammette massimo

| line fcx) = o
se → ± a

flo) - 0 , f- ( kITL-0 KKE Z
,
se ≤ se + sia se e e-

È
> o ⇒ fcx) ≥ o

se + Sinise set '

se ≥ R > o ◦≤ fin ) = | e-
t'
µ ≤ | e-

"
dt ≤ è
"

,

se se seÌO

• @

line f- ( se) = 0 ⇒ f- ammette massimo 1 1 I 1
se → ± a

se se -11 se se -11

- t2
Oss : f è continua anzi , è derivabile TFCI ⇒ ⇒ FE C' CIR) tc F' (t) = e

f-
'

(a) = F
"

( set sia se ) / 1 + Zsiuxcosse ) - F
"

( se) = fcx) = F / se + sina ) - Ftse)

= e-
(✗ + sina.ae >

2

( 1+2sina.cos.se) - e-
×
'



se✗

è dtSia Ftse) = / e
1 sto

F-
"

( se ) = e
"

> o F
"

( se )

✓ se f-
"

( se) = f- ( se )

"" ""→ ≤ c.% ,

" "" ⇒ "" " """-

line Fcx) = + a verificarlo e dare
se→ +a

una stima asintotica

se → ◦
+

Il limite per se→ o è finito ⇔
se 1

è
0 ≥ / ✓e

di = - |
è
dt

↑
,

se

se < 1

1
1

◦ ≤ |
"

è dt ≤ e / e dt = e. 2ft = ze - zia ≤ ze
,

line fcx > = l ≥ - 2e
se

☒
,

sett se
se → ◦

+

se te [ se
,
i ]
,
è ≤ e

'

se

Per cosa : Studiare la funzione Fca) = (e - x2 ) / e-"dt
0
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INTEGRALI IMPROPRI ( GENERALIZZATI )

f- :[a ,
b) → IR be IRU / + io / , f integrabile su [ a. c ] Vc < b

,

si dice che f- è integrabile ( in senso improprio ) su [ a ,
b) se

C b

I line fa f- (a) dse = | f- (a) dse E IR ,
lo stesso si può fare per f :[a.b] ' IR

< → b-
a

cou.ae IRU } - { e f integrabile su [ c. b ] ltc > a .

Più in generale f : (a.b) → IR , con a.be IRU } + • { , è integrabile se ,

dato seo E la
,
b)
, f è integrabile su (a

,
sono] e [ no ,b) e si pone :

b no b

| f = / f + / f- .
Oss : la def . non dipende dalla scelta di seno

.

9 a zero

Esempi : f- ( se> = set see (0,1 ] LE 112

◦ a ≥o f- è integrabile

◦ ✗ < o f- non è limitata .
Fisso E >o e calcolo :

"

t sett"
"

, line è
+1 | £+1 ×"

( ✗ ≠ - 1) line =
i

E.→ ◦+
| f- '×) da = line

E.→ ot ✗ +1 ✗+1
-

✗+1 E→ ◦+

=

| + io ✗ < -1E
E



1

(✗ = - 1) line
≤ →◦+

logge)
"

= line log / È ) = + 0E → ◦
+ § È = line

E
E → ◦+

⇒ f- (a) = set è integrabile su (o
,
no ] ⇔ × > - 1

Se considero [1 , +0 ) ,
con lo stesso calcolo

,

se
"
è integrabile su [ seno , + io )

⇔ a < - e

Oss : sé non è mai integrabile su (o
,
+ a)

fcx ) = e-
×

su [0
,
+ co )

M M

line [ e-
"

da = live - e
"

= line ( e - e-
'" ) = 1

M→ + O M → + a
0

M

TEOREMA ( CONFRONTO)

f , g : [ no
,
+ a) → [ ° , + • )

, f , g integrabile su [ no , M] UN < + io
,

° f- ≤ g e g integrabile su [ no ,
+ a) ⇒ f- integrabile su [ no ,

+ io)

◦ f ≤ g e f- non è integrabile ⇒ g non
è integrabile su [ seno ,

tu )
M

Iss : f- ≥ 0 , f non è integrabile su [ no ,
+ co ) ⇔ line | f- = + a

M→+0 sono
M

infatti M → | f è una funzione monotona crescente
seu

GE ( CONFRONTO ASINTOTICO ) : f- , g definite positive per se → + io f ~ g ,

cioè line % = 1 ( va bene anche f- ~ c- g ,
< c- ( o

,
+ a) ) ⇒

se→+0

⇒ f è integrabile su [%,

+a) ⇔ g è integrabile su [no ,
+ a)

Dine (Teo ) : ☐ ≤ f- ≤ g g integrabile su [ ao,
+a)

M M
tu

0 ≤ f f- (a) dx ≤ {
"

glu) dx , liuesup f fcx)da ≤ { g < + lo ⇒

seo seo
M → + ° Lo

zio

M M + lo + 0

⇒ M → / f- è crescente e limitata ⇒ 7 line f f- = / f ≤ f g
Ho M→ +O

Ko Ko seo

Def : f : I → R ,
I ≤ IR intervallo anche illimitato

,

f- è assolutamente integrabile su I se i

° f è integrabile su [a ,
b] ≤ I con - a < a < b < +0

,

◦ / f- | è integrabile ( in senso improprio) su I .



Tee : f : I → IR assolutamente integrabile ⇒ f- è integrabile

Dire : f-
+

Cse) = Wax ( fase) ,
0 ) parte positiva di f-

f- ( se) = max (- fcx), 0 ) parte negativa

f- ( se > = f-
+

(a) - f- ( se ) se c- I , f- (se) = f-
+

( se> + f-
'

( x ) in particolare ,

◦ ≤ f se ] ≤ / f- I Cse) .

Per confronto f-Ix) e f- Ìx) sono integrabili su I

⇒
per additività del limite f- è integrabile a / £ =/ f-

+

_ / f- .

I I I

Oss : 1ft è integrabile su I ⇒ f =L
,

f-
+
_ |
,

f- , 1,1ft = / f-
+
+ [ f- .

I

In particolare [ f- = [f
"
- |
,
f- ≤ { f

+

+ [ f- = / 1ft .

I

Esempi : f ( se ) = sin (se]
set

① Su ( 0
,
1 ] sin (a) ~ se per se

→ 0
, f- ( se ) ~ se

" - ✗

per se → o

f- è integrabile ⇔ e -2 > -1 cioè ✗ < 2

CONFR . ASINTOTICO

② Su [1
,
+ a) assoluta integrabilità :

Simcoe)

•
a

≤ £, integrabile se a > 1 ⇒ f- è integrabile per × > 1

M PER PARTI M M

Per LE (0,1 ] ? Consideriamo [ Sinise) =
- cosca )

_ a | costa)set se
2

y
sett"

1

cosca) ≤
1

•
✗+1
integrabile su [ 1 ,

+ co )
2+1

se

M lo M

Per il tuo .

7 line | coste ) = ( cosca)

g.
,

,
line co> (×) = line ( cos(M) - cos (1 ) )M→ co

y
setti n → ° set

y
n→ co ML

1

= - cos ( 1)
M

⇒ 7 line ( since> = cosce) - a /
%>(× )

y
set+1

= (
Jin ( se ]

n→ 0

,
set

,

ad

③ Si può mostrare che sia Cse) non è assolutamente integrabile su
set

[ 1
,
+ a) per LE ( 0 ,

e ]
,
cioè [ ' sintesi

za
= + co

La
µ

,
/ Simca> I

set

,
È/Il/È""

since)

set
È



+ lo
+co

'"""T
a

1

( lsiucx) / = [ | ' si" " '
≥ §, È lunga

= + °

✗
× K = '

Kit
set

IT

(lett ) IT it IT IT

| lsiucx ) / = | Isin(Kitts) / dy = § Sinis) ≥ [ sta'>) se = Kitty , ye [0,1T]
ha

✗
×

◦
( kit + y)

"
(kit + 9)

×

( text )× it ×

+ co (text ) it

Iss : Scrivendo | siete> = È | Sinise) per × >o

it
✗
&

te = '
µ,

zlt

Si può ottenere l' integralità di Simcoe) dal criterio di Leibnitz .

sei

07-04-2022 Lezione 53 Prof . Carminati

INTEGRALI IMPROPRI

1

da dire se l' integrale è convergente .[ loglitx)
f- (x ) = 1

A non è limitata in un intorno di 0

logcttx)
A è integrabile su [8 , 1 ] ¥8 > o

1 ^ ^

line | dse A f- ( se > ≥ 0 per se > 0

{fin)DIS→Ò
g logletse

)
T

>

slog ( e + se ) ~ se per se → 0

'
~ È per se → o

logletx) per il criterio del confronto asintotico

e f e

1 dse converge ⇔ |
,

e
che converge{ logletx) se

↑ '

Questo integrale
[
line § [ dx = live (- logs ) - + a
5-> O'- S → O

NON converge

Prep : fa , f- ◦ funzioni positive ; integrabile su [ 5,1 ] S > o

1 1

line false) = e allora line
g →o § £ (2) dse e line | f ( x ) dse1 S →0

g
2

se →o false)

o è finito per entrambi o è infinito per entrambi .

+ lo

• | Sinise dse
0

"

line |
,

sin se dal = + co 21T 31T

n → io



• I =È
_

sin ( x2 ) dse converge o no ? line fcx ) non esiste
se → io

f- (se )

y= se
2

,
se = Ty ,

da = dy

2kg
+ O se hit

ZI = | ←> dy ,
line

⇒
line

✗ → + • ( sind dis , / se _- mit n→ • { sia > dy° I 0 TI / seielkttse) = C- e)Ksiuse 0

hit HIT IT

In = § sino ¥9 = È /
"

sia / in-Ditta ) da = §
,

f-e)
""

| ← '×) da

g-
dy = È

"= ' {
mi ) it

" = ' o ✓ (K- 1) IT + se ◦
✓ (K-1) Ftse

1 I

y= (K
- t ) it + se an

an≥ 0 am : Questa serie converge
al MIT htt se

'

| sin> dy = | Sines dj + ( sind sent + se
'
con se' E [0,1T)

◦ V5 e Fs
o nit

Rcse)

= In + Rise ) se -so / Rca) / ≤ IT .

1

E
Évian i

↳ o

+ 0

Es per cosa :

| siu.cat ) di dire se esiste e è finito
o logt

Es : [ login dx converge ?

Sostituiamo : y =
- log.se , se = è

>

,
dx = - è

>

dy
o

°

= | y' l- è
"

) dy = ( y
≥ è
>

dy converge ( per parti )
co

+ lo

• In = / tmètdt
0

( m --0 ) Io = /
+ °

e-tdt = 1
0

( m ≥ 1) In = [ tmfèt ) ]
+ ° '→

+ | mtm
- '

( + e-
t ) dt = ◦ + m Im

- i

°
o

/ Io = 1

⇒ Im -
m !| In =

m In
-1

+°
+ io t? ym

• ( il >0 ) / tm
-
it

Imm - I dy =

m !e dt = In / y e

ama ,
(*) it - y

◦ o i dt = ¥



Dire per quali d , PER converge l' integrale :

e a zero
,
se ✗ < O

Ila
, B) = | t' ( log f)

•
dt problemi

0 a 1
,
se po < 0

g-- logÈ ,
1- = è

"

,
dt = - è> dy

a

Ila
, f) = /

°

e-
↳
YB ( - è

>
) dy = / YPÈ

"">

dy ← problemi a 0 e + co

co 0

+ O

B - (✗+ 1)y

| y e dy converge ⇔ ✗ + e >0

:
B - (✗+ 1)y

| y e dy converge ⇔ p > - 1 per il criterio del confronto asintotico

1

Basta confrontarlo con /
+ °

◦

ym e-
""↳
dy con m =p ,

◦ ≤ y
'>
≤ ym ( vedi * )

Ica
, p ) converge ⇔ { × > - i

p <
- 1

+a

⑧ Ica
,
m ) =/ ymè

'"">
dy =

m !

(✗+ 1)ma ( in alcuni casi si può fare )
o il calcolo esplicito

↑ di Eulero

+ o

Def : T'(a) =/ t
" _ '

e-tdt
O

(a) L' integrale è finito ltx >0 (vedi es . precedente )

( b) T' ( se + 1) = set (x ) ( per parti )

(c) T' ( n ) = ( n - 1) !

(d) T' è una funzione (
°

( nella a)
+ a

lamina : Posto T ( se ) ÷ § llogt )mt
" - "

e-
+
dt

m

a) Fm è ASSOLUTAMENTE convergente me IN the > o

b) Fn ( se + b) = T'mise) + h . F
ma,

(se) + ◦ (h)
per la → 0 ( se > 0 )

c) T'm' (a) = [
+ ,

(a) ( da (b)
,
usando la definizione di derivata )

( m)

d) Fm ( se ) = ( [ ( x ) ) "derivata m- esima (per induzione da (c) )

Oss : [ ( x ) = T' (a)



Ilogtlmt
" - '

e-tdt lo "

spezzo
"

:Diu : a) convergenza assoluta : {
+ °

1 to

{ Ilogtlmt
" - '

e-tdt + / ieogtlmt
" - '

e-tdt
1

+ 0 e m
per ☆

ao) |
,

( log f)
"

t
""

e
-tdt ≤ /

◦

( log È ) t
"_ '

dt ! m !

senti
e-È 1

+ a

ae) |
,
llogt )mt

""
- t

e dt ≤ {
+"

◦≤ logt ≤+
^

+
"""

e-tdt ≤ T' ( se + m )

b) Fisso x >o
,
se lo , se) ,

1h / ≤ S
,

Rlh) = Fm ( se + h ) - Fm ( se) - h [
+ ,

(a) tesi : Rlh) = ◦ (h) per h→o

=/
+

Ìeogt )mt "- ' e-+ [ th - 1 - hlogt ] dt
0
-

-

gls ) = ts glh) = glo ) they' ( o ) + £ g" ( g) sviluppo di Taylor con
resto di Lagrange

g'CS) = (logt )te

- g
" (s) = ( log-112 -15 [ th - t - hlogt ] = liceogt )

? È con LE / ≤SI

È è convessa
,
maa ts = max (ts

,
t
- S ) ≤ t' + t

- s

IS / ≤ S

◦ ≤ th - t - hlogt ≤ h
'

( logt )
'

( ts + t
- s )

2

/ Rlh ) / ≤ È [ ieogt /
m'→

+
""

e

- t ( +
•
+ t
- s
) di = li

' (3++5)
-2

f
se 0<5 < se

con 5=5+9 logtlm" t "
± s - "

e-
+
di < + a

0

Quindi 112th ) / ≤ ch' cioè Rlh ) è 01h2 ) e quindi è ◦ (h )
☐

Per casa : Mostrare che se f- continua su [ 1 , + io ) ,
+a

f- decrescente line f- ( se) = 0 .
Allora esiste [ £ ( ze) sin sedse

se→ +co

( Sugg : procedere come per [ sÈˢ dy )
- 1 lo

e
×

- •
x2
da =/

"

e

' >

C- dy) =/
"

e-
→

Es : Dire se converge |
,

y
,
dy ≤ { è> dy

co
è

1

1 +a

Dire se converge : [ se↳• da ¥ /
"

ele"da = [e"è> dy = | e
">
dy non cono .

0 0

* : setose = età×
,
se se→è ⇒ log

'
se → a > logx = -y ,

da = - è
>

dy

2 Tae

Per casa : §
e - t

sia se

dal
dire se converge o diverge
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CRITERIO INTEGRALE PER LE SERIE

È an
, an

= f- (n ) , f : [ 1
,
+ a) → IR , f ≥ 0 , f- decrescente , line f- (a) = 0 , È f- ( n )

n = 1 se → |-O

y -

Si hanno le disuguaglianze :

£ (1)- Ntt Ntt

f- (2)- È fin ) ≥ § fcx > da ≥ E f- (n ) V-nc.IN
h = 1 h = 2

£13)_

: N

⇒ È
n,
fin) ≥ f f se> da ≥ È fin) IN ≥ 2

g ,µ, 1
n = 2

se

lo

Teo : £ ≥ 0
, f decrescente ,

allora È f- (n) < + a ⇔ { fcx ) < +con
= 1

Dine : Segue dal teorema del confronto per i limiti .

Oss : Passando al limite N→ + lo si ottiene :

E
°

e

n =,

f- (n ) ≥ ( fla) da ≥ fcx) - f ( t )
1

Es : È [ ×
, fcx ) = I

aea ,

la serie converge ⇔ [
°

,
£, dse < + a ⇔ a > 1

h= 1

E ' e

a- 2 nllogn )
a
converge ⇔ {

°

2
✗ (loga)

a

< + lo

y= logse→ Il

0

| I ⇔ a > e

ya
log2

± N

Oss : Consideriamo la successione ba, =L fin) - ( fin> dx e [ 0
, f- (e) ] IN

n=1
1

In particolare bn è limitata , inoltre si ha :

N Ntl

↳+ ,

- ba,
=È
n= ,

fin) - È
,
f- (n) - {

""

f- ( x) + | f- (se) = f- (Ntl) - | f- (x) ≤ 0 ,
cioè

^ e
N

bn è decrescente ⇒ bn
µ

> infbn = b E [ 0
, fla)] .

N

Quindi È fin) = |
"

,

f- (se) dse + b + Oct ) per N → O con b c- [ 0
, f- (e)] .

h = 1

Questo vale anche quando È
n= ,
£ (n) = + lo .



N

Esempi : • fcx > = £ È
,

In = login) +8 + ◦ (e)
, f
,

È = log ( N )

✗ e [0,1 ]
,
8 ≈ 0,577 . . . si chiama COSTANTE DI EULERO-MASCHERONI

1-✗
1

sei
con ✗ c- (0,1 ) , È

a
• f- ( ze) = I

n,
ma

=

, _ a
-

1- ✗
+ ✗ a + ◦ (1)

, da C- [0,1 ]
N

|
,

£, = se
""

"

=
Ne
- a

e- a

-÷ .

1- L
,

a > 1
, possiamo mandare N

→ + 0 : È La = è , + ✗ &
,

✗✗ E [0,1 ]
h = 1

ESERCIZI SU INTEGRALI IMPROPRI

1

• Studiare l' integrabilità di { l login) / tolse al variare di de IR .

① Vediamo se → 1-
. log ( se > = se -1 + ◦ (1) se → 1- ⇒ / login ) /

✗
= ( n - a)

&
+ ◦ (e)

1 1

| llogse /
✗

~ | ( e - se} < + io per & > - 1

1- E 1- E

② Vediamo se → è xp llogxl
"

> 0 Up > 0 , llogx /
×

se→ò
= ◦( Iep) VB >o

se → ☐
+

Per confronto con £ ,≥
, p c- (0,1) ,

si ha {
≤

llog.se /
✗
< +0 Va

,
E C- ( 0,1 )

o

⇒ llogx /
✗

è integrabile su (0,1 ) ⇔ × > -1 .

☒ Studiare l' integrale di {
°

◦

setsine ( seB) dse con 2
, pe IR .

Se fa = 0 abbiamo [ sé siucsets) = sia /1)[sei = + a ¥2
Facciamo il cambio di variabile y=

set
, p -1-0 : se = YÈ

,
da = 1g YÈ

- "

dy
O a

§ setsiu ( se
' ) ~ 1

Iggy [ YÈ
"

. y¥ . siuly) dy = §, fytsiuly) dy ,
✗ = ✗ +1 - B

p

yo Siu (y) è integrabile su [ 1 ,
+ a) ⇔ 8 < o

è sin ( y ) ~ y
""

per y
→ o è integrabile su (0,1 ]

⇔
8+1>-1 ⇔ 8 > -2

è Siu (y) è integrabile su (o , + a) ⇔ -2 < ✗ < o

sei sin ( se
'
) è integrabile su (o ,

+ a) ⇔ -2 < ✗+1 - B < 0 e 13+-0 .

B

Ad esempio , se ✗ = 0
,
sin ( seb ) è integrabile ⇔ - < < e - B < 0

,

13

0 ps> o ⇒ -2ps < 1- poco ⇒ B > 1 invece per se → o non ci

sono mai problemi◦ 13<0 ⇒ -2ps > e - B> o ⇒ -B> 1 ⇒ p < -1
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EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

L' incognita è una funzione ycx) : I → IR ,
Ftse

, ycse) , y' ( se) , . . .

, è
"
( se) ) = o

dove n è l'ordine dell' equazione .

L'equazione si dice autonoma se F non dipende da se .

(n )
se f- ( se

, y ,
. . .

, y ( x ) ) = È aj (a) gli
>
(a) + bcse ) l'equazione si dice lineare,

j = o

se b ( se> = o si dice lineare omogeneo- .

Es : •
y
"
( se ) = 0

, integrano ⇒ y
' ( se) = C

, integrano ⇒ ycse) = Cose + d ,
C
,
de IR

Sono tutte le soluzioni dell'equazione .

Allo stesso modo è>Cse) =o ⇒ ycse) = P (se) ,
P polinomio degl> = n - 1 .

◦ Non c' è unicità

◦ Lo spazio delle soluzioni ha dimensione n

° L'insieme delle soluzioni ha n
"

gradi di libertà
"

• h
"

(t) = - g caduta verticale
di un

"

grave
"

hit) = - gt
'
+ v0 -1 + ho
i

Dati iniziali : 1h10) = ho altezza iniziale
| l' (a)= v0 velocità iniziale

PROBLEMA DI CAUCHY

| Ftse , ycx) , . . . , y'
"

( se))- o Inmolti casi ci aspettiamo soluzione
y (no)

= yo
7:/ yen-Yao, = yn. , /
^ dati iniziali unica del problema di Cauchy

Oss : Non è sempre vero , F deve essere abbastanza regolare
^

F (y)( Y' (a) = ✓ lycse) I

|
yco) = o >

◦ ycse) = o Vae è soluzione
,
cerchiamo sol . del tipo ycx) = a sé ( se ≥ 0 )

y
'
(a) = Zase =VIÀ = Va . se ⇒ a = 14



se ≤ o

◦ y ( se) =

f-È
è soluzione

. NON C' È UNICITÀ
| se

2

4-
se > O

È ( a-c)
2

In
4

BAFFO DI PEANO

-

Oss : Questo fenomeno non c'è se F è É

EQUAZIONE DEL PRIMO ORDINE IN FORMA
"

NORMALE
"

f y
'
(a) = f- ( se , ycx)) f : [a ,

b] × [c , d) → IR a
,
b
,
c

,
de IR

l ycxo) = yo seo C- ( a
,
b )

Teo ( ESISTENZA E UNICITÀ LOCALE )

se £ è continua in ( se , y) e Lipschitziana in y ,
cioè :

f- ( se , >
,
) - f- (se , ya) / ≤ L

' / y, -921 con l > o ⇒ IS > o con (no +8
,
no - f) ≤ (a ,

b)

e 7 ! y c- C.
"

( ( seo - S
,
no + S ) ) soluzione del problema di Cauchy .

Oss : S può essere molto piccolo .

Sofia / l'-ÈLe soluzioni possono avere asiutoti verticali .

È
E- : { y

'
( se) = y
? se] NON HA SOLUZIONE

GLOBALE

| yco) = 1
^
. È

Divido per y
'

Cse) : §, = 1
:

integro { §, = se + c. = -

§ , ycse) = _
^ CEIR

, e =
- 1

set C

Esempio : y
'
(a) = acse)ycse) + bcse) ,

a
,
b : R → IR funzioni continue

Siamo nelle ipotesi del teorema di esistenza e unicità .

Si può trovare la soluzione generale .



Sia A-( se) una primitiva di acx) , cioè À (se) = a (a) ,
scriviamo l'eequat .

y
'

(x) - ocse) ycse) = bcse) moltiplichiamo per
è
""

e otteniamo :

e-
'""

yca) = / e-"
" '
bis) ds + e ce 112

, da cui ycx) = c. e
"" >

+ { e
'"" - """ bcs ) ds

al variare di CEIR
.

In particolare ,
la soluzione di / y' = aytb è :

| ycxo) = So
se

Alse)
+ g
"
AH) - Ac»

bcs) dg con (se) = [ acs>ds , Aldo) = ° .ycse) = yoe e

Ho 2h0

QLS : Tutte le soluzioni sono definite globalmente , cioè see 112
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FORMULA DI TAYLOR CON RESTO INTEGRALE

(n )

Prop : Se f- è integrabile n volte e f- è integrabile allora :

se

f- ( x ) = È f-
' "

(ro) ( x - no)
"
-1 false

-ti
-"

f
">

It) cit → Rn ( Tn)
le = 0 K ! ( n - t )

Dim ( Per induzione) :
se

( n = 1) fcse) = fcxo) + | f-
'

(f)dt ( vera per TFCI)

Ho

☒ :

« (- Cae
-t)
"

) = (x - t )
""

n ! ( n- 1) !
-

Suppongo la formula (Tn) vera e scrivo :

-
se se

Rn = /
" ( se - t )

""

(n - a) !
. f-

'"

(t) cit =
'

_

(se -+ '
"

f-
'"

It) + ( ( se - t)
"

f'
""

(t) cit = ( x - seo)
"

f'
"

( xo) + Rn+ ,n !
ho

I | | |
- - seo seo

n ! n !

↓ ↓

integro derivo

(Tn ) vera ⇒ (Tna ) è vera ☐

Confronto l'espressione di Rn con Lagrange :

( n ) se

E. E [ no , se ] f (E) (se - ao) = Rn = / (se
- + )
"" "'

Koch- e) !
£ (t) cit

n !
( n)

f (E) =
-

(se - no)
"
- "

{
"

g-
'"

(+) ( se
-t )

" - '

dt

,
-

n !
_

,
no

,

(n-1) !
, Pn (t) ≥O

I
> Pnlt) ,

( n ) 2h Il

£ (E) = / f-
'"
(t) Pnltldt con | Pnltldt = 1

No No



Oss : Se f-
""

è continua posso dimostrare la formula di Taylor con resto di

Lagrange a partire da quella con resto integrale .

(n )

Mn = max f-se se [no , se]

Infatti osservo che mn ( Pn (t ) dt ≤ /
"

f-
""

(t) Pnltldt ≤ Mnf Pnltldt (n)

no No no mn = mia f
→ 1 [xo.se]

(n ) (n )

Se f continua ⇒ I { c- [xo.se] te f (E) =/
"

f
'"

It) Pnltldt '

|
×

(n)

I

f- ( x ) = È
£
"

(✗°) ( se - seno)
"
+ {
"
(se - t )

""

( n- i ) !
£
""

dt
= È £

'"

•⇒I,
Cro)(se- seno)

"

+ ( se - seno )
"

| f- (t) Pnlt) dtte-0
te !

no h !
no

la formula con resto integrale produce stime più precise di quelle che

si ottengono col resto di Lagrange -

LUNGHEZZA DEL GRAFICO DI UNA FUNZIONE

f : [ a ,
b ] → IR È spezzata associata

alla partizione 1T
a = to < tu < . . .

< tn = b : = partizione it

n

l (E) = È ✓ (tre- tre
. .
)
'

+ ( fltn) - fan-Di | / | /I / / | / |:*
Tg ÷ } (se , y) : y - fase) a ≤ se ≤ b { tè

,
fa '

lli ) -- sepali;-)

°» : Anche se £
"

e •÷" " "£ ) Può volere + °

" " "

)

se se = o f continua
fcse) = /

°

| se sia 1 se se c- ( o
,
e ] Il Tg ) = + ° y=

- se

se

Fatto : Si può costruire f- : [0,1 ] → IR continua tale che l/Tf , [a ,») = +0 , a.belle )

Def : l'g- è rettificare ⇔ lltg ) < + a

Iss : Se f- è M - Lip .

⇒ Tg è rettificatrice
n

lli;-) ≤ [ ✓ ItÈ
,

n
- tu

. .
/
'

+ M'Ha- tu ,
)
'
≤ [ (ta - ta. . ) ✓ ' + * = Vetri ( b-a)

te=L

Prop : Se f- c- C' ( [a.b] ) allora Tg è rettificare e l / F) = {ÈÈ da

Dim : Sia 1T partizione ,

111;) = È Itta - tu. . )
"
+ ( f- (ta) - f- (ta. . ))

'

=

,

✓ (tre - tie
. .
)
'

+ ( f- ' ( En ) (t" - tu. . ) )
"

con te, ≤ Esita
K = I

=È (tre - tu. . ) / 1+4
'

( En))
≥

È
una somma di Cauchy per gcse) ÷

V1 + (f- ' (a)Ì



[(ta - tu
..
) ma ≤ l /E) ≤ È ( ta - tu . . ) Mn con Mn = sup g , ma

= int g
a- i [tu.. .tn] [tn-i.tn]

> (it
, g) ≤ l(E) ≤ SCI , g)

,

Il /Mt) - L / ≤ S Cit
, g) - scit , g) ≤ ( b - a) wg ( sit) *

4
.

I l l Oss : Se Itn è la partizione uniforme questo mostraSCIT
,g) b SCIT

,g)

/ gltldt =L
che Il ( t.tn) - L / ≤ ( b - a) wg / b- aa

n
) n → a

' °

Per terminare la dimostrazione basta verificare che l (Tr ) ≤ L kit part .

Se IT partizione , lctit) ≤ lltituitn) È L'- (b-a)wgfsitu.tn) ≤ ( + (b-a) wgcs.tn) trick
1 1

so per n → co
⇒ l/E) ≤ L ( da cui L è il sup) . ☐

Esempio : f- (a) = f- se
' l'

g-
= } ( se , fcx) ) : ◦ ≤ se ≤T {

l ( 1-g) = {ti 1 + sédx È /Those (t) coshlt)dt con o ÷ sina.TT )
°

0

* se= suh.lt)
o

dx= coshltdt = / coslìltdt cosà ( t) = ≤ ( e + coshlzt))
1+22--1 + sieilìlt) o

= costi (t ) o

= È / [e + coshlzt) ] dt ≤

£
+ [ siuhcrt) );

o

sieeczt) = Zsiuhltcoshlt) =

{ + { [ siuhlt) coshlt) )
◦

= § + { TV 1
-T2

o

con a- senti
"

(t) = { [ log ( 1- + UÈ) + TV e
- T2 ]

Esercizio : Verificare che siuh
_ '

(t ) = log ( 1-
+ Vetta )

EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI ( del primo ordine )

{ d
'
= acse>ytbcx ) con a ,

b funzioni reali

| ylseo) = yo Ammette un' unica soluzione ( fatto generale )
se

A- (ze )
(CL ) y( se ) = yo e

+ | e
""" - "" "

bis ) ds dove À (x) = acx)

20

Esempio :

gy
'
= Zyse + e

a (ze ) = 2x

acese) = x2( y(a)= 1
se

22
(CL) ⇒ ylse) = e + | eri

- s'
ds

✗ o

Es : Sia bcx) una funzione limitata su [° , + es ) . Mostrare che

l'equazione (E)
y
'
- ytbcse) ammette un' unica sol . limitata su [° , + ° ) .



Per ( CL ) otteniamo che la soluzione di (E) con yco) - yo è :

se se

ycx ) = yo e
"

+ { è
-sbcssds = e

"

( yo + { èsbcsds ]
Come scegliere yo in modo che questa quantità si mantenga limitata ?

g.÷
- {

+ °

◦

e-sbcs) ds

Iss : l' integrale è assolutamente convergente ,
B ÷ sup /bcs) /

+ lo 1- lo

fa è
> Ibis) / ds ≤ Bf e-sds = B

e-sbcs ) ds )Con questa scelta di yo otteniamo che ycx)
= e
"

f- [
°

+ ° + o
se _

lycx ) / =/ e"
- s / bcs) / ds ≤ B / e

" -sol> = B ( se > o )
se

se

Quindi la soluzione è limitata su [0 , + a) ☐

It : Mostrare che
,
se ✗ ¢ { 0, 1 { allora y

'
+ per>y = gcse>yt si riconduce

a un'equazione lineare del I ordine ponendo v ÷ y
"- ×

[ v' + (e - d)plx) v = gcse ) ]

Risolvere
y

' + Zxy = y
>
se
> ( pcx) = Zse , gcx ) = se

>
,
✗ =3 )

Es
. per cosa : ① Dire per quali a >o converge l' integrale {[£, - sia { da

1

② Calcolare live / oratore ( nn )dan→O
◦

nt se
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Teorema ( esistenza e unicità )

( y' C >c) = f- ( sc , ycsc)) f- :[ a , b ] × [ c
,
d ] → IR

(
y (sco) = yo ( no

, yo) e Ca ,b) × ( c ,
d)

f- continua in oc e y e ↳ .
in
y

⇒ 78 e J unica yc>c) c-
È ( ( sco - S , Scots )) soluzione

DI : Senza f- Lip .
non c'è unicità : y

'
=È BAFFO DI PEANO

Teo ( Peano ) :

Se f- è solo continua , 7 una sol . yeÙ (( sco - S , Scots )) , in generale voce unica .

Def : Si dice solo
.
massimale del problema di Cauchy una soluzione



y E
ÈCI)

, no
C- I e ycseo) = yo, tale che se 2- E C

"

(I
' ) è un' altra sd .

⇒ I' ≤ I

Nelle ipotesi del teorema di esistenza e unicità ] ! y E C
"

(I ) sol
. massimale

del problema di Cauchy con I ≤ [ a ,
b ]

Teo : Nelle ipotesi del Tono di 7 ! , sia y E C
"

( [ a'
,
b
' ] ) la sol

.
massimale

si leva :

① b' = b ◦ ( b
'
< b e live °

« → bi
-

I e { c , ci { )
(no, yo)

② a' = a 0 ( a'
> a e live

a. → a.
+ YC»> ≤ { c' e' { ) [ a

,
b) ✗ [c

,
d ]

Oss : se £ : IR ✗ IR → IR allora

① b ' = + 0 o line
se → b

, _ ](×)
= ± ~ ( ASINTOTO VERTICALE)

② a' = - O 0 line
se → ai -1
I'×) = ± lo

Dice : Dimostriamo ①
e supponiamo

b
'

< b
.

Mostriamo che I live
g.→ b

, _
Jose) = a c- [c

,
d ]

.
Ma allora ✗ E } C ,

d { ,
altrimenti

potremmo prolungare la soluzione e non sarebbe massimale
.

Suppongo per assurdo che liursup ycse) = È > l' = liueiuf ycx)
y→ b

' -

se → b
' -

Per Lagrange ,
3- sen → b

"

tale che :

è _ .

I y' ( sen) / = / f- ( sen , ycxn)) / → + a
una Wpte- _ .

/ f- ( sen , y ( sen)) ≤ max / f- ( se , y ) / < + O
per n

>> 1 ↓ i
, i >

[ b' - S
,
b
' ] ✗ [ l'

_

- E
,
l'+ E] a seno b

'

b

Teo ( confronto) : ya , yz : I → IR soluzione di y
'
- f- ( se ,y) , I intervallo ,

con f- continua e ( loc . ) lip . in y ⇒ ho 3 possibilità :

① y, ( se] > yz(a) se e I

② y ,
(a) < y,

(a) ltx E I

③ y ,
(a) = y{a)V-xc-TD.im

: Supponiamo che y, ( ro) = ya(ao) per qualche seo E I

⇒
per unicità y, (a)

=

y ,
( se ] fare I

Oss : Non vale per f- solo continua



y
'
= ✓ lyl

- Yz

y , (
x) = o è soluzione

)

y , (a)
=
/ È

"
" " ° y,

è soluzione

| -¥ se -0

Def : y E C
"

( I) è una SOPRASOLUZIONE ( si>p .
SOTTOSOLUZIONE ) dei

y
'
= f- (t , y ) se y

'
Cx ) ≥ f- ( se , ycx)) Ha c- I ( risp .

≤ ) .

La
sopra/sottoscrizione si dice STRETTA se c'è la disng . stretta .

Teo : y , , yz : I → IR y, soprosecuzione di y
'
- f- (se , y)

-

una delle due stretta

seo E I yz sottoscrizione di y
'
- f- (se , y) -

① y , ( Ro)
≥
ya ( seo

) ⇒ yecse) > yzcx) se > no
,
se EI

②
y,
( zio) ≤ ya ( ze) ⇒ y,

(a) < yzcse) ¥ se < no
,
se c- I

Dine
.
Dimostriamo ①

In
•

•
=Osserviamo che

,
se yecseo)

=

32 ( Xo) )
.

yaeE⇒
y
'

,

( ro) > y; ( seo ) ⇒ y
,

( n ) > ya (se ) per see ( seo
,
20 + S ) >

seo
sen

Posso
supporre che y ,

Coco ) > yacseo) .

Supponiamo per assurdo che sei > seo tic . y,
/✗^ ) = ] < ( Rn ) e y , (d)

> yzcze )

fa € ( no
,
se
,
) ⇒ yi Csen ) ≤ yi ( sei )

,

assurdo
.

STUDIO QUALITATIVO DELLE SOLUZIONI DI y
'
= f- ( se , y ( n) )

OBIETTIVO: Disegnare tutte le soluzioni

PASSI : ① Dominio di f-

② Segno di f- , zone di monotonia delle soluzioni ycx )

③ Soluzioni costanti
,
cioè YEIR te f- (se ,y) - o Hae

④ Simmetrie di f-

⑤ Asiutoti orizzontali e verticali ( usando sopra /sottosoluz .

)

⑥ Derivate seconde di yla)



Esempio : y
'

(a) = se / e + § ) f- ix. g) = se ( 1 + § )
dove (f) =/ ix.y) :

y -1-0 { f è loc . lip . in y nel
dare (f)

Segno di f : f ( se , - 1) = 0 Hae
, ycae ) = - e sol . costante , f- ( o ,g) = o ty

Guardiamo le ycae) con yco> c- ( -1,0) In

y
'

(a) <o se > 0
, y

' ( se] >o se < o

ycae ) C- (0,1 ) se

>

se
⇒ line

se→ + io
I'× ) = j_

C- (0,1 )

3- sen → +a te . y' ( sen ) → o

⇒ ◦ = line y
'
( sen) = linee f- ( sen , ylxn ) ) = -1

°

n

= line sen
- Io + 1 ⇒

y_
= - 1

n

ya

Va capito se le soluzioni con ycseo) >0 e Ko >o

sono definite se > no 0 hanno un asintoto verticale

Sia ycse) una tale soluzione , osserviamo che ycseo) < ycse) ¥ se > no ⇒

se ≤ fcx , ycx )) ≤ se /e +
1 )ycseo)

⇒ y , ( se) soluzioni di y
' = se è sottoscrizione stretta per se > seo ,

e y ( se) soluzioni di y
' = (1 - y,# se è sopresoluzione stretta .

2

y , (a)
= ¥ + (y ( seco) - II ) , yz.ca> = ( e + 1 )

×
'

scx» a-
+ ( s' - ( + 1) È )yczeo)

⇒ per confronto y , (x) ≤ ycse) ≤ yacse) Hae > seo c' è sempre esist . globale

Teo ( ESISTENZA GLOBALE ) :

y è sol . massimale di y
'
= £ ( se , ycse) ) con / f- ( se , ycx)) ≤ acx> + bcse) Iyl

a
,
b continue e positive ⇒ y è definita globalmente

Dire : le aq . lineari y
'
= acx) ± b. (se>y hanno sol. globali ed esplicite ,

con cui posso confrontare la soluzione ycse)
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⑤

| [ £, - Siena, ] da per quali × > o converge
0
-

✗ (se ]

¥ : Sint ≤ t
, lfcx) ≥ o see [ 0, +

io )
tu

Devo verificare che convergono [✗ (a) dse e | tolse) da .

1 1

{ sia 1 da esiste e [ £, dse è finito ⇔ 2<1
set

se → tu y : = 1
, aea

, y →o ⇒ y- Sing
~ è per y

→0 (Taylor )
6-

+0

✗ (a) ~ 1
per se

→ + • ⇒ | que) che converge ⇔ 34 > 1 ⇔ × > §G. se
>a

1

+ io

Quindi | lfcx > da converge ⇔ § < ✗ < 1
0

• line Ìarctanf:L) dan → 0
o

1

/ 1- arctan ( nnn + a) da = ⊕ f-
"

( se> = 1 f- ( se > = se
0

h2
gcse> = oratore ( non1 a 1

n + × ) § ( se > = (ntx>Insùf. f-
'
• gdse = [ f.g)

◦

- [ f.g' da

⑦ = fxarctannx ]; - §
"

×

htse (e + E)2 + sei
d"

-

I l

an - oratori (% ,)
→

bn

se
≤ se ≤

se

1 + x2

(" f)
'
+ ×
'

(e + E)
'

+ ai

{ |
"

2x

◦

<+ sei

☒× < = '
,
c = (e + 1)

2

"

[ Elogiata ) ]; = { log =

/
< = ' → { logz

'
c. =/e + £)

'

→ ≤ log [ ( " + imiti ] Elogi
( e + Yn)

≥

bn→ ≤ logz

line
n → a [ arctannn.se/dse-- - { logz



fy
'

(a) = f- ( y ) - ocse ) ⑤ F : I × ]
, y

'
= F ( se , y ) , F

( se
, y)

= f- ( y) - ocse )

/ ycaeo) = yo suo c- I
, yoe> a : I → IR , f- : ] → 112 contiene

Oss 1 : Se f- (yo) = 0 allora ycx ) = yo è soluzione

OSSZ : Se f- è anche localmente lip . la soluzione locale è unica

( Valgono le ipotesi del teorema di Cauchy Lip)

f- ( yo) ≠ 0 ,
chiamo Jo la componente connessa di } y : f- ( y) -1-0 { che

contiene yo ; f- non cambia segno su Jo

④ la riscrivo come I' (a)

f-( y ( n))
= ª ") se G-

'

=

£ ,
A' = a

> G- ( ycx) ) - G- (ycxo) ) = Aloe) -Acxo)d [ G- (ycx))]
"

= È [AH ] TFCI : integrandodse
su se - sono

⇒ G- (Dcr)) = G- (yo) + Aise) - Alxo) ⇒ ycx> = G-
"

( G- ( yo) + Acx) - Abio))

per gli × per cui
l'argomento appartiene a G-( Jo)

,
G- : Jo → G- (Jo)

1-

y
'
= f- ( y) alae ) ( se

, g) E I × ] ^

Studiamo le soluzioni di figlie) = f- (ycx))
( yco) - a

In≥ 1

,/ O se y
- o

y
'
= f- (y) con f- (y ) = /È

.ua .is#⇔lylogy I> o
L/ / / / sono soluzioni

Oss : f- è continua su [0 ,
+0) costanti

Oss : a ( se) = 1 (caso autonomo ) → se ycae ) è solo
.

, y
( se - d) è sol .

Oss : I -112
,
] = [0 ,

+a) intorno di (o
,
a) e

I Ftse
, ] .
) - F ( se

, ya
) / ≤ Li / ( ya - ya ) / ② localmente per ( se , ya) , ( se , ye) E

Oss : f- ( se
, y ) = f- ( y )

Se S > o è piccolo , y , , > < c- [a - 8 , a + S ] , e si ha :

f-( se
, > e) - Fca, ya) = f-( ya) - f- ( y) = f-

'

(E) / Di -92 /

Quindi la condizione ⑧ è verificata con Lennox / f-
'

(E) | .
LE - al ≤ s



Z ^

2- = f- ( y)

f- (y ) < o se ◦< y < e

a

f- ( y) > o se y > e
° '

yI l

Oss : Se ae (0,1 ) la soluzione del problema di Cauchy è definita su (-0 , a]

perché a ≤ ycx) ≤ 1 se se c- C- 0,0 ]

I live
• → - •

y ( se > = l ( perché ycse> è monotona) e tale limite l deve soddisfare f- (e) = °

(perché altrimenti si avrebbe line y'(x) = line f- (y ( n )) = f- ( l ) ⇒ line ycx> = 1
se → - O se → - o

se -3 - io

Un discorso analogo vale nel caso a > 1
.

y'(a) = f- (ycx)) f-
'

(g) = logy + e

y
" (a) = f-

'

( ycx)) y' (x ) = f-
'
(glu)) f- ( ycx ))

y
" (a) = ylogyllogyte ) logy -

-

y
+logy+1 - ja +

I

+

y
" < o ⇔ {

< y < e

° Calcolo la soluzione usando quanto visto prima

a ( se ) = e Acse) = se

e G- (y) = log / logy /↳ =

yeog>

G- ( ycx))
= G- ( yco)) + Acx) - Alo) G- = logllogyl

logllogylx ) / = log / logo / + se

llogycx) / =/ log a lei

se a> e logycx) = ( loga)è y = expllloga) e
" )

se ◦ < a- e logylx) = - lloga / e
"

ycx> = exp (- lloga / e
" )

Esercizio : Fare lo studio qualitativo delle soluzioni dell'equazione

I' = sing e calcolare l'espressione esplicita della soluzione del

problema di Cauchy nel caso yco) = Iz e yco) = 321T

Esercizio : Y' = y
?
- set - 1 = Ftse

, y
) (*)

, fare lo studio qualitativo delle sol .

• F ( se , y ) è continua in ( se
, y) e loc . lip .

in
y



Oss : ycse) = - se è sol . dell'equazione
F>0

y = ✓ 1+ x2

-2 ( se ) = se + y ( sc ) 5- se

a-

z
'
= 2- (z - se )

Es : Finire lo studio qualitativo
.

Esercizio : Se Fcx
, y
) = FL-se

,
-

y) e se

(
D= - se

0

è soluzione di y
'
=
F ( se

, >) allora iy = -È

✓Cse ) = - y
C- se ) è ancora soluzione } Ftse, g) = 0 {

della stessa equazione v' = F ( se ,
v )
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y
'
=

>
2
- x2 - 1 (E)

I 1
.

f- (se
, y) y = ✓ 1+ x2

① Valgono le ipotesi del teorema di Cauchy - Lip 5- se

② ycx) = - se è soluzione

③ Crescenza/decrescente

④ FC- se
,

-

y ) - FC - se , y ) = F-( se
,
-

y )
D= - se

Se ycx) è sol . di (E) anche vcse) ÷ - yc- se)
(
y
= - Exe

è solo
.
di (E) : v' (a) = - y' (- x) . C- 1) = FC- se , ycx)) = F / se , yc - ze ) ) = F / se , ocse))

(Cp ) ( y
'
= F ( se

, y
) Psoe: Sia yp soluzione di ( Cp) allora 7 ! I>

*
c- IR te

| ylo) =p a) p < p* allora yp è definita su [0 , +0
)

live ypcae) + se
= o

se → + co

b) p > p allora In = wcp) tc line yplx) = + a*
se→ w

-«

c) p = P* , yp
#

è definita su [ 01+0 ) e live yp#
= + o

se → + O

se + £ ≤ y
,# se ) ≤ se + In + § per se

>> 1

Se p < o ypcse) → - se per se → + io

YZ
l '

Se p > o 2-
p
( se ) = ypcse) + se se yp è sol .

di (Cp) -2
'
= y

' + e = (z - a)
2

- sì

= 2-
2
- 2 se Z



( zp) | 2-
'
= 2- (z - 2x )

| zio) =p

En : la soluzione del problema di Cauchy
• ( n ,

2h )

P* °

si → e-")

-
,

| E (n) = 2h
[
*
(x) : =

sup En
MEIN

(×) = line
n → +io
[( k)

Propi. [
*
( se) < + a se e [0 , +a)

Sia [ ( se ) = 2 se + £ + 1
se
,
i [ è una soluzione per -2

'
= 2 ( 2 - 2x )

G- ( se
,
z ) = 2- (z - 2x)

, E
'

< G- ( se
, g)

G- ( se
,
E) - E

'
= ( za + [ + {a)( { + £) - 2+-1 + È✗

2

= 2 +
"

positivo
"
- 2 + 1

è
+ 2

ses
> °

Enge ) ≤ [ ( se) , [*
( se ) ≤ [ ( x )

Fatto : Se % definite su [ a ,
b] e continua su [ a ,

b ]
,
Inge) ≥ fa

,

/ se> ≥ 0
,

fn ( se ) 0 ⇒ % (se) → o uniformemente , sup lfncse) n →a
> °

Rotta ,
b]

Oss : Senza la monotonia questo potrebbe non essere vero .

se4 ( se> =
a + ×

, lfncx) ÷ ✗ (nse) ,
live lfn (a) = o Use c- 112 una sup lfnck) = 1
n → io se c- [0,1 ]

Grazie a questo fatto otteniamo E > E
#
uniforme . su ogni intervallo [0 , b]

"

↳
g. (a) ÷ E

#
- En

b b

E di conseguenza { G- ( se , Encse)) da > / G- ( se , E (x) ) dse per n → lo

◦
*

0

b

En (b) - En ( o ) =/ E
'

( se> da =/ G-( se , Enlse) )da |:◦

*

un
→ •

y
⇒ È (b) = G-(b , E#(b))

b

E (b) = E (a) + { G- ( se , E.*(a)da* *

• Sia Ea la soluzione del problema di Cauchy : { E '
= Te

?

E
per a> 1

[a' (a) = ( 4.a)
'

=
Sai > 4 | Eco) = 4A

2



La convessa ⇒ Zaca ) ≥ 4 se se ≥ a
,
ha asciutti verticali

E
'

= E
'

a-
= E /E - E) ≤ E /E - %-) E

'

≤ a- (se , E)

2 2

p > P* ,
se ( Sp- y ,>*)

"

= ( y; - si -1 ) - ( 9*2 - sé - e) = yp - I. *
= ( Yp - I#) (Spt Y# )

I 1

→ + 0

Di conseguenza per se >> 1 , lfcae) ÷ Yp - y* , Y
'
≥ 9

⇒ Y cresce più che esponenzialmente .
Quindi se p > p* ,

ypcse)
- 4 se → + io e quindi yp ha un tempo di vita finito .

☐

^
• ( y

'
= sieey

| yco) = a

soluzione stazionaria y
- kit KEZ

Se ycse ) è solo .

di y
'
= siiey allora anche

a) ycxxa) è solo
.
(Va EIR)

b) ycx) t 21T è sol .

c) - ycx ) è sole .

✓ ( ze) = - ycse) v'Cse) = - y
' ( se ) = _ sia ycse) = sin - ycse)

= sino( se ]

PerTrovare tutte le soluzioni basta trovare quelle per ae ( 0,1T )

/ D' = siuy si
-

= 1

| ylo> = a c- ( 0,1T) Sing

G-
'

(y) = e

dy ⑦ f
1

.

Zdt
= [ f- dt = log / ti

Siny | 1

sia] :-p 1++2

t - tan ≥ →⑦ log / tanz / se ◦ <set2

log tanz = logtan E + se

tare ≥ = (tane )è
◦ < ycae) < it ⇒ ycae) = Zartan ( (tang )è ) se a c- (0,1T)

E2



E la soluzione per an
=

3- IT qual è ?

Yzg,
= 21T + Y

_

= 21T - Ypg
= 21T - 2.aratore(et)

Es : ( co) / D' = COSI mostrare che ycx) = - yc - ze)
-( Y(o) = 0 Ocse)

Basta vedere che o soddisfa lo stesso problema di Cauchy

VCO) = o ovvio
,
v'(a) = - y

' C- se) . C- 1) = cos (y( - se) ) = Cos ( - yc- se ) ) = costose))

✓ e y soddisfano Co ⇒
,

Ocse) = ycse) lfoe
UNICITA

Per esercizio : calcolare le soluzioni

Es : Calcolare tutte le soluzioni di y' = ylog
'

y (y≥ 0 )

°

non c' è unicità

◦ alcune soluzioni hanno un asintoto verticale

È. Trovare tutte le soluzioni del problema di Cauchy :

/ I' = ( login + siuy )
>

|
yco> = 0

Es : Trovare le sol . di y
'

(a) = Siu ( se + ycse) + 1)

Suggerimento : zcse) ÷ se + ycse ) + 1
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CURVE IN IR
"

8 : [ a. b] → 112
"

continua
,
curva Ka) .

.

°

•

8 ( [a
,
b]) supporto della curva

:
La curva è "

chiusa
"
se ✗ (a) = ✗ ( b)

0

LUNGHEZZA :

# = /ti { i. po, . . . ,Ny
to = a < t

,
<

. . . tu = b

N - 1

( (8) =

sup -2 18 ( tin)
- 8 ( ti) / e [ ◦ ,

+ o ]
, lunghezza di 8

IT
i =o

la curva è RETTIFICABILE se L < + io
.



Es : µ : [ a
,
b ] > IR

Ocse) = ( se
, mese) ) : [ a ,

b ] → 1122 curva
, supp (8) = Tu
b

Abbiamo visto che
,
se ne C

"

,
((8) = { ✓e + n'(a)' da < + io

a

Più in generale :

b

Pro
,≥ : 8 E C

"

⇒ 8 rettificatrice e LC 8) = / 18
'

(t ) / dt
a

Dig : Fissiamo IT partizione di [a ib ] ,
it = / to ,

. . .

,
+
N {

ti+1
✗ (tiri ) - ✗ (ti) = f ✗ (t )# ≤ (

""

ÒH) dt
ti

ti
b

Sommando in i : Lis) = sup È / ✗ (te
.
) - Otti) / ≤ fa ✗

'

(t) dt
b
+

Mostriamo che ((8) ≥ / ✗
' (t ) / dt .

Fissiamo E > o e scegliamo % te
a

/ ✗
"

(t) - ✗
'

(s ) / < E liste [ti , ti+ , ] , si può fare perché 8
'

è naif . continua

ti+ e
si ha che ✗

'

(t) - f ✗
'
( s ) ds < E te [ ti

,
+ in ] quindi si ha :

ti

tira tiri

f / ✗ '

( t ) / - § ✗
'

G) ds < E Vi
, quindi sommando in i :

ti ti

b
ti + ' ti+e

| / ✗ ' It) cit = È | ✗
'

It ) ≤ È ( f.
,

s' It ) + alti
,

- ti ) ) = ? / ✗ (ti+ . ) - ✗ tti) + { (b-a)

Q
i = °

+,

io

≤ ((8) + E ( b- a)

Oss : Il risultato è vero anche per curve Lipschittiane

Css : Se 8 non è iniettiva ( (8) è una
"

lunghezza con molteplicità
"

CURVE IN COORDINATE POLARI :

y -

Data plo ) :[ Q ,

0
, ] → [° ,

+ a) continua .

[
Mo)

Posso considerare la curva 810 ) - ( p / a) coso , PIO ) sino ) 10
,

se

02

pei ⇒ ✗ c- C' ⇒ «8) =/ 1840) / =/
"

[ ( piano - psiuo )
'

+ ( psiuotpcoso ) io
01

0
.

=/
"

✓ piloti- plot do
9



ESEMPI :

21T

CERCHIO : PCO ) - R ,
O c- [0,21T]

,
((8) = § ✓ p ' 2 + p ' = 2ITL ns

CARDIOIDE : PIO) = ' + coso ,
OE [0,21T] , f' (a) = sino [ ↓

21T

Llo) =p
"

◦

✓ p'
<

+ p2
= | ✓ (e +coso )' + sinodo

o

21T

= TI [ ✓ a + cosa do
-

coso - cos / 2. ) = cos' (E) - siè /E) = < cos' (F) - i

✓ *coso = E - / cose)
-

IT II
,

((8) = 2 |
"

co> ( ) do = 4 / cosa) = 8 / cost = 8 1- =
,
Zdt = do

o o
0

spirale logaritmica :p , g) = èo • ≤ [a. + y ) , pyg , = - èo¥0,

+ a

V8 ) = / ✓pap' 2=52/
+ °

e-
◦
= E e-

%

00
00

ELICA : ✗ (t) = ( cost
,
sint

,
t ) te [ a.b) ,

✗
'

A) =L - sint
,
cost

,
1)

.

.

( (8) = [ / ✗ '

(t) =/ ✓sint + cosette = 52 ( b - a)

a )

Oss : ◦ ✗
'

(t ) si dice velocità della curva 8
,
8

'

:[a.b) → IR
"

se

0 T.lt) = 8
'

(t ) ( se ✗
"

(t) to )
,

/ Ttt) = 1 si dice vettore tangente alla curva 8

✗ (t)
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EQ
.
LINEARI DI ORDINE SUPERIORE

( Cs ) | I' = È ( se , j ) I ≤ IR ] ≤ IR
"

( no
, yo
) c- I × ]

| jlxo) = j' . f :[ × ] > IR
"

f- loc . lip .
in y

allora (CS ) ammette soluzione unica ( localmente)

Inoltre se f- : I ✗ IR
"

> È
e / flx , y) / ≤ ✗(a) ly / + poca) con d

, p ≥ - continua



allora la soluzione di (CS) è definita su I

• (E) an ( x)u'
"
t an

..

(a) µ
"-"

+
. . .

t an (se) M
'
+ ao (se) le = bcae ) Eq .

lineare di nord
.
n

aj
: I > IR continue

, cinese) > 0 , anzi cinese) = 1 ,
µ funzione scolare incognito-

Pongo yj (se) : =
µ
' J '
( x) o ≤ j ≤ n - T , ycx) = ( y- (se) , . . .

, yn,
( se)) è sol . del sistema i

{yj
'

(a) = ( u' i > ( se))
"

= alti" )( x ) o ≤ j ≤ n - 2
(s) §

'

= Acx) } + È (a)n- 1

| yin.in) = µ'? se ] = - [ ajn'" + bca)j = o

0 1 0 0 0

A-(se) = B (se) =

Io 0 O

ad"} . . . ,
-

an-fr) bcse)

Soluzioni del sistema (s) e ' sol
.
di (E)

È sol . di ( s) ⇔ a ÷ yo è sol di (E)

ts : Verificare che f- ( se , y) = A- ( se> '

y +
Bce) soddisfa le ipotesi del

teorema di CL e / f- ( se , y) / ≤ ✗ ( se) / y / + pcx)

La soluzione di (s) è unica se si fissano le condizioni iniziali

Pertanto anche l'equazione La ÷ n'
"
+ an- e (a) è

"-"
+

. . .

+ain' + don

( Lu = b Questo problema di Cauchy

| ult
)
(xo) = cj ◦

≤ j ≤ l-1
di ordine n La soluzione unica

struttura delle soluzioni :

Prop : l' insieme delle soluzioni di Lu = b (E) è uno spazio affine di dire n

Dini
. Se U

, e ne sono soluzioni di (E) equazione non omogeneo- .

w ÷ µ, -µ , soddisfa Lui
= 0 (Eo ) equazione omogenea .

Lui = b Lui = ((n
.
- Ue) = Lu

,
- Luz = b- b = 0

Lu
,
= b

Lw = 0 è spazio vettoriale perché è kerll) ,
L :(

"

( I ) → (
◦

( I)

considero wn la soluzione dell' equazione / <w = ° fu
;
= f ' d' = "

( w' " (no) = Sieg | o altre
.



Fatto : | un :O ≤ le ≤ n - e { è base di Keel

(a) wa sono indipendenti

◦ =

"

È Niente une IR o ≤ le ≤ n -1
te=0

◦ = Del [unWn ) = [ Niente (a) tre I . Valutando in suo

◦ ≤ e ≤ n - e ◦ = È
↳◦

Mente (no) = µ,
←
Sue

Se La = 0 allora è combinazione lineare dei WK ,
le
"

(xD =

un 0 ≤ K ≤ n - 1

te = È un wn f Le
-0

te=D

(e)È" / xo) = Eun Wu lao) = Me ◦ ≤ l ≤ n- se l Él'
= Me

le e vi soddisfano lo stesso problema di Country ⇒ le = è t

TwV2
Iss : L' insieme delle soluzioni di Lu = b si ottiene ◦ >

Kg

da una soluzione di Luo = b sommando una combinazione di [µ a.Wh
n -1

le = no + [ un WK
te=0

CASO DI COEFFICIENTI COSTANTI

è" + an. , è
""

+
. . .

+ ai U
'

+ aon = b ( se) aj
E IR o ≤ j ≤ n - 1

• (EN) PCD) u = bcx) PER [se ]
,
PCI) = ti + an. , il

""

+
. . .

+ a
,
il + ao

↑
polinomio caratteristico dell'equazione

Esempio : 4
"
- il = 0

☐è - un = o ⇒ (D2- I) le = 0
,
D : CTI) > CTI) operatore lineare

P
,
QEIR [i] P = [ ai À

,

Q = Ebj È prodotto di

←
Polinomi

PCD ) o Q ( D) u = PCD) ([bju" ) = ? È aibju
' " "

= (p . Q) (D) u
t
composizione di operatori

Esempio : Pli) = il - 1
,
Q (a) = a +1

,
PCD) -QCD) = ( P.a)(D) = D2 - I

① Come trovare le soluzioni di PCD)4--0 ?

Pci) = ÌT ( t - dj )
"
, dj sono radici distinte , È nj = n = gr ( P)

j = 1 j = e

KerPLD) ≥ Ker ( D - i ;)mi Va ≤ j ≤ r



Pci ) = PI ( t) ( i - i;)" ,
P (D) a = TI (D) ◦ ( D - i;)mia ueker(D - dj)

"

⇒ ueker PLD)

Teorema : Ker (D)) = È Ker (D - dj )
"

j = e

lemma; Ker (Dm) = / q E IREse] :

gr (g)
< m {

Lemma
,
: a) D - i = E

,

° Do E.
,

( Eau ) ( x) : = nce> è
"

b) (D- d)
"

= E io Dm ◦ E
,

E
,
° E
,
= I

Dine Ca) : Eio Do E.in = u
'
- In = (D - t) u

u (se)
E
- i

> ucse) e-
+× ☐

> ( u' ( se> - Luca)) è
""

> n' ( se) - tu ( se)

(b) è ovvio

Lemma
,

: Kere (D - t )
"

= In = qcse> e
""

q c- IREE] , gr ( p)
< m {

Dine : ( D -d)mq ( se> è " = E, D
"

E.✗ ( qcse> è
" ) = E , D

"

( qcx) ) = 0

Questo dimostra Kere (D - t)
"

> fu = qcx) è
"

gr (p
) < m f .

Vale = per una questione di dimensione .

☐

E Kee (D -i;)mi ≤ KeePCD)÷
Considero l'applicazione : clienti = me + . . .

+ Mr
= n

✗

V ÷ Ker ( D- t
,
)
"
×

. . .

✗ Ker(D - io)
"

> Ker ( PLD))

( v1
,

. . .

, Vr )
l ' vi + . . .

+ vr

Per terminare la dimostrazione del teorema basta verificare che

vi + . . .
+ -of = 0 ⇒ vj-ov.ge } e , . . .

,
r { .

Lemma : se i ≠ µ allora D-µ : Ker (D- t)
"

~

' Ker (D - t)
"

è un Iso

Dini : µ ( se > = q ( se >
è×

, gr ( p ) < n , (D -µ) u
= Eri ◦ Do E-µ

nuca
> = qcse) è

•
€
"

> qcse) è
"">× ☐

> (
q
'
+ (a -µ)g) e

' """ E"
> ( ci+ ( a-µ) g) eta

greca) = gr ( a
'
+ ( t -µ ) q ) A ≠ µ , q

'

+ ( i-µ)9=0 ⇔ 9=0

L'applicazione è iniettiva e anche surgettiva ( su Kere (D - à)
"

)

Dine (Teo ) : e ≤ j ≤ r fissato ,
Pci) = %. (d) ( il - i ;)"

vi + . . .
+ vr = o ⇒ o = ÒJ (D) ( o, + . . .

+ Vr) = È
,
(a) ( v, + . . .

+ vr ) = PI (D)vj



Pj (D ) : Kee (D - i;)"
~

> Ker (D- Ij )
"
⇒
vj

= o vola ltj ⇒ tesi ☐

• le
"
- 4h = 0 pct) = 22- 4 , l, = 2 ,

la = - 2

u = C
,
è" + c.

<
e

'"

,
n
"
- 4m

'

+ 4 u = 0 Pci) = 12 -41 +4 = ( t- 2)
2

In
= ( co + case) è

se

• E se ho radici complesse ?

Tutto quello che ho detto funziona su C° ( I , ¢ ) .

Seguendo il ragionamento esposto sopra trovo Ker (PCD)) come spazio

di C° (I
,
e ) ; Ker ( D -d)

"

= In = qcx> È
"

, 9
E CI [se] gr (g) < m {
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EQUAZIONI DIFFERENZIALI A COEFFICIENTI COSTANTI

li
' " )
t an -an

'" )
+

. . .

t an u' t do le = ↳ ( se] ← eq . non omogeneo-l '

[
funzione continuaPCD)u

PER[se ]
, aj EIR ,

◦ ≤ j ≤ n - 1

PCI) = In t an. , in
- ^ +

. . .

+
ai 7 + ao polinomio caratteristico dell' equazione

◦ PCD)v. = o aq omogenea per b-o

Ker (Pld)) u
"
- n = siuse ? eq . non

④ D: ICI , IR ) > CHI
,

IR) (D2-IL = stese | omogenea

④ D :c
"

(±
,
E)→ (

"

( I
,
E)

⑥ Ker(( D -t)" ) = fu = qcx) è
"

qe Ci [ se ] ; gr (9)
< m {

d. =L tipo con foto è
"

= è'+ ' B)
"

= et " ( cos pose + isiu fa )

Pci) = ( t- le )
"

( t - fr)
"

; Ker (Pld)) = ④ Ker ( ( D- ri)
"

)
\ - \

Come faccio a trovare una base reale nel caso ci siano radici complesse ?

E =L + if PCE )= 0
,
2-(a) = e
"
(costose + isiupx ) è sol . a vol . Compl . , zeker(D

-E)

le = Re Cz) P(D)a = PCD)Rez = Re( p(D)z ) = o
T

Linearità di PCD) + PER[se ]



le (a) = è
"

cos Bae è soluzione di PCD)a = o
nelKID-E)

UE Ker (D- E) ⊕ Kercd - z )

m

[ Kerld - E) ④ Kee ( D - E )
" ] ncTI.IR ) =

= / 4=9 , (a) ethos pose + gia >
èTsim Bae , qui , 92 E IRE se ] , gr ( qi ) < m {

E≥ : n'' + neo PCI) = È +1 E = ± i ucx> = a cosse + bsiu.se

METODO DI SOMIGLIANZA ( per EQ .
DIFF

.
A C.C.)

PER[se]
,
PCD)n - b ( N) con be Kerld -a)

e

@ ÷ moltepl . µ radice

di µ

'

↳ esponente)CASO NON RISONANTE %
esp+1

di l

I 1

Prop : a) Se PCM) -1-0 allora 7 ! soluzione di ( N) della forma

cecx> = qcse) e
" "

con gr(9) < l

b) Se P(µ) = 0 allora -3 ! soluzione di ( N) della forma

rese

semq ( se> e con gr(g) < e nel -1

•

y
"

+ 9h = séè
" " =L

P / a) = l' +9 P (2) = 131=0
' l = 1+1

= 2

Cerco una soluzione mese) = ( a + bse) è
"

n' (a) = è
" (b + Za +2bar )

n'
'

(a) = e
" ( Zbt Zb + 4 a + 4bar)

u
"

+ Su = è
"

( Ib +4A +4bar + Sa + 9bar ) f- see
"

4A + 4 b. + Sa = 0 136=1 b = % a
= - 4-2

13

Dine : a) Se i # µ ⇒ ( D - t) : kerld - µ )
e ~

> Kercd -µ )
e

se ti è radice di P (D - Ii)
"

è anton . di Ker( D -µ )
e

⇒ PCD) - ( D- l
.
)
"

. . .
( D -Ar )
"

è anton
.

di Kee ( D -µ )
e

PCD) : Ker ( D -a)
e ~

> Ker ( D- µ)
e
è surgetlivo

Se b c- kerld -d)
e
7 ! ne kercd- a)

e
:P(D)a = b ☐

( b ) P (n) = 0 cioè µ - li per qualche i

PC D) = ( D -µ )
"

È (D) È /µ ) to X : ucx) > senese)

PLD) : ✗mkeecd -µ )
e ~

> Ker ( D - µ )
e

P(D) =P (D) ( D-µ )
"



✗
"

Ker ( D-µ )
e li>- n )

"

~

' Ker ( D - µ )
e PYD)

~

' Ker ( D -µ )
e

e si conclude come nel caso precedente .

Attenzione : Nel caso b sia del tipo qcx) è
"

costose , 9 ( se)Èsin pse

(NR) u " + n' tu = sina.PH) = -22 + i +1
,
siux= In /è

"

) µ = i , Pli)
- i ≠ 0

u ( se> = a cos se + bsiu se

n' (a) = - ci sia se + bcosse

µ
"

( se) = - acosse - b sin se

⊕

n'' + n' + u = - asiuse + b cosa =? sin se ⇒ a = -1
,
b = o ⇒ ll (x ) = - co> al

Metodo alternativo : Considero l' equazione 2-
"
+ È + Z = è" (NE ) su C° ( IR

,
G)

-2 ( se) = cene con C C- CI

Z
'

(a) = icè
×

2-
"
(a) = - cei

se

c- -i

⇒ z
"
+ È + -2 = icè" ≠

.

èse
,

2- = - i.È
"

è soluzione di ( NE) ⇒ In fiè" ) è sol di (NIR )

- ie
"
= ( - icosx ± siux )

,
In /- iè" ) = - cosse

(N) u" +24' + 5h = et sine 2K ← Trovare tutte le soluzione di questa equazione
t

Im@
(1 +Zi) se

PCD) u = 6

Pli) = è + 27+5

22+21+5=0

il
±
= - e ± ✓ e -5 = (

' " + < "

e-
"

( co> 2x + i sina.se)
- t - Zi

Ker PLD) = } è
"

( a cosa se + bsiuzze) { soluzione dell' omogenea

Cerco soluzioni di ( N ) della forma ncse) = AIsiuzse + Be
"

corse

E- : Finire i conti per casa

EÈ : Trovare tutte le soluzioni nel caso b = e-
"

sia 2 se
,
n'' + Zu' + 5h = e-

✗

sia Zse

Es : Trovare le soluzioni delle seguenti equazioni omogenee : U
""
- Zu

"
- 3h

'

= 0

• Trovare tutte le soluzioni di µ
'"
- Zu" + ne

'
- ZU

,
= sin se + siete

P(D) le



PCD) ne = sin se

P (D) na = x2 et

P / D) ( n
,
+ v2) = sina.i-x2e.ae

METODO DI VARIAZIONI DELLE COSTANTI ( per eq . Cliff . del II ordine )

Ln = u
"
+ a
,
(a) vi + ao ( se) u

Lu = b

Suppongo di avere we
,
wa soluzioni linearmente indipendenti di Lw =0

Cerco una soluzione M (se) = C.
e
(a) w

,
( se) + Gcse ) wa ( se) dove ce

,
C
,

funzioni incognite determinabili con una integrazione

u' ( se) = ci (a) W , (a) + È ( se) wz( se) + C,Wi 1- <<WI

u'
'

(a) = ci wi + ciw; + c, w
"

,
+
G.wi

Lu - b ⇔ e
,
( ) + Ca (* + ci wi + ci wi - b
'

o io

/ Ce
'

w
,
+ CI wz = o

⇒ 1 : :X :) -1 :)
lciwii-ciwi-b-E.si

: Verificare che se w , e Wz sono linearmente indipendenti allora la

matrice è sempre invertibile .

Ee : Verificare che , detto Aca) il determinante della matrice , vale d' = - acacia

dove D= wawi - Wiwa

(: :)
'

: :(: :) . I :') = :(
wi -

a) | ;) .
sai . - ≤

- wi we / ci = È web

⇒ ricavo C
, e C ,

mediante integrazione , sono definite a meno di costanti

Es /esercizio : (*) u
"
- il = b ( se) con line b. (se >⇒

I sei → + O

a) Scrivere tutte le soluzioni dell' equazione (*)

b) Mostrare che -3 ! sol . di (*) to live ucx> = o
Ise/ → +io

U
"
- n = 0 W

,
= e

-×
W
,
= e

"

(ecco una soluzione della forma Mca) = C , (x ) è
"

+ Ce (a)è



wi = - è" noi = ex{ ci = - { e" bcx )
(ci = { e-

"

ben ) D= wewi - Wiwa =L

se

ce ( se> = K, - { [è bltldt , ↳
( se> = Kat £ [ ètblt)dt

uca> = e-
•

(Kr - { [èbctdt ) + e
"

(ka + { [ètblt)dt )
1 I 1 I

Hlx) B.(se)

e-
+ blt)dtSe K

,
= -12 /

◦

èbltldt
, ka = - { [

°

-o

Ottengo che line Aca) - live B.(a) = o finire per casa
pel → tu bel → tu

se

Acx) = -È / [[èblt) + f èblt ) ) = - è
"

"

2- {
•

èbct )
o
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