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Come sono fatti i compatti in C([a
,
b]) ?

Teo (ASCOLI-ARZELA) :

(C(k)
,

Il . Ilcs)
,
KEIR" compatto , sia f,EC(K) successione (di f .

continue) to

① EM30 : Il fillg M Un
pequir

. Es tutti i suoi elementi hanno medesimo McC

② f , equicantine ,
cioe E 75 tale che (f(x)-En(y)/E Vix-y18

,

An

Allora esiste una sottosuccessione fr
,
convergente uniformemente

Liur : Prendiamo una succ sie denza in K
,

Cioè E e Vack
,

a EB(x) K

f(i) è una succ limitata in IR
.

Per BW F sottosuc
. Fi ta fses() E

= sottose
· fes to fus (- Ye , fucke-

Per procedimento diagonale la sottosucc
. Fi (i) y:

ER Vi

Chiamo fi fi. Mostriamo che fi è di Cauchy .
Fissiamo Eso e sia S o dato da Q e

sia , ... se un sottoinsieure dell'insieme denso te I B il, questo si può fore perché

K è compatto e KBg(ri).

Vogliamo mostrare che TKstc fis)-f) E Vack
,

VR
, jaks

Sulgo Katc f(xi) - f(x) e Viest , ...., N] VK , jsks

Perse k Jx= to /x-xi/S
, quindi :

②

I fules-files): /fas - fei)1 + 1fn(i) - f , (i)) + (f)(=) - f,()) 32 VK
,>K 2

=> fr converge in ((K).

Ossi fi equilineare non basta I
Er

I
Ossi f, equilineare e equilipshitziana basta cio f - fly La -yl

Si possono caratterizzare i compatti di C(R) :

Teorema : E=((K) chiuso

E compatto s tutte le funzioni fEE sono equiliulari ed equicantiene







Lemma : fa : X +IR &A
,
fal-lip .

VLEO con la Stessa L !
7

Definisco f(x) : =

inff(n) . Se noEX : f(xd-of : -Re L-lip

· (-0c) f(x) = f , (4) = f, (y) + Ld(x
, y)

inf

f(x) - (d(x
, y) =f , (y)

*

<f(x) - (d(x
, y) = f(y) Va

,
Xx

, y

fassume solo valori finiti .

f(x) = f , (x) =f, (y) + (d(x
, y)

Passando all'infer C : f(x) - f(y) + (d(x
,y)fx ,yE fil-Lip .

E

· (
,
d) sp .

metrico A
,
d(x

,
A) = infd(x ,

a)x+d(x
,
A) = 1 - Lip

↳ =q atA

Dim : f(x) = d(x
,
a) f(x) = d(x

,
A) = if false

fa(x)0

fa è 1-Lip infatti

d(n
,
a) = d(x

, y) + d(y ,
a) md(x

,
a) -

d(y ,
a) + d(x

, y)

d(y , a)(d(y ,
x) + d(x

, a) md(y ,
a) - d(x

,
a)d(x

, y)

=> (d(x
,
a) - d(y ,

a)) =d(x
, y) * fi 1 -Lip .

Oss : d(x
,
A) =0 - (chiusura di A)

Es : LEIR aperto e limitato mostrare che d contiene una palla leuclideal

11

di raggio massimo. OS : La limitatezza è massaria

- 1 v

f(x) : = d(x
,
+) y(x)>0Ex + M

insieme

9 : IR" - IR considero F max P(a)-

xErC
Es è chiuso, limitato EIR = è compatto, Q e continua

1) Bro(40) d

2) raro Vyo Br(ydn + 0

1)x 2 = d(x
,
x) =d(x

,
-
2) = No

, quindi se

d (x0
,
x) do =c -

2 cio xt
-
1

,
B(x

,
ro) ovvero Br (40) Co

2) Se Br(30) e con raro e d(Jo ,
ra) = raro, assurdo





















Dim : (X
,
d) compatto e tot

. limitato
, En FI , FCX una E, rete E

# Fn + 1

N(F)cX
D=UF

è numerabile perché unione numerabili di insiemi finiti

I denso

Esercizio : (X ,
d) metrico

,
7(x) : ((X)

A 1 = (
=
(x) = d(x

,
A)

114x-Till = su/( 4(y) =GA ,
B)

non e detto ce il sup sia finito

&(2)
Cup 4(x)

- 4
,

(x) :Mu Y - YB(x) = supdB

(1) per esercizio

Esercizio : Se chiuso non veroto [IR"
,
PER" allora -3EC : d(po ,

C) = d(po
,
Ed

Esercizio : X metrico compatto f<<(X ,
IR)

,
FreX (fr(k)n) decresante,

inff(x) =f(x) E C(X
,
IR) = la convergenza è uniforme , 11 fr-fllo noso

C si diama Teorema di Convergenza di DINI (

Es : f(x , y) =
(x y - xy)
(x2 + yz)a

Domanda 1 : Per quali a f è estendibile per continuità in 10
,
0) ?

Domanda 2 : Per qualia l'estensione di f è differentiabile in (0
,
0) ?

- Jax, My)

f(xx ,2y) = X-my)=l, -e

·

(x
, y)

f è orogenea
di grado 4-24 e continua su 11 (0 ,

0

Def : f :R
*

-> IR è pos-amogenea di grado U se f(x) = * f(x) Vi
*

In generale una funzione posanogenea di grado X se IRI e continua s Tsx

La meno che f non sia costante)

Dim : Se 50 flädF0 , liuf(x)=l
Seu = 0

, f(ü(+f(j), lim f(x) =f(x) , limf(zj)=f(
1 - 0 +

200
-

.

Quando 830 la funzione è continua : se 130 allora

live/f()) =o

,

w =mf(
,
se

,
alla

&

(221 -> 0






















































































































































































