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Lezione 1

24 -04 -21

(Romito)

come nasce la PROBABILITÀ ?

La probabilità è una materia giovane ,
abbiamo sentito parlare di

lei la prima volta nel XIX secolo .

Essendo una disciplina giovane ,
ci sono ancora discussioni filosofiche su

di essa
.

Oggi la probabilità ha i suoi fondamenti nel sistema assiomatico

di Kolmogorov , resta solo da capire quali modelli scegliere .

ESEMPIO : LANCIO DI UNA MONETA ← esperimento completamente
e aleatorio →

Il problema nel sistema di
Kolmogorov è fondato , resta Perché ?
solo da capire quanto valga la il lancio è influenzato
probabilità che il lancio di da piccoli fattori che hanno
una moneta restituisca TO C un risultato imprevedibile

ci sono vari modelli differenti :

- DESCRIZIONE FREQUENTI STA ( statistica) :

Si basa sulla frequenza dell'accadere di un evento su un numero

finito di esperimenti .

µ
☒ Questo modello non può funzionare sempre,

mette in relazione il ad esempio se volessi calcolare la

nostro modello con probabilità che un vulcano esploda
quello reale , ecco non posso farlo perché non posso
cosa fa la statistica

"

ripetere l'esperimento
"

.
In questi casi

useremo paradigmi differenti .

• Che cos' è il SISTEMA ASSIOMATICO ?

IL SISTEMA ASSIOMATICO DI KOLMOGOROV

Il sistema assiomatico si basa sull' idea che la probabilità sia

la misura di qualcosa ( la facilità con cui qualcosa accada ) .

Dunque gli assiomi della probabilità ,
detti anche assiomi di Kolmogorov

dal nome del uuàennatico russo che le definisce per primo .



L' idea di fondo di un problema che noi esaminiamo con strumenti

probabilistici è legato all' idea che noi stiamo esaminando un

problema che ha delle componenti aleatorie ,
cioè alcuni degli

eventualismi che regolano il fenomeno che noi stiamo osservando

non dipendono da leggi , ma sono completamente casuali
.

Dunque possiamo immaginare i nostri esperimenti completamente
aleatori

,

la Probabilità non comanda il caso
,
il suo compito non è quello

di provare a prevedere il singolo risultato , ma prevede il comportamento
statistico del problema ,

cioè le frequenze di uscita e le quantifica .

( stimiamo in maniera più o meno precisa l' INCIRCA )

DEFINIZIONI ( del sistema assiomatico ) :

• r : insieme che contiene tutti gli esiti possibili ( esiti elementari ) di un
loro dato evento .

O - algebra : è un insieme di parti di nr

Def : Dato un insieme a
,
si definisce o - algebra su a

una famiglia 7 di sottoinsiemi di r tale che :

• 0
,
r c- 7

•

se A E I ⇒ A
'

c- 7

•

se ( An)
new

c 7 ⇒ Ù An c-In
=\

Uno spazio misurabile è una coppia ( r it ) costituita da
un insieme non vuoto sz ed una 0 - algebra 7 su r .

Gli elementi di 7 sono detti insiemi numerabili di nr
.

Dunque la probabilità è una misura :

è una funzione
Probabilità : (r

,
7 ) P : I → [ 0,1 ] dall' insieme 0- algebra

all' intervallo [0
,
13

Allora : - P (a) = 1 = È certo che almeno un dem . impossibile "certo
di sr si verifica

- P ( ) = o = È innpossibik che non si verifichi nulla

-

se (An)
ne
( 7 a due a due disgiunti , allora PIU An );È(!HEIN

Questa somma è ben definita ,
Uno spazio di probabilità perché le probabilità sono ,
è una terna (r

,
7
,
P) per definizione , numeri 70 ,

No quindi per serie positive la
cambiano in base al problema serie è ben definita



I RISULTATI PIÙ IMPORTANTI DELLA PROBABILITÀ

I risultati più importanti della probabilità sono i risultati limite .

Il limite di infiniti esperimenti è la formalizzazione matematici
del numero grande di esperimenti che uno può fare praticamente .

[ esempio : su un singolo lancio di una moneta non sappiamo dire nulla
ma sappiamo dire qualcosa su più lanci ]

IL CASO DI UNO SPAZIO FINITO

Nel caso in cui si sia un insieme finito e gli eventi elementari
sono equiparabili/ simmetrici , si parla di DISTRIBUZIONE UNIFORME DI

PROBABILITÀ SU nr
.

IV. B .
Non esiste una distribuzione uniforme di probabilità su un insieme

a numerabile ma infinito .

Ora torniamo al caso di r finito e di distribuzione uniforme
di probabilità e definiamo la nostra funzione probabilità :

PC A) =
µ

con Acr

[ rapporto tra
casi favorevoli

definizione classica e casi possibili
di probabilità

ESEMPIO :

1 dado a = 11,2 ,
. . .

,
6 }

2 dadi a = } (1,1) , ( 1,2 ) , . . . , ( 6 , 6) }

PROPRIETÀ

• PCO ) = o

• P (r ) = 1

• OEP (A) E 1 poiché Acr , il numero di A sarà = r

•

se ACB allora PCA) E PIB) cioè B è più ricco di
esiti possibili perciò è più facile che accada , ogni volta che accade
A accade B , quindi B può accadere più spesso di quanto accade A ,
dunque la probabilità di B deve essere per forza maggiore

• se ANB = 0
,
allora P ( AUB) =P (A) + PIB)

, per la cardinalità questo
è chiaro

,
le cardinalità dell'unione disgiunta è uguale alla somma

delle singole cardinalità ,
ma è chiaro anche per la probabilità



• PCA
'

) = 1 - PCA)

• PCAU B) =P (A) + PIB) - P ( AMB)

• formula di inclusione - esclusione :

P ( ¥
,

An ) = [ c- 1 )
""

[ P ( n Ai ) va dimostrata per induzione
, se {1 , . . - n } ie]

# J = K

Mostriamo che queste proprietà sono vere se :

• 0 E PI . . . ) E 1
• PCAUB ) =P (a) + P ( B ) se ANB = 0

• Pcr) = 1

•

su 0 = I 1 = Pcr) = per v0 ) =P (a) + PIO)

r n 0--0 quindi PC 0 ) = o

•

se ACB allora B = AUBIA An (Bla) = 0 quindi P/B) =P(A)
+ PIBIA) 7117A)
÷

• AUA
'

=p

1 =P (d) = PCAUA
'
) =P (A) + PIA

'

)
A n A' = 0 B

• A
,
13 B. = ( BIA ) u (AnB) A

A- = (Al B) U ( AnB)

AUB = ( A' B) U (BIA) u ( A n B)

a margine osserviamo che se (Ai)i
,

.
. . .µ
di eventi a due a due disgiunti ,

allora PIÙAI) -- ÈPIAI )
ii. 1

din per induzione , n
= 2 vero . Supponiamo la proprietà vera per n-1 eventi :

n h - i

¥ Ai = ( Ai) van

Pif
,

Ai ) =Pi Ai) + Plan) -_ ÌÈP / Ai ) + Plan) = . . .

PIAUB ) = +BÈ,
+PLAY +Età - Plants) =P (A) + PCB) - PIANB)

PCAIB)+ PlanB) = PICA) P ( B' A) + IPCANB) = PIB )

Esempi : • lancio di una o più monete/dadi
• estrazione di carte /gettoni

• lancio di una moneta : D= 30 ,
1 } probabilità uniforme IPIO)=P (1) = %

• lancio di due monete / lancio di una moneta due volte

a ☐
= 30,03 , 141 } , 11,1 } } di Quale dei ↳

a = } , ) (¥ }oro = ) (0,0 ) , (0,1 ) , ( 1,0) , 11,1)}
/ due è
uniforme?



Esercitazione 1

Mart Mer : Romito (Teoria) 01-03-21
(Di Gesù )

Lun : Di Gesù ( Esercizi ) giacomo -
di gesù@unipi.it

11 - 12:30

Richiamo :

Insieme a ( "

insieme dei risultati possibili
"

)
(sigma)

o - algebra Fc PLR) ( " insieme degli eventi
" )

probabilità P : F- [ 0,1J tale che

• Pcr ) = 1

• PIÈ
,

An ) :[ Plan) se Ane E tiri e Annan -0 Kan

( si
,
F

,
P ) spazio di probabilità

dato un esperimento aleatorio

§Ì%Ìµp rotazionemodellizzazione
( scelta di cr

, FIP) ) dei risultati
~

(r
,
-5
,
P ) I Risultati

manipolazioni
matematiche

② lanciamo un dado due volte

Qual è la probabilità che la differenza D tra il

punteggio massimo e quello minimo sia maggiore o uguale

a tre
.
E quella che sia minore o uguale a uno ?

P ( D= 3) = ?
PLDE 1) = ?

Soluzione : P(DI 3) = 73

PCD E 1) = Fa

si 311,1 )
,
( 1,2 ) , . . .

,
( 1

,
6 )

,

( ? ! ) , . . .

,
( 2,6 )

( 6 1) , .
.

. ) ( 6 , 6) }



Consideriamo la probabilità uniforme su 1 per

ragioni di simmetria , ovvero PCA) = IAL
1di

1521 = 62=36

1) D 73ft s 1,4 2,5 3,6
1

,
5 2

,
6

I { D' 171 1,6

2. 3 t 2- 2 t 2 . 1 = 12

↳ d d

moltiplico per 2 poiché l'ordinePID >3) = È = } dei numeri è indifferente

② Siano A
,
B due eventi con PCA) = fa e

PCB) = lg
• Dimostrare le disuguaglianze ¥ ¥, PCANB ?*¥, }
° Fare degli esempi per cui vale PC An B) = ÷

,

e Plant) : }
Soluzione

(**) '
-

Usiamo FCG ⇒ PCF) e PC G) a

An B C B ( sempre ) ⇒ PCANB ) e PIB) = }
(*) Plant ) 7¥
P (A) = Plan B) t IPCA a B

'

) FORMULA DI DISINTEGRAZIONE

RAAB) = PCA ) - IP ( Anpi )

① Peas - pipi ) =

; - (①
¥ "?
; = ;{ siamo il fatto che

PCANB ' ) E PIB ') perché anb
'

C B
'

⇒ - Pian B') 7- IPCB
'

)

Elena per cui valgono le uguaglianze
D= 11 ,

2
,
. .

.

, 121 con probabilità uniforme

1A le 9 scegliamo a =3 1
,

. .
. ,
9 } e 13=31 ,

. .
. , 47

1131=4 allora PlanB) = I
3



invece prendendo A = ) 1 , _ . . ,
9 } e B = I 9 ,

. . .

,
12 }

avremmo P ( AnB) = fz

( Per casa : Dare delle retine ottimali per PCAUB ) )

④ A
,
B
,
C

,
D quattro eventi

Assumiamo (a) (A) = I

(b) Plan Bn D) = I
4

(c) PIAN Bncn D) = I
9

→
Le ipotesi potrebbero non

Calcolare se possibile essere sufficienti
Domanda preliminare

(i ) P ( An ( B
'

U D
'

) ) = ? Esiste un tale spazio di

probabilità ? si verifica
( ii ) IP ( An [ (BnD)

'

UC ] ) = 7 costruendolo "
a mano

"
.

✓

Svolgimento :
•
Richiamo di algebra degli insiemi

leggi di De Morgan : o ( FU G)
'

= F
'

n G
'

° (Fn G)
'

= Fc U G
e

Leggi distributive : . ( Fn G) UH = ( FUH ) n ( GUH )

. ( FU G) htt = lenti) u (Gatt)
di

P ( An (B
'

Udc ) ) = Plan IBM D)
'

) PIA) - PlanBnD) = f- feat
⑦ Per la formula di disintegrazione
sia F = ( Bnd )

'

⇒ F
'

= BAD

PCA) = Plan F) + P ( An Fc ) ⇒ Plant ) e PCA) - Plan É )

⇒ Plan ( Bric )
'

) =P - PCA nbn D) = I - ¥ = 2¥ = f-

Iii ) IP ( An [ IBNDYUC ] ) = ?
Per casa



④ Viene lanciato 6 volte un dado a 5 facce .

Qual è

la probabilità di ottenere almeno una volta il 3
,
il 4 e il 5 ?

( ad esempio : ( 4
,
4
,
3
,
2
,
5
,
2 ) )

soluzione
D= 3 1

,
. . .

,
5 ?
°

Suppongo la probabilità uniforme su R

quindi vale P (A) = ¥,

=
casi favorevoli

| RI = 5 ' 1 Al =p
casi possibili

1

Ideale : passaggio al complementare : P (A) = 1 - P ( Ac )

A ' Ash A 4 nA, con an =

"

esce almeno una volta K
"

e quindi Ari =
"

non esce mai K
"
= : BK

Idea 2 : Formula di Inclusione - Esclusione

IP ( Bau Bau Bs ) = Pl Bs ) tpl Batt Pl Bs ) - P (Bs Nba) - P ( B , aBs ) -

- PIB , a Ba) t PIB, n Ban Bs )

113*1=4
'

ho 6 possibilità per 5-1=4 numeri

1 Ben Bj le 3
'

ke j

l Brin Bjn Bile 2
'

K # j , jei , i * K

Quindi PCA ) = 1 - 3 ( ¥ )
'

a 3 ( § )
'

_ ( § )! no .
34944

Domanda di combinatoria

⑤ Quanti sono gli interi positivi e 1000 e divisibili per almeno uno tra 2,3 e 5 ?
OPPURE

Qual' è la probabilità di estrarre un n divisibile per 2,305 tra gli interi e 1000 ?
Domanda di probabilità

soluzione :

A : In EIN» / 21h ° 3 In ° 5 In } = Aa Vas Vas con Ari } ne IN» / K In }
1 Al = I A

,
VA
, U Asl = I Art t I As t Had - laz ? Asl - I As has t

- la an Asl t Italiana!
Il 11 Il

Ag A15 Ano A30
=

10¥ tfofofttoq-foff.pe - uff TIFI =

= 500 t 333 t 200 - 166 - 66 - 100 + 33 = 734



Modello generale ( Kdmogorov )
lezione 2

[
impossibile certo

02/03/2021
(D

,
7

,
IP ) OE Pt 1 (Romito )

P Pcr ) = 1 si verifica almeno un evento possibile
o - algebra PIU an) = [Pl An) con (an)

, µ
a due a due

Ìaprob di più eventi disgiunti è la somma disgiunti
dalle singole probabilità

Probabilità uniforme

r : insieme finito IP (A) = I - I =
casi favorevoli

IN casi possibili

Probabilità finite
insieme monete lanciate 7 volte

si : insieme finito delle parti
a

Una probabilità : Piper) → IR
d ' l ' 90 ) , 10,1) , li ,0) , 4,11 ?

probabilità uniforme
• Pcr ) = 1

44 1/4 44 44
• o e PCA ) e 1 VA cn

Nematodi
. se A

,
B sono incompatibili

a = Io , 1 ,
2 }

( an B = 0 ) : PCAUBI ' Platt PIB)
µ % 44

Osservazione La proprietà della probabilità che

abbiamo dimostrato
,
discendevano tutte dalla

finita redditività

• AEB → PCA) E IPCB )

o PCAUB ) = (A) t PCB) - Plan B )

• inclusione - esclusione . . -

Costruzione Introdurre densità (discreta ) ovvero

p : a → [ 0
,
to )

e definiamo
#I IPCA ) =

E pcs )

SEAEpcs )
ser



1) (* ) definisce una probabilità su 1

2) ad una probabilità P su un insieme finito

si è possibile associare una densità ( discreta)

Per (1) mostriamo l' additivi tà : ANB = 0 A.Ben

sef.ws pls) s! Pls) + ftp.P '
= DIA ) + PCB)PCAUB ) =

_ =

In pcs) E pcs )
Sed

Viceversa
, per

C2 )
,
se se il pc» =P ( ISI )

Densitometria Dato il insieme finito ,
una

densità ( discreta ) su R è una funzione pia -1 IR

• pcs ) 70 per ogni sen ( definizione
• E pls ) = 1 ufficiale )
ser

ese-mpi.cl numero di teste nel lancio di n monete

( codifica 0 croce
,
1 testa )

• modello uniforme si
= ) insieme di tutte le stringhe
di lunghezza n composte
da 0 e 1 }

[ = li numeri da Oa ! narici?
•
numero totale di teste ③ = 10,1 ,

. . .

,
n } ke 0,1 , in

probabilità di K teste = III
z
"

pck) = ¥ (E) . pck ) 70 per ogni K

• È
.

PCK ) = 1

INDIPENDENZA

(r
,
P ) Due eventi a ,

Bcr sono indipendenti se



( an B) = Pca) PCB)

esempio lancio di una moneta due volte

A- =3 testa al 1° lancio E = 110 , MI (A) = 72

B = 3 croce al 2° lancio ? = 300,10 } (B) = 72

ANB = 310 } IP ( an B) e 74 =P (A) PCBJ

Gli eventi A.
,
Ar

,
. . .

,
An sono (collettivamente )

indipendenti se per ogni K = 1
,
. . .

,
n e per ogni

ii. i . . . , in E) 1 ,
-

,
n

ftp.f.IAij ) = II.Plains
: ogni sottofamiglie di eventi indipendenti

è composta da eventi indipendenti

Notano l' indipendenza a 2 a 2 non è indipendenza

di = ) 1 ,
2
,
3
,
4 } Ai =/ 1,2 } Az =3 2,3 } a. = 11,33

probIema
P ( Ai) = % i = 1 , 2,3

④ (Anna . ) = IP ( 324 ) = 1
4

quindi An ,
Az indipendenti ( così come An

,
A
, e Arias)

( An naznas ) = PCO) e 0

Ai
,
Az

,
As non sono indipendenti

② che la probabilità dell' intersezione di tutti gli eventi fattorina

non garantisce l' indipendenza : D= 31 ,
. . .

,
16 } con p . uniforme e

Ai = 31,2 ,
. . .

,
8 ?
, Az =3 4,5 ,

- . .

.
11 } e As = 37,8 , . . .

,
141

,
allora si ha

Plannazn a.) = Pll 7,821=78 = Plan ) . Plaz) - Pla ,) = HEY ma

PCA
, naa ) =P ( 34,5, .is?t-- ¥ ftp.?-nJilP!aa) =

'
= ¥



PEposizione (r
,
P ) ai .

. . .

,
An indipendenti allora

per ogni Cda
,
. . .

,
an ) E IO , il

"

AI " , . . .

,
AI " sono indipendenti

C

dove A. = A e À = A = complementare di A

Dini ( Oss preliminare : la nozione di indipendenza è

invariante per permutazione degli indici che individuano

la famiglia di eventi indipendenti )

È sufficiente mostrare l' affermazione :

C

se A. , .
. .

.
An indipendenti , allora an ,

Ari . . .

,
An indipendenti

( esempio A
,
ai ariana

,
minano l' affermazione

A. Ai A) A ¢ È A , Ana , Aa
I AI Ana , Aaasaianaa-aiaia.ae

,
⇒ Anaiaiaa )

Fissiamo K 71 e ii.
,
-

,
in € { 1 , - ,

h } distinti
° caso 1 : 1 Et Iii

,
-

,
in ?

PC
;
Ai;) = ÌÌ, p (Aij ) perché Aa .

. . .

,
An iudip .

° Caso 2 : 1 E { ie ,
-

,
in } ad esempio ii. a

Plain a;) = i
"ii.È!!!!! in;)

=P ! Ai;) - PIÈ ,
Aip

= IÌPIAJ ) - II. PIAN
= ÌÌ lplaij ) la - Plaid
= PCAIIÌPIAIJ )

j '-2



Proposizione sia (R
,
P )

, se An
,
.
.
.

,
An sono eventi

-

in sz
,
allora sono equivalenti

• An
,
. . . ,

An indipendenti
°

per ogni d. , _ ,
an e 10,1 ? Pia! ) - II PCA! )

PROBABILITÀ CONDIZIONATA

esempio Supponiamo di avere un aachetto con 50 monete

con due facce
" testa

"

e 50 monete
"

testatrice "
.
Qual' è

la probabilità di fare testa pescando 1 moneta tra queste

100 ? 74 esperimento :

13 10
esempio 1) si sceglie a caso un
--

8 R 312 contenitore

11 R 513 713
12 B 2) si estrae a caso una

pallina dal contenitore scelto

• probabilità che una pallina estratta sia rossa

• probabilità che la pallina estratta provenga

dalla seconda scatola
, sapendo che è rossa

le singole palline non sono egualmente probabili

privazione
"

nocive
"

: cambiare il numero di

palline in ogni contenitore in modo che

• le palline diventino equiprobabili
° le proporzioni di colori nei due contenitori non
cambiano × casa lezione 3

03 - 03 - 21

È
"

i mcm [ 13
,
no ] = 130

( Romito )

1) 8 : 13 = × : 130 x. 0%30=80-0 50 palline blu

2) 3 : 10 = ×
: 130 × =

3.1103g = 39 → 91 palline blu



Adesso abbiamo :

1- 1307 1
. 8ft =

260

80 R 39 R

5013 91 B
? goffa = II

1. in
80 R 39 R

Abbiamo " buttato via"

il caso che la pallina
estratta sia ben

Probabilità condizionata :

( r
,
P ) A

,
BCSL e supponiamo PCB) # 0

probabilità di A PCAIB ) = Plan B)
sapendo che B è ÷ di
accaduto

( a. Pc . IB ) ) angiografia di %
P ( B

'

l B) = o B

Edenpi :

P [ 3 in un lancio di un dado ] = È
P [ dado =3 / esce un numero dispari ] = §
P [ dado =3 I " " "

pari ] = O

osservazione che succede se la probabilità (da non

condizionata a condizionata ) non cambia ?

se PCAIB ) =p (A) allora Plan B) = PCAJPCB)

infatti A.B indipendenti (e non banali) # PCAIB)
-

- PCA) # IPCBI A) = PCB)

2
. gettoni due estrazioni .

con reinserimento : indipendenti
1
,_ ,

90
• senza reinserimento : dipendenti



COI Pc [prima = 90 , seconda= 90 I = È =p [ prima > 903 Placando903

d.
e

' f la , b) : 1 sa
,
b ' 90 } probabilità uniforme #re = 90

'

senza Ps [prima= 90 , seconda = 90 ] = O

Rs = { ( a ,
b) : 1 ± a

,
b E 90

,
at b } probabilità uniforme #Rs = 90.89

Ke 1
, . . .

,
90

Pc [ prima estrazione si estrae KJ = 790

1ps [
" " " " "

I = 1/90

pc [ seconda estrazione si estrae KJ = 94902 = 790

P [ " " " " " 89
s J ÷,

= È
Ps [ gettone K estratto alla 2

"

estrazione 1 non è stato estratto 1
" I = È

= Ps [ gettone K alla 2a n non alla 1a ] È

-
= 90.8dm = I

PC K non alla 1a ] 89

90

Ps [ K alla 2
"

estrazione ] = Ps [ K alla destr . I non alla 1 " ] P [non alla 1a ]

ploposiziojan.az . . .
An eventi tali che Anna, n . . . nan sia non trascurabile

allora P [ Anna
,
n
. . .
han ] = Plan) Pla , I An ) BlasiAnna) . . . Plant Ann . .. nani)

dice per ogni j ,
A. naz n . . . naj è non trascurabile

,
perché

contiene Ann . . . man

PCADPLA . la .) . . . Plant Ann . .
. nano , I' Plan)Pif . . .lt#eadlAnnnAn?

D

Riprendiamo il nostro problema :

esperimento :

13 10
1) si sceglie a caso un

8 R 3K contenitore

513 ZB 2) si estrae a caso una

pallina dal contenitore scelto

calcolare la :



• probabilità che una pallina estratta sia rossa

• probabilità che la pallina estratta provenga

dalla seconda scatola
, sapendo che è rossa

Formula di disintegrazione
LR

,
P ) A.B C d tali che P (B) FO ,

IPCB
'

) to

A = ( an B) U ( an Bc ) unione disgiunta
PCA) =p ( AnB) t PCANB

'

) PCAI B) = PIANI

=P ( al B) PCB) + PCAIB
'

) IPCB
'

)
(B)

PlanBIHPCAIBJPIB )

A- =) pallina rossa estratta }

BY pallina rossa estratta dal 1° contenitore }

PCA ) e IPIAIBIPCB) t PCAIB
' ) ( B

'

)

=

% . ftp.f-IF

formula di disintegrazione

sia (Bili
»

. . . n
una partizione di ~ in eventi non trascurabili

° ( Bi ) i. e
, _ in

a due a due disgiunti
• Bi =p } allora per ogni Aer
° Plbi ) > O per ogni i. e . . . .

PATÈ (Albi ) PCB ;)

dia A = And = Anc Bi ) = tanti ) Inigo

PCA) = È
,

Planbi ) = È
,

PCAIBIIPCBI )
D

Formula di Bayes A
,
BC R non trascurabili

PEAIB] =P [Bla ] PEI]
PEBJ



[ pallina proviene dal secondo contenitore / astratta rossa ] =
-

A B

-12 13

= PEBIAJ PEI
= ¥ . ¥ . 7¥ = Ia

p IPEBJ

3- →

11910
260

In generale , data una partizione (Bi ) i > e
,
-

,
n

Pcbi I A) = PCAIBIJPCBI )

È.PH/Bj)PlBj)

Infatti
P (Bit A) = pippa PCAIBI ) = IPIAIBIJPCBI)

j
PCAIBJ ) PLBJ)

ESPERIMENTO A PROVE RIPETUTE INDIPENDENTI

( SCHEMA DI BERNOULLI )

• Ripetizione di prove indipendenti
• Ogni prova ha due soci possibili esiti : successolimaccioso
' Successo avviene con probabilità pe [0,1 ]

Il numero di successi Sn E IO , . . . , n }

{ K successi su n prove } = U successo alle prove con indice
] C) 1 , . . . , n } .

# sue {In:['III.essfa.ge prove }
PEK successi su n prove ] = E PE successo in J

,
insuccesso in 59

JC 11 , . . . , n}
#I = la

= E P
"
G - pin

- "

= (f) p
"

(pp)
"-×

in quanto son, - in}
#J = Vi

} successi in J , insuccessi in Jc E =

¥, 1 successo alla j- ma prova } .

° ¥, e § insuccesso alla j - ma prova}



Per indipendenza

IP lsuccessi in ]
,
insuccessi in Ì ) = ¥, P ( successo alla Jesina)

'È, (insuccesso!! )

=

p
# (1 - p )

#
= pklp - p)

"- K

PIK successi su n prove ) = Pp ( K , n )

se p
= I n pari

Ralenti :DÈ ⇒ Ì
Formula di Stirling n ! = nn è

"

zitn ( it 0 ( tn ) )
Elena ÷ . →

Inoltre per Keo , _ ,
n Pa

,

lk
,
n ) E Pz ( E in ) → O

studieremo Pp ( K
,
n ) pe 10,1 )

ANCORA SUL PROBLEMA INIZIALE

Ri
. . .

Ri Bb! !!?.IR?l=Io,=.?!BIt=foRi...RiBi...BaXi?...lRit--Io si!! Bit
- Io

[ rossa ] = PL ) Ri - Ri
.

Ri
-
Rit ) = sforzo =

o

p-liautmitouiwssa.tt ¥!!!!!!!!! !!; È = Ì
Esercitazione 2
08 - 03 - 2021

(Di Gesù )
Problema 1 :

siano A
,
B

,
C

,
D quattro eventi tali che

• PIA ) = 72

.pl An Bnd ) = 74

• Plan Bncn D) = 119



ci ) Dimostrare che le ipotesi fatte non sono in
contraddizione

Iii ) calcolare ,
se possibile , Plan [ (Bn D)

'

U C ] )

Iii ) Plan [ (Bn D)
'

U (3) = PCA ) - Plan [ ( BnD)
'UCÌ ):

= . .

. =
I

✓ 36

De Morgan

(i) Cerchiamo ( si
,
F

,
P )

d. = } 1,2 ,
. . .

,
36 } ,

IP uniforme

A- = ) 1
,
. . .

,
18 ?

D= 110
, .

. . , 271

13=31
,

.
. .

, 361

( = 31
,
. . .

,
4 fu } 10 , . . .

,
13 } v I 19 , . . .

,
22 } u } 28 , . . .

,
31 }

Problema 2

ht 2 persone in fila

insieme delle persone in fila X I 1
,

. . .

,
ht 2 }

M → ht 1

f- → nt 2

D= sn» = permutazioni dell' insieme 31 . . . .

,
ntz }

1h la int 2) ! (è noto ma si dimostra per induzione)

Assumiamo la probabilità uniforme su si

chiama Ancr l' insieme che corrisponde all'evento
" M e F

sono separati da esattamente le persone
"

tante ? ( Plan ) e ' )
un elemento we Are è caratterizzato dalle seguenti domande :

1) chi fra Me F viene prima ? → 2 possibilità



2) in che posizione è il primo amico ? ci sono riti - le possibilità

3) in che ordine sono disposte le altre n persone ? n ! possibilità

1 Ant = 2 ( htt - K ) n !
P ( An ) = 2 ( htt - K ) # =

2 ( htt - K) tre 0
,
. . .

,
ti

) ! Intascati )
cntdlnt 2)

Foss : ale' 3 w e Sntz : / wlnti) - wlntz) ) = Kt 1 ↳
tcheek : è vero che È Plantes ?

)

n

Iii ) Asu Ha U . . - VAN = U An
ke 3

PC ¥
,
An ) : 1- PCAOUANUA .) = 1 - PLA.) - Plan ) - PCA) =

= . . . = ( n - 1) (n -2 )
-

(ht1) ( n+2)
= h

?
- 3h tz

hzt3h 72

l'
osservazione : Pn ¥+0 e

'r
" tini "? )

no.

Bnc In An PnlBn) → 1
Problema 3 -1

Si estraggono due numeri a e b da una scatola contenente

in palline numerate da 1 a n
. Calcolare la probabilità

che la - b I = 1 nell' ipotesi che le estrazioni vengano effettuate :

(i) senza reinserimento

(ii ) con reinserimento

(i) In 72)

D= Dna = { f : 31,2 ? → 11 ,
. . . ,
n } inattive }

disposizioni semplici di due elementi
estratte da un insieme di n elementi

( { ¥, rappresenta i? miniera della pari:L pallina estratta
« e . . .

)



Assumiamo la probabilità uniforme

A- = ? f- E Dna : I fini - fer ) la 1 }

IA te ?
1) Esce prima il numero più piccolo o quello più grande ? 2 possibilità

2) Qual' è il numero della prima pallina estratta ? n- 1 possibilità

1 Al = 2 ( n - 1)

⇒ PCA ) = 21=1) = I
n ( n- I ) h

perché posso pescare gli elementi in / ?)( I Dm
, a

/ = % !) ,
= n (n - 1 ) ) modi ma poiché l'ordine di estrazione è

ininfluente devo moltiplicare per 2 ! →¥÷» ,*

Iii ) si = It : 31,23 → 31 , . . . .nl I = Dn ,
a

B. = tfedn.it : 1 fin ) - fi 2) la 1 I = ff E Dn , a : / fin ) - fa ) l' 11 = A

1 d. I = nz

PCB) =

fbi ,
= 2C nn;D = In - fa

Problema 4
-

d- = 10,1 I
"

× 10,1 }
"

, probabilità uniforme
→

giocatore In = } wi
"

,
.
. .

,
w!'

,
wi
"

,
. . .

,
w !
"

I )

G- = il giocatore vince
= } we a :*! u!

'
> È w? ?

Soluzione P (G) = f- - È ( Y) ÷. 0 , 4119

a = G- U B UN

⇒ 1 =P (G) t PCB ) + PCN )
"

IPCG )

2 PCG) = 1 - PIN ) ⇒ IPCG) = fa . { PCN )



Problema 7

3. 4 - 5 - 8PC A) = n.no?g.a.g.z =

u !

Problema 8

D= 30 ,
. . .

,
93
"

,
111 = 10

"

Nk .
"

non appare la cifra K
"

( i ) IPCN } ) = ( ? )
"

Iii ) Pinar Na ) = ( %)
"

Iiii ) PINÌ ) = 1 - Plus ) = 1 - it )
"

( iv ) c
},

=

appare il 3 prima del 4

Esempio : a- 1 IPCC >
,
a) e- O

ne 2 ( 3. a =3 13,4 ) } ⇒ P ( (3,4 ) = I
100

" =3 3 4 o → 10 cosi

3 I] 4 → 9 cosi

D 3 4 → 8 casi

Totale 27 cosi

( Cs
, ¢
) =

271000
Caso generale : D= (

3,4
U (

4,3
U IN } UN 4)

⇒ 1 = ZIP ( Cs
,
a) tlPCNs.VN/)=P(Ns)tPCNa)-lPCN3nNa )

⇒ e. zpcc» ) t 2 ( %)
"

- (¥ )
"

PCC») =

I - ( %)
"

- { ( ¥ )
"



Lezione 4
ESPERIMENTI E PROVE RIPETUTE INDIPENDENTI 09-03-2021

(Romito)
n prove

p
: probabilità di successo

n - K

PCK successi su n prove ] : (F) p
" ( 1 - p) g)

distribuzione Pp ( K ,
n ) = (! ) p" la - p )

""

riso
,
.
. .

,
n

binomiale

P:( fin ) if n n pari

di:proposizione pe co#parte intera

, §1
.

se KE [ Intl ) p ]
- 1 allora

,

Pp (KM ,
n ) 7 Ppck ,

n)

2
.
se K 7 [ lati ) p ] allora n n dispari

Pp ( Ktl , n ) E Pplk , n) 1 a

3. lignaggio massima è

µ
° K = [ (htt ) p] se enti) p non è intero

'

° Ke CNHIP
,
Cntl ) ptl altrimenti

4
. Pp (Kin ) E I

tn

dice Pplktl , n )
=
( f.) p

""

(pp)
" " "

PPCK ,
n) ( ?) png.pyn.ir

= ÷

Pp ( Ktl , n ) « 1
→ (n - Kip E IKH ) ( 1 - p ) -D np E 1 - pt K

Ppck ,
n ) -e K 7 (http -1

71 → KE (htt) p - 1

Per l'ultima ko : numero di prove che corrisponde al max

Pp ( ko
,
n ) = ( f.) p

"

(n - pin
- " °

= n !

kd.cn - Ka) !



[ Stirling : m ! ~ mmèm 2am = . . .

t (it 01h )) )

n ! rientro - È
-

~

kolnuko) ! K."è ( n - no)
" -"

e

"

TÉ
Korn n

n
n -Korn ) ~ Ìn nono ( n- K

. )
" "

ko h - ko

Pp ( ko
,
n ) n fan

"

o

ko ko

÷. :c: "
± k÷.) ÷ . .

se × -100

Ko
- ( ÷ )
h - ko h - K. n - K

.

Ii!"".nl . . % ) - ln . !!
"

( 1 - p ) ( htt )
- 1

Teorema di De Noire - Laplace

Sia pelo ,
1 )

,
detto sn il numero di successi in n prove

indipendenti ripetute con probabilità di successo p , si era ,

per ogni a , b e R ,
a < b

PC nptatnpF-p.sn E nptbi-np.rs ) ]È !
"

:p e

- It' di
1-1 1-1 1-1 1 1

-1

semplificazioni :

die nel caso p
= I n = 2M (a

,
b)→ Io

,
a) funzione

Gaussiana

[ npta . . .

E sn Enptb . . .
] =

=P [ npt a . . .

' sn < np] a P [ 0 e sn En pt b . . .]
[ faremo vedere che

[ nptsnsnptatnpf.pt ] → !
"

:# e-
{ "
dx

1



prima : 1T x = è
+ "× '

IRCXJI sx ? 1×1 ! E

infatti logli tx) = × - { ×
?
t § ×

'
- { ×

"
+ .

_ . = x + Rcx )

1 Rcxsl E { Ht } It' t t § ×
"

+ . . . E { È
,

IXI
"

= I ×
?

E ×
?

2 1 - IXI

Ora

P [ mi sn em ta fa ] ' IÈÉP; inni
prendiamo 0 E K E a TI

P;
lmtk

,
n' =L:?) È =

" -

II
"

III.a) È
= mj P;

(mt (K-1 )
,
n ) = . .

.

= ( m - Kt 1) ( m - IT t 2) i
-
- ( m - ktk )

(mtk ) (mtk - I ) . . . In + K - (K-1))
% (Mn)

= ( n - tetti - ) .
- ' l ' - ftp.cnn )

( a + Fn ) ( rt ) . .
. ( item)

= è
÷

. . .
e-
È ert It

- - - + RIE)

%é¥""
① è

ltmt . - it )
= è kfI

= èztmlritktk
'

- K! e-È

② È
t . . . + È Kim)

= e

③ ERI
- E) t - i. TRI- ) - (Rltm) t - - it RIE))

= èra

IE
"
I =/ RI - 7) t - it RC -

"È ) - R (E) t . . .

- R ( an) /

¥ E GLI = fan E f per n abbastanza grande

lente (E)
'

t.it I l' età )! . . . tieni
?

E 2
,
( È)

'



= 2k¥ E 2 GLÌ
"
= È n' Era

quindi e
EK → 1

Dunque P;
lmtk

,
n ) : e-

È
e

' "

p;
(min ) O E ke era

2

Dalla formula di Stirling

P
; cnn.nl

= ( Tn ) ¥ = 12mL ! = 1am )
"

e-
"

ten ( at 01h ))
m ! m ! 2

"

2am min e-mi 2AM) (ato ( Fn) )

= 7pm titoli ) )
Ora

ÌÈP; intra , n ) = :* lato III)
,

e È"

" I Ent e
Ì
Tn

. [
"

e

!
dx e e-

È
= !! e-

È
dx

si ha

ÌÈÌP; lmtk , n ) ' è in totem) ) È è

' ¥
.

Inocente
! ÌÈÌ

" "

!! e-
±
dx

farne
È la totem ) e

!
/ e-

È
dx

✓
- I↳ 1

È
È dx = È f! È

"
di
"%:# e-

" in

Cambio di variabile
y
= × fa dx =/? dy

f- at § = a



Problema 1. 
Siano A, B, C tre eventi. Consideriamo le due affermazioni H1: “A, B sono indipendenti” e H2: 
“A, B sono indipendenti condizionatamente a C” (ovvero P(A∩B∣C) = P(A∣C)P(B∣C)).
(i) Vale l’implicazione H1 ⇒ H2 ?
(ii) Vale l’implicazione H2 ⇒ H1 ?
(ii) Sotto quali ipotesi su C vale H1 ⇐⇒ H2?

La minorazione

ÌÈ
"

? ' mtk.niz.fm lato
e-È "" e-È

K= 0

i " "

e ax ! a

come prima

È
" "

e

- Èdx
=È !

"

e
"
ay

Esercitazione 3

15 - 03- 2021

(Di Gesù)

c) non vale l' implicazione , controcampo :

sia il = 31 ,
2,3 , 41 .

Assumo la probabilità uniforme .

Sia a = 31,31
,
B = I 2,3 } e C =3 3,43 .

Osservo che A e B sono indipendenti poiché i

¥ = IP ( an B) = PCA ) PIB ) = ¥ . La = fa . I = ¥
allora dovremmo avere i

Plan B Planet c) = PCAIC ) PIBI C) = Plan c) PCBNC )
PCC) (c) PCC )

Ma notiamo che IPC f? ? c) = Ia . ¥ = § mentre

Blanc ) PCBNC ) e

PCC ) Pcc )
=

f- ¥
. ¥ ' ¥ = ¥ .

Perciò possiamo

concludere che Ha ¥ Ha
.

ii) non vale l' inspirazione

siano D= } 1 , _ ,
9 }

,
a = 31 ,

2 } ,
13=32 , 3,41 , c.

= 32,3 ?

Suppongo la probabilità uniforme .



Suppongo la probabilità uniforme .

Notiamo che :

⇐ f. { =P ' Ef ) =P ' P'§ = II. f- I

quindi vale Mr
.
Quindi dovremmo avere :

Pian B) = (a) IPCB ) ma ho Plan B) = { e
PCA) (B) = f- { = ¥ .

Quindi concludo che Ha # ha .

iii) ( ⇐ ) Ha

se c è indipendente da Aa B e da ANB otteniamo

PCANBI C) = Plan Bnc )
§
(tarpone) § PH

÷ " %!!!! i

Quindi a e B sono indipendenti e vale Hi
.

(⇒ ) Hs

Supponendo le stesse ipotesi del punto precedente :

PCA ) PIB ) Plan B) ⇐ Pc a) PCBJPC = Plan B) PCC )

⇐ PCAIPCB nc ) =P ( an Bac ) ⇒ PCAJPCC ) PL Bnc ) = lpcanbnc )
Ind. PCC ) IPCC) PCC )
iud.

⇐ PC Anc ) lpcbnc ) = pcanbnc ) È PCANBI c) = PCAICJPCBID .

PCC ) PCC ) PCC )
D



Lezione 5

16 - 03 - 2021

TEOREMA DI DE NOI VRE - LAPLACE ( Romito)

Sia pelo ,
1 )

,
detto sn il numero di successi in n prove

indipendenti ripetute con probabilità di successo p , si era ,

per ogni a , b e R ,
a < b

PC np tat) E s . E nptbi-np.rs ) ]È a)
"

je
- It' dy

a

esempio lanciamo 1000 monete p=
=

la probabilità
penosa

. .

esso ] IIII :3 '

⇐
✓"°="°°"Ì-N A

÷:[÷: .
""

" a. ÷ . . .
.
. ÷

IIIIII-sso.iooo.zi.br/riFaooaeb5btTo
= 30 b = 1.9

P [ 470 E snooo e 530 ] = !!!÷
,

è {
"

dy = 0.94

0.97

È È " -

- o
.
"

o
. è

- 1.9 1.9↳ è { "
'

dy = Tait l l l l

↳⇐ e
"
dy = e

È ÈÌ
"
dya 1-0.97=0.03



LEGGE DEI GRANDI NUMERI ( per esperimenti a prove
ripetute indipendenti )

sia pe ( 0
,
1 )
,
sn il numero di successi

,
allora la

frequenza dei successi tende a p per n→ o

per ogni E >o P [ / § - p / 7 E ] , o per nuca

murmur

( convergenza in probabilità ) ↳ l'evento : gli esiti per cui il
numero di successi è compreso

dim tra np - ME oppure maggiore
di np - NE

utilizziamo De Noire - Laplace ha =3 0,13
"

con probabilità

Per ogni c > o e usiamo pcw ) = piani ( i. p )"
- Èiwi

DML con a = - c e b = c we a Éwi {w :/ Èi → 174i = i

[ np-cnph-pftsnenptcnpn.pt ] → ! !÷ e- È "

E ' 0 e c > 0
,
allora per n abbastanza grande cripta < NE

Per questi n

} np - c e sn E nptCtp } c) np - NE E sn E nptn E }

allora

P [np-ctnpfpssnsnptctnp.PT ] E PGP - NE E sn E nptn E ]

Al limite

{È e-
{ " ?

dy = line in ftp.np-nE-snsnptnE ]

se ora e → + a % e

"

dy , /
,

è
'

dy = 1

1 E lineiuflp [ np - NE e sn EnptnE ]

= liursup
"

= 1

ovvero P [ np - NE e sn EnptnE ] → 1



Al complementare P [ 1¥ - pl > E I → O

D

Osservazione la probabilità di non avere neanche un successo

dopo n prove è ca - p )
"

(molto piccola)

In altre parole : se un evento ha probabilità di accadere
prima o poi accadrà

SPAZI DI PROBABILITÀ DISCRETI

esempio : consideriamo un esperimento a prove ripetute indip .
con probabilità di successo pe 10,1)

consideriamo quante prove sono necessarie per avere il primo
successo .

P [ primo successo alla 47
"

prova] = (n - p )
"

p

Il modello più naturale per il problema

D= 31,2 ,
. . . } = IN ' lo }

P [ primo successo alla K -esima prova] . ( 1 - p)
""

p kz 1

modello di probabilità discreta

(R
,
P ) dove si è un insieme (al più ) numerabile e

è importante fissare un modello

IP soddisfa : o IP (d) = 1
e verificare che sia coerente

• 0 e Pla ) E 1 per ogni Ac r

. se (An )
ne µ sottoinsiemi

di R a due a due disgiunti
IP (¥, an )

=È Plan) o - additività

osservazione la additivita : Adb = 0 allora PCAUB) e PCAJTPCB)

• o - additività → additi vita :

- P ( 0 ) = o infatti An = 0 per ogni n

PC 0 ) = IPCU An) = E Plan ) <È PIO )
quindi Pcp ) = o
- An B = 0 A. = A A. = B Ana 0 per n 72

PCAUB) e PC µ An ) = È Plan) e Platt PIB)



• Esistono funzioni P : P (r ) → IR tali che

• p (d) = 1

• 0 E PIA) E 1 A c r

• se A
,
B C R

,
anb = 0 allora PIAU B) =P (A) + IPIB)

• Non vale la 0- additività

• Siccome vale la additività
,

allora

• se ACB allora IPCA ) E IPCB )

- Pla v13) = PIA) t IPIB ) - Plan B) ←

° formula di inclusione - esclusione

formula di disintegrazione (estensione)

Definiamo una partizione (Bn) n= , di r come

• Ci Bn = a
n= i

• (Bn)
n > 1

a due a due disgiunti
• P ( Bn) > o per ogni n 71 tutti gli eventi hanno

probabilità di accadere
allora per ogni Acr

P (A) = ÉIPCAI Bn ) P ( Bn )
h = I

eseinpio Bn = } primo successo alla n - esima prova }

INDIPENDENZA

Una famiglia ( aj ) je ] ( J insieme di indici arbitrario) di eventi

in Id
,
P ) è costituita da eventi indipendenti se per ogni J

'

CJ

finito
☒ ( n

je ]
,

/Pcaj )
jeg ,
Aj ) = 1T

osservazione Ogni sottofamiglia di eventi collettivamente indipendenti
è costituita da eventi collettivamente indipendenti

densità discreta a /al più ) numerabile .
Una densità discreta

è una funzione p : r → R tc :



•

p (W ) 7 O per ogni w e a
• I
over

PCW) = 1

osservazione : Potrebbe essere sufficiente chiedere :

• è ( w ) 70

• I 15 ( w ) < io

perché in tal caso normalizzando pcw ) =
E ' " )

Ep ( w )
teorema se p è una densità discreta

,
allora a c r Pca) :[ pcw)

è una prob .

(discreta ) .

Viceversa
,
se ca

,
P )

, spazio di prob .
discreto

pcw )=P [ 3W } ] è una densità discreta
.

dica P (r ) =¥
,

pcw ) = 1 per definizione

0 E [ pcw) {È pcw) = 1
W C- a

verifichiamo la 0- additività : (an)mai a due a due

disgiunti , a = Ù
K = |

A
K

P (A) = Ia pcw ) = È / E
K= , near,

PCW ) ) = È P ( an )

associatività a blocchi .
Lezione 6

17 - 03 - 2021

(Romito)

( r
,
P ) d al più numerabile ,

P : Pla ) →R

• P (d) = 1

• 0 E P (a) E 1 per ogni AC a

• (o - additività ) se Ian) n > o CP (r ) a due a due
disgiunti : p (¥ an) = [ Plan )

preposizione ( continuità dall' alto e dal basso della probabilità)

Siano dati un insieme numerabile si e una funzione

p :p (a) → R tic
.



• Pcr) = 1

• 0 E PIA) E 1 per ogni AC a

• PCAU B) =P (A) t P (B) se A.B Cnr ,
ANB = 0

allora sono equivalenti
←
a due a due disg .

1
.

P è a- additiva (an) n» ( PED → P ( È an) = [ Plan)

2
.

se ( An) nao C P (r) , An can + , per ogni neo allora

IPL È
.

An ) = linee P ( An )

3
. Se ( An) neo CP (d) , Anti can per ogni neo ,

allora

PIÈ An) = line Plan)
commenti : 1 .

Se vale l'additività finita
,
allora

P ( ¥
,
an ) = È Plan)

11=1

per ( an ) , < un CP (r) , a due a due disgiunti
2

.
Le proprietà 2,3 sono effettivamente un po

'

più semplici da
verificare

dà (1) ⇒ (2) Sia (an) neo CPIR) crescente per inclusione

B. = Ao Brian' An
. ,

ha 1

( Bn ) " , a due a due disgiunti : K - n Bn = Arian . ,

BK = An t An
. .
can can . , quindi Annan

= 0

Inoltre . An =

☐
BK

. Ù Bn = È
.

An
4=0

Per la prima BK can can →
+
È Bn can

Viceversa se WE An
,
min } A- 0 ,

. . .

,
n : WEAK } = Ko

Se ho = 0 W E Ao = Bo
.

Se invece Ko > 0 W C- Amo ma w ¢ Ako- i → WEBK.

In ogni caso cue U BnÈ
.

Per la seconda : Bn can → È Bn C È an
An = Il BK < ¥

,

BK

I



PIÙ An ) =P ( Fg Bn )
"?È P (Bn) =

già È
.

Plan)
n= o n=o

finita additività line P / È.BR ) = line Plan)
(2) =) (1)

( An )neo C PIR) a due a due disgiunti .
Poniamo

Bn =
☐

An n 70

Allora : • (Bn)neo crescente per inclusione

• %
.

Bn = È an
[
ipotesi (2)

PIÈ
.

An ) = PIÙ Bn ) = line Pt Bn ) = line PIÈ
.

An)
no n→ co n→ co

finita →
additività = line Ì Plan ) = È Plan )

n → co ⇐ o n = o

(2) ⇒ (3) La finita additività ci dice che
, se AC r

• IP (a) + P la
' ) = 1

Se ( an )
n > o

C P (r ) decrescente per inclusione ,
Bn = ai

( Bn )
neo

crescente per inclusione e (
n .
! An )

'

= Ù Bn
4=0

PIÙ
a.

An ) = 1-PIÈ Bn) 1 - line Pt Bn) = line 1- P ( Bn)
= line Plan)

(3) ⇒ (2) analogo

corollario (r
,
B) spazio di probabilità discreto e se (Anteo Pcr)

allora IP ( È
.

An) E [ Plan)
4=0

DI Bn = ¥
,
An n 70 (Bn )

n > o
crescente per inclusione e ÙBN = An

h= o n = 0

PIÈ
.

A.) = E.Bn ) linmlplbn) ; limsup È
.

PIA
"
) = 'È Plan)

Pt Bn ) = IPI
,

An ) Plan)



Elena 1 .
(distribuzione geometrica ) D= IN ' { o } pck) =p( n

-

p)
""

p c- ( 0,1 )
-

primo successo dopo esattamente
-

P K prove in un esperimento
a prove ripetute indipendenti ) = P (k)

-

con prob .
di successo p

p densità discreta

• plk) 70 per ogni K71
o a

• È,
p (k)

=

"
È

,
pa - p)

""

= pfg (1- p)
"

= p
^

1- G- p)

= 1

2
.
/ distribuzione di Poisson ) a = IN plk ) = ¥; è

"

(esempio : misura la radioattività
, persone su un vagone , )probabilità di infettarsi , . . .

teorema ( Legge degli eventi rari )
Consideriamo un esperimento di n prove aipotute indipendenti

con probabilità di successo Pn . Supponiamo che lim npn = i i> 0

Allora per ogni K70

P [ K successi in n prove (con prob di successo pn ) ]
= pp.lk , n) → ¥

,

"

È

per n → oo

dia Infatti se K 70

Ppn (Kin) = ( Y ) pn
"

( 1 - Pn )
" "

=
n !

K ! ln - n ) ;
Pn
"

11 - pn)
" - ti

moltiplico =

"

n in -1 )
- - - ( n - K + 1) 11 - Pn )

- "

( 1 - nff)
"Émile

e divido

per n
" 1 notevole

↳ ↳ a
↳ 1 ↳ e-a

mo l
"
il

÷



VARIABILI ALEATORIE

(r
,
P) discreto .

Una variabile aleatoria è una funzione

X : si → 5 dove s è un insieme arbitrario (tipicamente

si ha se IR
,
IR
'

,
insieme di simboli)

Adempio : prima di lanciare un dado non sappiamo

che numero uscirà
,
lo rappresento allora con una

variabile aleatoria :

1
.
lancio di un dado : d. = 31 , n . .

,
6 } P uniforme

5- IR X : si → R Xlw) = w

2
. lancio di due dadi : D= 31 , . . .

,
61
'

P uniforme

5=113
?

X : a → IR
'
Xcw ) = w

X = ( Xp
,
×, )
/
×
' risultato del

X si potrà scrivere come 1° dado

Queste due funzioni sono diverse
\
Xz risultato del

però
"potrebbero essere" la stessa 2° dado

vediamo cosa hanno in comune

legge ( o distribuzione) di una variabile aleatoria
(r

,
P ) X : si → s

.

La legge è la coppia ( sx ,
Pa )

dove : - sx = X (r) insieme dei valori assunti dalla v. a
.

. px : Pisa ) → IR probabilità con cui tali valori
sono assunti

Px (a) =p ( I we r : xcw ) e a f) A Csx

= P ( × " (a) ) = Ia controimmagine
=P ( × e a)

di a attraverso X

I tre variabili di prima hanno la stessa legge
I

' "

enfasi
"
non è sulla funzione ma sulla legge
è 1

.

( sx
,
Px) spazio di probabilità discreto

2
.

Si può essere implicito ,
nel senso che possiamo definire



Px (A)=P / ✗- ' (A))

Px : PCS ) → R come Px ( A) = P [ ✗
"

(a) ] =p [ ✗ c- A ] Acr

in quanto X
_ '

(a) = ✗
"

(an ✗ (a) ) = ✗
" (Ass)

densità discreta di una variabile aleatoria

(r
,
P ) ✗ : a → S

, definiamo la densità discreta p,
di ✗

come i

px
: Si → R

px (a)
=P [ ✗ = x ] ( =P [ In :X/w> = × } ])=P [ ✗

'

[3×1]

1
. px è una densità discreta

Ricordiamo :

•

Px ( x ) =P [ ✗ = a ] 70
PCS ) = insieme

• È.EU) -- E.a.PH/=xJ;En,P( XÌI >e } )] delle parti di s

= P [¥,è
_
'

( H } ) ] =

=P [ ✗
"

(¥, } × }) ] =P [ ✗
"

(Kr)) ]

=P (d) = 1

2
. Px è la densità discreta associata alla probabilità Di

3
.

Possiamo in realtà pensare px :S
→ IR e semplicemente

Sx = } ✗ E 5 : px (x ) > o }



Problema 10. 
Un gruppo di n studenti viene chiamato per un esame orale con una singolare modalità : gli 
studenti vengono numerati da 1 a n (ogni studente ha un numero differente). Si procede poi nel 
modo seguente:
1. si estrae un numero tra gli n disponibili. Se lo studente corrispondente al numero estratto non 
ha ancora sostenuto l’esame, allora sarà il candidato successivo;
2. se invece il numero estratto corrisponde ad uno studente già esaminato, allora l’estrazione si 
dirà sprecata e si procederà ad estrarre un numero tra i soli numeri non ancora estratti.
Si ripete poi la modalità illustrata fino a quando tutti gli studenti hanno sostenuto la prova. 
Per j∈{1,2,...,n−1},sia Aj l’evento
Aj = {non si spreca una estrazione per selezionare il (j + 1)-esimo candidato}.
• Calcolare la probabilità di Aj per ogni j=1,2,...,n−1.
• Se 1≤j≤n−2 dire se Aj e Aj+1 sono indipendenti.
• Se 1≤j≤n−5,dire se Aj e Aj+4 sono indipendenti.
• Determinare tutti i sottoinsiemi J ⊂{1,2,...,n−1} tali che gli eventi (Aj), con j∈J siano 
indipendenti.

EsercitaZ
.

4

22 - 03 -21

( Di Gesù)

(i ) lplaj ) = ( tanti
)
=

" tutti quelli con estratti
"

" tutti i candidati "

(ii) + Iiii) t civ) sono indipendenti

È chiaro che sono indipendenti ma bisogna verificarlo

impostando un modello

- o -

Possibilismo :

•di 31 ,
. . .

,
n }
"

con P uniforme v ( modello ridotto)

h-1

• r = 30,13 con IP condizionata

pcws .
"

⑦
" "

. . . In
"

I µ! - f.È
""

• D= Sn × 30,13
""

{
" insieme delle permutazioni di 31

,
. . . .nl }

we R
,
w = Io

,
e ) e = ( en

,
. .
.

,
en-s )

• = ( 2
,
3
,
4
,
1

,
7

,
.
. .

)



Problema 9. 
Siano dati due esperimenti a prove ripetute indipendenti con probabilità di successo 
rispettivamente p1 e p2 che siano indipendenti tra loro. Qual è la probabilità che il primo 
successo del primo esperimento avvenga prima del primo successo del secondo?

Problema 7 (distribuzione ipergeometrica H(k,m,n)). 
Consideriamo un esperimento di k prove ripetute dove ogni prova consiste nel campionare 
(senza reinserimento) una popolazione di n oggetti, m dei quali sono considerati un successo (e 
n − m insuccessi). Se p0, p1, etc, sono le probabilità di avere rispettivamente 0 successi, 1 
successo, etc,
• Determinare tutti i valori di pi, al variare di i = 0,1,...,k. • Verificare (direttamente) che
• Calcolare
Confrontare poi i risultati con il caso B(k, mn ).

NI le prove ripetute indipendenti sono infinite

Pla ) :[ ! p.in - p. )"- ' pace - pas"- ' = pipa , di - p. )
""

,

a-pii
-
1- (1- pi)

kz- i

= PIÈ ( e - pa )
""
- p. È.at/n-pa)h-pn ) ]

""

Pt

=p , È
,

la - pa )
"
-

p, È
,

[ la - p . ) ( s - p.)]
"

=p. [ È - s ) - Pz [pfpfp.pe - 1 ]
= 1 - pa -Pj t Pz

p, tpz - pipa

= Pi tp -

pipa ¥ = pe 11
-

pa )
-
Pat pa - papa pitpz - papa

(f) è il numero di possibili esiti ( non ordinati )
dell' esperimento .

Di questi ( mi) / ?:?) presentano i successi : è il numero

di modi di scegliere i successi da un insieme di

m successi e K - i insuccessi da un insieme di

n - m insuccessi
.



Lezione 7

23-03 - 21

VARIABILI ALEATORIE (Romito)

(r
,

P ) s × : d.→ s

legge si = xCr)

1171 A) =P [ XEA ] (=P [ ×
-
'

(a) J ) Acs
( sa

,
Px ) spazio di probabilità ( discreto)

→ px pc) =P [ X =

x ] × e 5 ( se xesisx Bixio )

Percepire :

(r ,
P ) s

× : si → s

• px (a) =P [× = x es

• px [ A ] : PLXEAJ ACS

Densità

,
Ita p :S"

/ !. III.
"

¥!» .
Probabilità

¥
,
pcx ) = 1 pcw ) =P [ tw te ] discreto

Problema : Data una "

legge
"
( in termini di probabilità o

densità ) ad esempio una densità discreta P. :S
→ IR

,

esistono uno spazio di probabilità discreta (R ,
p )

e su di esso una v. a
.

× : d.→ s tale che p. è la

densità discreta di ×?
Costruzione canonica: p. :S ' R densità discreta

supponiamo 5 numerabile ( altrimenti Ines : poca ) > o } è certamente

al più numerabile )

d. = s

P la misura di probabilità associata a p.



X : d. → s

XCwt-wwedp.ca) =P [X-sct-IP-3werixcws.sc
=P [ txt ] - poca )

esempio lancio di due dadi 5=11 ,
. . .

,
6 }

"

× e s ( se = H . , % ) ) pcx) = %

X con legge data da p X :D → s X - (X.
,
Xz)

composizione ( d
,
P ) × : d. → s f :S → si

fa ) : d.→ s
'

ad esempio X
,
Y v. a

.
su CSL

,
) X :D → s y : d.→ s

'

( X
,
Y ) : d. → sxs ' f- ( X. Y )

se s' = IR fcx , y ) =

xty Xt Y

eguaglianza di v. a .

X :p → s Y : si
'

→ s (d.B) spazi
(d

'

, pnrobab:

• uguaglianza : se si =D
'

,
D= P

'

e se p[ × - YJ = 1

( osservazione : perché non dice Xcw ) = Ycw) tw eh ? )
•

uguaglianza in legge : X. Y hanno la stessa legge ,

ovvero ( sx = Sy ) Ix =D, lo equivalentemente pxepy )

Osservazioni 1 .
Se X

,
Y sono uguali , allora sono uguali

in legge

pxcsc) =P [ X - a)
=

per } - ( 3 X. x2 n { XY ( 3 × In ) xtyze )

perché 3kt } U ) # Y ? = A

=p [ f- x. X. yjtp-X.sc ,
X # YJ

,

'

=P[

xeyj-1-p-X-YJ-OH.sc/X=Yf=Gw:XCw)=x,XcwJ=YCw)L=3w:Ycws=x
,
Xcw)-14

= fila » , X = Y ?

=P [ × = »
,
X > YJ = PEY :X

,
X - Y ) =p, Csc )



2
.
esistono V. a

. con la stessa legge che non sono uguali

D= Io, 1 } P : probabilità uniforme sud

× :p → IR Xcw ) -- w

Y :p → IR Ycw) = 1- w

3
.
Se X

,

Y sono uguali , e se f : s→ s
'

,
allora anche

f- CX ) , f- ( Y ) sono uguali
4

.
Se X

,
Y hanno la stessa legge e f :S → s

'

,
allora

anche f- CX ) , f ( Y ) hanno la stessa legge

Infatti ACS
'

3 FCX ) e Al =3 XE f-
'

(a) I ](
=

{ w : flxcw ) E AL = } w : Xcw ) e f-
'

(A) ?

Ifa, e PLFIXIEAJ =p [ × e f-
'

(A) J = Pxlf
- '

(A) ]

ESEMPI

1
. Bernoulli ( di parametro pe to ,

1 ] ) × e 30,11

1? (1) =p px coi
= 1 - p

2 .
binomiale (di parametri n , p ) sx = 30,1 , . . .

,
n }

se K E IO ,
1

,
. . .in?pxlK)e(I)pl1-p )

""

osservazione se X è binomiale di parametri n , p ,
ci aspettiamo

di poter scrivere

+ AIX , t.int Xn

dove Xs
, Xz ,

. . .

,
Xn sono Bernoulli di parametro p

osservazione a margine : D= 30,2 .
. . .

,
n } PIIWI ) - (1)pwa.pt

"

X : a → IR Xcw ) = w , allora X La legge binomiale

Ma si è troppo piccolo per costruirmi su n v. a .

Bernoulli per cui l' uguaglianza X it - t in valga

come uguaglianza di v. a .



3. geometrica di parametro pe [0,1J Sx = } 1 , 2,3 , . . . E = N'302

Peck ) =p ( 1
-

p )
""

il primo istante di successo in un esperimento a prove

ripetute indipendenti

Mancanza di memoria ④[ xsntk ) × > K ] =P [ X > n ]

4
. Poisson di parametro 7 > 0 ( eventi rari ) sx = IN

Pxlk ) = e
'

K !

5. bigotti di parametri Kz 1 , pe [ 0,1 ] ,

numero di prove ( senza contare i successi ) necessarie

per ottenere K successi f- numeri di insuccessi necessari per

ottenere esattamente K successi)

[ Cn)
= ( ntnk

- s

) pk ( s - p) " ne 1

DISTRIBUZIONI CONGIUNTE

esempio si lanciano due dadi D= 31 , . . . , 6 E

X : risultato del primo dado D= probabilità uniforme

Y : risultato del secondo dado we r w :(wa
,
wa)

I
Se però consideriamo quest'altra coppia ix.IIÌÌFÌÀla legge
distribuzione congiunta congiunta

Xs : IL → sa X = ( Xs
,

. . .

,
Xd ) : si-1 Si × . . .

× Sa

Éd : d. → sa

chiameremo distribuzione congiunta la legge di Hi , _ fa)



distribuzioni marginali supponiamo X
- ( Xs ,

. . .

,
Xd) su (dip)

con distribuzione congiunta Pa ( o pa )

Chiameremo distribuzioni ( o leggi ) marginali le leggi delle

sottofamiglie di ( Xs ,
. . .

,
Xa )

,
ed in particolare le leggi di

ogni Xs , . . .

,
XD

lume se Xe ( Xs
,
. . .

,
Xa) con densità discreta p. allora

dette pas ,
. . .

, p,
la densità discrete marginali , si ha

•

pila) pxbc.dz , . . . , da )

I

Piola ) ' (×, +
a. a)
Roba , . . ,dai , d)

dica } X, - xp =

,
/Xix , Xix» . . .

,
XD -dal

PIX -

- se] -
×
. ×.PE Xix , Xàscz , . . .

.io#aJ=+?.+aPEX=la,cz,...,scatJ=x?.xaPxc%d2
,

. . .

, Ia)

ovvero :

X : si → sax
.
. .

× Sa F- (Xi
, .
. .

,
Xo )

sx ;
- Xi (d) c. Si Sx = X (d) c Sex . . .

xsd

Quel che accade è che sx Csx
,

× sxzx - - - xsxa

"
÷: Ès

.
.

È; -È
Se avessimo scritto

È
,
È
»

. . _È
,

Px (X , 22 , . . .

,#
)



Lezione 8

Esempio Xi
,
Xz lancio di due dadi V. a . 24-03-2021

• ( Xi
,
X
. ) P [ Xi - Xa ] = ¥ sono diverse in legge

° ( Xi
,
Xi ) PEX , = ×, ] = 1

diretta sono diverse

X : russi
,

INDIPENDENZA
Y : d-Ds, variabili aleatorie

indipendenza :X ,
Y v. a

.
su Id

,
) sono indipendenti se per ogni A, C Si , Az ( sa

PIXEA
.
,
YEA

.
] - PIX c. a.) PIYEA

.
:

ovvero
, per ogni An ,

Aa

{ XEA . } { YEA . } indipendenti

indipendenza ( per famiglie finite)

Xi
,
. . .

,
Xn v. a.sn/r,lP)Xi:r-sii=s,...,n indipendenti se

per ogni Anc si Ancsn

PIXEL
. . . .

,
Xnean ] - Phineas] . . . PIX .es

.
]

( anche la probabilità di intersezione di sottofamiglie
fattorizza in automatico

, perché se voglio far sparire
degli indici basta prendere Ares ←l' intero spazio s )

Nel caso generale :

indipendenza ( Xi) iet v. a
.
su (R

,
IP ) Xi : si → si

sono indipendenti se per ogni JCI finito e ogni Aic si

e. e J IPC !! Xieaif ) = ftp.Xieai ] definizione
principale

Osservazione Ai =3 dal Az =3 sul . Indipendenza :

*) P [ Xian
,
X , = × , ] =P [ X. esci ] IP [ X. = » , ] i

*) ⇒ indipendenza di Xi , Xz .

(⇐ ) ovvio

Viceversa
, se Anc si Azcsz ( possiamo supporre An

,
Ai

numerabili altrimenti si rimpiazzano Ai con Air Xi (r) )
-

certamenteP[ Xnean
,
Xzea , ] =P [ !.fm?ea.fXiH,Xz=xzfJ numerabile

poiché è nun
. e sono eventi

= !
a.
È.az/P-LXi=scn,Xa=xa )

a due a due disgiunti



÷!
a.
{
a.

P [ X. ⇒c. JPEX
.
=

x. I

fattorizzante-%ea.PEXix . ] ) ({
a.

P [ X. = x. J )
prop . dell' unione = [ X , e an ) P [ X , E Aa ]

Analogamente per famiglie finite larbitrarie

Osservazioni

1) ( Xi ) ieri indipendenti Xi :D → si ai c si per ogni i EI

allora ( 3 Xi e ai f) ieri sono eventi indipendenti

2) ( Xi) ie e indipendenti e I
'

c I
,
allora ( Xi ) i c. e ' indipendenti

3) L' indipendenza è una proprietà della legge (congiunta) , ovvero se

> ( Xi
, .
. .

,
Xn ) indipendenti

• ( Xi
, . . .

,
Xn ) e I %

, . . . ,
Yn) hanno la stessa legge ( congiunta )

allora ( Ya
,
. . .

,
Yn ) sono indipendenti

PEY
.
- sci

, .
. . ,
Yn ⇒ln ] =P ( Xi'- x.

, . . . ,
Xn - an ]

se la legge congiunta è = ÌIPLX di ] = II [ 'li ⇒ci ]
la stessa allora anche

le leggi marginali sono le stesse

4) ( Xi ) ieri indipendenti Jn
,
Jz CI J

. n J ,
= 0 allora le

due famiglie ( Xi ) c' e si e ( Xi ) i E Jz sono indipendenti
,

nel senso : per ogni Fe c Je finito e Fa C Jz finito , per ogni

Aic si i E Fi e Bic si i e Fa

PI
.!! Xieailn ?

"
lxi e-Bit ) = Pl ?!Xieail ) .pl?!XieBil )

5) Ai
.
. . .

,
an indipendenti ⇐ ( Ia

.
. .

. .

,
#
an ) indipendenti

dove per un evento a c si ttacw ) ) ! ? ! !! wer

infatti

pitta;x. ,
-

,
= an ] =P [

i

È ] xie 30,1 ?



6) X
,
Y indipendenti , X : r s si

,
Y : rasa e f : si → si

g : se
→ si allora f- ( X ) e g

( Y ) sono indipendenti

E-sempio.in gettoni numerati da 1 am estratti
,
uno dopo l'altro

ordinatamente
.
Siamo Xp ,

. . . ,
Xn Xi = il numero del gettone

estratto alla i - esima estrazione

} 1 , - i. in}
- con reinserimento d. = 31 ,

. . . in } P uniforme

Xi ( w ) = cui w = ( we
,
-

,
wn ) e SL

Xi
,
. . .

,
Xn sono indipendenti ( chiaro)

° P [ Xp = sci
,
- ,
Xz = × , ] =P [ w Ed : w - ( an

,_ ,
sen ) ) = In

P [ Xi =di ] =L

•

senza reinserimento Xi
,
-

,
Xn non sono indipendenti

D= permutazioni di 31 ,
. . . in 1 = Sn D= prob . uniforme

Xi ( w ) = cui w = ( we
,

. .
.

,
wn ) ed

P [ Xi ⇒ci ] = f- scie 31 , . . .

,
n ?

per verificare la[ X , =L
,
-

,
Xn = an )

,
,

[ Xi = di ]
,

non - indipendenza
/ ' ci basta verificare

= O quando ( Xi
, _ ,
Xn ) I l' sempre le 0 61 solo caso in cui

non sono tutti distinti 5! fin le cose vanno male

( infatti sono diverse anche nel caso in cui sci
,
-

,
sen siano distinti )

Osservazione Date Pa , . . .

, Pn n densità discrete pi : si → IR

Esistono n v. a . Xi
,
-

,
Xn con leggi rispettivamente poi , . . . , Pn?

Attraverso la costruzione canonica costruiamo Xn
,
Xz

,
. . .

,
Xn

come richiesto
,
inoltre Xn

,
. . .

,
Xn indipendenti .

Osserviamo infatti che (*) significa che se Xn
,
. . .

,
Xn sono

indipendenti
,
allora

Pcxi
. .
. .

, ×. )
(Xii . . _ , an )

= Px
,

(Xe ) . - -

pxn ln )

Con la costruzione canonica data la densità discreta



Pcxi
,
-

, xn )
= È

,
Piedi )

possiamo costruire una v. a
.

X a valori in se × . - - × Sn che

ha p come densità discreta

X = ( Xi
,
.
. .

,
Xn ) Xi : r→ si legge marginale di Xie pi

conoscere la densità discrete marginali non aiuta
a conoscere la densità congiunta ( solo nel caso di

variabili aleatorie indipendenti)

preposizione ( Xi , . . . , Xn ) v. a .
su Cd

,
p ) Xi :D → si con

densità discreta pxi .

Sia pc × , ,
_

,
* ,
la densità di

( Xi
,
-

,
Xn )

.

Sono equivalenti
° ( Xi

,
-

,
Xn ) indipendenti

° Pcx
, ,
_ , xn )

(Xi
, - ,
Rn ) = px.lk . ) - - - Pynchon) per ogni

Xntsn
. . .

Xntsn

VALORE ATTESO

Ricordiamo che per serie a termini positivi o assolutamente

convergenti valgono le proprietà
' commutatività : se o : IN → IN biunivoca

,
allora

%
.

an =

aon

. associatività : se ( an ) no, o una partizione di 1N ,
allora

È an = È ( amare ) può non valere per
somme non ass . come .

Valore atteso

Data una v. a. reale X : d.→ R su Cd
,
P )

,
sia p la

densità discreta associata a P
.

! !

Se [ I Xlwsl pcw ) e co ( diremo che X è integrabile)
nel caso generale è uol.at

.

si potrà def . come un integrale
allora si definisce valore atteso ( o speranza matematica , speranza

o valor medio ) : E [ XI axcwspcw ) (E % Effettuavano )



Se poi X 70 la de f . vale anche senza la specifica sull' integrabilità
perché serve a stabilire che la somma sia assoluta convergente ,

se X 7 0 allora

la somma è a termini positivi , quindi ok .

lemma ( SL
,

P ) spazio di probabilità discreta

° Se X è una v. a. reale su Cd
,

P ) allora

X integrabile ⇒ [ * Istante
o

dove te è la densità discreta di X

• se X è una v. a. reale su ( si
,
P ) integrabile o positiva ,

si riduce alla somma per gliallora E [ X ] =§
,

se px ca) scelta per cui la densità

chiarita sia positiva

• Se X : a → s v. a
.
su ( R

,
P)

,
se 4 :S → IR tale che

YIX) integrale o positiva ,
allora

EIYIXIJ = È 9h ) pxcx )

dive Sx = ) × E IR : P [ X = d) so f d. = f-
'

con partizione

I.al XcwslpcwsÈ È . .

1km ' piu ' ""È
,⇒
Piu '

= !
»
lui PEX

- '

cx) ]
«

la IPLX = » ]

=!! " la ca )

la seconda affermazione , ovvero È [ X I pxcsc) ( =!
"ascpxlx))

segue analogamente

Valutiamo il valore atteso di 4N)

[4 ( Xlw ) pcw ) ) È,⇒41
Xcw ) ) pcw ) ci basta la

ÌÈY ""
we
? pcw ,

Haiti discreta

= È
,
l'⇒ pxcx )

%



PROPRIETÀ

1) se a EIR E [ a) = a

2) a ER
,
X v. a. reale integrabile/positiva E [ a XJ =

a EEXJ

3) se P [ X - o ] - 1 allora E [ X ) - o

4) se X 70 "

a. c .
" ( che significa PEX 701=1 ) e TI [ X ] = 0

,

allora X = o g. c .

( ovvero P [ X = 0 ] = 1 ) "

g. c.
"
= quasi certamente

5) Se PLX = Y ) = 1
,
X integrabile ,

allora anche Y è integrabile

e EIXJ = EEYJ

6) X ,
Y integrabili /positive e P [ XE Y ) = 1

,
allora ÈXJEÈYI

7) se X
,
Y integrabili , allora anche Xt Y integrabile e

IÉXTYJ = EEXJ + ELY )

dia ② Supponiamo X integrabile ( dovremmo verificare che AX è

integrabile ) E- [

aXJ-_fealaXJcwspcwsiIaaXcwspcws-aElxJ1Sesc-_o@Pf.X
= o ] = 1 significa Px ' ⇒ =/ o altrimenti

E [ X ] =! × xp, (d) = o in quanto pxcxseo se seco

④ E [ XJ xpxcxs of Pxcaseo

quindi xp+ (d) = O per ogni reo
" °
" "°

se ho allora px (d)
= 0

Ovvero pxcsc ) = o per ogni xto .
Poiché

1 = !» Px 'a) =

pxlo )

⑤ PEX = Y ) = 1
,
allora X

,
Y hanno la stessa legge

È
,

lui P
,
(d)%

. *

Del Pxcsc ) e • [ xp, (d) = E xpxcx)

⑥ X E Y significa P [ { w : Xcw ) e Ycw ) } ] = 1

⇐ xcwspcws I. È:*! iI ,
? impone!

" in



Problema 1. 
Rifare il Problema 10 del Foglio 3 considerando come insime dei risultati possibili 
Ω = Sn × {0, 1}^(n-1) e un’opportuna densità discreta p su Ω.

Problema 10. (Foglio 3)
Un gruppo di n studenti viene chiamato per un esame orale con una singolare modalità : gli 
studenti vengono numerati da 1 a n (ogni studente ha un numero differente). Si procede poi nel 
modo seguente:
1. si estrae un numero tra gli n disponibili. Se lo studente corrispondente al numero estratto non 
ha ancora sostenuto l’esame, allora sarà il candidato successivo;
2. se invece il numero estratto corrisponde ad uno studente già esaminato, allora l’estrazione si 
dirà sprecata e si procederà ad estrarre un numero tra i soli numeri non ancora estratti.
Si ripete poi la modalità illustrata fino a quando tutti gli studenti hanno sostenuto la prova. 
Perj∈{1,2,...,n−1},sia Aj l’evento
Aj = {non si spreca una estrazione per selezionare il (j + 1)-esimo candidato}.
• Calcolare la probabilità di Aj per ogni j=1,2,...,n−1.
• Se 1≤j≤n−2 dire se Aj e Aj+1 sono indipendenti.
• Se 1≤j≤n−5,dire se Aj e Aj+4 sono indipendenti.
• Determinare tutti i sottoinsiemi J ⊂{1,2,...,n−1} tali che gli eventi (Aj), con j∈J siano 
indipendenti.

⑦ In KXTY ) cwslpcw ) al Xcwst Ycwslpcw )

E {al Xcwslpcw) t l'lcwslpcw)

IERI Xcwslpcw) tweet Ycwslpcw) e •

£ ( X + Y ) (w) pcw) = [ Xcwspcw) t Ycwspcw)

=! Xcwspcwstf.cat/cw)pcw)
Esercita z

.
5

29-03-21

(Di Gesù )

h - i

SL = Sn × { 0,1 } 1 sprecata

(0
,
( wa

,
.
. .

,
wn ) ) o non sprecata

µ
non è ovviamente 0 poiché il primo non può essere già

stato chiamato

p ( o , cwr ,
. . .

,
wn ) ) = III.

a

(f)
"

1 . . . )
" - w"

l' estrazione del K-esimo studente è indipendente dalle altre



WK = 0 OCK) In

un = 1 OCK) n¥, - I
=

,

OCK) } 1 , . . .

,
n } 01kt ) ,

011 )
,

. . .

,
01 ' ")

,
01h )

1

nfk - e)

e) p (
o
,
cw .

.
. . .

,
uni ) = III ( Fi )

" "

ÌNYIIT
,
)
"
"

"

sono

Wkti uguali
= III.

""

(n ⇒ ) innata

2)pco , cwn ,
. . .

,
wn ) ) = IÌ (f)

"

( Ef )
"" forniva alternativa
-
poiché sono indipendenti si prende il .

↳
permutazioni

Bisogna poi verificare che è una densità :

÷!. ieri
""

In ⇒ I
" "

viene da cui

= :
÷!!!

÷ ⇒"" in ⇒ I
Wz = 0
-

Wz= 1

⑦ In +¥;
= E,

= II.È:* ! ⇒"
"

(nei
"!
÷ ÷ . = ; ; =

e



Problema 7. 
Assumiamo di essere in grado di taroccare un dado qualunque modificando a nostro piacere la 
distribuzione di probabilità per l’uscita delle sei facce. Possiamo taroccare due dadi in modo 
tale che la somma dei punteggi ottenuti con un lancio dei due dadi si distribuisca 
uniformemente sull’insieme {2,...,12}?

È impossibile

pcx ) =p, Xt pzx
'
t .

. . t po X
'

1° dado

Voglio pe t . . . tp, = 1

qcx) =

q, X t 92×2 t . . . t 9 ,
×
' 2° dado

Voglio q,
t . . . t go

= 1

pcx) qcx ) = page è + (p, 92 tpzqe ) ×
>
te . . .

E
L pi 9mi ai = O i c 1
{ = 1

qi = 0 i > 6

pcx ) qcx )
=

÷ ×
'

t ? xst . . . + % ×
"

=

% +2 ( 1 t .
.
- t ×

'°) = ×
"
- 1 ha come radici

× - e tutte le radicine
dell' unità tranne

pcx ) = × ( p, tpa × t . . . + po
×
') l' 1 → non si può

dividere in due

qcx ) = × ( 91 tqzxt . . -

tq , ×
'
) polinomi di grado5

Metodo semplice :
"
a mano

"

( correzione del prof )

PC Xi + Xz = K) = P ( X. +X. = K
,
X . ) =

µ ↳ uscita
uscita
1° dado 2° dado

= DI Xik - j , ×. I RPk÷
= 1 . . . .

11



Problema 8. 
All’incirca quanti lanci n di una moneta occorrono affinché lo scarto tra numero di Teste e 
numero di Croci uscite sia compreso nell’intervallo [(-5/100)n, (5/100)n] con probabilità almeno 
9/10?

⇒ pian
= I

11

paga
+
paga = I

11
:
1

Po 96
= I
11

Paola = È ⇒ ai :#

po 96 ' ¥ ⇒ 96=111
po

P, 9 , tpz 9>
t Ps 94 t Pa, 9 , + Pga , t po 9 ,

=

¥
⇒ peq , tp.ae E ÷ ⇒ ¥È + # È ' È

× +1 = ,

×
⇒ per + po' e 1 / ×

'

+ 1 E X
Pope

×
?
- × t 1 E 0

µ ( X - 1)2hXE O
in un

70 so per hp
sempre

sn = numero di teste se = n - sn

Sn - se = sn - ( n - Sn ) = 25N - n

-off ' «nn = È

{ f- 3 tn ) e sn ± (Ion tn ) !100

IPEXJ ' [ te! dy = %
" E tifa - I + n )

f- tifa = -È - E a = - tra b. I rn
20 20

I



Problema 3. 
Un sacchetto contiene un pari numero di gettoni rossi e blu. Due giocatori pescano a turno un 
gettone (con reinserimento). Se i gettoni sono di colore uguale, i giocatori procedono con 
un’altra estrazione. Altrimenti vince chi ha pescato il gettone rosso. Determinare la probabilità 
che
• un giocatore vinca al primo turno;
• un giocatore vinca al k-esimo turno; 
• la partita sia patta dopo n turni.

Zorn Zorn

| ÷
,

c'È dy →/ je! dy = %
ne 1089

÷

= .li?:E:n;I
NOTA BENE

PC;) = a f!# e da
- 1

1

evento che § (b)
ci interessa i i

11

con D= E [È e-
%
dy

20

PM = a ott ! ) - e > Io ⇒ stile ) e ÷ ⇒ di (E) = !

⇒ rn e so ÈI ? )

n 7 400 ( §
- "

( Io ) )
?

ne 1083

Sia il = } ( R ,
R)

,
CR

,
B )

,
(B

,
R )

,
( B

,
B) } =3 ( R ,BÈ

dove Re si pesca il gettone rosso e D= si pesca il gettone

blu e l'ordine indica se è stato pescato dal giocatore

1 o dal giocatore 2 .

Sia a = 3
"

un giocatore vince al primo turno
" 4 = ftp.B ) , 43,1211

Allora avrò i Pla ) = fai,
e ¥ = I



La probabilità che un giocatore vinca al
K - esimo turno è ¥ ' f- = fa ,

mentre la probabilità che la partita sia patta

dopo n turni è ¥ .

NOTA BENE

d.⇒ R ,
137
'

, p. uniforme .

Poiché le prove sono co bisognerebbe prendere sti

p uniforme ovveroCon n prove indipendenti ho il = di i
con

p
" prodotto

"

Con noi non posso avere la prob . uniforme
→ p

"prodotto
"

poiché noi non è più numerabile , lo spazio di probabilità

non è più discreto →devo scegliere una o - algebra

SL = IN → insieme numerabile e discreto

pcw ) = al 1- 9)
" "

con 9 = § lezione 9

30-03-2021
(Romito)

VALORE Atteso

( R
,
p ) spazio di probabilità discreta × : si → R v. a. reale

Sia p la densità discreta associata a P p (a)=P ( lwl ) ver

se × è integrabile , ovvero,

I.al Xcwslpcw) e co
allora si definisce

ÉXJ =!Xcwspcw)
Abbiamo visto

EIXJ :[rapisci = !#Flex )

dove px è la densità discreta della v. a . quando



[ lxip.sc ) su Cosa rappresenta il valore atteso?
JCEIR

Rappresenta una sintesi di valori

Indicatori di centralità :
È un indicatore di centralità

data una v. a. reale X

• valore atteso

°

mediana ( valore di probabilità intermedia) : ogni valore

mx tale che i P [ X E mi ] 7 f e P [ X 7 mx ] 712
• moda ( valore più probabile ) : ogni valore mox tale che

Px c) E Px ( mox ) per ogni ×

(a livello di statistica descrittiva sono interessanti anche i massimi locali )

Max = 4 ,
5

- Mx e [4,5 ]

+

*ÈTN "" ÈÈÉÉÈ:*TI
4 5 ④

n = 9 densità discreta binomiale

p
= 72

vi. 8 p = E

IN
una medicina

@so.dnemediane
i

diverse i

•
I

] '

✓ i

1
i i 1

C

Esempio : popolazione
con all' interno Esempio : Distribuzione
un'altra popolazione del reddito di una popolazione

es : l'età delle persone
in un' università



Valor medio binomiale
n - k

X binomiale n
, p px Che (f) p

"
(1 -p ) K - 0,1

,
. .

.
n

E- [XJ = È kp.IN =

,
ok (f) p

"
(1 - p)

"-"
= ?

Osservazione Consideriamo il problema : un gioco che si

svolge a più mani e ognuna delle giocatrici era

ugual probabilità di vincere .

Vince la prima che

si aggiudica da mani e vince la posta che è stata

pagata per l' ingresso al gioco .
Il problema riguardo

come dividere la posta se il gioco si interrompesse

prima della conclusione .

•

se il gioco si interrompe AABB → in parti uguali
• se il gioco si interrompe AAB

a 1
2

I 2
AAB . 4

A1 -
4

B.

B 1 ] 1 0
4 4

Posta in gioco è 2 § . 2 t ¥ .
0 = §

I 1

esempio Un sacchetto con 2h gettoni , di cui n rossi e n

blu . Si estraggono 2h gettoni e si vuole calcolare il numero

medio di gettoni rossi ( ovvero il valore atteso del numero di

gettoni astratti )

° estrazioni senza reinserimento : ④
• estrazioni con reinserimento : numero di gettoni è binomiale



di parametri , 2h e 12
G- : numero di gettoni : binomiale ( an , E)

Xp
,

. . .

, Xzn v. a .
Bernoulli

,
indipendenti e ognuna di parametro {

Se andiamo a confrontare G- Xnt
.
. .tl/zn sono diverse

come variabili aleatorie MA sono uguali in legge .

legge
G- X

,
t . . - t Xzn poiché sono uguali in legge , il loro

valore atteso è lo stesso perché ciò

dipende solo dalla legge
quindi

E- [ G- ] = E [ Xnt - - it Xzn ]

= E- [ X. It Etta ) t.int È [ Xzn ) = In -12 =①

X , :p ! ! EEX . ] = of te ? = f-

Osservazione : Possiamo scrivere una v. a
.
binomiale di parametri

hip come i

X
, t

. . . t Xn

con X
, _ Xn indipendenti e con dista .

di Bernoulli di

parametri p
+ valore limite

E [ X
,
t + in ] = E- [ X

. ] t . . .

t E [ Xn ] nella legge dei
grandi numeri

in quanto

Xi = {
° " P

E [ Xi ) = i. pt 011 - p ) =p E : "
it" I =p

1 p

momenti se X è una v. a. reale

• se PER il momento assoluto di ordine p di X è IE [ IXIPI

. se p e 7L e se Il
-

X
"
] ' 0 allora X ha momento di ordine p

uguale a
e- [ XP )

lemma Se X v. a. reale
,
se 1 E p

E q e se E-[ IXI
"] < •

allora anche E- [ IXI" ] < a



dive introduciamo una notazione : per A evento
,
ACr

I. 'w) = { } Ie [[a indicatrice dell' evento a

EEIXI
"
) -- E [ IN " ( Ignari t#gw.si ) ]

in quanto ttat = 1

= EIIXIPI
µ , >SIITEIIXI

"#
ix. sit

IXIP Ignei , E 1 con probabilità 1 o ttf IXPTT piace , ] « 1

IXIPII
} , × , zzg

E IXI
" #
fixing

' IXI
"

con prob .

1

> EEIXI
"
#
guizzi]

' EEIXI
'

Igiene , ] EEIIXI!
In conclusione

E- [ IXIPJ E 1 + E- [ IXI
"
]

TI

osservazione : Per il valore atteso vale la disuguaglianza di Jensen :

se X è una v. a. reale
,
se 9 : IR → IR è una funzione convessa

se X e 4 (X) sono integrabili ( o a valori positivi )

YIEEXJIEEEYIXIJ
il lume precedente si può dimostrare Sn IXI e 91×7×94
VARIANZA Sia X una v. a. dotata di momento

secondo ( ovvero E ( X
' ) e co )

Var ( X ) = E [ ( X - EEXJ )
'

]

⇐ anche X - E [ XJ ha momento secondo perché

( X - E 5)
'

e 21kt IEEXJ
'

)

sd ( X ) = Fare) deviazione standard

osservazioni :

• Varcx ) = E [ X
'

] - (EIX ] )
'



in quanto ( X - E [XJÌ = X
?
- 2 E [ × ] . XTIEIX ]

'

= E [ X
' ] - E [ × ]

'

• Problema di minimizzazione

mmin
E [ ( x - m )

'

]

ha soluzione m = E

infatti E [ ( X - mi
= EEX

'

] - ZMIEEXIT ma

• In effetti se invece consideriamo mmin E [ IX
- MI ] la soluzione è la medicina

• X è costante se e solo se varUFO infatti Var (X ) - O significa

EEIX - E [XIII - 0 quindi ( X - IEIXI ) :O con probabilità 1 , ovvero

X. IIIXI con probab 1

• Supponiamo che X sia binomiale di parametri n
, p

Varhh = EIX - EEXI
'

IIEXI = np Vari ) - np 11 - p)

IEIX
'

] KT pkli - p )
"" sdlxt-nph.pl

a

⇐ E [ YHH 9 Pxlx)

ci ricordiamo che
Bernoulli (p)lesse X

,
t
-

t Xn ( Xi ) 1
, _ ,
n indipendenti

X! Xiii :[ Xitz! XIX;
=

.

Xitz ! Xilj
EIX

'

] : ÈXIITZÈÈIXIXII
=

npt 2¥
,

E [ Xi Xj ) e npt 2pA . NE-1 )

E [ Xi
, Xj ] = × , ×, =p

' se ti e- a

0 altrimenti

=P [ Xi =L
, Xj = II. =P [ X IIP [ Xj = 1) =p

'



Lezione 10

31-03-2021

(Romito)
teorema siano X

, Y v. a . su ( d. P) indipendenti e dotate di momento prima

Allora X. Y ha momento primo e

E- IX. YJ . EIXI . IEIYI

due ( X
,
Y ) : a→ IR

'

.

Se Px , py sono le densità discrete di X
,
Y

allora Pcx
,»
( ×

, y )
e px (d) p

,
( y ) per ogni x.y ER

4 : IR
'

SIR Ylsc , g) = IX. yl

ELI X. YIJ - It [ YIX ,
I 41%947

.»
ix.si

'È ! .edu/YlPxcxspycys=fIrlscipfxs)y?rlylpyCy )) e co
= EIIXI ) = EIIYI )

ti x. g) = x. y

ti [ X. Y ITTYIX
,
Y ) ) far scypxcxspycy ) -- EEXJEEYJ

Osservazioni ② se X
,
Y non sono indipendenti , non è detto che il prodotto

sia integrabile , nell' ipotesi che X ,
Y siano integrabili .

In generale XY è integrabile se X. Y hanno momento secondo

IXYI ' flirt»

② Non vale il viceversa
,
ovvero esistono X

,
Y ma indipendenti

ma per le quali valgono le conclusioni del teorema

esempio

X uniforme su 3 - 1,0 ,
1 ( e

'1=1×1

• non indipendenti : PEX = 0
,
Y = 15=0 te } . 25 =P[ HO ] [ Y = 1)

• scordate : EEX ] = 0 E [ YJ = } E [ XYJ = IEEXIXIJ = EHI

Covarianza X
,
Y via .

reali su (R
,
D) dotate di momento secondo

covlx , Y ) = EEK - E [ × ] ) ( Y - IIIYJ ) ]

Paprica :

① COVCX
,
Y ) = EEXYI - E [ XIEEYI



② se X
,
Y indipendenti allora Cova

,
Y ) =D ( scontate ) ma non vale

il viceversa

③ Cov simmetrica : COVIX
,

Y ) = COVIY
,
X )

④ Cov bilineare Gold X , +µ Xa , Y ) Gulf ,
Y ) +µ Gutta , Y )

⑤ Cova
,

X ) - vari )

⑥ Var ( ✗ + Y ) -- Vari ✗ ) +Var / '1) + ZGVIX
,

Y)

infatti ( ✗ + Y )
'

E 2 / ✗
'
+ YY

Vari ✗ +
'1) = E [ ( ✗ + Y )

'

] - E [ ✗ + Y ]
'

= [ [✗4. +LE [ XYITÉY
'

]-EIXIIZÉXIÉY] -EIYÌ
= Var / ✗ / + Var ( Y ) + zlov IX. Y )

⑥ In generale se Xi
,
.
. .

,
Xn hanno momento secondo

Var / È X;) = ¥
"

Var (Xj ) +2¥.hu/Xi,Xj)j--1

⑥ Se Xi
,
. . .

,
Xn sono indipendenti ( è sufficiente scordate)

var ( È ×;) = È Varlxj )j-_ i jet

Usiamo questa formula per calcolare la varianza di una

binomiale (n
, p)

✗ binomiale ✗
botte

✗ + - - ' + Xn Xp . . Xn Bernoulli ( p )

EH! np

Vari) = Var ( X , t - - - + ✗
n ) -- Varlin ) + . . . + Varin ) - nvarlxi)

= np ( 1- p)

var ( Xi ) = E [ ✗i ] - Ehi ] = ÉLX . ] ÉLX . ]: pin - p)

De Moivre - Laplace P[ npi-anph-ptesneqpgi-bfjj-%af.ci#dxin un ↳

Esn Sdlsn)
- b

P
-

as Sn - Esn e b ' { e-
"
dx

-

Sd (Sri)
.



Se al posto di v. d. avessimo dei dati potremmo fare dei
DIAGRAMMI DI DISPERSIONE http://guessthecorrelation.com

"

÷: ÷::
" "

: :
" "

iii.
7 I 7

Correlazione X
,
Y v. a

.
dotate di momento secondo e non

costanti
noto anche come coefficiente

p ( X ,
Y) = Cav ( X

,
Y ) di correlazione ( o di Pearson)

SDCXJSDCY)

Paprica
② X

, Y indipendenti
, plx , Y ) > 0 ( non vale il viceversa)

② p simmetrica

③ IPCX ,
Y ) les

④ Ip ( X ,
Y ) le 1 se e solo se esistono a. b tali che Yeaxtb

e a
, p ( X , Y ) sono concordi

dim
×

'
= X - EEXJ 'l'

= Y- Ely ] E [ X ' ] = E- [ Y
'

) - o
sd ( X ) SDCY)

Var ( X
'

) = Var ( Y ) = 1

pcx
'

, y
') =p ( X ,

Y ) = coucx
'

,
Y

') = EIX '
. Y

' ]

OI Eflxit Y
' ) = E [ ( X '

)
'

] + ZEIX
'

Y
' ] + EIIYII

= 1 t 2 p ( X ,
Y ) t 1

quindi OE 2Gt PCX ,
Y ) ) cioè PCX , Y ) = - 1

0 E E- [ ( X
'

- Y
'

)
'

] - 211 - pl X
,
Y ) ) quindi pi , Y ) e 1

Per la ④ se Y = aXtbvar.li/)=ciVarlx )

COVCX
,
Y ) - all - El = avaria

PCX , Y ) = avara )
sd lalsdcx)

=

% ,
< sgnca )

Supponiamo ora IPCX ,
Y ) le 1

,
ad esempio PCX ,

= 1



0 e te [ ( ×
'
- Y

' )
'

] = 211 -AX , y ) ) = 1

quindi EIIX
'

-
'l' 5) = o

cioè ( X
'
- Y

'

)! 0 con probabilità 1

×
'
= Y

'

b

" '
= " ovvero *

'

% !
'

+

'

EHI - ¥, EHI
'

Se poi PCX ,
Y ) = - 1 avremo Y ! - X '

D

Osservazione Correlazione è correlazione lineare

PCX , X
'
) correlazione * causalità

"

spurious correlations
"

Distribuzione condizionale X , Y v. a
. su Cd

,
p )

la legge condizionale di Y dato X = × ( con P [ X > se ] > 0 )

è data da : Sy
,

= 3g :P, × , » (X
, g) io }

pyh.ly/sc)=lPEY=ylX=xJ
Valore atteso condizionato

se [ X - se ] il valore atteso condizionato a X =
se è

IELYIX = a) = } gp, " ( y Ia )
ovvero il valore atteso valutato per mezzo della legge condizionale

Il valore atteso di Y condizionato a X

EIYIXJ = E EIYIX-xJIgx.sc ,
a :P [Xx] > o

Osservazioni ② E [ YIXJ è una funzione di X

② E [ E [ YIXJJ = E [ YJ

infatti

EEEIYIXJJ
⇒⇐⇒ . . FEYIK-xIEEHsix.it

=

» :p!⇒ EEYIK-xJPIX.sc ]
in quanto EEII , ] =p [ AI



EEEEYEXII ; [È. ]» tyypyixiylxsp-k.at
=

, È» .. ÌYPIX# IPEY, IX. a
]

=

, :p o
{ g DI kg ,

X I

= tyy DI kg ] = E [ YI

{ 'l' y ) ; a, } Yey ,
E- se l unione disgiunta

PEY =

y ]
= ! P [ Y = y ,

X.x I

VARIABILI ALEATORIE A VALORI INTERI

X : si → IN oppure Z

linea ( formula di convocazione) X
,
Y indipendenti

e intere allora Pu , in )
=¥, Pxlj ) py ( n -J ) ne 2

dice 3 XtYen ( = jue , IX ,
Yen -j }

PE Xt Yen ] = §, P [ X ,
Yen -JJ

=

,
:P [ × JIN Yen - j ]

esempio X ,
Y v. a. indipendenti e di Poisson di parametri 1 , µ

Allora anche Xt Y è di Poisson di parametro di- µ

X di Poisson pxln ) =¥! = è
"
n 70

esercizio : usare la formula di convocazione e la formula del binomio

funzione generatrice delle probabilità
X è una v. a. a valori in IN



Problema 7. 
Sia e(p) = E(f(X1,...,Xn)), con X1,X2,...,Xn variabili aleatorie indipendenti e con distribuzione di 
Bernoulli di parametro p, e f ∶ {0, 1}^n Ⱦ R una funzione crescente nel senso seguente: 
vale f(x) ≤ f(y) se x = (x1,...,xn) e y = (y1,...,yn) soddisfano xk ≤ yk per ogni k = 1,...,n. 
Dimostrare che e(p1) ≤ e(p2) per p1 ≤ p2.

g. It)
e IEIÉI = È Riniti

definita nell' insieme di convergenza della serie di potenze

raggi di convergenza 71

proprietà
• X

,
Y a valori in IN

gx
=

gy in un intorno di 0
⇒ X

,
Y hanno la stessa legge

• se X
,
Y sono indipendenti , allora gxt ,

e

9×9 y

• E [ XI - fi. gx
' Lt)

• E [ XIX - 1) I gx
"

( ti

dice °

g ( o ) = n ! Pxln )

•

g.⇒ It ) = E- [ t
" "

I = E- [ t't" I -- E#IE [ÉI = gxlttg , It)

X
,
Y indip .

s t
'

,
t
"

indip .

II

EsercitaZ
.
6

12 - 04 - 21
( Di Gesù )

p. E p, ⇒ e ( p . ) e e ( pa )

e ( p ) e TI f ( Xi , . .
.

,
Xn ) ha idea : induzione

2
"

idea : prendiamo lo stesso spazio di probabilità sia per le

Xr
,
e le YK e li scegliamo dipendenti in modo di forzare

Yr
.

7 XK

E f ( Xn ,
. . . ,

Xz ) t È f ( Yn ,
. . . ,

Yn )

(si
,
P ) là

,
E)



Problema 8. 
(i) Sia X una variabile aleatoria a valori in N. Dimostrare l’uguaglianza E(X) = ∑∞k=0 P[X > k].
(ii) Ci sono b palline blu e r palline rosse in un contenitore. Le palline vengono estratte
a caso una dietro l’altra fino a quando esce una pallina blu. Mostrare che il valore
atteso del numero di estrazioni effettuate è (b+r+1)/(b+1)

Yen Ber ( pa ) pa
> 0

=
,
1 con proba

aka Ber ( FI ) ,
XK = AKY "

Io con probi- pe

XK = 1 ⇒ Yu = 1

quindi YKCW ) 7 XKCW ) ttw

i) sia X una v. a. a valori in IN ⇒ EIX ) :-[ PIXSKJ
ÈX ok ] ' È

.

Palii = !
"
Elisa , Psdi) , tke N

Da cui si ottiene :

ÈIPIX an ) È #ci . " , Pacis :[ IÈ
.

this» ) Pacis :[ ip.li ) - EEXI

Visto che È # ii." ei infatti
Ttlisk) :{ ; se OEK si - e

se kz i

ii) sia X la variabile aleatoria che rappresenta il

numero di estrazioni fino a quella della pallina blu .

La probabilità che la prima pallina estratta sia rossa

e la seconda blu è px
"'

= I b-
.

btr
-

btr-2

La probabilità che le prime 2 palline estratte siano rosse

e la terza blu è px
' "

= I
.
b-

btr
-

btr-1 btr-2
'

Ripetendo il ragionamento per K volte abbiamo

:p= ,% .

(btr - K - 1) !
.

b
.

( bt r ) !



A questo punto voglio calcolare il valore atteso di X .

EEXI =
"
If KRIKI ÌLKPIKK)

che per il punto li) è uguale a

÷:P HH: Eri . - I "

" '
= II.È % !

che per la definizione dei binomiale posso scrivere come

città . l :
"

,
i :3

Voglio vedere che È ( It " ) = btrteabt1
Questo è vero se e

'

solo se

⇐ i :3 . =L : ::)
Poiché (

b

; ;;) = (
b

;) + ( I;) , iterando si era :

(
b

:
" 1=1%1+1 : tl : tu .

. . . = È ( b ) = È ( Itri ) per la proprietà
del binomiale

idea 2 : D= star P uniforme X : si → IN
• ↳ min ) il oci) blu ?

K > r IPEX > K ] = 0

K = 0
,
. . . ,
r P [ × > K ] = (E)

K ! lbtr- K ) !

( btr ) !

E [ XJ = È IPEX > KJ = È
.

IPEX ok ] = . . . come prima

⑦ È l'it = ! !:
"

)
,

v. b. reni

| I

=L ( b
,
r ) = Blb ,

r )

È al b ,
r ) è = È 13lb ,

r ) è V. b e IN t tXl soft piccolo

( a + y )
- m

= È c- a)
"

(
m

:
" - t

) y " y #
1
, me

IN



Problema 9. 
Siano X, Y e Z variabili aleatorie indipendenti tutte di legge di Poisson di parametro λ.
• Qual è la legge condizionale di X dato X+Y=n? Si tratta di una legge nota? Quanto vale la 
media di questa legge condizionale?
• Quanto vale la covarianza delle variabili aleatorie X + Y e X + Z? 
• Quanto vale P[X+Y=2, X+Z=3]?

• Siano X. Y ,
2 variabili aleatorie e sia d. = IN

,

e si ha pxlkt-p.lk ) = Pack ) = è
"

la legge condizionale di X dato Xt Yen è

Sx In =/ se :P, × , * y ) ( × , n ) 701

Pxln ( ×
,
n ) =P ( X -- se I Xt Yen) = P

; Ii#
Poiché le variabili sono indipendenti si ha :

PCX #
,
Yen - a) = Plx = a) PIY . n - a) = è

"

,

è
"

( (Iii;)
PCXTY = n ) = è

"
.
( at )

"

n !

Quindi si era :

PCX = al Xi- ten ) = È
#
È
» ,

.

¢
= (E) ( ÌÌ

Da qui notiamo che si tratta di un binomiale

Bln
,
% ) ,

e quindi la sua media sarà :

E IX. se I XTY = n ) = np = E
• La covarianza delle variabili aleatorie Xty e Xt 2 è

Covl Xty
,
Xt 2) = Cav ( X

,
X ) t gov ( Y

,
X ) t Gu CX ,

2) + la LY ,
2)

Essendo X
,
Y

,
2 indipendenti e poiché la covarianza

tra variabili aleatorie indipendenti è pari a 0 abbiamo

Gv ( X
,
× ) = varlx ) = IEEX

'

) -# [ XII
EEXJ :[ "È:c" :[ n e-tere'È = ae' È ⇒e' E- i



Problema 10. 
Vengono lanciate n monete. Le monete che presentano testa vengono lanciate di nuovo. 
Determinare il valore atteso e la varianza del numero di teste risultanti.

EEX
'

] - IEIXJ )! Io ridi
"
-

l' = !.mn - si è :[ n e-t.ir

= È ncn - si e
"

ti -d' = d'ÉÈ in.tt -ti

= l' + I - d ' = ?

Dunque abbiamo Gv CXTY
,
XTZ ) = 7

.

• PEXTY = 2
,
Xt 2=3 ] =P [ 110 , 2,3)} 1,1 , 2)uf ( 2,0 ,

1) I ]
=p -410,2 ,

3)Http 1,1 , 2) Jtpff ( 2,0 ,
1) 1) =

1 1 2 2

= e
'

%
.

. e
"

.

è
"

+ è
"

? - e
"

!
.

.

È
# + è

"
.

è
.

è
"

= e-
"

( Ìn + È )O

la probabilità ad ognuno degli n lanci di ottenere testa

è p
= ¥ mentre quella di ottenere Croce è G-pt } .

Sia X = Xit Xrt . . - + Xn = È
,

Xi con Xi = {
^ F- Ì

O p = ¥
la variabile aleatoria del numero di teste ottenute .

Noto che X è una binomiale
, perciò il suo valore

atteso sarà EEXJ = n . p = n . ! =

¥ .

Mentre la sua varianza sarà :

Var ( X ) = npce - p ) = n . 14.24 = 3% .

( p = } perché È e quindi 1pct) = f. I = ; e

e- p = Pcc ) = I + f- I = fa )



Problema 6. 
In un gioco, il concorrente gioca una somma iniziale P > 0. La probabilità di vittoria ad ogni turno 
è p e la somma giocata viene raddoppiata se vince, dimezzata se perde. Qual è la quantità 
attesa di denaro posseduta dal giocatore dopo l’n-esimo turno? Calcolarne il limite per n Ⱦ ∞.

idea 2 :

X = # teste nei primi a lanci

Y = # teste nei secondi vi lanci

EHI ± È IEIY IX. KIIPIXEK )
--

I :) :
2

= :[ III ) f. EEX I analogo per lavarli )

Fissato il numero di turni n
, chiamiamo la quantità

attesa di denaro al turno n
,
Dn a questa si può

scrivere come Dn =P . Xi X2 - X ,
.

. . .

. Xn dove Xi con i e) 1 , . . . , n ?

sono variabili aleatorie indipendenti che hanno la stessa

distribuzione :

2 con probabilità p
× i = { 12 con probabilità 1- P

Quindi si ha IÌIDN ] = E [ P' Xi . Xz . . .
- Xn ] e poiché sono indipendenti

tra loro si può scrivere X. = X
,
= ii. = Xn e quindi E [ Dn ] =P . E [ X , ]

"

p . E [ X , ]
"

=P ( Zpt { ( 1 - p ) )
"

=P (spate )
"

.

Perciò abbiamo i

¥! ETD . ] = {
° se oe pe }
P se p

= §
• se § a p E 1



Lezione 11
Mini riepilogo 13 -04 -2021

(Romito )
• Valore atteso

,
varianza

,
deviazione standard

• covarianza
,
correlazione

• variabili aleatorie a valori interi

funzione generatrice ( delle probabilità )
✗ a valori interi ( in 1N ) git ) = E [ È ]

= NÈ pin) t"

dove
p,
è la densità discreta di ✗ . Ben definita almeno

quando ltl E 1

• ✗
,
Y hanno la stessa legge ⇐

gx
=

g ,
in un intorno di 0

eseiupi 1
.
✗ Bernoulli ( p ) gxlt) = (1- p) + pt

2
.

✗ binomiale ( n
, p )

g ✗
(E) = È (E) p

"

/1- p)
" "

t
"

= È (E) ( tp )
"

/ 1 - p )
"- "

= ( tp + 1- p)
"

Keo K-o

✗!✗
,
+ . . . + ✗

n con
✗ 1

, . . . ,
✗
n
Bernoulli (p ) indipendenti

indip .

Gx (
t ) gx, + . . . + ✗nlt ) = gx.lt) . . . . . gxnlt ) = ( 1-pttp)

"

3. geometrica (p ) px
( n ) = pin - p)

""

nel ✗ ~ geometrica ( p )

g.✗ ( t )
-

- È Épli - p)
" - '

= tp :[ ( tti - p) )
"- '

= tp È ( tti - p))
"

n= ' n = 0

= tp
1- t ( 1 - p)

E = gi (1) = ( PG - th - P) ) + tpl ' - P) ) /
+⇒

= 1 + M¥1( y - t ( n - p ) )
'

= 1 + 1¥
= Ip

n - 1

Dalla definizione : ÉX ! = npli - p) =p§ /
- È
.

( e - p )
"

) = . . .

E [ ✗ ( X - 1 ) ] = gi (1) = ( PG - P) G-1- G. p))
2

+ ZtpG-D)
2

G- tu- pyjz
+
PG -p)

" (e - tu -p) )
> ) / E- 1E [ ✗ 2 ] - E [ ✗ ]



=

1¥ + 1¥ +211
- p )

'
= 2 ( PK-p) + G-PÌ )pz pz

EH ? -- E [ ✗ ( ✗ -1 ) ] + E [ ✗ ] = . . .

Var ( X ) -- E [ X
'

] - E [ ✗ Ì = . . .
-
-

÷.
4

.

Poisson ( t ) p, Ih ) = e
' l

"

n ,

n 70 ✗ ~ Poisson ( d)

co

g. It )
-
- E [ È ] = :[ e- " f.IE = e-

'E. = èit -1 '

E [ ✗ ] = gi (1) = ( de' "") /⇐ , = 1

E [ ✗ ( ✗-1 ) ] = g:( 1) =/ l'
è
""" ) / + = , = è

Van ( X ) = E- [ ×
'

] - (E [ ✗ 1)
'

= E [ ✗ 1×-1 ) ] + E [ ✗ ] - (EIXIY
= È + il - d' = 7

funzione generatrice dei momenti

✗ v. a. reale .

La funzione generatrice dei momenti

& : R → Rutto } A. (E) = E- [ e" ]

osservazione 01×101=1
.

Ma può accadere che & ( t ) = + co ft

proprietà Se & < co in un intorno di 0

• Dx analitica ( in ogni aperto dove assume valori finiti )

• ¢! (o) = E [ ✗ " ] per ogni nzo
• X

,
Y indipendenti , allora ¢ ✗ + → ( t) = $ ✗ ( t) $ , ( t)

* date X
,
Y tali che lo × , $ , finite in un intorno di 0

✗
=

y in un intorno di 0 ⇒ ✗
,
Y hanno la stessa legge

dà Mostriamo la seconda proprietà nel caso discreto

c.) 0
,
( t ) = [ è " ☒ ( x ) ←

sc

(n)

¢ ( t ) = § si è
"

☒ ( n ) ←



Converge in un intorno ( eventualmente più piccolo di 1. ) ) di 0

IÒÌIO ) = E si ☒ ( n ) = E [ X
"

]

Osservazione la soluzione al problema è definire la funzione caratteristica

% ( t ) = E [ eitx ]

TEOREMI LIMITE

disuguaglianza di Markov

se ✗ è una v. a .
su (R

,
P ) con ✗ 70 con prob 1

, allora

per ogni a > o P [ ✗ = a ] i Ia E [ ✗ ]
die Ricordiamo a per un evento a

{ 1 se we a

a
: a → IRlui!

) o se w ¢ a

funzione indicatrice dell' evento A. Se p è la densità discreta di P

E [ 4-
a
] = §, # a lui ) plw) plw ) =P / tw } )

= E
crea

PIW) =P (a)

Osserviamo che
,
data a > o a # } ✗ < o } E ✗

Infatti se wer

a # } ✗ < o }
(w ) =

( ° se ✗ ' w ) < a
< × , w ,

/ a se ✗ (w ) za

Quindi E [ a Kira , ] E E [ ✗ ]

a PCÌ za ]



disuguaglianza di ChebyCheriseX è una v. a . su ( Sh
,
P ) con momento secondo finito ,

allora per ogni a> o

PEIX - E [ ✗ ] / za ] E Ferrara)

die applichiamo la disug .

di Markov alla v. a .

IX - E- [XJÌ
P [ IX - E [ XJ / za ] =P ( IX - E- [ ✗ ] /

'

za
' ]

in quanto

{ w : I Xcw ) - E [ ✗ ] / za } = / w :( Xcw ) - E [ ✗ ] ) È a
'

}
PEIX - EIX ] / za ] sta, E [ IX - E [ ✗ JI

' ] = favore / ✗ )
☐

Convergenza in probabilità
Siano date una successione ( ✗ n )neo di v. a. , e una v. a

.

✗
,

"

definite su lr
,
P )

si dice che ( ✗n ) neo converge in probabilità a ✗ se :

per ogni E > 0 line P [ / ✗n - ✗ 17 E ] = o
in → co

legge ( debole ) dei grandi numeri

Se per ogni n sono date ✗ 1 , . . . , Xn indipendenti e con ugual

distribuzione ( indipendente da n ) ,
che ammettano momento

secondo
,
detti in = E- [ ✗ i ]

,
O' = Var ( Xi ) , e posto Sn = Xnt . . .

+ ✗n

n

) m
in probabilità

↳
finitaallora sn

p

✗ it . . . + Xn media empirica →da non confondere con
n la media ( valore atteso )
↳ ci permette di calcolare
il valore atteso

Osservazione Questa è esattamente la legge dei grandi numeri già

vista
, con
la differenza che questa vale per qualunque distribuzione



Supponiamo di avere un riquadro con un . . .

-

A

bersaglio , vogliamo calcolare l'area di .

.

.

.

.

questo bersaglio .
Come facciamo ? Effettuiamo .

.

.

.

un certo numero n di tiri . metodo Montecarlo

ci sono due possibilità : colpire l'area a del bersaglio ( successo )
,

oppure colpire l' area A
'

l insuccesso ) .

Per ns o notiamo che il numero di successi tende

all' area del bersaglio .

Abbiamo appena descritto il metodo Montecarlo
.

Osservazione la probabilità di un evento noi la calcoliamo

come frequenza delle volte in cui questo evento accade .

Osservazione fissata una legge di densità p. per ogni n

costruiamo Xn
,
. . .

,
Xn indipendenti a tutte con leggi di

densità po

per ogni tso P [ I " t
+ ×"

- m 17 E) , o

di fissato E >0
, applichiamo la disuguaglianza di Chebychev

a Sn
- E [ Sn ]

. Infatti

¥ - m = ¥ - Elk )
= In ( sn

- nel Xi ) ) = sn -E sn
n

p [ II - mi 7 E ] =P [ lsn- ttlsn ) 17 En ] chebyehev

= In. Varlsn )

Var ( Sr ) = Var ( Xst . . . + Xn ) = Var ( Xi ) t . . . tvarlxn )

= no
?

quindi

[ 1¥ - m 17 E ] E gin, no!È ' 0 per n in

µ



Corollario la legge dei grandi numeri continua a valere

nella formulazione del teorema precedente se le v. a . sono

solo scorrente

Passiamo al teorema del limite centrale

Riformuliamo De tloivre - Laplace con il linguaggio della v. a .

Xp
,
. . .

,
Xn v. a. di Bernoulli ( p )

Sn = Xp t . . .

t Xn numero di successi

. E [ Sn ] = np Varlsn ) = np ( 1- p) sdlsn ) = in

[ nptatnpt-pt.sn E nptbvnpcn - p) ] → fa
"

ètiidy
Possiamo scriverlo come

PI as e b) → ÷
,
fiètiidy

g
indipendenti

TEOREMA DEL LIMITE CENTRALE da n

Se Xp
,
. . .

,
Xn sono v. a

. indipendenti con ugual distribuzione di

media comune m e varianza comune o
'

, posto Si X , t.i.tl/n

per ogni ac b

P fa ' sn! « b) →Gaffe " ay

Chiarimento sul valore atteso condizionato :

legge condizionale Pxi , Ix ) =P [ Yey I X =

× ]

pyixl.lk) è una densità
"

poi y dato ×
"

• Py , × ( al × ) 70

° § Pyixlylsc ) = § PEY =

y IX. × ]

= P [µ ) Ky } I X = a ] = 1



Il valore atteso di Y condizionato a X = se è il valore

atteso rispetto alla legge condizionale
E- [ YIX ⇒c) = § ypyix (gia )
Detto questo , osserviamo che abbiamo una funzione

sci-E.LY/X=x ] per se tale che P [ X - se ] > o

Valore atteso condizionato

E [ YIXJ = ! EIYIX J ftp..sc ,
EIYIXJ è una v. a .

E [ YIXJ : d. → IR

we d ' Xiw ) , E [ YIX ] cw ) = E [ YIX = × ]

% :
anni.

E [ ylxjcws-IE.LY/X=xItttx=xi 'un =

- xfoxcw,#
←

tutte - o tranne che

per se = Xcw )

lezione 12
14 - 04 - 2021

(Romito)
TEOREMA DEL LIMITE CENTRALE -D lo si ritrova negli esperimenti fisici

Se Xp
,
. . .

,
Xn sono v. a

. indipendenti con ugual distribuzione di

media comune m e varianza comune o
'

, posto Si X , t.i.tl/n
↳

per ogni a < b tende a crescere

µ
dipenderà dalla legge di partenza

→ salsa ) = orn

Plata! sto ] Zaffi : " ay
alla fine troviamo

Osservazioni la distribuzione

Gaussiana
1. Estensione del teorema di De Noire - Laplace

2
.

Il Teorema del limite centrale si riferisce a una
- legge

3
.
Il TLC ha valore universale



Se dovessimo scrivere

i dati di un esperimento fisico

un istogramma otterremmo

una campana di Gauss
distribuzione gaussiana

Osservazione

LGN : § → m ( in probabilità )

TLC : sn - E [ Sn ] = Sn - m - n = rn È
- m

Sd Csn ) ora ci

Tn Ì
- m

"

,
"

gaussiana velocità di converga
o al più 1 ( lenta)

Tn

Montecarlo per quanto abbia un tasso di convergenza
"

povero
" è un

metodo che funziona perché indipendente dalla regolarità ecc .

Un altro tasso di convergenza

p[ ⇐ - n ) Isole ) È
=

il tasso ¥1 questo però
di convergenza n' è migliorabile
non è migliorabile

teorema ( disuguaglianza di concentrazione)

Se Xn
,
Xz

,
. . . ,
Xn sono indipendenti e con legge di Bernoullilp)

pe ( 0,1 ) posto Si Xe t - - - + Xn
,
allora per ogni E) O esiste

H ( p , E) 70 tale che

P [ 1 È - piace ] « g. e-
nhlp , E)

due ( Cs ) = E- [ è" ] = ( e - p) + pes

Per indipendenza E [ è
"
] = Lcs )

"

III - plz E I =p SI 7 pt El up sans pt E }
[ II - plz E ] E IP [ San 7 pt E ] + P [ sans pt E ]



Inoltre è sufficiente dimostrare il teorema per E suff . piccolo

consideriamo IP [ E =p + E ] e E tale che pt E < 1

Se a e 10,1 ) .
Dalla disng .

di Markov , per ogni 570

P [ Era ] =P [ è
' ' a)

zs ] e le tesi È
- a) ]

= èasl (f)
"

= e-
nla E - logica ) )

Per t io scegliamo sent in modo che

P [ ¥ za ] { e-nlat
- logllt) )

-mila)
E e

con L' (a) = §:p ( at - log Lit ) )

Dobbiamo dimostrare che l'(a) so

consideriamo 4 ( t) = at - logllt ) - at - log ( (Ap) tpè )

line lflt ) = - co line lflt ) = - co

ta -a tata

e 4101=0
. 4

'

= a - ¥ L' =L" = pe
'
so

4
"

= - It (
'

= ( l' - L ) e 0

¥-1¥ -ptpet ) = - ( 1 - p ) si verifica se
si irriti; se l'ho 144170 la furia

4
"

io ovvero 4 concava a

µ
fare o ÌIO Idea
avere un solo max

.

. 4
'
( 0 ) = a - l' 10 ) = a

-

p Noi vorremmo la funzione
L ( 0 ) viola

, che ha mai positivo .

Se a > p , 4 ha massimo con valore positivo .

In conclusione

(
*

( pt E) > 0 e P [ SI zpt E ] , e'
*

( pt E) in

Passiamo al termine P [ SI E ptc ]

Yi = 1 - Xi i = 1
,

.
. . ,
n

Yi
,

. . .

,
Yn indipendenti e di Bernoulli di parametro 1- p



Sn '
= Y, t . . . t Yn = n - Sn SÌ = 1 - SI

P [ SI E pt E ] = P [ SÌ zia - p ) + E ] , e
-
nl
'

l ' - pt c)

dai conti precedenti , poiché 1 -pt E a 1

Concludiamo

se E so è tale che 0 < E < min ( p , 1 - p ) e se

H ( p, E) = min ( L
*

( pt E) , l' 11 -pt E) I 70

allora P [ II - p / 2 E ] e e- nhlp , E)

D

MODELLI CONTINUI

•- algebra ,
insieme delle parti di r

Dato un insieme si
, un

insieme I c 8 (r) è una o- algebra se

• 0 ,
si eI.

se a c- 7
, allora a

'

e 7

' se (an )new C 7
,
allora # µ An E 7

probabilità Dato (R
,
7 )

,
una funzione IP : 7 → R è una

probabilità se

° PC d) = 1

' 0 E Pla ) E 1 per ogni a e 7

'

se (an ) new C 7 a due a due disgiunti Phi an) = [ IP (an)

Osservazione Problema : definire una probabilità uniforme
sull' intervallo [0,1 ] .

Necessariamente i singulti 371 ,
se e [ 0,1J devono avere

probabilità zero .

L' uniformità la recuperiamo richiedendo che range di valori

di uguale ampiezza abbiano la stessa probabilità ( ovvero



Problema 1. 
Sia dato un numero n ≥ 1. Si lancia n volte un dado regolare e siano X1, X2, . . . , Xn i risultati. Si 
dice che avviene un calo all’estrazione k ≥ 2 se Xk < Xk−1. Sia Dn il numero di cali nei lanci 
effettuati.
• Calcolare media e varianza di Dn.
• Calcolare la probabilità che non ci siano cali.

scegliamo come probabilità la misura di Lebesgue su [0,1 ] )

evento : qualunque elemento di 7

Ipazio di probabilità (r
,
7

,
P )

Osservazione Cosa "

funziona" di quanto fatto finora nel modello generale
- proprietà elementari ( inclusione- esclusione , ecc . .

.

)

• densità finita discreta NO

- probabilità condizionata : definizione ,
formula di Bayes , formula

di disintegrazione ( nel caso di partizioni unne .

PCA) = [ PIAIBDIPIBI) )
i =]

• continuità dall'alto/basso

(r
,
3- ) P : 3- → IR t.ci

- Pld ) = 1

' 0 E PCA ) E 1 per ogni A c- I

• PIAU B) =P (a) + PIB) per ogni A ,
BE 7

,
con ARB - 0

allora sono equivalenti

- o -additività : per ogni ( an)nein c 7 a due a due

disgiunti PIU An ) = [Plan )
- continuità dall'alto : (an) ne µ C 7

, anti can . . .
Phan) . .

.

• continuità dal basso : (an) ne µ ( 7 ,
an Cann . . .

IPI An) . .
.

• indipendenza : ( ai ) i c- I C 7 eventi indipendenti se

tt ] E I finito si ha P ( n aj ) = IT Plaj )je] je]

EsercitaZ
.
7

19 /04 / 2021

(Di Gesù )



( il trucco : Usare la linearità

1 se XK < ✗
K -1

Sia (
y,
=

/
K = 2

,
. . .

,
n\

O altrimenti

E [ Dn ] = [ E [ G. ] = [ P ( ( ✗ = 1)÷ ÷
P ( G, = 1) =

Ce
36

= % = %

Quindi E [Di = 511¥

Van ( Dn ) = E [ Dn
'

] - E [ Dn ] ?

= È Eli Cj ] -254%-41>-2K
, j
= 2

= È
,

E [ ci ] +2 È Ì E [cn Cj ] -254%+11-2K=L j = Kt '

= 51%11--25%-41>-2+2 È È IEICKCJ ]K=L j = Kt '

Definiamo 2 casi :

sia K = 2
,
. . .

,
n - 1

j = KTZ , .
. - in

allora ELÌKCJ ] = LE [ CK ] E [Cj ] =

12¥, perché cn Cj sono indipendenti

se invece j = Kt 1
G. 5 - 4

E (Cn Cn + a ] =P ( Cn = 1
,
CK + a = 1) =

> ! = I = §,216 216

Van (Dn) = . . . = LÌ in +1)
11

. . .
1

(Ii ) P ( Dn = 0 ) a: 11 . . .
2

. . .
5

. . .
6

. . .

33 . . . 44 . . .
55 . . .

Sia Ar
.

=
"
escono esattamente K numeri distinti

"

P ( Dn = 0 ) = È IP (Dio
,
Ar
.
)

K = I



Problema 3. 
Siano X, Y variabili aleatorie indipendenti e a valori in N, e p ∈ (0, 1) tali che per ogni n,k≥0, con 
k≤n,

P[X=k∣X+Y =n]=(        )p^k (1-p)^(n-k)

• CalcolareE[s^Xt^Y∣X+Y =n] per ogni s,t>0 e n∈N.
• Esprimere E[s^X t^Y ] in termini della funzione generatrice delle probabilità di X + Y . 
• Dimostrare che X,Y hanno entrambe distribuzione di Poisson.

n
k

PIDN = 0
,
an) =

CEILING
"

=

"
È ( " E;)

⇒ PCD
.
-0 ) = ÌÈ ( "È) a)

g.
=

(
"

È )
6
"

idea 2 : n = Ma + ' - ' + hg nn 70

PC ✗ = K / ✗ + Y = n ] = (f) p " ( n - p )
" "

Ii ) E [ s' t
"

/ ✗ + y = n ] = [ s
"

E-
" PI ✗ = K / ✗ + Y = n ] =÷

.

= È
.

(f) (Sp)" ( t ( 1-p ) ]
""

= ( sp + tu- p) ]
"

Iii ) E [ È t " ] = È
.

E [ sit " / ✗ + Y -- n ] P [ ✗ + Yen ] fatto generale
G-

✗ + ,
(r) = Etr " "] = :[ ④ P / ✗ + Y = n )

I.
⇒ E [ sit " ] = G-

✗ + ,
( Sp t t ( 1 - p) )

⇒
da sostituire al posto di r

(Iii) G-
✗
( s ) G-

y
( t )

"

E s' 1 " Et
" È = G-

✗ + y ( Sp + ( 1- p )) G- ✗ + , ( pt t ( 1-p ))
uguaglianza

G-
✗ + ,
( Sp t t ( 1 - p)/= G- ✗ + y ( Sp + ( 1 - p )) G- ✗ + , ( pt t ( 1-p )) funzionale

Mostriamo che ✗ + Y è una poissoniana , ovvero che

7 A > 0 : G-
✗ + y

( r ) = è
' " "
→ f- ( r ) = G- ( r + 1) = e

' '

{ F ( a + b) = Fca ) Flb )

/ Flo ) = 1



Problema 10. 
Una scatola contiene n palline rosse e n palline blu. Le palline vengono estratte (senza 
reinserimento) due per volta, fino a svuotare la scatola. Sia X il numero di volte in cui le due 
palline estratte sono di colore differente.
(i) Determinare tutti i possibili valori di k per cui P(X = k) > 0. 
(ii) Calcolare la probabilità che X = 0 e che X = n.
(iii) Calcolare il valore atteso di X.

⇒ 3- il c- IR : f- ( r ) = e
"

⇒ G- ( r ) = è
'""

e quindi per forza 770 → si trova facilmente un assurdo

G-
✗
( s) = E 51 " = G-

✗ + ,
( Sp +1 - p ) = G-

✗ + , ( $ - 1) p + a) = e' P"-1)

⇒ ✗ è di Poisson di parametro Ip

G-
y
( t ) = . . .

(i ) determinare K : P ( ✗ = K ) > o

h pari K = 0,2 ,
4
,

. . .

,
n

n dispari K -- 1,3 ,
. . .

,
n

Iii ) PI ✗ = 0 ) = O se n dispari

assumiamo n pari n !

%) ! (f) ! (n ! )
}

Allora PCX = a) = ( %)
= =

(E)flan) !
( Y) ( an ) !

n ! n !

P ( ✗ = n ) = 2
"

(Y)
=

>
"

n.in !

(an) !

(iii ) E [ ✗ ] = ?
1 se alla K - esima estrazione ne escono due diverse

sia ZK = (
o altrimenti

✗ = È
µ ,

Zr
,

⇒ E [ ✗ ] = È E [ ZK ] = È Plzn = 1)
K =L K =L

P ( 2- +, = 1) =

2 (
2h -2

n -
1)

=

212h -2 ) ! n ! n !

(2h) ! ( n - s) ! (n.»,

= 2h
"
(2h -2 ) ! = n

( Y ) (an) ! In -1



Problema 2. 
Un sacchetto contiene r gettoni rossi. Si inserisce nel sacchetto un gettone blu e poi si estrae 
(con reinserimento) un gettone. Si ripete questo procedimento (di inserire cioè un gettone blu e 
poi estrarre un gettone) fino a quando si estrae un gettone rosso. Detto N il numero di estrazioni 
fatte,
• mostrare che P[N = ∞] = 0;

⇒ E [ Zn ] = n ⇒ E [ ✗ ] = ha

2h-1 2h -1

NOTA BENE

line PIN -- K) = o # PIN = a) = O
n→ co

la

Poiché PCR) = 1 questa cosa è ovvia

N :a → IN U } + co }

idea 1 :

co

PIN - K ) = 1 ⇒ PCN = a) = 1 - PIÈ
,

IN = K 1) = 0

idea 2 i

P ( N = a) E IP ( N > K ) ltk per K → a → 0

Lezione 13

20 - 04 - 2021

( Romito )
(r

,
7

,
p ) ( S

,
9 ) S -

- ( IR
,
È
,
insieme di simboli)

dovè J è una o - algebra su S
, tipicamente se

S = IR
'
f- B. ( Rd) = o - algebra dei Bardiani :

la più piccola o - algebra che contiene gli aperti

✗ : d. → S è una v. a
.
se

✗
-

'

(a) c- I per ogni A c- J

(ovvero ✗ è misurabile )

se 5- IR
,
9 = BCIR )

,
allora sono equivalenti

• ✗ V . Oh
.

• ✗
" ( (- co

,
se ] ) e 7 per ogni scelta



legge di una v. a .

( si
,
7

,
P ) ( S

,
9) X :D -15 v. a.

,
la legge Px di

✗ è la misura di probabilità Px : 9 → IR definita da

117 [ A ] =P [ ✗ c- a ] ( =P [ {wer : ✗ cw > c- A } ] ) a c- 9

Osservazione

• la legge Px non può più essere caratterizzata dalla

densità discreta

• costruzione canonica : se È probabilità su ( S ,
8)
,
allora

D= S
,
3- = 9

,

D= È × : a → S definita da ✗(w > = w è

una V. a .

( perché ✗
_ '
(A) = a) con legge Px = È

• composizione di una v. a . con una funzione misurabile rimane uno, V. a .

✗ v. a .
su la

,
7

,
P ) a valori ( S

,
9 ) e 9 :S → s

'
(si 9

'

)

misurabile ( ovvero 9-
'

( B ) e 9 per ogni BE 9
'

)
.
Se B E 9 '

PCX)
"

( B) = ✗
- '

19
_ '
( B) ) E 7

quindi ✗ ( X ) è una v. a
.

• uguaglianza in legge : ✗ = Y in legge se Px =P
,

La legge si può caratterizzare attraverso la funzione generatrice

dei momenti ( S - R) # ( t) = E [ e
" ]

•

uguaglianza di v. a. : ✗ = Y con probab .

1 IP [ ✗ = Y 3=1

• leggi congiunte marginali : X : a → Si ✗ Sa ( si
,
& ) ( sa

,
%)

✗ = ( Xi
,
✗a) 117 legge congiunta

Px
,
[ A ] = 117 [ A

✗
Sa ] a c- Si

• indipendenza : (si
,
7

,
P ) ( Xi ) i c- I Xi : a → Si ( si

,
Si )

( ✗i. c- I indipendenti se per ogni ] C I finiti , per ogni Ai c- Si i. c- J

PC n / ✗ i c- ai } ] = ITIP [ ✗ i c- Ai ]
iej IE ]



Funzione di ripartizione ( o di distribuzione oppure funziona cumulata di probabilità )

✗ v. a. reale su ( SI , 7 ,
P ) la funzione di ripartizione Fx di ✗ è

f-
✗ (x ) =P [ ✗ < a ] x c- IR

proprieta ✗ sia v. a. reale su (r
,
7
,
P )

° Fx è monotona crescente

• Fx è continua a destra

° line E '>c) = 1 line [ (a) = o
a.→ + A se → - co

dim • Kafka (-0
, di ] c (- co , >ca ] → } ✗ c- (- co

,
>ci ] } c) ✗ c- ( - co

,
>ca ] }

E, ( sci ) =P [ ✗ c- (-0,34 ] ] E IP [ ✗ c- (-0
,
>cit ) = Ffaa )

•

C. a. d. = per ogni do C- R
, fiù; E (d)

= E ( sco)

È sufficiente verificare che
,
se un taco , allora Elan ) t Fx ( Sco)

Sia andato An =/ ✗ E I - • ,
In ] } ,

allora Anti can

IP ( fan ) = line Plan ) = line DI ✗ < un ] = line E Ian)

☐ An = } ✗ E I -0,3C. ] / (→ Fx ( Sco) =P (n An ) ) infatti
* W E nn an → ✗ (w) E an per ogni n al limite ✗ ( w ) Esco

* ✗ ( W ) E Io → ✗ (w ) E an per ogni n → w E man

• line Fx (SC )
,
è sufficiente mostrare che per ogni an

t + •
, f-

✗

(In) Ì 1

✗ → + co

• line Ec>c) In v1 - co An = / ✗ c- 1- °
,
>ci } An

"
can = 0

☐JC → - co

teorema Se F : IR → IR è una funzione tra le tre proprietà precedenti

allora esiste uno spazio (r
,
7
,
P) e su di esso una

v. a .

X te Fx = F
.

In particolare la funzione di ripartizione

caratterizza la distribuzione
.

dà È sufficiente costruire la legge ,
il resto segue dalla costruzione

canonica . bisogna definire una misura di probabilità su R

µ ( l - co
,
a ) ) = f- ( sc ) de IR



o anche µ ( la ,
b ] ) = Flb) - Fca)

Ad esempio

{ O se E 0

f- (sc )

=p
se ke 10,1)

1 E 7 1

in tal caso ftp. ( la ib] ) = f- (b) - F- (a) = b- a cosa < BEI

quindi me è la misura di Lebesgue su [0,1 ]

Osservazione Fx funzione di ripartizione , a
< b

E, (b) - Fi, (a) =P [ ✗ E |-O
,
b ] ] - P [ ✗ E fa

,
a ] ]

=P [ / ✗ E I - co ,b ] } \ } ✗ c- ( - co
,
a ] } ]

=P [ ✗ c- ( a
,
b] ]

Osservazione discontinuità della funzione di ripartizione

✗ v. a.
,
E funzione di ripartizione , allora se ce R

line Ely ) =P [ ✗ < se ]
y→ >c-

infatti è sufficiente verificare che , per ogni scntsc , Fx can ) TP [ ✗ < se ]

Sia An = } ✗ E (-0
,
>cn ] } An can" quindi

line Fx (an ) =P ( Yan ]

Uan = } ✗ E ( - co , x ) }Ora però
n

Osserviamo che se xè punto di discontinuità di Fx

P [ ✗ < a ] = line Fxcg ) ( line f-
✗ (g) =P [ ✗ Ex]

y → ×
-

y → ✗
+

IP [ ✗ E se ] - P [ ✗ < se ] < IP [ ✗ = >e ]

La discontinuità di Fx sono i valori SCER t.c.PE ✗ = se ] > 0

esempio X v. a. di Bernoulli di parametro p .
Se xe IR

de < 0

Fx (E) =P [ ✗ < a ] =
/ °

/ f- P
0 Ex < e

sc 7 1



^
-

| }
P

1- p

} 1- p
O 1

funzione di ripartizione : caso multidimensionale

se ✗ è una v. a .
su È ✗ = ( Xs

,
. . . ,
Xd )

la funzione di ripartizione E : È → IR definita come

f-
✗ ( SC ) =P [ ✗ , Esci , ✗ z

E 72
,

. . .

,
XD E Jcd ]

per ogni 3C = ( sci
,
. . .

,
>Cd )

valgono le proprietà

° Fx monotona crescente rispetto a ogni variabile

• Fx è continua a destra rispetto a ogni variabile

•

per ogni i. = 1
,
. . .

,
d live Fx (sci

, . . . ,
Xd) = O

di → - co

•

per ogni i =L ,
. .
.

,
d line Fx ( sci

,
. . .

,
xd) = Fa ," (È

")
se → +a

dove ✗
" "
= ( ✗ 1

,
✗
2
,
. . . ,

✗ i - ] , ✗ i. + n
)

. . . ,
Xd ) e

×
' "

= ( sci
, . . .

,
di - ] , Ki-in , . . .

, Xd
)

• Fx identifica la distribuzione
,
nel senso che se X ,

Y v. a .

=P
,
⇒ f-✗ = Fy

proposizione X
, Y v. a. reali allora

✗
, Y indipendenti ⇒ Fa

, y)
(X
, y )

= Fx (d) Fy (y) per ogni a. y ER

die se X
,
Y sono indipendenti , per ogni sc , y e R

Fa
, y)

( x
, y ) =P [ ✗ Ex ,

Y E y ] =P [ ✗ sa ] P [ Y Ey ]

= Fx ( sc ) Fy (y )

Viceversa costruiamo ( X
'

,
Y

'

) indipendenti e tali che ✗
'

= ✗
,
Y' = Y in legge .

In particolare È .
= Fx e Fy ' = Fy .

Per quanto dimostrato prima



Fai
, ;)

= Fx ' Fy ' = Fx Fy = Fa
, y )

quindi ( X
,
Y ) = ( ✗

'

,
Y

'

) in legge , quindi X
,
Y indipendenti

☐

VALORE ATTESO

(r
,
I
,
P ) ✗ v. a. reale

. se ✗ 70
,
allora si definisce

E- [ ✗ ] =

sup } E-[Y ] : Y v. a. reale discreta tc OEY EX }

'

se poi E [ 1×1 ] < •
, posto ✗

+
=

mai / ✗
,
0 ) e X

.

=
Max (-Xp )

☒ [ ✗ ] = E- [ ✗ + ] - E [ X
. ]

( si ha IXI = ✗
+

+ ×
. e ✗ = ✗

+

- X
.

)

Valgono le proprietà
• omogeneità E [ a X ] = a IEEX ] ( dati ✗ integrabile e a c- R

,

anche a. ✗ integrabile e vale l' uguaglianza )

• linearità E [ ✗ + Y ] = E [ ✗ ] + E [ Y ] ( X
,
Y integrabile ,

lo è

anche ✗ + Y e vale l' uguaglianza )

• positività :
• ✗ < Y con probabilità 1 , allora E [ ×] E E [ Y ]

• ✗ 70 con probabilità 1 e le [ ✗ ] = 0 ,
allora

✗ = O con probabilità 1

•

varianza
,
covarianza

,
correlazione

• se X
,
Y indipendenti e integrabili / positive , allora ✗ ' Y è

integrabile / positivo e

E [ ✗ - Y ] = E [ ✗ ] E- [ Y ]

Osservazione Non valgono le proprietà associate alla densità discreta

Osservazione Ripercorrendo la dimostrazione della LGN si vede

che queste funzionano anche in questo contesto

Markov : a } a ,
< ✗ E [ A-

µ > a }
] = DI ✗ za ]



Il teorema del limite vale nel contesto generale

VARIABILI ALEATORIE ( ASSOLUTAMENTE ) CONTINUE

densità ( continua) Una densità continua è una funzione f- : IR→ IR tale che :

• f- 70

° | f- ( sc) da = 1

R

Una V. a
.

✗ è assolutamente continua se esiste una densità continua f-✗ t.ci

P [ ✗ c- A ] = fa f-
✗

(⇒ doc

In tal caso
,
se a = ( - co ,

se ]
×

E I>c) =p [ ✗ e l - co , se ] ] = {
•

f-✗ (a) doc

e se poi a < b A = [ a
,
b ] ( o la ib ] , [ a ,

b )
,
la

,
b ) )

b

E, (b) - Fx (a) = fa f-
✗
(d) da

osservazioni : 1
.
Se ✗ è ass .

continua
,
P [ ✗ = >c) = O per ogni sc c- IR

2
.
Sotto opportune condizioni F-

✗

'

= f- ×
lezione 14
21 - 04 -2021

( Romito)
VARIABILI ALEATORIE (ASSOLUTAMENTE ) CONTINUE

✗ in → IR è ass . continua se esiste f-× : R → IR ( densità ) tale che

P [ ✗ c- a ] = fa f- ✗ i>c) da

|
f- ✗ è una densità se

In particolare • f-✗ (d) 70 per q.
0 . >CER

Fx ( sc) =)
"

f- ✗ (Sc) doc • / f- ✗ (sc) da = 1

- co IR

b

Se a< b Fx ( b) - Fx (a) = ! f-✗ ( sc ) doc
Fx continua

caso multidimensionale

Una densità è una funzione f : È → R tale che

• f- (a) 70 per q . 0 .
sc c- È



° /po f- (SC ) da = 1

Una v. a .

✗ : SI → È è ass
.
continua se esiste una densità f- × t .

c
.

P [ ✗ c- a ] =L
.

f-✗ (a)da Ae B. (È )

In particolare se 3C = ( sci
,
. . . ,

>co ) E È

f-
✗
(SC) =P [ ✗ ^ Esci , . . .

,
✗ o Esco ]

=P [ ✗ c- ( - co
,
× , ] × ( - co , × , ] ✗ . . .

✗ ( - co ,
✗ a ] ]

= !:|;
× .

. . . f.
•

Si ottiene

2×1 . . .

) × , È (sci , . . . , >co ) = f-
×
(Ki

,
. . .

,
>co )

proposizione X
,
Y V. a. con densità rispettivamente f-× , f- , allora X

,
Y indipendenti

se e solo se f-(×
, ,>
(SC
,y ) = f-✗ (a) f- , (y ) per q . 0 .

(SC
,y )

In effetti ✗
,
Y sono indipendenti se e solo se f- (× , » ( sc ,y ) = gia>hcy )

dica Se ✗
,
Y indipendenti

se
si y

Fa
, »
( sc

,g) = Fxc>c) Fy (y )
= ( [

•

f-✗ ( à) dà ) ( % fyly ' ) dy ' )
•

|
. •

Lisci)fly ' ) d)c'dy '
= /

c- 0.x ] ✗ ( - o , y ]
d- ✗ ' "

"

) £
,

(y
" ) dx ' dy ,

quindi ( X ,
Y ) ha densità e fa

,»
(sc
,g) = ff >c) fy (y)

Viceversa se f-(× , yjfxdy

Fa
, y )
(× , y) =)! % f-✗calf , ( y

'
) dx' dy ' = ( { [ f-✗ (Ì) d)c) ( % fy ( y) dy ' )

= f-
✗ (SC ) Fy (y )

☐

Osservazione la proposizione si estende al caso di un numero finito di v. a.

densità marginali ✗ : r → È v. a
.

✗ = ( Xp ,
. . .

,
Xd ) con densità f-×

allora per ogni J c) 1 , . . . , d { la v. a .

( ✗i / ie , :D
→ È] )

ha densità
.

In particolare per ogni i = 1 , . . . ,
d la V. a .

✗ ci ha densità :

f ✗i (d) = {pag . , [ ×
(Xp ,

. . -

,
di -1

, dCi , di +1 , . . - , Xd
)da . . . dai-adsciiti . . -

dico



dive Dimostriamo il solo caso J - { 1 }

Fai >c)=P [ X , Ex ] =P [ ✗ c- ( - co
,
>c) ✗ È

-1

]
"

( {poi f-✗ (Yi , . . . , Yo ) dya . . . dyo ) dy ,= f.
•
,
>e ] ✗ è

- ' f- ✗ (9) DI = {
•

, i ☐

densità condizionale ( X
,
Y ) ha densità fa

,»
.

La densità condizionale

di Y dato ✗

fy / ✗
↳ Ix ) =

" " """ se f- × '>c) * o
f- × (SC)

altrimenti

Osserviamo che f-✗ (d) =/
☒

f- ( × , » (×, 9) dy
-1 I 1

se = 0 allora = O

VALORE ATTESO

se ✗ v. a. reale con densità f- × ,
allora

E [ ✗ ] = |
,

scfxl >c) da se ↳ tal ¥>c) doc < •

nel caso di v. a . discrete

[ xp✗
(SC) se [ tal 171 >c)

In generale ,
se ✗ è v. a . su È con densità f- × e se 9 : È→ IR

misurabile allora YCX ) è una V. a . e

E- [91×3]=1
µ

,
41 >c) f-✗ ( sc ) da se [ 141>c) I f-✗ (a) d)( < a

Formula del cambio di variabile

✗ v. a . su È con densità f- × , supponiamo f-✗ = O fuori da A

Sia Y : a → B diffeomorfismo ,
allora la v. a.

'1=9 (X ) ha densità f ,

f- " (g) = f. ( 9-
'

(g) ) / detdy
_'

(g) I YEB



dive Dalla formula del cambio di variabili , se VCB Boreliano

IP [ YEV ] =P [ ✗ c- 9-
'

( v ) ] =/
qyu,

f-
✗

( sc ) da y = Y ( SC)

= fu f-✗ I 9-
'

(y ) / l det Du
- '

(g) ldy e

~
"

Y'(9-
'

(y) )
→ se siamo in IR

Osservazioni 1 .
Se D= 1 f-, (y ) = f- (y

_ '

(y )) /
"

(y ) /
2 .
Se ✗ è una v. a .

con densità f-× e se f- ✗ = o su un aperto B ,

allora P [ ✗ c- B) = 0

formula di convoluzione

Se ✗
,
Y sono v. a. reali indipendenti con densità f- × , f- y , allora ✗ + Y

ha densità f- ✗+ , CZ ) = f-✗ * fy ( z ) = )
,
f-✗ (d) fylz - d) DX

DI f- ( × , » (sc , g) = f- ✗ (d) f-ylg) Az
1

Fa > ( z ) =P [ ✗ + YEZ ] =P [ (X ,
Y) E) ( sc , g) € È : xty.cz

"

} ]
2- - se

= fa
,

f- ✗ (a) f- ✗ (y ) dscdy = )
,

doc {
•

f- ✗ (a) fyiy ) dy

z - se

= {R f-✗ ( sc) ( [ • f- y ( y ) dy ) da = ↳ Fylz - >c) f-✗ (x> dsc
D' altra parte se f-✗ * f , è la densità

,
dobbiamo ottenere Fyiz - sc) da

2- z
z

| f- ✗ * fy ( n ) du = {
•

f-
✗

(d) f , tu - a) da doc = f-✗ (a) (| f, in -a)du) da
- co

- co

v = a - so =p
,

g. ✗ (a) ( f
" "

- •

fylvidr ) da = f-✗ IN Fy ( z -a) da
☐

Esempi

1
. Distribuzione uniforme ✗ ha distribuzione uniforme su [ a ,

b ] se

£ (sc) =È [a. b]
(×)

i i
:

I 1

Per valutare il valore atteso a b

b
1

| >ci dsc < co| IN f-✗ (a) d"
= /
a b- a

IR



quindi

E [ ✗ ] = /
☒
scf

✗

(⇒ da =È [ xdsc = È÷; = 0¥

E [ È] = E [ Y ( X ) ] =/
☒
è f-

✗

( SC) da =
^

b- a
[èda =

9
>tabtbz

3

µ : R → IR lfcx) = >c' E [ IPA ) / ] - co ← vero perché ✗ ha momenti di ogni ordine

Var ( X ) = E- [ ✗
'

] - E- [ ✗ ]
'

= } ( citabtb
' ) - f- laz + ti ) = . . . = % ( b - a)

'

Funzione generatrice dei momenti

# (f) = E [ e
" ] = ↳ et" f-✗ (a) da = fa [ è" da = Èè"

t ( b -a)

9 (a) = et
>e

1-
-

La funzione di ripartizione .
Se se c- IR I

0 la
b(O se ✗ E a

3C
3C

se sc c- (a ,
b) : ↳ f-✗ (g) dy = { Eady = dà¥ "" =

| , se × , b

b- a

2. esponenziale ✗ ha distribuzione esponenziale di parametro il > 0

f-✗ (a) = dei
"
A- [ o.co )

I o

JCEO 0

[ (a) = { JC > o 1-è
"

E [× ] = f- Var ( X ) = 1
è

Una v. a. esponenziale ha la proprietà di mancanza di memoria :

per ogni sc , y > o P [ ✗ >xty / X > se ] = PLX > scty ] = e-
'
% PI ✗ >y ]

PEX > se ]

P [ ✗ > a. +g) =P [ ✗ > x ] PIX >y ] a Ylx ) fly ) =p (se + y)

fla) =P [ ✗ > se ] = 1- È (a)



Funzione generatrice dei momenti .
Se t < il
+ co

¢, / E) = E [ e
" ] = / et

"

f- (a) da = [ tè" " è" da =p[è
"""

IR ×

da = z

3. Gaussiana di parametri m
,
o
'

ya
e

'!"" -mi
f-✗ (a) =

1

sc

E [ X ] -- m Var (X) =p ¢ (⇒ =/ 1 e- ÌY
' funzione di
dy ripartizione

- a

✓ 21T
di una Gaussiana

standard

se ✗ è N (m
,
02 ) con ✗

-0m è Gaussiana standard

F-
✗
(a) =P[ ✗ < se ] =p -1×-7=0%1 ] = § (rà )

4
. Cauchy f-✗ (sc ) = 1

It ( 1 +x2)

non ha valore atteso finito ↳ toc / f-✗ (a) doc =¥→, doc = co

5
.
Gamma di parametri rz 1 intero e I > o

f-✗ (sc ) = ÌÌ
"
è
""

[0,0)

° Se r = 1 esponenziale

• EIX ] = ; Vara ) = ÷
°

se r è intero una Gamma (r
,
d) ha la stessa distribuzione della

somma di r v. a. esponenziali indipendenti di parametro il

• È /chi - quadro) : n 71 intero (gradi di libertà) : caso particolare Gamma (Y , f)
E [ ✗ I -- n Vara ) = In

V. a .
con legge ✗

<

(n ) ha la stessa distribuzione della somma dei quadrati

di n Gaussiane standard indipendenti

• Studente n gradi di libertà

f- ✗ '⇒ = Cn ( 1 + ¥ )
- Ì '" "



☒ [ X ] = 0 Von (× ) = /¥ se n > 2

{ + co se ne 1,2

✗ con distribuzione di Studenti
,
ha la legge di nr È

dove Z è Gaussiana standard
,
S è Eln )

,
e z

,
S indipendenti

lezione 15
27-04-2021

( Romito )

• formula di convoluzione
Se ✗

,
Y sono v. a. reali indipendenti con densità f- × , f- y , allora ✗ + Y

ha densità f- ✗+ , (a) = f-✗ * fy ( z ) = /
☒
f-✗ (d) fylz - d) DX

Gaussiana Nlm
,
02 ) f- (a) = e

- Ìoz '" - m )
"

somma di Gaussiane

se X è N ( me , Oi ) ,

Y è N ( ma
,

o } ) e se X
,
Y

indipendenti allora ✗ + Y è Nlmntmr
,
o? +0? )

dice 1
. con la formula di convoluzione

✗ - m
,
è NI o

,
Oi )

Y -
ma è N ( o

,
0,2 )

Non è restrittivo supporre minio

21T o, o,
{ l'
È "

"

e- fa.
( z -⇒

2

f-
✗ + ,
IZ ) = fa f-

✗
(d) f

,
( z - K) =

'
da

R

go;
(Z - a)

'
=
è

%;
è +

^

«a. + o;)
+ È / io; + E;) / se _ Èa- +ai -2)

"

sito, o,

e

'

/ e
' :( È + E) ( se _ qq.iq z )

'

f- ✗ + y ( Z ) =
e

| R I

-
u il cambio di variabile >c' = x - È z

ai+0?

= e

' :(È + E)(àj
dsc '

=/ ⇒ aici92+0,2

> Y

È +È



quindi
z
?

( Z ) =
1 e- 214+0=2)f- ✗ + y

✓ 21T Coi + Oi)

2
.
con la funzione generatrice dei momenti ¢ /t ) -- Ele

"
]

Supponiamo U sia N / m ,
02 )

,
allora Im è N ( 0,1 )

O
se

mtosc

e

_ Io , (y - m )
? - fly ' )

'

1

P [ uj-a.sc ] = PIU < mtosc ] = {
•

↳ ☐ or dy =/ È ' 09
'

t
- co

y'=
y-YQ.lt) = E- [ è" ] = E [ è

"" )
] = [ [ etimtoz ) ]

dove 2- = lim
= etmoz (cit)

cfzlt) = E [ etz ] = ↳ etz ,
- { z '

☒
e dz = ↳÷,

e-
Il"- ztz )

gz

2-
2
_ ztz = ( z - E)

2
- E
'

e- I'
Z - t >

'

dz = e.

+ { È
= ¥

,

è !
"

|
,

-
= 21T

Quindi ¢
,
(f) = etm + forti

se ora ✗ è Nlm
, ,
0 ! ) e Y è Nlma

,
È )

¥
,
( t) = It ) ¢

,
(f) = etimntmz ) + Eta

'

+ a
'

)t

☐

Osservazione Ripensiamo al teorema del limite centrale

supponiamo ✗
1 ,

. . .

,
Xn sono N ( m

,
o
' )

sn = X
,
+

. . .

+ ✗
n
è N (min

,
no
' )

sn - E [ Sn ] è N(0,1 )
sdlsn )

Il
"

limite "

si realizza per n finito .



STATISTICA

• Statistica descrittiva

• Statistica inferenziale

la statistica è una disciplina di analisi dei dati

statistica descrittiva

sintesi dei dati 34 , . . . ,
In Yn ,

i - .

, Yn
t

scopo della stat . media campionaria è = In ( oc, + . . . + an )
descrittiva

.

= media aritmetica

Può essere fatto in
maniera grafica , varianza campionaria E

'
= 1 È (an - e)

<

Numerica ecc . . .

n K=)

✗
1 , . . . ,
In h

In ¥,

Ian -E) (yn -5)
91 ,

i - .

, Yn (
covarianza

statistica inferenziale → quella che studieranno campionaria
↳ analisi dei dati effettuata attraverso un modello
consideriamo il lancio ripetuto di una moneta per n volte

di , . . . , In sci e } 0, 1 }
Conoscenza del valore p della probabilità di ottenere 1

- problema 1 : qual è il valore di p
"
soluzione

"

del problema

Interpretiamo i lanci all' interno di un modello probabilistico

✗ 1 ,
. . .

,
Xn V. a .

Bernoulli indipendenti di parametro p

✗ 1 + . .
.
+ ✗ n in probab .

, p
n

allora un valore candidato per p sarà

15 = f- (a +
. . . tscn)

Non possiamo aspettarci di aver trovato il valore esatto

° la legge dei grandi numeri è un teorema limite

quindi è + p



° più fondamentale : a n finito sopravvivono le

componenti casuali del problema e il valore

stimato ha fluttuazioni casuali che possono

sensibilmente cambiare il valore della stima

problema 2 trovare un range di valori
"

ragionevoli
"

di p attraverso i dati .

Ricordiamo il teorema di De Maiore - Laplace (b= - a = g)

np-qnph.pt E sn < np + qÈ
con probabilità

{ § ÷,

e

' ? ""
= 2¢ (a) - 1

dove
9

Òcq) = {
•
È e- Ì
"

da
-

è la funzione di ripartizione di una Gaussiana standard

P
-

9 ¥-107 E f E p + qÈ
rn

f- ¥ ipp E poi È + 9gPHI

In conclusione

pe ( F- In TÈ , p +9g Ep) )
con probabilità approssimativamente a FG ) - 1

Osserviamo che
p
(1 - p) E ¥ quindi

PE ( F -fa , f + Gn ) con probab .

= 2 § la ) - 1

quartiere di ordine de [0 ,
1 ] e il valore q a tale che

F- (G) =D

Chiara Di Sano




( funzione inversa di § )

2 § cq ) - 1 = d § cq ) = agg

a
-

a.
:

2 § (9) -1 50 % 75% 90% 95 % 99%

9 0
.
77 1.15 1.65 1.96 2.58

problema 3 possiamo
"

mettere alla prova
"

i valori

"
candidati

"

di p che abbiamo determinato ?

Dato un valore po , scoprire se p. è compatibile con i dati

inP
TÈ> → ±

Partiamo dall' ipotesi che effettivamente po sia un

buon valore di p .
Possiamo allora stimare

TÈ Tripp.)
e quindi studiamo

in F- Po
PoHp#

= 9
-\

Se
q è grande

•

po non è il valore adeguato
• è accaduto un caso fortuito e raro

se q è
"

piccolo
"

•

po è plausibile



Problema 3. 
Siano X e Y variabili aleatorie indipendenti, dove X abbia distribuzione geometrica di 
parametro 1/2 e Y abbia distribuzione di Poisson di parametro 1/2. Sia (Un)n≥1 una 
successione di variabili aleatorie indipendenti e tutte con la stessa legge di U = X − 2Y . 
Stimare n affinché le variabili aleatorie Sn = U1 + ⋅ ⋅ ⋅ + Un superi il livello 2n con probabilità al 
più 0.1.

Conclusione

• stima dei parametri statistici

•

regioni di fiducia
• test statistici

Esercita2-
.

8

28 - 04 - 2021

( Di Gesù )

fa > o P [ I Sn - E- [ Sn] I 7 a ] E fa Var [ Sn ]
E[Sn ] = E [ [ vi ] = È

,

E- [Vi ] = n

E [Vi ] = E [ ✗ - ZY ] = E [ ✗ ] - 2 E [ Y ] = 2 - 2 . { = 1
P [ ✗ = K ] = ( I )

"

p [ Y = i ] = è
%

1

zii !

Var ( Sri ) = Vare ( [ vi ) = È
,

var lui ) = È
.

(E [ vi ] - E [ vi ]
'

/ =

= È
.

( E [ vi ] - s )

Van ( v ) = Var ( ✗ - 2 Y ) = Van (X ) + Var (-2 Y ) = Van ( X ) + 4Var (Y )

= 4
Var ( X) = ( e - È )

= 2

E
Var ( Y ) = 1

2

Var ( Sri ) = E÷
,

4 = 4 n

P [ I Sn - n / = a ] ± % , - 4 n



Problema 6. 
Sia X una variabile aleatoria con media nulla e momento quarto finito. Dimostrare che esiste 
una costante C > 0 tale che per ogni ε > 0 ed ogni intero positivo n
P[∣Xn∣ ≥ ε] ≤ C/(ε^4n^2) , con Xn la media empirica di n copie indipendenti di X.

a= n P [ I Sn - n / = n ] ± In > . 4N

I Sn - n | = n ⇒ Sn - n 7 n ✓ Sn - n E - n

P [ Sn - n = n ] < IP [ I Sn - n t an ] ± fa .

4 n

P [ Sn = In ] E In

§ = 0 . 1 n 7 40

soluzione gotg :

P ( sn > zn ) = P ( ès
"

> e
' " ) E e-

""

E èsn
T
Mark

= e

-2" "

E [ e
'"
] . . . E [ è " ]

= e-
""

[ E [e'
×
] ]

"

[ E [e
' " "
] ]
"

= è
n [27 - log È [e

"
] - log le [ e-

2" " ] ]

¢ (d) basta trovare il te 1011 ) > 0

( n 7 23 )
NON implica E [ ✗

'

] = O
Hp 1 / Hp 2

Th
Hp 3

"

Più momenti si hanno e più la media empirica converge alla
media in probabilità " → idea

P [ / In / = E ] E C

E
"

n
2

✗ 1
,
. . .

,
Xn indipendenti

4

In = X
,
+ . . . + ✗ n

n

media empirica essendoci il fattore E
,

ottenendo una stima

ragionevole riusciamo

a dimostrare la tesiper la disuguaglianza [÷i¥÷i ) " ]Tien omogeneità delPCI XII
"

= E
"
E fa E [ In

" ]
valore atteso

↳ 1 In 17 E poiché è tutto positivo
1



2 [ È È ✗ i Xj XK ✗e ]f-¢ E [ Ìsj! > µ , e. .
I. → perché è la

4
"

potenza di
un polinomio

,
= 1¢ È ÌÌ E [ ✗ ixjxr.ie ] )④ i-sj-IK-il.es- → sono n

"
termini

linearità \ ma essendo indipendenti
del valore atteso voglio ottenere n

'
ci sono delle cancellazioni

e↳ cancellazioni
Gli indici possono essere tutti uguali , uguali a due a due ,

oppure diversi .
Prendiamo ad esempio il caso j = K = lei diverso :

allora avrei
, per indipendenza : le [ ✗ i ] E [ Xj

>

] = 0
.

--
= O Hp 1

lo stesso ragionamento vale per gli altri casi in cui gli

indici sono diversi
,
tranne nel caso in cui lo sono due a due .

Allora gli unici casi ammessi sono : per lo scopo
dell' es .

basta
• gli indici sono tutti uguali i> in modi > che è un num

finito
•

gli indici sono uguali due a due
i> hln - 1) . ±!

= 6min-1)

scelgo
'

7 2 ! 2!

il 1° num scelgo T
"
il 2° num

"

anagrammi
"

combinare
.

A
È di AABBti

☒ [ In
"

] =

In" ( È E [ ✗ i
" ] +6min - 1) E [ ✗ i ] E [ Xj ] ) =l'=L
t

momento quarto
t t "

pz
che chiamo 8 momento secondo

che chiamo p

= [¢ ( n St Grip
'

-6nF
'

) = 1- ( Grip
'

+ ( S - 6ps
' ) n ) '

h 4

= % ( 6 po
'

+ S - 682) volendo si potrebbe
n

' "

aggiustare
"
in questo

[ modo : 6ps
'
+ n④ + D- 6ps

'

) =

=
St 1 > o

n

Torniamo alla
stima iniziale

p [ MI | = E ] = e 6 po
'

"

{
«
na
( + S - 692)
÷
poiché questa è
una costante la
tesi è dimostrata



Problema 5. 
Sia Z = max{X^2, Y^2} con X, Y variabili aleatorie standardizzate aventi covarianza ρ.
(i) Si mostri che E[Z] = 1 nel caso particolare in cui ∣ρ∣ = 1. 
(ii) Si mostri che in generale valgono le stime 1≤E[Z] ≤1+ 1−ρ^2.I

( i ) Y = %⇒ × + E [× ] ⑦ sd (Y) E [ × ] poiché Ip / = I
soci)

per via del modulo

Y = ± × → poiché / cav ( X, Y) / = 1
C'è una relazione

-2 = maa } ✗
'

,
Y
'

{ lineare : Y = axtb

-2 = maa } ✗
'

,
✗
'

{ = ✗
<

E [ Z ] = le [ ✗2) = Var (×) - E [ ×] = 1 ✓

ragionamento gdg :
Ii) Z 7 ✗ 2 ovvio → E [ Z ] = 1 passando al valore

atteso b- 0 (per forza )
mai } S , t } = St t t t t -SI vero i"

e passando al momento
z Generale

secondo si era a
'
= 1

⇒ a = ± 1
2- = { ( ✗

'
+ Y
'

+ / ✗ 2- YY )

⇒ E [ Z ] = { ( E [ ✗
'
] + E [ YZ ] + E [ I ✗ '- YY ] )

→ vai ✗ = a VIMY -1linearità
> perché ✗ e Y sono

le [ Z ] = 1 t { E [ I ✗
- Y Il ✗ 1- YI ] standardizzate

"

f- (1+1)
\-

diff. di quadrati

⇐ : cov è un prodotto scolare

E-[ AB] = cov (A ,
B) perché sono standardizzate

Disuguaglianza di Cauchy - Schwartz

E [ AB ] E II[Ai] E [ 132 ] (vero in generale)

a = / ✗ - YI

13=1 ✗ + YI

E [ I ✗ - Y Il ✗ + ✗ I ] E ✓ E- [ ( ✗ - Y ) ' ] E [ ( ✗ + y )'] =

E [ ✗ - Y ] = Var (X ) +Var ( Y ) - 29 = 2 - ap

E- [ ✗ ty ] = 2+29
E [ I ✗ - Y / I ✗ + YI ] E V4 - 4 p ' = , / 1- p

'
→ ÉZ ]ti + le - pz



Problema 8. 
Un sacchetto contiene m gettoni, contrassegnati dai numeri da 1 a m, con m ≥ 3. I gettoni sono 
estratti con la seguente modalità: ogni gettone estratto viene reinserito nel sacchetto dopo la 
successiva estrazione. Per n ≥ 1, sia Sn il numero di volte in cui il gettone m è estratto nelle 
prime n estrazioni.
• Calcolare la media di Sn.
• Calcolare la varianza di Sn.

{ 1 esce ③ alla K - esima estrazione
• Sia XK =

| o altrimenti

E- [ ✗ × ] =P [ ✗ « = 1 ] = :

pi,

Pe
= 1m

pz = M - 1
1

= I
m m - a M

1
"
estr

.
2" estr

.

1

ps = 1- 1- + mm-t-m-L-m-tl-m-km-2.me = 1m
di ,M-1_i _, Thè, m ( M- 17 m (my
1" e . 3" e . 19 e . 2 " e .

3' e
.

Per induzione pr,
= £ YK

E [ Sn ] = E [ [ X . ] = In

• Gli XK NON sono indipendenti

Var ( Sri ) = Ì E [ Xxx
,
] - ( Fn )?

K,j- 1-
spezziamolo nel
caso in cui k=j I

= 2 [ E [ ✗ nxj ] + n

m

- ( Tn)
'

kzj

n- I h - K- 1

= 2 -2 [ E [ ✗ ✗
X
" + ,

] + In - ( b )
"

K=] j-o

⑦ Affermazione K = 1
,

. . . ,
n - a ltj = 0, . . . , n- K - 1

E [ ✗ ✗ ✗ ✗
+ jts ] =P / Xnij +1=1 ,

XK = 1) = [ < [ 1- ( Im )
i
]

Dimostrazione per induzione

caso in cui j # 0



Van ( Sri ) = n ( m - 1) ( m - 2) +2
+
2 ( m- 1 ) ( ( 1 - m )

" "
- 1 ]m

3 pm
4

Dimostrazione ⑦

Fissiamo K = 1
, . . . ,

n - 1

•

j = o ✓

•

sia j = 1 , .
. . ,
n - K - 1

Assumiamo che sia vera l' identità per j - 1

ovvero P ( ✗ ✗ + g- = 1 ,
✗ K = 1) = ÷, [ 1 - ( - E.)

i"
I
-

Allora P ( ✗ ✗ + j+ a = 1 ,
✗ K

= 1 ) =P / ✗ ✗ +g- + a
= 1

,
XK + j

= 0
,
✗
K
= 1)

= P ( ✗ktj + ,
= 1 / ✗

✗+ j
= 0

,
✗ K = 1) IP ( ✗ * = 1) =

= P / ✗ ktj + e I ✗ K +,
_

= 0 ) IP ( ✗ ✗ + j
= O I ✗ ✗ = 1) IP ( ✗* = 1)

ti E > o

P ( | f- - [ | > E) " → °

, o
( Chebyshev)

lezione 16
03- 05 - 21

(Romito)

Dei 3 problemi visti la scorsa volta solo il primo trova una reale soluzione

soddisfacente per il suo apporto matematico

TEORIA DEGLI STIMATORI

idea : vogliamo lavorare su un modello probabilistico ma questo
dipende dai parametri , che in qualche maniera ci dicono
come sono distribuite le v. a . che entrano in gioco nel modello
che descrive il fenomeno , dunque lo sp . di prob . dipende
in qualche modo dai parametri .

Modello statistico :

④ insieme di valori dei parametri
"
theta maiuscolo

chiameremo modello statistico la terna (r
,
7
,
Po ) @e④

Supponevo che il modello sia non banale ovvero



se 0, + Or
,
allora Po

.

* Po
,

cauzione Sia ( Mo) oe una famiglia di probabilità ( su R o
È

o insieme di simboli
,
etc . a seconda del fenomeno )

Un campione di h individui estratto da una popolazione di legge

ma è una famiglia %
,
. . .

,
✗
n di v. a. indipendenti e con legge ma

✗
1
,

. . .

,
✗
n indipendenti su Gm (R

,
7
, Po ) Bernoulli di

✗ parametro o

per ogni 0 : Xi
,

. . .

,
Xn hanno

ognuna legge mo

Osservazione Possiamo generare un modello statistico atrrowerso un campione

Supponiamo che le v. a. del campione siano reali . Assegnate (moto.

probabilità su R ,

a = R
"

3- = BAR
"

)

° caso discreto Pollan
,
. . .

,
In } ) =

.

mo l } >ci } )

°

caso continuo Po con densità
.

fa (sci ), dove f-o è la densità

associata a mo

✗ i : r ' IR come ✗il w ) = wi

statistica Una statistica
,
all' interno di un modello statistico ,

è una variabile aleatoria che non dipende dal parametro

stimatore Una statistica che è in funzione del campione

esem-pio-1.li , -
. .

,
Xn campione ,

allora Xn è uno stimatore

2.✗ 1 ,
-
. .

,
Xn campione , [ ( ✗ 1 + . . .

+ ✗
n ) è uno stimatore

la sola definizione di stimatore non è sufficiente dobbiamo
capire quando uno stimatore è

"

buono
"

e quando no

stimatore corretto ( o non distorto ) (r
,
7
,
Polo e modello statistico

,

✗
1
,

. . .

,
Xn campione ,

U è uno stimatore corretto se
valore atteso
valutato rispetto→ E-

o
[ U ] = O per ogni 0 c- ④

a Po



T

poiché ci sono un' infinità di spazi di probabilità , ne fisso uno

Talvolta non troveremo stime del parametro ma di funzioni del paron .

stimatore corretto : E [ Òn]→ 0
,
successione consistente ( Òn )» ,

: Òn in Proba" > o

esempi 1 .

✗ 1
,
. . . ,

✗ n campione estratto da una popolazione di Bernoulli

di parametro p allora la media empirica E = In ( ✗nt . . . + Xn ) è

uno stimatore corretto Ep (F)=p ( ma anche E [ ✗ e ] =p )

2 . Come prima ma la popolazione è geometrica di parametro

p ,
allora Ep [ E ] = =p ( ma anche E [ ✗ , ] = f)

quindi I è uno stimatore corretto di Olp ) con Olp) = ¥

successione di stimatori asintoticamente non distorta :

( Òn) nos tale che E [ Òn ] ' 0
> più corretto : successione di stimatori

Stimatore consistente ( asintoticamente non distorto )

su un modello statistico (r
,
7

,
Polo e per ogni n sia

dato un campione di numerosità n estratto da una popolazione

di legge ma ,
dove (moto c-⑦ è una famiglia di probabilità .

La successione di stimatori (Un ) nza è consistente se per ogni

0 c- ④ e per ogni E > o idea : più num .
è il

campione , più esperimenti
live Po [ / Un - O I 7 E ] = O facciamo, più si ha un buon
n → a risultato (sperabilmente )

( Anche in questo caso vale la definizione più generale per l'approssimazione di
funzioni parametro)

Rischio quadratico : Se U è uno stimatore di 0

Rolv ) = E
• [ (U - OÌ]

il rischio introduce un ordinamento parziale tra gli stimatori :

se U
,
V stimatori

,
U è preferibile a V se Ro ( U ) E Rolv ) V0 e

Vogliamo trovare un metodo per determinare stimatori di parametri



Nel seguito considereremo un campione ✗
^
, .

.
.

,
Xn estratto da una

popolazione di legge ma per 0 E ④

• caso discreto : ma è una legge discreta identificata dalla densità

discreta po

•
caso continuo : ma è una legge ass . continua identificata dalla

densità f- o

verosimiglianza :

{ Po (an) . . . .

°

Po ( In) caso discreto

Lo (V1
.
. . _ ,
✗ n ) =

| § , (× . ) . .
. .

. g- • ( an ) caso continuo

Nel caso discreto :

Lo ( sci
.

. . .

,
an ) = Po ( X , =

×
,
) P ( X , = >Ca ) . -

. IP ( ✗ n =

sen )

Prob
.

di ottenere ciò
^

= Po [ ✗ i = scn , ✗ 2
= 22

,
.
. . ,
✗
n
= scn ]

chesi è osservato

che cos' è quindi la verosimiglianza ?
Date i valori sci

,
scz

,
. . .

,
sen che sono i possibili esiti/ realizzazioni

del campione la verosimiglianza è la probabilità che il campione
abbia esattamente quei valori ☐ Ci chiediamo quanto siano verosimili

quei valori .

Esperimento D Risultato ☐ osservazione dei parametri i> Quanto è

verosimile ?

Nel caso continua la verosimiglianza ha lo stesso significato, ma
dobbiamo rapportarci ad un modello continuo > integrale anziché somma

stima di massima verosimiglianza :

Dato un campione di numerosità n di legge ma ,
sia lo la

funzione di verosimiglianza .
Uno stimatore U è uno stimatore

di massima verosimiglianza se

valore del ↳ u ( ✗ 1 ,
. . .

,
✗ n ) = sup Lo / ✗ 1 , ✗ 2

,
. . .

,
✗n )

parametro OE

Significa per 9.0 .
W

Lupo, ( Xi ( W ) , Xr ( w ) ,
. . .

,
Xnlw) ) = sup Lo / ✗ilw ) , . . .

,
Xn ( w) )

0 E



esempi : 1 . popolazioni Bernoulli di parametro p ④ = [ 0,1 ] p parametro

Pp ( X ) =p
"

( 1 - p )
" "

se c- 10,1 }

(
p
(Ue

,
. . . ,
In ) = p

"" + ' - - + In
{ , - pyn

- (Int . . . + scn )

Se ✗
,

. . .

,
Xn campione , dobbiamo massimizzare

✗
media empirica

n - F

P '→ Lp ( ✗ ^ , .
. .

,
✗n ) =p

" I
( n - p) spesso conviene

massimizzare il

log Lp ( ✗ ^ ,
. . .

,
✗
n ) = ne logp + n ( 1- E) log ( 1 - p ) logaritmo della

funzione↳
come si massimizza ? con il calcolo differenziale

NI Noi stiamo massimizzando il parametro

Yp log Lp = ne
_

n ( ^ - I ) tap log Lp = o se p
= E

p 1- p
abbiamo trovato

¥-2 ( log LP ) p = e
' 0 il massimo

2
. Campione da una popolazione geometrica di parametro p → E
↳ tecnicamente e non è uno stimatore corretto perché E = f- però
è una stiva . corretto di un'opportuna funzione dello stimatore

3
. Campione di una popolazione Poisson di parametro il > o → e

↳ la media empirica è uno stimatore corretto

4
. Campione da una popolazione uniforme di parametro 0 > o

densità → f-o (d) = § # [o , o, ( SC ) sc E R

Lo ( sci
, . . . ,

>Cn ) = Ò
"

[ o , o]
(Za ) .

. .

#
[o
,
o ]
(Rn )

Osserviamo che [o , o ]
(SC ) =

[ × ,
co )
(0 ) e che

[o , o ]
(Za ) . . . .

-

[ o , o ]
(In ) =#

[×,
,
co )
/ 0 ) . . . _

'

[ ✗ n , io )
(0 ) = #

[maxi >↳ ,
. . .

,
>Cn ),+ a)

(°)

quindi

Lo ( ka ,
. . .

,
Jcn ) = Ò

"

[maxi >c, , . . . , >Cn ) , tu )
( °)

~

Dato il campione ✗ 1
,

. . .

,
✗
n

:

:Lo ( ✗ ^
,

. . .

,
✗n ) = 0

' "

[ maxcx. . . . . , xn ) ,
+ d)

(0 ) = Ò
"

i:\Quindi
Max/✗ n , . . . , XD

Ò

✓i grafico di la



In questo caso lo stimatore di massima verosimiglianza non è
la media empirica ,

che rimane però uno stimatore quasi corretto

Osservazione Nel contesto precedente
o

Eo [ ✗ i ] = fra f-
•
(a) doc = Io { oc da = E

2

Un altro stimatore
"

naturale
"

per il valore del parametro 0 è

u÷É
Vogliamo confrontare i due stimatori
• Sia V = Max ( ✗ ^

,
. .

.

,
✗n )

• Rischio quadratico per U

Eo [ ✗ i ] = § Varo (✗ . ) = 02
-12

quindi E
,
[ U ] = 0 ( corretto) e

Ro ( v ) = Eo [ ( U - 01
'

] = Varo ( U ) =

§. . NÉ = È

Vista come succ .
di stimatori Un = In È

,

✗⇐ ,
/ Un /

no ,
è consistente

grazie alla disuguaglianza di Chebychevi

Po [ 1 Un -017 E ] E &, Varo ( Un / = Ò
sta
→ °

• Rischio quadratico per V

f-v0 (a) = Po [ V E a ] = Po [max (Xi
,
. . .

,
✗n ) « a ] = Po [ ✗ ^

' a
, .
. .

,
Xn E se]

= ÌT Po [ ✗ i « x ] = F! (x )
"

i = ]

Se sc e [ o
,
o ] FI ( SC) = (%)

"

in quanto Fx? ( sc ) = È per se e [0,0]

la densità è quindi

f- • (a) = no
- "

×
""

[ o, o ]
(sc)

calcoliamo i momenti di V : se K = 1

O

☒
•
[ V

"

] =L
,

x
"

f- • ( sc ) da =L no
_"

×
" "" da =

ninja
"

quindi



ELV ] = n o ELV
'

] = n o

n + I n + 2

<

e

Rolv ) = Eo [ ( v - OÌ ] = E. [ V ' - ZOV +0' ] info
'

- 2¥07 Ò

= 202
(nt 1)( n + 2)

In particolare anche questo stimatore ,
visto come successione

Un = max ( Xi
,

. . .

,
✗
n ) costituisce una successione

consistente di stimatori

Per la disuguaglianza di Markov

P [ lvn - o / ZE ] =P [ (Un - a)
'

= E
' ] E §, Rollin )

= 202
{
' (nt1)(ntl)

•

centralità

Rolv ) =¥ Rolv ) = 202
(n+1)(n + 2)

quindi V è preferibile a U ( perché Cnt 1) ( htz) > 3m )

Una media empirica che è corretta è automaticamente anche consistente ( LGN)

Modelli esponenziali Supponiamo !CIR

•

caso discreto : sia mo probabilità sugli interi con densità po

tale che esistano co > 0 e due funzioni

T : IN → R e g : IN → R

tali che Polk ) = Cog ( K ) e
'""'

K e IN

• caso continuo : siamo probabilità su R con densità f- o tale che

esistano co > 0 e due funzioni misurabili

T : IR → R e g : R → IR

tali che f-• (x ) = Cogne ) e
'""

✗ c- IR



eseinpi 1 . popolazione geometrica

Polk ) =p ( 1 - p )
"- '

= ÷, e
login - p )

¥
ÌIK ) > non è strettamente importante che ci

g-- 1 sia co"
"'

ci può essere anche una
2

. popolazione esponenziale funzione iniettiva/ invertibile ( come log )

fol >c) = le
- ""

[o
,
a) (sc )

= A
[ o , • ,
(a) è

t'⇒

↳ I 1

ci gcsc)

3
. popolazione uniforme

folk ) = Io [o
,
o ]
(SC)

è questo un modello esponenziale ?

Osservazione : lo stimatore di massima verosimiglianza è per

definizione a valori in !

Lezione 17
04 -05 - 2021

teorema ( Romito )

supponiamo ④ CIR aperto . Supponiamo che la

famiglia (moto e .
Sia un modello esponenziale ,

overo se f-o è la densità associata a me allora

folk) = caga) cotta)

dove co > o e g
: R → IR

,
Ti R → IR funzioni misurabili

tali che

• × ↳
g C)
c) 1- (a)Zèlt

' >c)7
integrabile per ogni • c- ④

Consideriamo per ogni n un campione di numerosità

n estratto da una popolazione di legge ma e supponiamo
• lo stimatore On di massima verosimiglianza

esiste in ④ per ogni n

Allora ( Òn )nzn è consistente

Chiara Di Sano

Chiara Di Sano

Chiara Di Sano


Chiara Di Sano

Chiara Di Sano



che Poniamo

µ ( 0 ) = log /gia) È
""
doc = -

log co co = e-
" ' ° '

calcoliamo la derivata di 4 .

Ricordiamo il teorema

di derivazione sotto il segno di integrale
Data f- ( t , × ) tale che

• se ↳ f- ( t , × ) integrabile per ogni t

• t → f- ( t , × ) derivabile per 9. o .
se

• I de f- ( t , × ) / E hcx)
,
con lr integrabile

allora § / f- (t , × ) di =/ 4. f- ( t , × ) dse

Infatti
I

% ✗ ' ° )
=

gg eotcxgd,
% / 8" ) C°

""
di = Co fgcx ) 1- (×) e

' ""

di =

= / Tlx) f- • (× ) dx

Ricordiamo che il campione Xp . .
.

✗
n
ha legge ma

= E [ 1- ( ✗ ^ ) ]

d
'

do ,
410 ) -_% Y' ( 0 ) = è ( e

' " '"

/ gcx ) 1- ( × ) e
' ""

d × )

= - ( Y' to ) )
'

+ (o / gli > 1- ( ✗Ì e
' ""

dx

= - ( E
, [ T ( ✗ . ) ] )

'

+ / 1- (× )
'

f- • ( × ) dx

= - (Eo [ 1- ( ✗e) 1)
'

+ E [ 1- ( × . )
'

]

= Varo ( 1-( X . ) )

In particolare µ
" (a) = Varo ( 1- ( ✗^ ) )

Mostriamo che Y
" / 0) > o

per ogni 0

Supponiamo invece che 4
"

( 0) = O per un valore di 0 .

Quindi

Var ( 1-( ✗d) = 0 > 1- ( ✗ ^ ) è costante ma
-

9.0 .



Ma le mo sono mutuamente assolutamente continue e assolutamente

continue con la misura di Lebesgue .
Quindi T costante g. o . contro

l' ipotesi che il modello sia non banale

scriviamo la verosimiglianza

Lo (Xi
,

. . . ,
In ) = fa ( sci ) f-• ( za ) .

. . fa ( sen )

otiti)
)log Locri , . . .

,
>Cn ) =

;
logfo (sci ) = È log ( e

' """

g. ( Xi )e
i. = a

= - n 410 ) + È
i. = > G

'>ci ) +0¥
,

1- ( ✗ i )

ddologlo ( sci , . . .

,
an) = - n 4

'

/ 0 ) + È
,

1- ( Xi )

µ
'

/ Òn ) = [ È
,

1-( ✗ i )

Òn = (4)
"

(IÈTC Xi ) )
n i. = e

concludiamo : fissato 0 e
•

per la legge dei grandi numeri ( in (a. 7,1Pa ))

In :-[ 1- ( ✗ i ) in probabilità , Eo [ 1- ( ✗e) ] = µ
'

( o )

Poiché ( y
'

)
"

è continua

Òn = ( 4
'

)
"

( IÈ
,

Tcxi) )
" no! ( 4

' )
"

( 4
'

/ 0 ) ) = O
☐

lemma Se ( ✗ n ) nz ,
v. a

.
e supponiamo Xn → l in probabilità

dice Fissato E > o per continuità esiste S > o tale che

la - ll < S ⇒ 191 >c) - all ) / < E

Quindi

{ 19 ( ✗ n ) - ale ) I = E } c) Ixn - et ad }

Quindi

P ( 141 ✗ n) - Yle ) / = E ] e P [ lxn - e / 7g ]
"→ •

> o
☐



lo stesso teorema nel caso discreto

supponiamo ! CR e (moto e Sia un modello esponenziale

ovvero

Polk ) = Coglk ) è
"")

K E IN

tale che

• È
*⇒

(o glk ) 1- ( K)
'

e

" " " " +
< cs per ogni 0 e ④

Consideriamo per ogni n un campione ✗
e ,

. . .

,
Xn di

numerosità n e legge ma e supponiamo

• lo stimatore Òn di massima verosimiglianza esiste in !

per ogni h
, g. c .

allora ( Òn )
, = ,

è consistente

Osservazioni 1
.

lo stesso risultato vale nel caso

multidimensionale ④ CIRO

2 .
lo stesso risultato vale se

li a) Toc)f-{ d) = Co g ( sc ) e

con l differenziabile e iniettiva

REGIONI DI FIDUCIA

Regione di fiducia Dati un modello statistico ( r
,
7

,
Pa)
, e @

e un numero de ( 0
,
1 )

,
un sottoinsieme aleatorio Dc

è una regione di fiducia per il parametro o il livello

di fiducia 1 - d se per ogni 0

Po [ FED
,

] 7 a - a

} w : OEDCW) }

Esempi 1
. popolazione di Bernoulli Xi

,
. . .

,
Xn

Pp |
Hit

. . .
+ ✗ n - npl

< g) = 2¢ (g) - 1✓ np (1 - p)
-

Chiara Di Sano
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( $ : funzione di ripartizione di una Gaussiana standard )

Dato a

2 È (g) - 1 = 1 - d ☐ (g) = 1- È

ovvero 9=9 , - § (quantica di una Gaussiana standard )

Osserviamo È E § .
Quindi

pe ( E - TI 91 - ± )
un probabilità ( approssimativamente ) 2 § ( 9 , _ ± ) - 1 = 1 - d

2
. Popolazione Gaussiana di legge N ( m

,
02 ) e supponiamo di conoscere

il valore di 0
.
Allora

2- = ✗ it . . .
+ ✗

n
- nm

orn
M = I _ o z

nr

Z La legge NIO ,
1) .

Come prima

me ( e -£9 , - § ,
I +£91 . ;) con probabilità e - a

Quantità pilotata Una quantità pilotata è una funzione

del campione e del parametro tic .

1
. invertibile rispetto a 0 ( dato il campione)

2
.
la sua legge non dipende dal parametro

quantica Sia F una funzione di ripartizione .
Se ✗ c- (0,1 ) ,

il quartier di ordine d per F è ogni numero q tale che

f- (g) =L

F ( a- ) E d dove Noi) - lineFly )
y → a-

osservazione Ogni mediana è un quartier di ordine 72

esercizio Dato ✗ c- ( 0,1)

qui = Inf / sc : Fca ) =D } 92 = sup } × : Fiè) E d }



allora •

9 , E 92

•

ogni sc e [ 9 > , 92 ] è un quantica di ordine 2

TEST STATISTICI

Qual' è l' idea ? Abbiamo un fenomeno da studiare e lo

parametriziarno .
Ad esempio nel lancio di una moneta

definiamo la quantità che indica la probabilità che esca una

faccia piuttosto che l'altra ; poi possiamo formulare un modello

in cui ogni lancio è indipendente dagli altri ma ha la

stessa distribuzione
,
cioè che esca la tal faccia con tale

probabilità ,
che è il nostro parametro .

Vogliamo mcttereallaprovaquestomodI.in che modo ?
Testando le ipotesi : noi ci concentreremo sul test statistico relativo

ai parametri in gioco , ma è possibile mettere alla prova tutte le ipotesi .

Ad esempio : verificare una certa distribuzione ( test delÀ) ecc . . .

Cosa può andar bene ? Cosa può andar male ? Possiamo basarci

solo sul campione , dunque l' idea di fondo è quella di decidere se

il valore del parametro che ci è stato proposto è compatibile col

campione oppure no .

Il test ha un risultato significativo quando

riusciamo a rifiutare l' ipotesi che ci è stata proposta .
Al contrario

,

se non riuscissimo a rifiutare l' ipotesi avremmo trovato una sola

istanza del campione che funziona ,
ce ne potrebbero essere

altre in cui non funziona .
Non si rigetta la realta

'

ma il

modello
. Se non possiamo rigettare il modello , lo si tiene

finché non si trova un' istanza per il quale non funziona .

I test statistici sono la base del nostro approccio quantitativo alla realtà .
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Problema 4

Sapendo che , per definizione di massimo , per un

certo sc
,
P [ mai } ✗ ^ , . . . ✗ n } = >c) =P [ ✗rex , . . . in < x ]

si era che la f- di distribuzione di U = mai }× , . . .

,
in}

è F
,
/ a) =P [ U -

<
µ] =P [max } ✗ 1 , . . . , Xn } E u ] =P [ ✗ ^ su , . . . ] =

= IP [ × , E le ] .
. .
IP [ ✗ n tu] = Fa ( n ) . . . Fn ( n )

la densità di U
, fu (n) , si trova facendo la derivata

di Fulvi ) : fu (a) = Fa
'

/ 4) = d ( Fn ( n ) . .
- Fn ( n ))

du

Per il minimo ,
invece

, sapendo per def . , per un certo

2
,
P [mia } ✗1 ,

. . . ,
in } > se ] =P [ ✗ a >× , . . .

,
Xn > se ]

si ha che la f-unz . di distribuzione di W = min} Xn , . . ,
in}

deriva da 1 - Fw (w> = P [ w > w ] =P [ X , > w ] - - - P [ xn > w ] =

= (1 - IP [ × , e w ] ) - - - - = ¢ - Fn ( w ) ) . . . .

Perciò Fw ( W ) = 1 - ( 1 - Fn ( n ) ) - i - ( e - Fncw ))

la densità di W
, fwlw ) , si trova facendo la derivata

di F-wlw ) : f- w ( w ) = Fw
'

/w ) = d ( ( 1 - Fi (w )) . . - (t - Fn (w )))
o
w

Nel caso in cui f , = . . .

= f- ref (quindi ti = .
. .

= Fn = F)

si ha :

f- ulu) = Éulu ) ⇒ fu (ut dFjy→ = n F
" "

( y) F
'

(a) = h F
" "

/ a) fin )

f-wlw ) = FLIW ) ⇒ fwcwt. -d÷
"

= NG -F (n ))
"

fcw )

In particolare se f- è la densità di una v. a .

uniforme su ( 0
,
1 ) si ha f-(sc ) = 2 e FC >c) = sc

Perciò si ha f- • ( n )
= nun -1 e fw (w ) = n ( n - w )

" "



Problema 5

• P [ Y < 2 ✗ ] =/ f-⇐ ,»
( x

, y ) dydsc = § joy , pc > s , y > x } dydsc =

IR ✗ ( - W
,
2x )

+ co 1- lo _ _
20C

= 3) I
"

§, dy da =3 { % , ( y
. ,

doc = 3)
+

% da =

e ✗
° §

,
20C

"

= :[÷. /
"

= :
-

e

• Io : a → B
,

( sc
, y )

= so
, § ) , dove A- = } (x, y ) E È / x > 1

, y >× }

D= } ( u ,v) c- È / uso
,
ve (0,1 ) } è un diffeomorfismo .

¢
"

( n
,
v ) = ( occa

,
v)

, ycu ,
v) ) = (e

"

, gi )
↳
perché
100¢

'

= Id

DI ( n
,
v) da ( n

,
v ) l

"

0

du du

=

I
"

-

a

= è
DY ( n

,
v) dy ( n , v ) v2

du du v Fu

( X
,
Y ) = ( U

,
V )

, quindi , per tuo .
di cambio di variabile

,

f- ( v.v ) ( u it) = f- (× , ×, ( ✗ tu ,
v)

,
Yiu

,
v) ) / Jq-1 (n , v ) / = 3W

e
>" gru

B
è
"

I
=

= 3 è
>"

} uso ,
velo,

s ) } = 3è
>"

u > o ve (0,1)

Quindi f- • (a) =3è
>"

a > o
e f- ✓ (a) = vero

,» ,
cioè

Un cap (3) , Un Unif (0,1) e UIV
↳ indipendenti

Problema 6 sol . di gdg per
l' indipendenza

~ indipendenza ⇒ tu ,
v

U = ✗

✓ = ± PIU .cn
,
Ver ) #Plan) Plur )

✗
' ' l '

÷"
> PIÙ > = o

*

Y I 0

→ non sono indipendenti

VE - 1 i

punti che hanno tan E 1

UE -E ' punti che hanno cos E - E
2



Problema 2

• - Verificare che p è una densità .

I) positività : pcsc ) = 1

It ( 1 + sci)

= ° ↳CEIR

ii) Dobbiamo vedere che ↳ pcsc > = 1

{
+0

1 da =
1 { 1

it e + «
ad" = ¥ [arctancscY.io?f(I- + f) = 1

- •
ITL1+ sè) = I

- Funzione di ripartizione

Fx Cz ) = /
£

^
doc Cauchy ammette densità dunque

-a tata) è assolutamente continua

= . . . = ¥ arctaucz ) +
1

2

- Media e Varianza
+ io

Non ha media perché { I >ci pc>c) doc < + a

- A

NBLT Possiamo vedere "

a occhio
"

che l' integrale improprio
non converge perché ¥, converge solo per & > 1 (sia in [ che in S)

NB La LGN non vale per Cauchy → perciò ¥ E [ ✗ ]
Var [ ✗ ] = E [ ✗

'

] -E→ non esiste

⇒ Di conseguenza neanche la varianza esiste

• - calcolare la legge di Y = ✗
'

attenzione ! 9 : IR→ È q
"

: R → R NON È UN

DIFFEOMORFISMO

scusi ytty ( y non è bigettiua)

Per calcolare la legge di Y si potrebbe passare alla

funzione di ripartizione e poi derivare .

- Y ha media ? No perché E [ Y ] = E- [ X
'

] e poiché ☒ [ X]

non esiste ,
non ci può essere momento secondo .



NBLT E [ X ] = o =L ¥ E [✗ ]

/ \
.

E [ ✗ ] = O ¥ E [ ✗
'

] = 0 $ E-[ ✗ ] ⇒ $ E [×
'

]

• - Z =

¥ è ben posta ? Sì perché , essendo ✗ una

variabile aleatoria assolutamente continua
,
si ha

P [ ✗ = se ] = 0
,
in particolare P [ ✗ = 0 ] = 0

, dunque
'

espressione f- è ben definita per q . o . we r
.

✓ Poiché se è un punto a misura trascurabile
a

☒ P [ ✗ c- a ] = § f-
✗

( sc) da D P [ ✗ = a ] = { f-
✗
(a) da = 0

↳ vale solo per via .

- Calcolare la legge di Z assolutamente continue

µ : R' lo } ' R ' / 01

t l ' ¥
9 È UN

y
. .

, pyyoy , ☒µ , } ☐ , e, eonore , gno

U l ' tu

¥ µ
"

( n ) = - %,
> con la formula del cambio di

variabile si ottiene la densità

sduzio-gd-giii.JP[ Y <
y ] =P [ ✗

'
E
y ] =P [ ix. Ty ] = P [ - Ty e ✗ e Ty ] =

f Ty
,con la derivata = ¥ {

ry
, + ×
,

doc = Fx City ) - Fx ( - Ty ) = ¥ arctaulty)
si trova la legge

Iii ) z > o

P [ 2- e z ] =P [ f- < z ] = IP [ ¥ « z , × > o ] + P [ ¥ < z , ✗ < o ] = P [ ✗ = È
,
✗ > o ] +

+ P[ ✗ < ¥
,
✗ < o ] =P [ ✗ = È ] + P [ ✗ < 0 ]

. . .
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TEST STATISTICI (Romito)

test (r
,

7
,
Pa )

o e
e un campione Xn

,
. . .

,
✗ n

1
.

Formulare l' ipotesi : partizionato ! = !
o
U !

y ,
④
o n a

= 0

!
•

i valori di 0 compatibili con l' ipotesi

④1
:

" " "

incompatibili

Ad esempio : lancio di monete
, p

= probabilità di successo

otto :p = 12 ( ipotesi nulla ) ④☐

= } Il
⑦

tt , :p -1-12 ( ipotesi alternativa ) ④ , = [ 0 , 1 ] ' } ! }

Ho :p 712 ( ipotesi nulla ) ④☐

= ( I ,
1 ]

tt , :p < 12 ( ipotesi alternativa ) ④ i =

[0 , f)
2. pianificazione : stabilisce quali risultati portano a

rigettare o meno l' ipotesi nulla

Identificare un evento : regione critica o regione di rifiuto
Ad esempio , nel contesto delle ipotesi ⑦

C = } w : / I - È | >
"

abbastanza grande
" }

p
→ te è dipendente dalla num . campione

ERRORI : come si può sbagliare in un test insiste sui parametri
dell' ipotesi nulla]

errore di 1
"

specie : rigettare un' ipotesi nella corretta

errore di 2
"

specie : non rigettare un' ipotesi nulla non corretta
ti

( contrapposti a esiti faresti del test : insiste sui parametri
dell' ipotesi alternativa

• rigettare un' ipotesi nulla non corretta

• non rigettare un' ipotesi nulla corretta )

livello di un test Dati un C regione critica e de [0,1 ]

Il test di regione critica C ha livello a se



se d è molto sup Po [ C ] =D ( E ti va bene uguale )
piccolo è improbabile

,
o c-④☐

,

compiere un errore il più grande
di La specie errore di 1

"

specie

che succede se l' esito capita nella regione critica ?
Rigettiamo l' ipotesi nulla

l' errore di 2
"

specie non si può controllare

potenza la potenza di un test di regione critica c è la

funzione Itc : !
,

→ [0,1 ]

definita come capacità di accorgersi

Te ( 0 ) = po [ ( ] | che l' ipotesi nulla non è

corretta
,
noto il valore

del parametro o

errore di 2
"

specie : 1 - Ic ( 0 ) p
I O parametri sono pescati tra i parametri dell' ipotesi alternativa

③ Stabilire il livello d del test e
,
tra i test di livello

d
, scegliere quello di potenza massima

escape svolgere n lanci ( n = 1000 e otteniamo 545 teste , pè f)

Xp ,
. . . ,

✗ n Bernoulli di parametro p p c- [ 0
,
1 ]

Ho :p =p.

It
, :p + po

Ì = In ( ✗ it .
. .
+ ✗n ) è uno stimatore ( consistente ) di p

Cerchiamo una regione critica del tipo

( = } le - poi > SI

determiniamo S in modo che il test di livello d
,

per un & prefissato

④o
= } po } ④ e

= [0,1 ] ' } po } ipotesi semplice

Per stabilire che il test ha livello d è sufficiente

Pp
.

[ C ] =L ( E d ma anche I d)



Pp
.

[ C ] = Pp. [ le - poi > d) = Pp
.

-

rn le
- Po '

>
in S |✓ Po ( 1- Po)

-

_
Po (1- po)

approx . Gaussiana

= a / i - ☒ ftp.T.p.is ) )
§ : funzione cumulativa di una Gaussiana standard

a / ^ - 9 ftp.T.p.gs ) ) = &

io / ftp.T.rs ) = e - ¥
in&
po ( n - po)

= 9 " - È > Si = Po G- Po)
q , _ §n

La regione critica è

c. = { I F- po > / " '[ Po ' 9 , _ ± }

esenzione ( stesso contesto )

tto : p E po Ha :p > po

cerchiamo una regione critica del tipo /E > J }

Il livello sup Pp [CI
PE Po

P [ E > si = Pp -1 in > ' nr ]
' "7 [ in > se

-

e.⇒
t

CLT È= ^ - è ftp.i.IE, " )
in quanto LE E SI sa p = po

rptp TÈ»

Determiniamo t

e- ☒ ftp.I.fp.in ) = a



ovvero

f = po +) ""-Po) q , _ an

legame tra regioni di fiducia e regioni critiche di
test con ipotesi semplici

ipotesi semplice ④ ☐
= } Oo } ④

e
= ④ ' { Oo }

• se D è una regione di fiducia al livello 1- d ,
allora

C = } w :O. -4 Dcw ) }

è una regione critica di livello ✗

Po [ C ] = 1- Po [ Oo ED ] = 1 - ( 1- d) =L

• Viceversa
,
se ( Coo ) @

☐
€ ④ sono regioni critiche nel senso

che per ogni 00 : (
Oo
è regione critica di livello 2 per

il test Ito : 0=00 74 : 0--1 %

Allora

1) ( n ) = } 0 E ④ : w ¢ ( o }

è una regione di fiducia al livello e - a

Maell a rapporto di verosimiglianza crescente

( r
,
7

, Polo e ,
( ✗ ^

,
. . .

,
✗
n )

, supponiamo ④
CR intervallo

Il modello è a rapporto di verosimiglianza crescente

rispetto a una variabile aleatoria T se per ogni 0,
< 02

Lo
,
( ✗ 1 ,

. . .

,
✗n ) è una funzione strettamente crescente di T

Los ( ✗ 1 ,
. . .

,
✗n )

esempio popolazione di Bernoulli

(o (Kr
,
.
. .

,
an ) = O

" + " - +×"

( y - g)
h -Kit . . - t an )

sci e 30, 1 }

e.
a)

" " "⇒
0. < 0 ,allora LI = ( § )

" "

( 1 - 02
Lo
,

è str
.
crescente rispetto a T = I
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(Romito )

Lo
,
( Xi

,
. . . ,

✗ n ) è funzione stretta .
crescente di T

Lo
,
(Xi

, . . . ,
✗
n ) 0 , < 02

teorema ( test unieatero )

(r
,
7

, Pa ) • e ( ✗ 1 , . . . ,
Xn ) campione . Supponiamo ! CR

modello a verosimiglianza crescente rispetto a una v. a
.

T

Consideriamo il test

tto : 0 E 0
. Ha : 0 > Oo e C = } T > S }

Allora • Sup Po (c) = Po
.
(c)

Of Oo

• il test con regione critica C è più potente di

ogni altro test a livello Pao ( c )

Per dimostrare questo
,
usiamo

lemma ( Sh
,

d-
, Pa ), e (✗ e , . . . ,

✗
n )

,
e ⑦ = } 0 .

,
On }

Sia L la funzione di verosimiglianza .

Per c> 0

(= } la Echo , }

ed il test

tto : 0=0 . It
, :O = 01

allora

• Po
.

(c) E 1Pa
,

(c)

• ( è la regione critica di un test più potente

di ogni altro test di livello Poo ( c )

die sia (
* un' altra regione critica

( è:
'
- * :*": - cià! !

"

we c

f o

£ 0

w ¢ e

= °



Ad esempio nel caso di campione con legge ass . continua

la ( Xs
,

. . .

,
Xn) = f- • ( ✗1) f- • (X2 ) . . . f- • ( ✗ n )

| ( À e - 4-
↳ ) Lo , = Po

,
(c) - Po

,

(↳ )

In conclusione

Pp
.

[ C ] - Pp
.

[ c. * ] E c ( Pp
.

(c) - Po
.

( Csa ) )
se il test con regione critica (* ha livello (al più ) Pg [ C ]

Ppo [ (* ] E Pp
.

[ C ]

quindi

Pp
,

( Cna ) E Pp
,

( c )

e il test con regione critica C è più potente

Per la disuguaglianza Ppo [ C ] ± 1Pa
.

[ C ]
,
usiamo la

disuguaglianza
( II , - Po

.

[ C ] ) ( La - < Lo
.

) E 0

integrando

o = Pp
.

( c ) - 1Pa
.

[ C ] E c ( pon ( c ) - Poo ( c ) )

din ( teorema ) ☐

Dimostriamo che 0 '→ Po (c) è monotona crescente

per 0 E Oo ( quindi snp Po (C) = Poo ( c)
0 E 00

Prendiamo 0
,
E 02

( = } T > J }

Su C Lor
= c

ovvero lo
,

7 < Lo
,

Los

Dal lemma 1Pa
,
(C) E 1Pa

,

(C)

Mostriamo adesso che il test con regione critica C è più



potente di ogni altro test di livello Pao ( c ) , ovvero che ,

se [* è una regione critica di livello Pao (c) , cioè

sup Po [ (* ] E 1Pa
.

[ C ]
0 E 00

allora per ogni 0 > Oo : Po [ ( * ] E Po [ C ]

Ancora per il lemma precedente applicato a Oo e 0

con ipotesi nella 00

Po [ ( * ] E Poo [ C ]

quindi Po [ ( * ] E 1Pa [ C ] ( test più potente ) ☐

Osservazione Un analogo risultato vale per il test

Ito :O 70. 7L
,
:O < 0

.

p
- value

supponiamo di essere nelle seguenti condizioni

esiste una famiglia ( (a) ✗ e io, > ,
tale che

• U ( a = SI

④
• n ( a = 0

•

se a s d
'

,
allora Ca c Ca '

• Ca è una regione critica di livello ✗

( ✗1
,
. . .

,
✗
n )

,
allora per ogni w c- R esiste un unico p te

° se di p allora w ¢ Ca ( ipotesi nulla non rigettata )

° se d > p allora w E Ca l ipotesi nulla rigettata )

p
= soglia di rigetto

ad esempio nel lancio di monete : tto : p
= 12

p
- value =p

; ( rn
' e - Il

> in là
- Il ]% %

21
, .
.
.

,
In Jc → i dati dell' esperimento realizzato

✗1 , . . . , Xn
I → campione nel modello



POPOLAZIONI GAUSSIANE

✗ 1
,
.
. .

,
Xn hanno legge N ( m

,
0
' )

stimatori di massima verosimiglianza

÷,

e

- %' ' × -mi
④ = IR ✗ Io

,

co ) f- ( m ,
or ,
la ) = 1

4m
,
or)

(sci
,-7in )

= ( 21T )
- %
0
' "

è # È (gli - m )
?

Iii

log Lim ,
or ,

=
_ E log 21T - n logo

-

Io , È, (sci
- m )

'

/ En log Lcm ,
04=0 { ¥ ¥

,

( × ; - m ) = 0

/ % log Lim , 07=0 |- E + %, È ( ✗ i - m)? O
ii.1

m' = I

← = f- È
>

( ✗i - E)
2

osserviamo però potremmo essere

nel caso in cui il valore di m

è noto
.
In tal caso lo stimatore

di 0 è 1 È ( ✗i - m)
'

I i. 1

Modello Gaussiano è esponenziale Tcx) llm.ci)
,

f- ( sc ) = -1 e- % '
" - m"

e-È
'

e

'"
'
-""

"

( ma , %. )=

^

TÈ | V 21T 0' |

Co

llm
,
02 ) è invertibile e continua

lemma Xi
,

. . .

,
✗
n indipendenti e con legge N ( 0

,
1)

a matrice ortogonale . Allora al ✗ e ,
. . .

,
✗n) è ancora un

vettore di v. a. indipendenti e con legge NIO , 1)

dà la densità di ( ✗ ^ , . . .

,
Xn ) è ÷

,>
nè

± ""

y Hay det (A) = ± 1 .
Inoltre la >CI = la

- ' al = i >CI

fai ✗ n , . . . ,
✗
n
)
(Sri . - -

- Yn )
= f- × . . . . . , ×,

( a
_ "

( y , , . . . , yn
) ldetal

"

= £4
, . . . , ✗ n

( 91 / . .
.

, yn )



teorema se ✗ 1 ,
. .
.

,
Xn indipendenti e non legge Nlm ,

0
' )

E- I ( × , + .
. .

+ Xn ) s' = E
, ¥
,

( ✗ i -F)
?

Allora

• F
,
s' sono indipendenti

• Ì La distribuzione N ( m
, È )

• (n- ] ) 52
è
La distribuzione È ( n - 1)

•

Ijf V5 La distribuzione di studenti tcn-1 )

dà ✗ i = m + ozi Zi è NCO
,
1) Z ;

=

lignite
,
. . .

,
Zn indipendenti

Inoltre

I = m + o È

f- < È> ( ✗ i - E)
'

= È lzi - E)
"

= : v2
i = 1

Per dimostrare il teorema
,
basta far vedere

• È
,
U
'

indipendente • U
'
ha legge È ( n - 1)

→ È La legge N ( °
, f) • tris ¥ ha legge t.cn-1 )

consideriamo la matrice ortogonale A data dal cambio

di base in R
"

e
,
= ¥ ( 1 ,

. . .

,
1) la ,

. . .

,
en base di è

,

allora

alza
, _ ,

Zn ) indipendenti e con legge N (0,1 )

( a -2 )
,

= in -2

I ( a. z ) , l' + . . .

+ 1 ( a - 2- In /
<

= la . -2 /
=

- ( ( AZ ), )
'

= IZÌ - n (E)
'



= V2

quindi • È
,
Ù indipendenti ( funzioni di v. a. indipendenti)

• U
'

La distribuzione È ( n - 1) in quanto somma dei

quadrati di (n - 1) V. a . Gaussiane standard indipendenti

• ✓ E e- Studenti con (n - s ) gradi di libertàI

Osservazione dedurre dal lemma precedente che se

✗
,
Y Gaussiane indipendenti allora ✗ + Y è Gaussiana

Esercita-2.10
12 - 05 - 2021

( Di Gesù )

Problema 1

( X
,
Y ) coord sul piano aleatorie

✗ ~ NIO
,
1) Y ~ N / 0,1) ✗ e Y ùndip .

( R
,
0 ) coord polari del punto ( X

,
Y )

R' = ✗
'
+ Y
'

~ ✗ (2) = Ganna (1 , E) = cap (E)

pinexpl :)
PER

>
E r ] =P [ ✗

'

+ Y
>
E r ]

Gamma ( r
,
7) =

^
' " '

è
""

[ o , + co )1- ( r )
? E

se r -1 → exp (a)

f-
✗

( sc ) =

¥
,

è ?
"

f , (g) = e-
±
y
'

f- ( × ,» ( sc, g) = e- %
""""

, f- ( r
,
@ ,

= P e-
£9'

21T

co

f (e) =/
☒
fa

,
o , 19,0 ) dj = { ftp.e-ttdp = ¥

fa (f) =)
"

o

£12,0 ) de = fa
,
@ ft =p

è ? ti

✗ = Rcos 0
R e 0 imdip foto ) fr ( f) = f

, no,
(p ,

0 ) Y = Rsiuo



E [ Era ] = E [
"II° ] = E [ cosa ] = E [ già]

21T

=/
"

cos' e f. (a) do = %, { cosa do = {
0

E [ Era ] + E [ "YR ' ] = 1

• E [ Ih } ,
'

, ,} ] = E [ gli / Y ) / I } 1×1=1×1 } + $
} IN > in } ) ]

g
"

/× , Y )

E [ g ( X , Y ) # 11×1=1×1 } ]
+ E- [ g / × ,

" ) #
1h1 > 1×1 }

]

E [
' "

Kxi
} , × , > iy , }

] t E [ ' ✗Kyi # INI > in } ]

E- [ I tanto / f- EOE È , & # ± o < § it } ]
+ E-[ hotel# } io ⇐ È , È

,
it to ± ¥ it } ]

/
¥
ltgot do + /

" "

Itgo / da + {
" "

lcof.FI do + § "
§ ,
'% do = log ¢

-È 21T § " ¥ I
"

È logz
Problema 5

✗
1
,
. . .

,
Xn di legge unif . su [ a - b , a + b ] con f-

×,

= 1

Zb
con b > o

L ca
, b)
( ✗ 1 /

. . -

,
✗ n ) = (÷)

"

-

} a -becco
,
min (✗ i ) } ,

atb E [maxlxi) , to)

⇒ }
bea - min ( ✗ i)

⇒ una delle due disuguaglianzeb : max (Xi ) - a è sempre > 0

Lca
,
b ) ha il sugo per

il più piccolo b te ti ✗i c- [a- b
,
a + b)

quindi Lca
, b)
ha mani per

b- = max ( I ✗ i -al )
i

Frick ) =P [ max / ✗ i - al EK ] - it P [ Hi - al < K ] = - . - = ( %)
"

i

d FI ( K ) = f- b- ( k ) = n . K
""

E [ 5 ] = §
"

nk
"

bn

=È
b
"

Rio ( 5) = E
,
[ ( b- - b)

'

] = E , [ b-
'

+ b
'

_ zbt ] = b ' - < bin +

ht 1

+ [È dk = b
'

_

zbinbn-i.tt?---nlI+-II?;jblimP-lb-n-bl
7 E ] = line IPEIBÌ - b /

'

= E
'

] E3csb.BY/-2b- → o

h → co h → •
E ' (ntl )(htz)



Problema 4

• E- [ Òn ] = O

• E [ Òn
"

] = :-, O EIÒI ] --
n
:O

'

• RIO
,
Òn ) = E [ ( Ò" -0 )

'

] = 202
(n + 1)( n +2)

• P [ / Òn - O / = E ] =P [ (Òn - a)
'

= E
'

] ± { a Raton ) = 20
'

E
'

In+ 1)( ntz )
• Lo ( X, ,

. . .

,
✗n ) = 0

' "

[ maxcx
, , .

. .

,
✗
n ) , + a)

( t )

• E- [ Òn ] = O E [ × , ] = §
• Var ( 0

,
Òn ) Var ( ✗ e) = 0

'

-12

RCQÒN ) -È
• P [ là -01 = E ] ' f. Var là ) -_È.
• Ò e 20

'

n - s ,
2 → sono uguali-3h (n + 1) (n +2)

" "

RCÒN
,
0)

" ' l → è preferibile lo stimatore
R / Òn

,
0) di massima verosimiglianza

Problema 2

f- ( X ) = §, ( o
,
+ co ) (sc ) O > 0

v -- min ( ✗ e , .
. . ,

✗
n
) → perché ? corrisponde allo stimatore

di nuovi . verosimiglianza
U = n - 1 V

n

E [U ] = n; E [ V ]

Fr ( v ) =P [ Vero]

= 1
.

- P [ V = v ]

= 1 - ( 1 - Fa. (sci ) )
"

E [ U ] = 0

line P [ tu -01 ? E ] = O
n → + co



P [ tu -01 = E ] E Varco)
e
'

Van ( U ) = 0
'

( ( n - 1)
'

n ( n -z )
- 1)

Var ( u )

E
' n → + co

' °

P [ O c- D ] 7 1 - t

t

regione o intervallo di fiducia
lezione 20
17 -05 - 21

( Romito)

POPOLAZIONI GAUSSIANE

teorema se ✗ 1 ,
. .
.

,
Xn indipendenti e non legge Nlm ,

0
' )

E- I ( × , + .
. .

+ Xn ) s' = E
, ¥
,

( ✗ i -F)
?

Allora

• I
,
s' sono indipendenti la somma di

Gaussiane è una
• E la distribuzione N ( m

, E) Gaussiana

• (n- 1) § ha distribuzione È ( n - 1)

• F- m VI ha distribuzione di studenti tcn-1 )
S

VARIANZA NOTA

campione ( ✗ ^
,

. . .

,
✗ n ) con legge Nlm ,

02 ) 02 valore noto

• intervalli di fiducia

quantità pivotale : 2- = Fn e - m ha legge NCO
,
1 )

o

regione di fiducia al livello 1- ✗ :

{ IZI E 91 - § } → me [ I - £9 . - E i
☒ +È 9, -§ ]

noto come i

• Z - test

• test blatera



Ho : m -- mo

tti : mt mo

Una regione critica a livello ✗ è

{ 12-1 > 9s
. ± } → / II - mi > È 91 - § }

Per il p
- value

, supponendo di aver raccolto i dati

di
|

. . .

,
In è = f- ( SC , t . . .

t an )

p = Pm
. [ rn ( I - m ) , in là - mi ]

o o

• test unilatero : modello a rapporto di verosimiglianza

crescente rispetto a I

Lm
,
( Xi . . . ✗ n )

Lm
.
( × , . . .

✗ n )
=

è "
" " -" Ì È ( ma - me ) E - Io , (mi - mi )

C- È [ ( ✗ i - m , )
2
= e

dunque una regione critica al livello ✗

{ I > mo + £91 - a }
VARIANZA NON NOTA

✗e
,

.
. .

,
Xn con legge N ( m

,
02 ) parametri : ( m ,

02)

• intervalli di fiducia

quantità pivotale 1- = Tn I - m ha legge tln - 1)
S

Detti tn
, ✗
i quantici della distribuzione di studenti con

n gradi di libertà

regione di fiducia } 1 TI E tn.sn ,

^ - È }µdensità studenti cn / 1 + ¥ )
-

"

÷

• test di Studenti distribuzione student

• test blatera sulla media ( m
,
Ò ) E R ✗ [ 0

,
A)



Ho : m = no ,
02 qualsiasi

tt
,
: mt mo

,
0
'

qualsiasi

una regione critica a livello & 1- = Tn Ejmo
} ITI > In -1 ,

1 - È }
• test unilaterali

7-lo i ME mo
,
0
'

qualsiasi

Hr : m > no
,

02 qualsiasi

1- = tn E -
gmo Ognuna delle Xi del campione ha E [ ✗i ] = m

T non ha distribuzione di studenti D non ha media nulla

T ha distribuzione di Student "
decentrata " di m - mo che è

a rapporto di verosimiglianza crescente rispetto a I

Una regione critica di livello d è

} T > tn.sn - a }

VARIANZA ( Xi
,

. . .

,
✗
n
) con legge Nlm ,

0
')

• intervalli di fiducia per la media
.
Quantità pivotali :

•

Io, È
,

( Xi - m )
'
ha distribuzione ✗

'

in )

( quantità pivotale se m ha valore noto)

• ( n - 1)¥ ha legge ✗
'

( n - 2)

regione di fiducia

} ✗
'

n . >
, ±

< ( n - 1) E Xin
- e ,

1- È }
± ±

ovvero

{ ( n - 1) 52
e 02 E (n - 1)

52 )
✗La

, § |
' Quale è meno

✗ I
-in

- § significativo ?
mmmm

✓

è meno significativo perché una varianza
"

piccola
"

non è preoccupante



meglio :

{ in - si È = ✗
'

n - sia }
ovvero

5 02 E ( n - a) S
'

l ✗
'

n- i
•
a
}

• test bieatero

Ho :O
'
= o}

,
m qualsiasi

74 :O ' # %
,
in qualsiasi

poco interessante

° test uuilatero

Ho : 0
'

E Oo
'

,
in qualsiasi

71
,

i 02 > OÌ
,
in qualsiasi

MÌ
e-Èdensità di una f- ( sc ) = cm g-

' " +»

a

somma di m P
Gaussiane iudipend. costante di

di media 0 e normalizzazione

varianza 02

Voglio riconoscere che è un modello a rapporto di

verosimiglianza crescente ( rispetto a 52)

( X . - m )
'

.
. .
( ✗ n - m )

'

Il quoziente tra le funzioni di verosimiglianza è

Loi
Loi

= (E)
' " "

e

- È /È - f.) sa

quindi una regione critica a livello a

{ ( n - 1) § > ✗ I.si - a }
finisce qui il programma di statistica trattato nel corso



CATENE DI MARKOV

⇒ •
÷

0 0 O 0 o a 0 0 o o o 0 6 g
[

Tparticella

o

0
°

o

descriviamo
o passeggiatao

d' evoluzione
o

° aleatoria

elementare o o semplice
0

'

. grato :
1- p ( o

•
°

/
•

Fao ° ( Pz
p ↳ 0

o

°
• -

• è Pn
°

o o
°

°

o ( Ps | K¥7
• Paco

☒

modello di Ehrenfest Pntpztp} + Pat Ps = 1

può essere orientato
Il problema è parametrizzato o non orientato

10012 100N dal numero di palline Gli archi rappresentano
rosse del primo contenitore le direzioni

rimescolamento di carte ( 40 corte )

sistema degli stati : possibili stati del nostro evento

spazio degli stati : permutazioni su 31 , . . .

,
40 }

evoluzione : a ogni passo estraiamo la prima carta del
mazzo

,
e la zeiuseriaeno a caso all' interno del mazzo

catene di Markov : Una famiglia (✗ n ) neo di v. a. a valori

in un insieme S ( detto spazio degli stati ) è una catena di Markov

se per ogni n 71 e ogni sc
,
Io

, .
. .

,
In - a te P [ Xo Co

,
. . . ,
Xn

-ian. .] >°

allora
"
dimentica il passato

"

E

P [ ✗n' sc / Xósco , . . . , ✗n.i.sn. . ] =P [ ✗ n = a | ✗
no ,

= >< n . , ]
Proprietà
di Markov

catene omogenee : Una catena di Markov è omogenea se per ogni

v70
,
=
,yes , con

P [ ✗ n -- se ] > o

P [ ✗
no ,

=

y / ✗ ii. se] =P [ X , -- y l ✗ ☐
= se ]

matrice di transizione : per una catena di Markov omogenea



P
»
=P [ X

,
=

y IX. = a ]

Proprietà ( supponiamo S numerabile )

° -17
, y
70 per ogni ac

, y E 5

o [yc.si?xy = 1 ( matrice stocastica )

esempio passeggiata aleatoria semplice su 10,1 ,
2 }

0 1 2

10 o + p + 1- p = 1
•

•

2
1 1-p to t p = 1

2 p + 1- p + 0 = 1

:

proprietà equivalenti (alla proprietà di Markov )

1
. per ogni m ,

n 20
,
e ogni sc , Io ,

. . .

,
3cm t

.
C
.

P [✗
☐
= Sco

, . . . ,
✗niam]

> °

P [ Xn
+ m

= a / ✗ o = sco , . .
.

,
Xm= >cm ]=P [ ✗non = >CI Xm = >cm ]

2
. per ogni n

, ogni K Eh ,
e ogni nn < ha <

. . . < nk < n , ogni

ac
, scn, ,

. . .

, ocnr,
c- S tali che P[ Xn

,

=

0cm ,
. . . , Xn

, scena ] > o

P [ Xn
+sia / ✗nien. . . . .

, Xnèscn . ] =P [ ✗☒ = x / ✗
"

=

scena ]

dica (cenno ) ( 1) formula di disintegrazione rispetto a ciò che

è avvenuto nei tempi da mia a ntm - 1

P [ ✗
ma

= se / ✗
•
= sco

, . . .

,
✗
m

= km ] =

= [ P [ ✗
n + m

= a | ✗o = sco
. . .

✗
ntm - a

= ✗
ntm - e ] °

• P [ ✗ nts = senti , . . .

,

✗
n + m - i

= ocn + m - a
✗

☐

= >co . . .

✗
m
=

scm ]

etc . etc
.

☐

CHIARIMENTO :

✗ n ,
. . .

,
✗
n v. a. indipendenti , egual distribuzione

m
= E [ X. ] O' = Var (✗ ^ )

per il CLT si ha



P ( mt fa e ✗it + Xn in + Gnb ] fa:[ e-
""
da

se ora supponiamo che ✗ e ,
. . .

,
✗ n Gaussiana NCM

,
02 )

P ( mt Eas ✗it . . .

+ Xn in + § b) ⑤%:-, e- "
"

da
Tn n

"

p

-

a e
✗it + ✗n

- m E b) = § ( b ) - ⑤ (a)
O

-

Esercitare
.

11

18 - 05 - 2021

(di Gesù]
Problema 1

✗ 1
,

. . .

,
✗
n Campione con legge uniforme su [ a - b

,
atb]

M = max (Xi) À = Mtzm
Ò
= Mj stimatori Di massima

i
VEROSIMIGLIANZA

m = min ( ✗ i)
i

Età ] = E [ M ] + E [ m ] E [I ] = E [ M ] - E [m]
2 2

M
, [ It ) =P [ ✗ i < t ti ] = ÌT P[ ✗ist] -- F

"

( t ) te [ a-b. atb ]
i =]

f- ( t ) = It - a + b) te [ a - b
,
atb ]

Zb

n- 1

f-mit ) = [F. (t) ]
'
= nf ( t) - Flt )

""

- n ([ t - atb ]) . % [a- b. atb]
Zb

E [ M ] =L
,
t.fm/t)dt= /

""

nt [ t - atb ]
"_ '

dt =

a- b
ab

per arti

atb
-

, { ynt
] atb -

= t (tutte)
"

/
""

_ | (t - atb )
"

dt = (atb ) - ( + > t-%Y- | / = (atb)-212 b
a- b a- b

Ib
a-b nt 1

E [ m ] =
. . . = (a - b) + Ibn

+1

☒ [ ci ] =/(atb) - ab + ( a - b) +2¥ ) ; = 2£
= a → corretto

ht 1

solamente

☒ [ ti ] atb) -4g - Catto) -22¥, ) ; = b- 2¥,
→ asintoticamente

corretto



(F)→ (5)

• PIIIIÌ ) - 1:11 ! " ! n
' °

PIU / È) - I :) /[ '- E
'
-

= PIIÀ - a)
'

+ (5- b)
'

:{
i

- -

Rlà
,
a) = E [ (à - a)' ] = Età ' ] - la toi

Rtb
,
b) = E [ È ] - zb E [ ti ] + b'

E [ è ] = E [ M
' ] + E-È2E[m

4 Ma m NON sono

indipendenti
E [ È ' ] = E [ MI + E [ ma]_2E[m4

E [ mi ] =
. .

. = ( a - b)
'
+ 4bla - b)

+
8 b
'

nt 1 ( n + 1) ( mt)

E [ M
'

] = . . . = (a + b)
'

. 4 (at b) b
+
Sb
'

ht 1 ( n-11 ) (mt 2)

E [ mi ] + E [ M
' ] = zar + Zbz + 1GB '

, o è consistente

( nudista)

- %÷
Problema 3

✗ ^
,
.
. .

,
Xn campione con densità esponenziale di

parametro a >o

• Trovare la stima di massima verosimiglianza
Ìn di 1 :

f- ✗ ( sc ) = lei
""

II
, >« [ o

,
+ io , }

densità di ✗ 1
,
. .
. /
Xn

↳ ( ✗ n ,
. . .

,
✗
n ) = Ì È

" 'È "
#
|# [o

,
+ io ) }

log ( ↳ ( Xi ,
. . .

,
Xn)) = neagh )

- ✗ È
,

Xi ⇒ Ìn =
"

✗, + . . . + ✗n



È = Gamma ( n
,
A)

Cerchiamo ne [ TI ]

ne [ le ] = nf; fecosds = ni
"

⇒ / s
""

e
' "
ds

=

+ = ,

§ e
'
"

+

ot= ds

= n 1
"
°

1- (n) {¥ e-
+

¥ = f÷ Nn- a) = n1
(n - a)

Per n > 2

È corretto asintoticamente ma non per n fissato issato

si poteva vedere senza calcoli ?

E- [ te ] > 1

☒ [ è]
= ^ disuguaglianza di Jensen

It : 1 E 1 e 7h : I > 1 al livello ✗

/ Ìn > S }

PC Àn > SI E d the s
a

P
,
[ In > S ] =P

, [ È > S ] =P [ In < I ]

P
, [ In <

j ] = Fm
,
✗ ( J ) = &

g-
= F
"

n
, a
(d)

So = n

F-I
,
a (d)

In < A 2

↳ è strettamente crescente
↳
i

↳ , = ±
" etÈ" It' it)

= (¥
.
)
" "" + ""

= (¥ )
"

e
Entrati . )

Lan di
"

È strettamente crescente tipetto a ÌN

Il test che abbiamo scelto è di potenza massima



Usando il TLC ottengo : Staffa
,

P
,
[ Ian -21 > S ] =P

,
[ i Ìn -21

'

> SI E E [ I Ìn -25] =

Sa
= n 24

in-a) cn.»

-È +4 = ÈLITE,
- fa ' a

S 7) 4 ( n +2)

(n - 1) (h-2) ✗

Problema 2

An = min / ✗ K } |
"

g
si trova con il calcolo differenziale

On = In - An

E [ An ] = ¥ + a

Var ( an ) + 02
ti

An è asintoticamente corretto

con il discorso è simile

E [ On ] = nje 0

Per la consistenza di Ò :

variante s : Ivar (en ) + Var (an) - 2 Car ( In
,
An) / E

f Var ( In ) + Vartan) + 2 Varan) Vartan)

è : io :

variante 2 : } I Òn - E [ Òn ] / = E } =

= { txt
-

E [È ] - ( an - E [ An ] ) /te }
-

E 1 In - EX ) It Ian - E[ An]

C } En - E [ In ] I 7 § } v1 Ian - E [ an ] I = § }
. . .



lezione 21

19 - 05 - 21

(Romito)

S spazio degli stati
proprietà di

(✗ n )
n > o a valori in S tali che

,
Markov

P [ ✗
n + ,

= sc I ✗
☐

=

ao ,
✗ ^ = scn

,
.
.
.

,
✗ n

= >cn ] =P [ ✗nn = a / Xn cn ]

per ogni n sc
,
Io

,
. . .

, scn
tc P [ ✗o = sco

,
. . . ,
Xn = scn ] > 0

V4 V4
-

,

escape :
"
"

io
• passeggiata aleatoria semplice su un grafo

il
%

• diffusione di Ehrenfest
• rimescolamento di carta

°

[ , } , ,
. .
. indipendenti e con la stessa distribuzione

✗
o dato indipendente da % , }

,
,

. . .

f- : R' → IR

✗
nt ,

= f- ( ✗n , } nn ) ha 1

allora questo è una catena di Markov

caso particolare : passeggiata aleatoria semplice su 2

se f- ( sc , y ) = ✗ +y

%.

=
| 1 P

I - se 9

Supponiamo d'ora in poi ( ✗ n ) n >o sia una catena di

Markov omogenea

P = ( Pij ) i , j E S Pij =P [ ✗ no , = j I ✗ = i ] (quale sia n )

• Pij 70 per ogni i , j

• È Pij = 1 (matrice stocastica )

Pij probabilità di passare in un passo dallo stato i allo statoj



Consideriamo la distribuzione dopo n passi

( P "
""

) ; ; =P [ ✗mm
-

- j I Xm = i ]

In particolare P =p
"! punti

Equazione dichapm-Eegorovse.hn
70

,
n
,
r 21

pm ,
mthtr

= pm ,
mtn

pmtn ,
mtn + r

1

e in particolare P
" ""

=P )
"

I;§;;;
•

I 1

idm '

i | i

1pm '
" ""

) =p [ ✗
non + r

= j I ✗ m = i ]

= [ P [ ✗
mm + r =) , ✗ mm =L / ✗ m -

- i ]
les

= E P [ ✗mi-ni-r-jlxm.in =L ,
✗nei ] .

les

• P [ ✗ non =L / Xm = i ]

= [ P [ ✗
mirar

= j / ✗non =L ] . P [ ✗mi.ie/Xm=i ]
les

= [ ( pmtnim
""

) ( pm
' " "

),
les ej

= [ ( pm
.
""

) - ( pmtnimt
" "

) ] ,

osservazione la legge di ogni v. a. della catena è univocamente

determinata dalla matrice di transizione e dalla distribuzione

iniziale

no la densità discreta di Xo : noci) =P [ ✗☐
= i ] i c- S

La distribuzione di ✗ a

P [ × . = j ] = [ P [ × . - j IX. = i ] P [ ✗ ☐
= i ]

ies

= [
ies
Molti) Pij = (no P );



Hernando otteniamo P [ ✗ n = j ] = ( µ . P
"

) j , il passo di induzione

P [ ✗ n -- j ] = [ P [ ✗ n -- j I Xn
. .

= i ] P [ ✗ n - a = i ]
i es

= [ P [ ✗
n . ,

= i ] Pij
i c- S

= [ (no P
""

) , Pig. = ( no P
"

) ;
ies

Problema : se la legge di Xn converge ,
al tendere di

n a infinito ,
a qualcosa

Oss IS I = n

s = } sci ,
. .
.

, UN } → } 1 , 2 , .
. .

,
N

µ o densità discreta su 11 , . . . , N }

No (1) ,
. . _

, no (
N )

P è una matrice N ✗ N

Mo
' P = prodotto tra il vettore pro e la matrice P

( Mo . P ) i

La legge di Xn è no - P
"

no : densità discreta di Xo

P : matrice di transizione

Dire che la legge di Xn "

converge
"

, significa dire che la

successione di vettori ( Mo ' P
"

)
no
,
o converge a qualcosa

Proviamo a scoprire com' è fatto il limite

µ .
. P

"

(
No , p

"

in quanto sdtoseeccessioue
"

( n. . P
" ) → ( P

Se c' è un limite t , questo limite deve necessariamente

soddisfare la relazione 1T = IT - P



osservazione : it deve essere un autovettore (sinistro )

relativo all'autovalore 1

1 è certamente un autovalore

p . (f) =/
^

;)
distribuzione stazionaria Una legge T =/ti / ies è una

distribuzione stazionaria ( invariante ) per la matrice

di transizione P se

• Ti 70 per ogni i c- S ?
g
it è una legge

• [ Mi = ]
ies

° TI = -11 . P

osservazione Se it è stazionaria e ✗
o ha distribuzione it

allora Xn ha legge t per ogni n

itp
"
= il

TEOREMA
omogenea

Data una catena di Markov
✓ ( ✗ n ) nao con matrice di transizione P

° irriducibile

• aperiodica

allora

• esiste un' unica distribuzione invariante it

-

per ogni i. es enim P [ ✗ n = i ]
= Ti

osservazione Una catena di Markov omogenea su un

insieme finito S può essere codificata attraverso un grafico
orientato

,
i cui vertici sono gli elementi di s e gli

archi } li , j ) : Pi; > o }



Classificazione degli stati
•

uno stato l' c- S è rike /persistente se

P [ ✗ n = i per un qualche nza / ✗ o = i ] = 1

• uno stato i E 5 è transiente se

P [ Xn = i per un qualche nza / ✗ o = i ] < 1

E-sempio.io
1 : transiente

10 2 : ricorrente

3 : ricorrente
☐Ó

④
1 : transiente

2 : il

3 : ricorrente

4 : "

[;)2

Dato i Ni = cardinalità { n : ✗n
-
_ i }

f 1 i ricorrenteP [ Ni = io / ✗ o = i } =

| o in transiente

teorema Se S è finito ,
allora esiste sempre uno stato ricorrente

CLASSIFICAZIONE DI CATENE
→
i → j

comunicazione tra stati : lo stato
"

comunica
"

con j se esiste

m = o tale che P [ Xn = j I ✗ ☐
= i ] = ( Pn ) , > o

stati intercomunicanti : i
, j sono mutuamente comunicanti



se i → j e j → i ( ovvero i ← j )

osservazione : 4 D è una relazione d'equivalenza

i ⇒ i P [ ✗
☐

= il ✗ ☐
= i ] > o

simmetria : ovvia

transitività : i "→ j e j "→ K allora i ☐→ K

infatti è sufficiente i → j e j → K allora i → K

(F) ij > o (F)jr, > 0

( pmtm
'

) in = [ (Pn ) ie ( P
"

)ln
1 les

c- K

7 ( P
"

),- ( P
"

) ; n > o

classe chiusa C C S è chiuso se

Pig. - o per ogni IEC e j ¢ (

classe irriducibile ( CS se i'→ j per ogni i, j E C

teorema di decomposizione

S = Tu Ci U
.
. . UCK

dove

1- = stati transienti

G
,
. . .

,
È sono classi chiuse irriducibili

osservazione : C classe di equivalenza per 4 ☐

;
esempio f) Ti @ II

hit, + ( n - d) 11-2È" È
☐

ti
7

Il solo fatto che il sistema è irriducibile non basta

0 4 O 03

grafi di
disp.

catene o o
P [ ✗ ii. 21×0=1 ] = { I:[Iirriducibili

1 0 0 2

pari


