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Problema 1.

Siano A, B, C tre eventi. Consideriamo le due affermazioni H1: “A, B sono indipendenti” e H2:
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Eserutaz. 4
22-03-21
(X Geni)

Problema 10.

Un gruppo di n studenti viene chiamato per un esame orale con una singolare modalita : gli

studenti vengono numerati da 1 a n (ogni studente ha un numero differente). Si procede poi nel

modo seguente:

1. si estrae un numero tra gli n disponibili. Se lo studente corrispondente al numero estratto non

ha ancora sostenuto I’esame, allora sara il candidato successivo;

2. se invece il numero estratto corrisponde ad uno studente gia esaminato, allora I’estrazione si

dira sprecata e si procedera ad estrarre un numero tra i soli numeri non ancora estratti.

Si ripete poi la modalita illustrata fino a quando tutti gli studenti hanno sostenuto la prova.

Per je{1,2,...,n—-1},sia Aj 'evento

Aj = {non si spreca una estrazione per selezionare il (j + 1)-esimo candidato}.

« Calcolare la probabilita di Aj per ogni j=1,2,...,n—1.

* Se 1<j<n-2 dire se Aj e Aj+1 sono indipendenti.

* Se 1<j<n-5,dire se Aj e Aj+4 sono indipendenti.

* Determinare tutti i sottoinsiemi J c{1,2,...,n—1} tali che gli eventi (Aj), con jed siano

indipendenti.
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Problema 9.

Siano dati due esperimenti a prove ripetute indipendenti con probabilita di successo
rispettivamente p1 e p2 che siano indipendenti tra loro. Qual € la probabilita che il primo
successo del primo esperimento avvenga prima del primo successo del secondo?

NB o prooe epotus M&W pooso rudiwde

o0 Kz —a K, -1 o0 a4 K2-2
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C PrpT pape —pr L e (o)
P4 'I‘pz —'\04‘92

P4 +pz_p4P2

Problema 7 (distribuzione ipergeometrica H(k,m,n)).

Consideriamo un esperimento di k prove ripetute dove ogni prova consiste nel campionare
(senza reinserimento) una popolazione di n oggetti, m dei quali sono considerati un successo (e
n — m insuccessi). Se p0, p1, etc, sono le probabilita di avere rispettivamente 0 successi, 1

successo, etc,
* Determinare tutti i valori di pi, al variare di i = 0,1,...,k. « Verificare (direttamente) che

+ Calcolare
Confrontare poi i risultati con il caso B(k, mn).
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Problema 1.

Rifare il Problema 10 del Foglio 3 considerando come insime dei risultati possibili
Q = Sn x {0, 1}*(n-1) e un’opportuna densita discreta p su Q.

Problema 10. (Foglio 3)

Un gruppo di n studenti viene chiamato per un esame orale con una singolare modalita : gli
studenti vengono numerati da 1 a n (ogni studente ha un numero differente). Si procede poi nel
modo seguente:

1. si estrae un numero tra gli n disponibili. Se lo studente corrispondente al numero estratto non
ha ancora sostenuto I’esame, allora sara il candidato successivo;

2. se invece il numero estratto corrisponde ad uno studente gia esaminato, allora I’estrazione si
dira sprecata e si procedera ad estrarre un numero tra i soli numeri non ancora estratti.

Si ripete poi la modalita illustrata fino a quando tutti gli studenti hanno sostenuto la prova.
Perje{1,2,...,n-1},sia Aj 'evento

Aj = {non si spreca una estrazione per selezionare il (j + 1)-esimo candidato}.

« Calcolare la probabilita di Aj per ogni j=1,2,...,n—1.

* Se 1<j<n-2 dire se Aj e Aj+1 sono indipendenti.

* Se 1<j<n-5,dire se Aj e Aj+4 sono indipendenti.

* Determinare tutti i sottoinsiemi J c{1,2,...,n—1} tali che gli eventi (Aj), con jedJ siano

indipendenti.
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Problema 7.
Assumiamo di essere in grado di taroccare un dado qualunque modificando a nostro piacere la

distribuzione di probabilita per I'uscita delle sei facce. Possiamo taroccare due dadi in modo
tale che la somma dei punteggi ottenuti con un lancio dei due dadi si distribuisca

uniformemente sull’insieme {2,...,12}?
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Problema 8.
All'incirca quanti lanci n di una moneta occorrono affinché lo scarto tra numero di Teste e
numero di Croci uscite sia compreso nell’intervallo [(-5/100)n, (5/100)n] con probabilita almeno
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Problema 3.

Un sacchetto contiene un pari numero di gettoni rossi e blu. Due giocatori pescano a turno un
gettone (con reinserimento). Se i gettoni sono di colore uguale, i giocatori procedono con
un’altra estrazione. Altrimenti vince chi ha pescato il gettone rosso. Determinare la probabilita
che

* un giocatore vinca al primo turno;

* un giocatore vinca al k-esimo turno;

* la partita sia patta dopo n turni.
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Problema 7.
Sia e(p) = E(f(X1,...,Xn)), con X1,X2,...,Xn variabili aleatorie indipendenti e con distribuzione di
Bernoulli di parametro p, e f : {0, 1}n — R una funzione crescente nel senso seguente:
vale f(x) < f(y) se x = (x1,...,xn) e y = (y1,...,yn) soddisfano xk < yk per ogni k = 1,...,n.
Dimostrare che e(p1) < e(p2) per p1 < p2.
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Problema 8.

(i) Sia X una variabile aleatoria a valori in N. Dimostrare I’'uguaglianza E(X) = > k=0 P[X > K].
(i) Ci sono b palline blu e r palline rosse in un contenitore. Le palline vengono estratte

a caso una dietro I'altra fino a quando esce una pallina blu. Mostrare che il valore
atteso del numero di estrazioni effettuate e (b+r+1)/(b+1)
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Problema 9.
Siano X, Y e Z variabili aleatorie indipendenti tutte di legge di Poisson di parametro A.

* Qual e la legge condizionale di X dato X+Y=n? Si tratta di una legge nota? Quanto vale la
media di questa legge condizionale?

« Quanto vale la covarianza delle variabili aleatorie X + Y e X + Z?

* Quanto vale P[X+Y=2, X+Z=3]?
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Problema 10.

Vengono lanciate n monete. Le monete che presentano testa vengono lanciate di nuovo.
Determinare il valore atteso e la varianza del numero di teste risultanti.
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Problema 6.

In un gioco, il concorrente gioca una somma iniziale P > 0. La probabilita di vittoria ad ogni turno

e p e la somma giocata viene raddoppiata se vince, dimezzata se perde. Qual € la quantita

attesa di denaro posseduta dal giocatore dopo I’n-esimo turno? Calcolarne il limite per n — co.
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(Di Gews )
Problema 1.
Sia dato un numero n > 1. Si lancia n volte un dado regolare e siano X1, X2, . . ., Xn i risultati. Si
dice che avviene un calo all’estrazione k > 2 se Xk < Xk-1. Sia Dn il numero di cali nei lanci
effettuati.

* Calcolare media e varianza di Dn.
« Calcolare la probabilita che non ci siano cali.
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Problema 3.
Siano X, Y variabili aleatorie indipendenti e a valori in N, e p € (0, 1) tali che per ogni n,k=0, con
k<n,
n
PX=kiX+Y =n]=( | )p"k (1-p)*(n-k)
« CalcolareE[s"XtAYIX+Y =n] per ogni s,t>0 e neN.

« Esprimere E[s"X tAY ] in termini della funzione generatrice delle probabilita di X + Y .
» Dimostrare che X,Y hanno entrambe distribuzione di Poisson.
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Problema 10.

Una scatola contiene n palline rosse e n palline blu. Le palline vengono estratte (senza
reinserimento) due per volta, fino a svuotare la scatola. Sia X il numero di volte in cui le due
palline estratte sono di colore differente.

(i) Determinare tutti i possibili valori di k per cui P(X = k) > 0.

(ii) Calcolare la probabilita che X =0 e che X =n.

(iii) Calcolare il valore atteso di X.
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Problema 2.
Un sacchetto contiene r gettoni rossi. Si inserisce nel sacchetto un gettone blu e poi si estrae

(con reinserimento) un gettone. Si ripete questo procedimento (di inserire cioe un gettone blu e
poi estrarre un gettone) fino a quando si estrae un gettone rosso. Detto N il numero di estrazioni

fatte,
* mostrare che P[N = «] = 0;
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Problema 3.

Siano X e Y variabili aleatorie indipendenti, dove X abbia distribuzione geometrica di
parametro 1/2 e Y abbia distribuzione di Poisson di parametro 1/2. Sia (Un)n=1 una
successione di variabili aleatorie indipendenti e tutte con la stessa legge di U = X - 2Y .
Stimare n affinché le variabili aleatorie Sn = U1 + - - - + Un superi il livello 2n con probabilita al

piti 0.1.
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Problema 6. Hp 1 He 2
Sia X una variabile aleatoria con media nulla e momento quarto finito. Dimostrare che esiste

una costante C > 0 tale che per ogni € > 0 ed ogni intero positivo n
P[IXnI > €] < C/(e"4n”2) , con Xn la media empirica di n copie indipendenti di X. Hp 3
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Problema 5.
Sia Z = max{X”"2, YA2} con X, Y variabili aleatorie standardizzate aventi covarianza p.

(i) Si mostri che E[Z] = 1 nel caso particolare in cui Ipl = 1.
(i) Si mostri che in generale valgono le stime 1<E[Z] <1 H1 —pN2.

(b) y= SJCY) X +ECX3 3T sd (YD ECx%x]
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Problema 8.
Un sacchetto contiene m gettoni, contrassegnati dai numeri da 1 a m, con m = 3. | gettoni sono

estratti con la seguente modalita: ogni gettone estratto viene reinserito nel sacchetto dopo la
successiva estrazione. Per n > 1, sia Sn il numero di volte in cui il gettone m & estratto nelle

prime n estrazioni.
« Calcolare la media di Sn.
« Calcolare la varianza di Sn.
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