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FiLa A

SOLUZIONI

Esercizio 1 Considera la funzione di legge

x4 |r)+1
22 —2x+1"

fz) =
(i) Calcolane il dominio, gli zeri e il segno.
(ii) Calcola le equazioni degli eventuali asintoti.

)
)
(iii) f & continua in = 0?7 E derivabile in z = 0?
(iv) Calcola sup f e inf f.

)

(v) Disegna un grafico qualitativo della funzione specificando gli intervalli di monotonia e di
convessita.

(vi) Calcola
0
/_ ) f(z)dz

Soluzione. (i) Riscriviamo la funzione come

2z41
f(x) = {(mww v20

Il dominio ¢ dato da (x — 1) # 0, cioe dom f = (—o0,1) U (1, +00). Se = > 0 la funzione &

data da (izj)lh per cui gli zeri in [0, +00) sono le soluzioni di

2+ 1

1
=0 = r=——
(r— 1) Ty

ma poiché non appartiene a [0, 4+00), non & da considerare. Nell’intervallo (—oo,0), gli zeri
sono dati da

L
(=12 7

che non ha soluzioni. Concludiamo che la funzione non ha zeri.
Veniamo al segno: in [0, +00) il segno ¢ dato da
2z 41 1
m >0 << > 5
quindi in [0, +00) la funzione & sempre positiva. In (—o0,0) la funzione & data da

1

m>0 <— VzekR,



quindi in (—o0,0) la funzione & sempre positiva. Concludiamo che la funzione & sempre
positiva in ogni punto del suo dominio.

(ii) Per calcolare le equazioni degli asintoti, dobbiamo calcolare

lim f(z) lim f(z) lm f(z) lim f(=z).

r—1— r— 14 T——00 r——+00
Abbiamo che 2wt 1
Jm f(z) = lim f@) = lim 255 = 4o,

quindi la funzione ammette un asintoto verticale di equazione x = 1; inoltre

. . 2z +1
Jm S = tm e =0
quindi y = 0 ¢ asintoto orizzontale destro, e
lim  f(z) I 1 0
im f(z)= lim —— =
T——00 z——oo (x — 1)2 ’

percio y = 0 ¢ asintoto orizzontale sinistro.

(iii) Per verificare se f ¢ continua in « = 0, dobbiamo verificare che

lim f(z) = lim f(z) = f(0).

x—0+ r—0—
Poiché
. . 20 +1
rl—1>%1+f(x) - ’L‘1—1>%1+ (IE — 1)2 o 17
. . 1
S S =ty mop =t
f(O) =1,
allora concludiamo che f & continua in 0. Per verificare che f sia derivabile in 0, deve essere
che

lim f'(z) = lim f'(z) = f'(0).

x—0+ r—0—

Calcoliamo f'(z):

2x+4
fo={ T v
— (gﬂfl)g z < 0.
Poiché
2x 4+ 4
xligle f(x) - migle (CE — 1)3 47
. . 2
L f@) = iy e =2
f(0) =4,

allora la funzione non & derivabile in z = 0.



(iv) Abbiamo visto che lim, o, f(z) = 0 e inoltre f(x) > 0 per ogni « € dom f. Concludiamo
che inf f = 0. Inoltre, poiché lim,_,; f(x) = +o0, allora sup f = +oc.

(v) Studiamo il segno della derivata prima: se z < 0 la derivata & —2/(z — 1)3, per cui la
funzione in tale intervallo ¢ monotona crescente se

2
_m>0<‘:>x<17

quindi in (—o0,0) la funzione & monotona crescente. Se x > 0 la monotonia ¢ data da

2¢ 4+ 4

m>0<ﬁ —2<r<l,

e quindi la funzione ¢ crescente se z € [0,1) e decrescente se x € (1,+00). Calcoliamo la

derivata seconda:
4a+14
f'(@) = {<f+1>4 z20

nell’intervallo (0, +00), la funzione ¢ convessa se

74x+14 >0 < :v>—Z
(x—1)4 2’

quindi & convessa su tutto U'intervallo; nell’intervallo (—oo,0) invece la derivata e

6
1 >0 < VzeR,

(@-1)

dunque & convessa su tutto Iintervallo. Concludiamo che la funzione & convessa per ogni
x € (—00,0) U (0, +00). Poiché la funzione non & derivabile in = = 0, allora non puo essere
né concava né convessa.

(vi) Poiché in (—1,0) la funzione ¢ data da (gg_%)% allora

/Of()d_/o U 1 0_1 1 1
W= T T T )

Esercizio 2 Considera la funzione di legge
f(z) = 2* + 42 — 10z.

(i) Dimostra che ammette almeno un punto stazionario zq e individua un intervallo [a, b] tale
xo € [a,b].

(ii) Dimostra che non ammette altri punti stazionari.

(iii) Dimostra che zp & un punto di minimo. f(xg) € minimo assoluto?



Soluzione. (i) 1 punti stazionari di f sono gli zeri della derivata. Poiché f’(z) = 423+ 8z — 10,

(i)

(iii)

abbiamo che i punti stazionari sono le soluzioni dell’equazione
42% 4+ 8z — 10 = 0.

Si vede facilmente che lim,_, o f/'(x) = 400 e lim,_,_o f'(x) = —o0; inoltre f’ & continua
su tutto R, dunque per il teorema degli zeri f’ ammette almeno uno zero, percid f ammette
almeno un punto stazionario. Per individuare [a, b], basta trovare a, b tali che f'(a) f'(b) < 0.
Poiché f'(0) = —10 e f'(1) = 2, allora z¢ € [0, 1].

Calcolando la derivata seconda, si osserva che f”(z) = 1222 + 8, dunque & sempre positiva.
Ne segue che la derivata e una funzione sempre crescente, percio non puo ammettere piu di
uno zero. Concludiamo che f’ ammette un solo zero e percid f un unico punto stazionario.

Poiché f e convessa, in particolare lo & nel punto stazionario, dunque xy € punto di minimo
locale. E anche punto di minimo assoluto perché se non lo fosse allora i casi sarebbero due:
non esiste punto di minimo assoluto, ma per continuita questo non e possibile; il minimo
assoluto & un altro, ma siccome f & derivabile sempre allora il punto di minimo assoluto

dovrebbe essere un punto stazionario, il che e assurdo, perché il punto stazionario € unico.
O

Esercizio 3 Risolvi i seguenti integrali:

/arctan2x+3xd / T d
——dz —dz
1+ 22 N

Soluzione. 1l primo integrale e

arctan? z + 3x arctan? z 3z
1+ 22 1+ 22 1+ 22

arctan® 1 2z
3 /21+x2x
tan> 3
= w-i—ﬁln(lerz)—kc.

11 secondo integrale si puo risolvere per sostituzione ponendo /1 + x = ¢; calcoliamo il dt :

l4z=1t3 < z=t3—1 < dz = 3¢3dt.

Sostituendo,

-1 35 3 3 3
”/ - 3#&:3/ﬂﬁ—nw=3ﬁ—§ﬂ+c:5V@+1ﬁ—§V@+1y+a

Si poteva risolvere anche con integrazione per parti, che porta ad ottenere una primitiva diversa
nella forma, ma equivalente. O
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SOLUZIONI

Esercizio 1 Considera la funzione di legge

x+ ||+ 3
22 —4x +4°

fz) =
(i) Calcolane il dominio, gli zeri e il segno.
(ii) Calcola le equazioni degli eventuali asintoti.

)
)
(iii) f & continua in = 0?7 E derivabile in z = 0?
(iv) Calcola sup f e inf f.

)

(v) Disegna un grafico qualitativo della funzione specificando gli intervalli di monotonia e di
convessita.

(vi) Calcola
0
/_ ) f(z)dz

Soluzione. (i) Riscriviamo la funzione come

2z+43
f(x) = {(mww v20

Il dominio ¢ dato da (x — 2)? # 0, cioe dom f = (—0o0,2) U (2, +00). Se z > 0 la funzione &

data da (izj;)gh per cui gli zeri in [0, +00) sono le soluzioni di

2x + 3

3
7(‘%—2)2_0 < Z‘——i,

ma poiché non appartiene a [0, 4+00), non & da considerare. Nell’intervallo (—oo,0), gli zeri

sono dati da 3

(-2~

che non ha soluzioni. Concludiamo che la funzione non ha zeri.

0,

Veniamo al segno: in [0, +00) il segno ¢ dato da

2x+ 3 S0 e > 3
AT > —2
(x —2)2 2’

quindi in [0, +00) la funzione & sempre positiva. In (—o0,0) la funzione & data da

3

m>0 <— VzekR,



quindi in (—o0,0) la funzione & sempre positiva. Concludiamo che la funzione & sempre
positiva in ogni punto del suo dominio.

(ii) Per calcolare le equazioni degli asintoti, dobbiamo calcolare

lim f(z) lim f(z) lm f(z) lim f(z).

T—2— r—2+ T——00 r—+o00
Abbiamo che or 43
wl_lgl_ f(z) = I1_1>r£1+f(x) = i1_>mQ m = +o00,

quindi la funzione ammette un asintoto verticale di equazione x = 2; inoltre

20+ 3

L S = e e =0
quindi y = 0 ¢ asintoto orizzontale destro, e
lim  f(z) I 3 0
im f(z)= lim — =
T——00 z——oo (x — 2)2 ’

percio y = 0 ¢ asintoto orizzontale sinistro.

(iii) Per verificare se f & continua in x = 0, dobbiamo verificare che

lim f(z) = lim f(z) = f(0).

x—0+ xr—0—
Poiché
. o 20+3 3
S flo) = o = 1
3 3
mli%lf fle) = xg%lf (x —2)2 T
3

allora concludiamo che f & continua in 0. Per verificare che f sia derivabile in 0, deve essere
che

lim f'(z) = lim f'(z) = f'(0).

x—0+ r—0—

Calcoliamo f'(z):

_ 2z410
= e T2
Poiché

2z 410 )
321—1%1—&- f(m) o 3:—>r{)1+ (aj — 2)3 Z’
3
Jm flo) =l - = 1

5

0 — —

10) =72,

allora la funzione non & derivabile in z = 0.



(iv) Abbiamo visto che lim, o, f(z) = 0 e inoltre f(x) > 0 per ogni « € dom f. Concludiamo
che inf f = 0. Inoltre, poiché lim,_,; f(x) = +o0, allora sup f = +oc.

(v) Studiamo il segno della derivata prima: se z < 0 la derivata & —6/(z — 2)3, per cui la
funzione in tale intervallo ¢ monotona crescente se

6
_m>0<‘:>x<27

quindi in (—o0,0) la funzione & monotona crescente. Se x > 0 la monotonia ¢ data da

2x + 10

e quindi la funzione ¢ crescente se z € [0,2) e decrescente se x € (2,400). Calcoliamo la

derivata seconda:
4z+16
f'(@) = {<f+2>4 z20

nell’intervallo (0, +00), la funzione ¢ convessa se

4x + 16

m>0<:>$>—4,

quindi & convessa su tutto I'intervallo; nell’intervallo (—oo,0) invece la derivata e

18
1 >0 < VzeR,

(x-2)

dunque & convessa su tutto Iintervallo. Concludiamo che la funzione & convessa per ogni
x € (—00,0) U (0, +00). Poiché la funzione non & derivabile in = = 0, allora non puo essere
né concava né convessa.

(vi) Poiché in (—1,0) la funzione ¢ data da (gg_%)% allora

/Of()d_/o 3 e 3 0_3 L]
T e T T2 2T

Esercizio 2 Considera la funzione di legge
f(z) = —2* — 2% + 5z.

(i) Dimostra che ammette almeno un punto stazionario zq e individua un intervallo [a, b] tale
xo € [a,b].

(ii) Dimostra che non ammette altri punti stazionari.

(iii) Dimostra che zp & un punto di massimo. f(zg) &€ massimo assoluto?



Soluzione. (i) 1 punti stazionari di f sono gli zeri della derivata. Poiché f'(r) = —4a3 —2x+5,
abbiamo che i punti stazionari sono le soluzioni dell’equazione

—42® — 22+ 5=0.

Si vede facilmente che lim,_, o f/'(x) = —00 e lim,_,_o f'(x) = +00; inoltre f’ & continua
su tutto R, dunque per il teorema degli zeri f’ ammette almeno uno zero, percid f ammette
almeno un punto stazionario. Per individuare [a, b], basta trovare a, b tali che f'(a) f'(b) < 0.
Poiché f'(0) =5 e f/(1) = —1, allora x4 € [0, 1].

(ii) Calcolando la derivata seconda, si osserva che f”(r) = —122%—2, dunque & sempre negativa.
Ne segue che la derivata € una funzione sempre decrescente, percio non puo ammettere piu
di uno zero. Concludiamo che f/ ammette un solo zero e percio f un unico punto stazionario.

(iii) Poiché f & concava, in particolare lo € nel punto stazionario, dunque z( € punto di massimo
locale. E anche punto di massimo assoluto perché se non lo fosse allora i casi sarebbero
due: non esiste punto di massimo assoluto, ma per continuita questo non e possibile; il
massimo assoluto & un altro, ma siccome f & derivabile sempre allora il punto di masimoo
assoluto dovrebbe essere un punto stazionario, il che & assurdo, perché il punto stazionario
€ unico.

O

Esercizio 3 Risolvi i seguenti integrali:

tan3 x 4+ 3sinx cos x x4+ 3
dx —dx
cos? x IMN—zx

Soluzione. 1l primo integrale e

tan3 x 4+ 3sinz cos x tand x 3sinx cosx
5 dx = 5 dx + 72dx =
cos* x CcoS* x Ccos* x
tan? x sinx
= +3 dz =
4 cosx
tan?

= —3ln|cos x| + c.
4
1l secondo integrale si puo risolvere per sostituzione ponendo +/1 — x = ¢; calcoliamo il dt :
l—z=t3 <= o=-t34+1 < daz = —3tdt.

Sostituendo,

—t3+1 5
/%—%~(73t2)dt:3/t(t3—4)dt:gt076t2+c: %{’/(l—x)5—6{’/(1—x)2+c.

Si poteva risolvere anche con integrazione per parti, che porta ad ottenere una primitiva diversa
nella forma, ma equivalente. O



