Figura 1: Esercizio 1.

Esercizio 1. Gli estremi A e B di un’asta omogenea di lunghezza ¢ sono liberi di scorrere,
rispettivamente, lungo le due guide rettilinee lisce Ox e Oy tra loro ortogonali e poste
nel piano orizzontale. Indicando con « l’angolo tra ’asta e l'asse x, studiare il moto
dell’asta quando soggetta alle due forze elastiche F4 = —k(A — O) e Fp = —k(B — O)
come in Figura 1, suppondendo assegnate le condizioni iniziali «(0) = 0 e &(0) = wy.
Trovare poi le reazioni vincolari dinamiche in A e in B.

Soluzione. Troviamo il moto dell’asta con diversi metodi, tutti equivalenti.

Conservazione energia meccanica / Equazioni di Lagrange Poiché le forze at-
tive agenti sull’asta sono conservative, sappiamo che ’energia meccanica ¢ un

integrale primo del moto, cioe
dE
= _0
dt

lungo il moto. In alternativa, possiamo scrivere le equazioni di Lagrange a partire

dalla funzione di Lagrange L =T — V.

L’energia potenziale V ha espressione
V= ék|A _oP+ %k|B _op,
e poiché A — O =/{cosaie B— O = —/sin aj, abbiamo
V(ia) = %kﬂ cos®a + %kﬁz sin a = %kéz.

Osserviamo che V' & costante. L’energia cinetica, invece, ha espressione

T = %m\vGP + %Ig\w\g.
Poiché
1 . o
G-0= 5 cosai — 5 sinaj
w = ak
IG = %2717%2,



abbiamo che
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zxa,a)zzgnw2a2+-§inmﬂa2::6nu@a?

Osserviamo che tracciando le perpendicolari agli assi passanti per A e B si ottiene
un punto C', che ha la proprieta di essere il centro di istantanea rotazione per il
sistema, caratterizzato dalla proprieta vo = 0, dove v € la velocita come punto
del corpo rigido. Allora in alternativa si poteva calcolare T usando C:

1
T:ikw{

dove I e il momento d’inerzia rispetto a un asse perpendicolare al piano e passante
per C; per il teorema di Huygens-Steiner, questo ¢ dato da

Ic :IG+m]G—C'|2.

Poiché |G — C| ¢ la meta della diagonale del rettangolo ABCD, abbiamo che
|G —C| = £, e percid

1 2 1
Ic = —ml® +m— = —mt%
C 12m +m 1 3m ;
si ritrova 1
T = —ml?a2.
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Ora che abbiamo T e V, possiamo fare appello alla conservazione dell’energia
meccanica E =T + V e scrivere

dE 1 5. . ..
E—gmﬁaa—o <~ a=0.

Possiamo anche pensare di scrivere le equazioni di Lagrange:

d (0L oL 1 5. .
dt<80'4>_804_0 <= gmea_o — a=0.

Il moto & quindi uniforme e la legge oraria e

a(t) = a(0)t + a(0) = wot

Equazioni cardinali Indicando con ® 4 e ®p le reazioni vincolari rispettivamente in
A e B, le equazioni cardinali per il sistema sono

mag=Fs4+Fp+ Py + Pp
KG:Mg—f—‘I’Gu

Osserviamo che, poiché le cerniere sono lisce, le reazioni vincolari sono ortogonali
) M
alle guide e i momenti intrinseci W5 e W soddisfano W™ -k = Wt . k = 0.



Scriviamo i singoli termini:

ag = <—€d2 cosa — Edsina) i+ (Eéz2 sina — Edcosa) j,
2 2 2 2

F4 = —klcosai,

Fp = klsin aj,

D4 = D4j,

P = dpi,

=4 ~dt \12
Mg = (A— G)AF4+ (B—G)AFp = 0k,
Vo=(A-G)AP4+(B-G)APp+ T, +Tp =

. d d (1 1
Kga oqw) <m€2ak> = Emﬁzdk,

/ 14
= icoso@Ak—i- isinatIDBkvL‘I’A-k—F\IlB-k.

Ne segue che le equazioni cardinali sono
0. - V) —
—mzasina — mz&“cosa = —klcosa+ Pp
—mgcbsa + mgo'z2 sina = kfsina + $y (1)

L

1 2. 4 0
famleé = 5 cosa®y + 5sinadp,

che, essendo tre equazioni in tre incognite, sono sufficienti per risolvere il moto
e le reazioni vincolari. Moltiplicando la prima per sin« e la seconda per cosa e
sommando le due equazioni, si ottiene

cosaPy +sinabp = —mid.
Inoltre, la terza equazione del sistema si semplifica
cosady +sinadp = Bmfd.

Eguagliando i secondi membri delle due precedenti equazioni, otteniamo ’equazio-

ne del moto:
r . r . .
-mbé=——mba — a=0.
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Equazioni cardinali con polo diverso Scriviamo la seconda equazione cardinale con

polo C, il centro di istantanea rotazione:
KC =M¢g+Po—mve Avg. (2)

Il vantaggio di usare C', a fronte di un’equazione piu complicata, risiede nel fatto
che il momento delle reazioni vincolari W & nullo perché le rette di azione di



entrambe le reazioni passano per C'. Quindi la seconda equazione non contiene le
reazioni ed ¢ sufficiente per trovare il moto.

Calcoliamo dapprima il membro di sinistra. Osserviamo che in questo caso il
momento della quantita di moto ha un’espressione piu complicata perché il polo
non e il centro di massa:

Ko zacw—l—m(G—C)/\vc,

ma vo = 0, quindi dobbiamo solo calcolare o¢, il tensore di inerzia in C. In realta
quello che serve non ¢ tutto il tensore, ma solo I, il momento di inerzia rispetto
a un asse passante per C e parallelo a w, che abbiamo gia calcolato in precedenza

ed e uguale a
1

Ne deriva che )
Kczyﬂ%k

da cui )
Kc:yﬂ%k

Calcoliamo adesso il secondo membro di (2). Abbiamo gia osservato che ¥ = 0.
Si verifichi che anche M = 0. Resta da calcolare vo A vg; si osservi che in questo
caso vo # 0 perché e la velocita non come punto del corpo rigido, ma la derivata
di C' — O. Tuttavia poiché v¢ e vg sono paralleli, anche vg A vg € nullo. Per
concludere, la seconda equazione cardinale &

Kc=0
da cui ’equazione del moto %mﬁd = 0 e la legge oraria

a(t) = wot.

Calcoliamo adesso le reazioni vincolari dinamiche. Ricorriamo alla prima equazione
cardinale, che abbiamo gia calcolato (equazione (1)). Semplificando e sostituendo & = 0,
& = wp e a = wypt, otteniamo

{@sz—(m—;mm@cwwﬁ)
Dp(t) = (kl — mlw?) sin(wot).



