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Notazione 1 (Notazioni su SDE). Sia fissato uno spazio di probabilita (2, F,P) con
(Bf,..., Bf)te[o’l] moti Browniani indipendenti. Sara trattata la seguente equazione differenziale
stocastica autonoma

{dxg = 04 (Xe)dB] + b;(X,)dt Q)

Xi=zjeR

dovei=1,...,N;j=1,...,d e si sottintende la somma su j. In particolare (X,f)i:17,,,,N, con t
fissato, & un vettore aleatorio in RY e

Vi=1,...,d oj = (01j,...,0nj) : RV - RY (2)

b:=(by,...,by) : RY = RV, (3)

Quando scriverd semplicemente ¢ intendero la matrice N X d che ha come colonne i o;. La
matrice N x N oo” verra chiamata anche matrice di diffusione.

Condizione 1 (Condizione (R)). Assumero in tutto il colloquio che le funzioni o; e b sopra
definite siano C}°, ovvero differenziabili infinite volte, componente per componente, con derivate
parziali di ogni ordine limitate su RY.

Condizione 2 (Condizione (H)). Sia

1
(o) ::b—ﬁvajaj. (4)
Definisco
Vo :={o1,...,04} (5)
Vit1 .= Ve U{[o, V] |1=0,...,d; V eV} Vk>0. (6)
Sia
H(z) := Span{V(x) | V € UV, }. (7)

Si dice che per la (1) vale la condizione parabolica di Hérmander se H(zo) = RV.

Teorema 1 (Teorema di Hormander). Le condizioni (R) e (H) implicano che (1) ha soluzione
unica (X¢)e[o,1] nello spazio LP(€; C([0,1]; R™Y)) per ogni p > 2, e in piu, per ogni ¢ € [0,1], il
vettore aleatorio (X;) ha densita rispetto a L™ ed in piu tale densita & C*° (in realta addirittura
nello spazio S di Schwartz).



Esempio 1. Considero la SDE
dX} = dB}
dX2 = X}dB? 8)
(X5, X5) = (0,0)

Si osserva che oo ((0,0)) & degenere, mentre H((0,0)) = R2. La soluzione

(X1 X2) = (Btl, fo 1dB§), a t fissato, ha dunque densitd in S rispetto a £2.

Esempio 2. Considero la SDE
dX}! = X}dB}
dX? = X}dB? 9)
(X5, X3) = (0,1)

Si osserva che H((0,1)) = {0} e la soluzione ¢ (X}, X?) = (0,1). Questo, in un certo senso,

recupera l’idea che H(x ) & legata alle direzioni in cui puo espandersi la soluzione grazie al
noise.

Esempio 3. Considero la SDE
dX} = X}!dB}
dX? = (X} + X?)dB? (10)
(X()7X(]) - (07 1)
Si osserva, con qualche calcolo, che H((0,1)) = Span((0, 1)) e la soluzione & (X}, X?) = (0, eBi—at),
Questo rende ancora piu evidente quanto osservato nell’esempio precedente.

Definizione 1 (Derivata di Malliavin). Sia fissato uno spazio di probabilita (€, F,P) con
(B{,...,B{)c0,1) moti Browniani indipendenti. Sia H = L?([0,1];R?) e, per h € H

d 1 )
= Z/ hidB:. (11)
0
Considero la seguente classe di varabili aleatorie smooth:

Sexp :={F = f(W(h'),...,W(h")) | f € C&p; h's...,h" € H} C LP(Q) (12)

per ogni p > 1 (Con Cé?(p si intendono le funzioni f tali che per ogni multi-indice « esistono c,
e C,, per cui vale |0, f(x)] < caeCl?l). Su questa classe definisco la derivata di Malliavin DF

DOF = Z 5o (W )y W(R™))RE, (13)

Si nota che, sulla classe Sexp, DF € LP(2 x [0, 1]; R?) per ogni p > 1. Iterativamente definisco
la k-esima derivata D*F

n
DRI = Y Oy SOV (RY) L W (M) Ry hyt k. (14)
i1y =1
Si nota, anche qui, che su Sexp vale D¥F € LP(2 x |0, l]k;de) per ogni p > 1. Si mostra che
'operatore D* & chiudibile da LP(2) in LP(Q x [0, l}k;de) per ogni p > 1 e si definiscono gli
spazi
DF? .= dom(D,...,DF) D™ := N>y Np>; DP (15)



Fatto 1 (Parte I della dimostrazione del Teorema di Hérmander). La condizione (R) garan-
tisce che, per ogni t € [0,1] e per ogni i = 1,...,N, X} € D*®. La dimostrazione & alquanto
tecnica e usa le regole di calcolo della derivata di Malliavin. In queste note non accennero alla
dimostrazione di questo fatto.

Notazione 2. Introduco le seguenti notazioni che mi saranno utili in seguito. Con D, X; indico
la matrice N x d delle derivate di Malliavin, al tempo r, delle componenti del vettore aleatorio
X;. In particolare

(D, X¢)q = DLX]. (16)
Con %(i) e 92(z) indico le matrici N x N Jacobiane delle funzioni o; e b. In particolare

80']‘ _ 60’1‘]‘ =

- = 1
(F2w) =5 a7)

ob 0b;

—(Z = T 1
(5r@) = gmei@) (15)

Formula 1 (SDE risolte dal differenziale del flusso stocastico (Y;) e dalla sua inversa (Z;)).
Sotto 'ipotesi di regolarita (R) la mappa z € RY — X7, dove X7 & la soluzione della SDE (1)
con dato iniziale x, ¢ differenziabile. In piu tale differenziale in xg, che chiamo Y;, € un processo
di matrici N x N e soddisfa la SDE che si ottiene differenziando formalmente la (1)

£ ob

] b
Oa.f[]

;=1
K +0 ax

Si nota che la SDE

¢ 60']‘ j ¢ 8b 80’j 6oj
Zt = H_/0 Zs : %(Xs)st _/0 Zs : |:a£L'(XS) - E(Xs) : E(Xs) ds (20)

nelle nostre ipotesi ammette un’unica soluzione con momenti finiti di ogni ordine, e in piu Y;Z; =
7Y, =1 per ogni t € [0, 1].

Formula 2 (SDE risolta dalla derivata di Malliavin di X;). Sviluppando le regole di calcolo
relative alla derivata di Malliavin, si nota che, fissato r, il processo di matrici D, X; soddisfa la
SDE

‘o
- Ox

¢ 6aj
r Oz
D. X =0 se t<r

D, X; = o(X,) + (Xs) D, X.dBJ + (Xs) Dy Xgds  se  t>r

(21)
Formula 3 (Scrittura della derivata di Malliavin di X; come coniugata). Per unicita della
soluzione della SDE in (21) e per (19) e (20) segue che

DXy =Y Z, - 0(X,) se t>r (22)

Definizione 2 (Matrice delle covarianze di Malliavin). Definisco la matrice N x N delle cova-
rianze di Malliavin relativa al vettore aleatorio (X;):

d t
=Y [ ool (23)
=1



In maniera piu contratta

t
VX, = / (D Xy) - (D, X)) dr (24)
0
e usando la Formula 3
vx, =Y Cp - Y[ (25)
dove .
C = / (Z,-0(X,)) - (Z - o(X,) T dr (26)
0

Fatto 2 (Passo II della dimostrazione del teorema di Hérmander). La condizione (H) serve ad
ottenere una ipotesi di non degenerazione della matrice yx, per ogni ¢t € [0,1]. In particolare
(H) implica che, fissato t, vx, & q.c. invertibile e (detyx,)~! € LP(Q) per ogni p > 2.

Fatto 3 (Conclusione della dimostrazione del teorema di Hérmander). Il Fatto 1 e il Fatto
2 concludono la dimostrazione del Teorema 1. Infatti in generale dato un vettore aleatorio
(F%);=1, ...~ tale che

F'e D>, detyr >0 q.c., (detyp) ™t € Npsa LP(Q) (27)

¢ possibile stabilire una famiglia di formule di integrazione per parti: ovvero perognik =1,..., N
0

E [ajc(F)G} =E[¢(F)Hr(F,G)] Vo€ CPRY), VGeD® (28)

dove

d
Hy(F,G):=¢ (Z G-DF". (7;1)““> (29)
i=1

essendo ¢ l'aggiunto della derivata di Malliavin, ovvero il cosiddetto integrale di Skorokhod.
Iterativamente si ricava una formula di integrazione per parti per le derivate di ogni ordine e
si ottiene, da tali formule, che il vettore aleatorio F' ha densita C'°° rispetto a L™. Siccome
le H,(F,G) e F hanno buone proprietad di sommabilita nelle ipotesi date, si conclude che tale
densita e anche nello spazio di Schwartz.

Formula 4 (Formula dei commutatori). Dato V' € C>(RY;R¥Y), vale che
t 4 t 1
Zy - V(X)) = V(xg) +/ Zs - o, VI(Xs)dBl +/ Z - {[JO,V] + §[Uj, [aj,V]]} (Xs)ds (30)
0 0
Fatto 4 (Lemma di Norris, Versione di Hairer). Siano £/ e a; in LP(€; C3([0,1];R)) per ogni
p > 2. Sia
t t
Y; = YO+/ ozsds+/ BldB] (31)
0 0
Allora

Vp>2 3C, >0 te P{|Yalloo <6 |los]loo > €5, ]|Bs]loc > €50} < Cpe? Ve e [0,1]. (32)

Conclusione. Finisco queste note dando un’idea di come gli ultimi due risultati servano a
mostrare il Fatto 2. Usando la (25) e le osservazioni sulla sommabilita di Z; di cui alla Formula
1, si ottiene che rimane da mostrare che C; e invertibile e s

(detCy)~t € LP(Q) Vp > 2. (33)



Si mostra che tale condizione € verificata se, ad esempio, ho una stima di questo tipo

Vp>2 3C, >0 tc. sup P{uvlCw<e} <Cpe? Vee[0,1]. (34)
|v]=1

D’altra parte usando che
d t
v Cw = Z/ ! Zso;(Xs)|ds (35)
=170

che discende dalla (26), si nota che un uso induttivo della Formula 4 e del Lemma di Norris,
unito a stime Hélder, produce un controllo sulle norme infinito di v7Z,V (X) per ogni V € V;,
definito nella Condizione 2. Piu precisamente, fissando ¢ = 1, si riesce ad ottenere che, per
ogni k > 1, esiste un certo g; tale che

VYV eV, valeche Vp>2 3C, >0 tc. (36)

sup P{vT Cv < ¢, |[vT ZV (X{)||oo > €} < Cpe? Ve €[0,1]. (37)
|v|=1

D’altra parte esiste un ko per cui Spany ¢y, {V(z0)} = RY e dunque
ST ZV (Xl = D 0"V (@) > e >0 (38)
VeV, VeEVig,
per un certo ¢ e per ogni v con |[v| = 1. Passando alle somme nella (36)/(37) si deduce che

Vp>2 3C, >0 t.c. (39)

sup P{o"Crv < e, Y [0 ZV(X,)lloo > Vi, - %0} < Cpe? Ve € [0,1]. (40)
lv|=1 VeV,

Per la (38) ottengo che, se € ¢ sufficientemente piccolo, la seconda condizione dell’evento di cui
si calcola la probabilita in (40) ¢ sempre vera, e dunque esiste € tale che

Vp>2 3C, >0 tc sup PluolCilu<e} <Cpe? Vee|0,d (41)
lv]=1

e infine, a patto di aumentare la costante CT,, vale la (34) e dunque cid che volevo.
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