Preparazione orale analisi numerica:

CAPITOLO Errori (1):

Ricavare il coefficiente di amplificazione:
Sviluppare la serie di Taylor su X di centro x con ¥ = x(1 + &)

(x-x)2

<f(x)+(9?—x)f'(x)+Tf”(f)>—f(x)

% (x)
Ein = 5

&)

igx

CAPITOLO Gerschgorin (4):

Primo teorema di Gershgorin (Massimizzare il valore per riga):
Gli autovalori di una matrice A appartengono all’insieme: U7, K;

Dimostrazione:

. g - : n _
Sia x autovettore | Ax = Ax ; sulla i-esima riga vale Y7, a; jx; = Ax;
Prendiamo x;, componente di massimo modulo, vale:
(apr — )% = — X jrr a jx; dividiamo per x; e otteniamo i, — 4 = — X4k ay,j -+ ma |x—’ <1,
: . : J .
quindi: |ag; — 4| < Zj¢k|ak'j|

Secondo teorema di Gershgorin (Polinomio sulla matrice):
Se I'unione dei cerchi di Gerschgorin é formata da due sottoinsiemi disgiunti M, e M, dati
dall’unione di m, m, cerchi, allora M; conterra m, autovalori mentre M, ne conterra m,.

Dimostrazione:

Data A sia D(A) la matrice con i valori diagonalidi 4, A(t) =D + t(A—D) | t € [0,1]

Gli elementi e gli autovalori di A(t) sono funzioni continue di t, variandolo otteniamo:

A(0) = D ; A(1) = A sempre con gli stessi centri e raggio crescente.

Siccome M; e M, sono disgiunti allora gli autovalori nono possono passare da I'uno all’altro, quindi
contengono il numero di valori dati dal numero dei cerchi.



Teorema riducibile < fortemente connesso:
Una matrice é riducibile < Il suo grafo non é fortemente connesso.

Dimostrazione (Insiemi raggiungibili):
Osservazione: i grafidi A e B = PAPT differiscono solo di una permutazione di nodi.

N

A1 A1

0 A ) allora non esiste nessun cammino fra le due parti della matrice.
2,2

Portata in forma (

-
Esiste una coppia di nodi per cui non esiste un cammino,

Q = {nodi non raggiungibili da p} ; P = {nodi raggiungibili da p}

Ovviamente da nessun nodo di P posso raggiungere @, permutando in modo tale che gli indici di P
siano i primi risulta A riducibile.

Terzo teorema di Gershgorin:
Supponiamo che AA | A € K; —» A € §K; allora se A é irriducibile — A appartiene a tutti i cerchi di
Gerschgorin e quindi a tutte le loro frontiere.

Dimostrazione (Successione termini massimi):
s
. . . _ j _ .
Come il primo otteniamo |ay, — A| = ¥ ;x| ax | |x_k| = Y +k|ak j| in quanto A € 5K.

Di conseguenza se a; j # 0 — |xi| = |xj|.

Siccome A & irriducibile » Jay, ;7 # 0 = x| = [x,/].

Quindi possiamo scegliere come indice k' ed essendo A irriducibile possiamo trovare una
successione che copre tutti gli indici.

Percio ciascuna componente puo essere presa come quella di modulo massimo = A € §K;



CAPITOLO Norme (5):

Uniformemente continuita delle norme:
La funzione x — ||x|| é uniformemente continua.

Dimostrazione (Disuguaglianza triangolare):

Usiamo la disuguaglianza triangolare: ||a|| < [la — b|| + ||b]| da cui si ottiene:

Ibll = llall < llI-(a = b)Il = [-1] - la — bl = ||a — bl|

Quindi [|IbIl — llalll < lla — bl = I1X(a; — b)e;ll < Xll(a; — be;ll = Xla; — byl - lle;ll

Quindise [a; — b;| < & = [I[bll = llalll < & Xllell

aVed § = ——0.
Ossia Ve Sieal

Equivalenza delle norme vettoriali:
Y coppia di norme su C™* Aa, B | Vx € C* vale al|x||; < |Ix]l, < Bllxlly

Dimostrazione (Passando per norma infinito):

Per x = 0 la disuguaglianza vale.

Se si dimostra con || ||, = || || allora vale per qualsiasi coppia di norme, infatti se abbiamo:

{%IIXIIOO < llxll; < Bilixlleo
@ llxlle < llxllz < B2llx]leo
L'insieme S, & chiuso e limitato in C™ quindi la funzione || ||; avra un massimo 8 e un minimo «a.

a B
- _/31 lxllz < llxlly < = lixll;
2 2

X
l1%/lco

Alloraa < ” || < [ da cui la tesi.

Funzione Norme di matrici:
La funzione f: C* = C™ | A = max,¢s||Ax|| € una norma matriciale.

Dimostrazione:

L'unica non banale & la submoltiplicativita:

Imponiamo AB # 0 e prendiamo un vettore y | ||y|| = 1; ||AB]|| = max{||ABx||:x € S} = ||ABy||
Detto z := by # 0 allora:

_ _ llazi ll4zl|

max||AB|| < max||A|| max||B| = [|A]|[| Bl

IBy|l = ”A”i—” | IBy|| e poiché

z

R4 hanno norma 1 vale:

llzll =

Raggio spettrale e norma:
VA€ CY™™; Ve > 03| || norma di matrici indotta | p(A) < ||A|| < p(A) + ¢

Dimostrazione:

Prima disuguaglianza:

Sia A autovalore per A e x autovettore corrispondente (Normalizzato, ||x]|| = 1)
Ax = Ax - || Ax|| = l|Ax][ = |] - [|x]| = |4]

Quindi V autovalore |A| < max =1 [l4Ax|| = [|A]l



Seconda parte:

Definiamo una norma vettoriale, S matrice non singolare allora ||x||s :== [|S™ x| & una norma.
La norma matriciale indotta é:

lAlls = maxyyjg-l|Aylls = maxjs-s_;l1S ™ Axllo, = maxyyy, I~ ASyllo

Quindi 4 - ||S™1AS||, & una matrice indotta.

Terza parte:
1

SiaJ = T 1AT laformadiJordandi 4 ; E = | g2 |
)

/1] &
Coniugando otteniamo: E~1JE diagonale a blocchi del tipo D; = . €
4

Passando alle norme: ||[E7YE||l = |ET1T YATE || = ||Allrg che & la massima somma sulle righe

dei moduli degli elementi di ] ossia:

max; ||Di(j) ”00 <plAd)+e¢

Osservazione:
Il raggio spettrale € una norma nel caso in cui valga I'uguaglianza, ossia gli autovalori di
modulo massimo compaiono in blocchi di dimensione 1.

Limite norma e raggio spettrale:
Vedere pagina 17 dispense.

CAPITOLO Forma normale di Schur (1):

Teorema Forma normale di Schur:
VA € C™™ 3T triangolare superiore e Q € C'™ unitaria | QAQ® =T

Dimostrazione (Induzione su dimensione):

Induzione su dimensione di A.

Sen=1valed=1-4-1

(n — 1) - n: Sia x autovettore normalizzato (xx = 1; Ax = Ax).

SiaS = (x) e (¥, ..., ¥,) base ortonormale di S7.

SiaU = (x,¥5, ..., V), osserviamo che U AUe; = UM Ax = UHAx = AU x = Ae;
A b
0 A,

a=ue, (5 2)oku”

Percio UMAU = ( ) con b € C""%; per HP induttiva 3Q,, = (1 0 ) |

0 Qn



CAPITOLO Metodi diretti per sistemi lineari (3):

Condizionamento:
Consideriamo una perturbazione del vettore dei termini noti b — b + §,
Vogliamo studiare quanto debba essere perturbato il vettore iniziale per rendere vera
'uguaglianza: A(x + 8,) = b + &,
A8, = 8, = 8, = A~16), scelta una norma vale ||6, ]| < 1A - 1|6, I

18l
x|l

Siccome vogliamo studiare I'errore relativo ( ) sfruttiamo la seconda disuguaglianza:

b1l = [lAx|l < [|A]l - llx]l

181 _ [lA"* {118l -1 18]l
Dol < 11291 — 114 14l - 2ot
[lx Il lAlI= bl I - Tl 1Bl

Il valore u(A) = ||A7Y|| - ||A|| & detto numero di condizionamento.

Allora:

Teorema di esistenza e unicita della fattorizzazione LU:
Sia A € C™", |a fattorizzazione LU 3! se tutti i minori principali sono invertibili.

Dimostrazione (Induzione su dimensione/Assurdo):
-
Se n = 1 nulla da dimostrare.
Se valido V m < n allora mi basta mostrare che posso smontare A nella forma:
A= (An;1 b ) _ (Ln_1 0) (Un_1 u)
a Ann a” 1 0 k
Perché esista la condizione e: A,,_1; = L,,_,U,,_1 vera per induzione e
b=Lpqu;a" =vTUp_1;an, =viu+k
Poiché A,,_; & invertibile per ipotesi allora per il T. di Binet lo sono anche L,,_; e U,,_4.
—7-1

. . . . ou 2ib . . .
Quindi u ; v si ricavano dai due sistemi { n-1 r di dimensione n — 1 non singolari.

vl = U a

Tu.

Ricavatiu; vallorak = a,, —v
N
Supponiamo per assurdo che 3k <n — 1 |det A = 0 se la fattorizzazione LU Z la dimostrazione
finita, se esiste non & unica, infatti:
A, B T

Az(ck D)z(LVk 2)(%k W)
Considerando A, = L, U, - detA;, = 0 = detL, detU, e siccomedetl, =1 — detU, =0
Ma allora € = VU, — le soluzione di V non sono uniche.

Matrici elementari
Matrice della forma: E :== I — ouv!!

Osservazioni:

Il rango della matrice uv & 1

Sex € vt = Ex = x — ouvf (x) = x ossia x & autovettore relativo ad 1 (n — 1 indipendenti).
Seu ¢ vtallora Eu = u — ouvtu = u(1 — ov"u) da cui (1 — ov*u) autovalore con autovettore
u e E invertibile se ovfu # 1.

Se vale u € v allora I'autovalore 1 ha u, (1) = n; pg(H)=n-1



CAPITOLO Metodi iterativi per sistemi lineari (5):

Proposizione (Condizione sufficiente di convergenza):
Data P matrice di iterazione, se 3 || || norma matriciale indotta | |P|| < 1 allora la successione
converge.

Dimostrazione:

Data || || norma indotta | [|P|| < 1, se il limite 3 sappiamo che & soluzione del sistema e che:
Xp41 = Pxy + b ;x50 = Pxgo; + b sottraendoli I'uno all’altro otteniamo:

Xka1 — Xsor = P(Xp — Xg01) = €41 = Peg = e = P¥eg

Passando alle norme vale:

llexll < |IP11%]leol siccome ||P|| < 1 — per il T. dei carabinieri ||ex|| = O.

Proposizione (Condizione necessaria e sufficiente di convergenza):
La successione converge < p(P) < 1

Dimostrazione:

-

p(P)<1-3¢|pP)+e<1- 3| | indotta|p(P) <|IP|l < p(P)+¢

Quindi [|P|| < 1 — Proposizione di prima.

N

Se la successione converge x, allora lo scelgo affinché e, sia autovettore per P, ossia:

Pey, = Aey — e, = P¥ey = A¥e,, per ipotesi e, — 0 quindi |A|¥ — 0 cioé |A] < 1V autovalore.

Condizioni di arresto all’iterazione:
Le condizioni intuitive di arresto sono ||x; — x,_1|| < € e ||b — Axi|| < € e vogliamo che queste
condizioni implichino ||x; — x50;]| < & dipendente da €.

Valutazione del passo:
X = X1 = (X = Xso1) — (Xr—1 — X501) = P(Xg—1 — Xs01) — (Xpm1 — Xs01) =
= (Id = P)(xso1 — Xx—1)
Quindi (xgo; — Xg—1) = (Id = P)™1(x}, — x4_1) invertibile perché p(P) < 1
Passando alle norme:
%501 = X1l = [IId = P)"Hle < (1 = [IPID e

Se ||P|| si avvicina ad uno la costante di amplificazione diventa molto alta.

Valutazione del residuo:
Il residuo e 1, '= b — Ax,, quindi:

A7r- = A71b — X = Xgo — Xy peICiO:

X501 = xiell = 1A el < HIATH - el < ellA7H]
Ricavare ||A~1|| sarebbe troppo pesante quindi maggioriamo con:
u4)
Xsol — Xkl < €——
. - A
Con errore relativo: Ixso1 -kl < &‘M

Il libl]



Teoremi di convergenza sui metodi di Jacobi e Gauss-Seidel:
Se A soddisfa una delle seguenti condizioni allora p(J) < 1; p(G) < 1:

A é fortemente dominante diagonale.

AT é fortemente dominante diagonale.

A é irriducibilmente dominante diagonale
AT é irriducibilmente dominante diagonale

A LN R

Dimostrazione (Passare dal determinante e moltiplicare per D):

()]

Studiamo det(J — A1d) = det(D~1(B + C) — Ald) ; moltiplichiamo per D, quindi det(B + C — AD)
con (B + C — AD) la matrice che (A meno del segno) ha giusto la diagonale moltiplicata per A.

Se fosse per assurdo 1] = 1 allora anche questa matrice € dominante diagonale (O irr. Dominante
diagonale), quindi non singolare, percio A non puo essere un autovalore.

(@)

Studiamo det(G — A1d) = 0 — det(C —A(D — B)) =0

La matrice cosi ottenuta ha parte triangolare inferiore moltiplicata per A, pertantose A e
dominante diagonale (O irr. Dominante diagonale) lo & anche C — A(D — B).

Proposizione:
Se la matrice A é tridiagonale con elementi sulla diagonale diversi da 0 allora p(G) = p(J)?

Dimostrazione:
Vogliamo mostrare ch A & autovalore di /] < u = A2 & autovalore di G.
Dati A, u autovaloridiJ, G allora det(J — Ald) = 0 ; det(G — uld) = 0, per definizione di G
possiamo scrivere:
det((D — B)™'C — uld) = det(C —uD + uB) =0
Consideriamo D,, := Diag(1,a, a?, ...,a™ 1) con a # 0, coniugando il risultato di prima otteniamo:
det(D,(C — uD + uB)D;1) =0
Vale: D,CD;* = a=*C; D,(uD)D;* = —uD ; D,(uB)D;' = uaB
Moltiplicando per a otteniamo det(C — paD + pua?B) = 0 confrontandola con
det(J — Ald) = det(D~*(B + C) — Ald) = det(C — AD + B) = 0 otteniamo:
A autovalore perJ; a = % ; U = A? otteniamo che u lo & per G.

W autovalore perG; a = \/iﬁ ; A = +/u otteniamo che 1 lo & per J.



CAPITOLO Zeri di funzione e problemi di punto fisso (5):

Teorema (Condizione sufficiente di convergenza):

Siaf eCl(D,a€l|f(a)=a;l=[la—p,a+pl;p>0||f'(x)|<1Vx€l;alloraV¥x, €I

vale x, € I ;limy x;, = «

Dimostrazione:

Poiché f € C1(I) per il T. di Weierstrass |f'| ammette massimo e minimo.

Sia A = max{|f'(x)| | x € I} < 1, vogliamo mostrare che |x; — a| < Alp per induzione su i:
i = 0 allora vale per ipotesi.

Se vale V indice minore di i allora per il T. del valor medio 3 §; compreso frax; e « |
Xig1—a=f(x) — f(a) = f'(&)(x; — a) e passando ai moduli:

X1 —al = If' EDNlx; —al <A-Ap

Teorema (Unicita punto fisso):
Sia f € C*([a, b]) con |g'(x)| < 1 Vx € [a, b] allora esiste al pitrun a € [a,b] | f(a) = a

Dimostrazione (Per assurdo):

Seperassurdod B € [a,b] | f(B) =B a—-B=f@—-fB)=f (D=L > =1

Teorema (Versione floating point):
Sia a punto fissodi f € C'(I) ,A:==max{|f'(x)||x€l}<leo:= %1;

Seog<lel|xy—a| <pallora|x,—a| <o+ A(p—0)

Dimostrazione:
Per induzione, sei = 0,x;, = xg allora [X; —a| <p
Se vale V valore minore dii allora [X;.1 —a| = |[f'(E)| - 1% —a| + 6 <

S?x(a+)li(p—a))+(1—7\)p =0+ A (p—0)

Teorema (Velocita di convergenza):

Siag € €?([a,b]) ,gP (@) = =g?P P(@)=0;gP #0allora3l:=[a—s,a+s]|sex, €I >

la successione converge in modo superlineare ad a con ordine p.

Viceversa se g € CP([a,b]); a = g(a) ed Ax, € [a, b] | la successione converge ad a con ordine

p a//ora g(l)(a) —r— g(p_l)(a) =0 ;g(p) +* 0

Dimostrazione:

N
Se g'(a) = 0 allora 31 centrato in a in cui la derivata ha modulo minore di 1.
Per definizione la convergenza in questo intervallo & superlineare.

Sviluppiamo Taylor: g(x) = g(a) + (Termini eliminati essendo le derivate) + o

g(xk)—a| _ 9P @)

Dacuilim|(x P o € (0,+x)
-

(xx—a)Pg® (&)



—

Abbiamo 1 < r < p e vogliamo mostrare che g™ (a) = 0

9x-g(@)| _ 0
(cg—a)"

Per definizione di ordine di convergenza lim |

Dimostriamolo per induzione su r:

. (xk)—g(a) . - . ' ’
0 = lim |22 = jim |22 '(&)| = limlg' (G| = lg' (@)
k—a Xp—a
Supponendo gV (a) = -+ = gV (a) = 0 vale:
_ _ om0’ @ L )@ | )9 D) G ) g P ()
g(xk) g(a) = 1 +t (r—1)! + 7! - 7l
_ Q) ]

Quindi: 0 = lim |—g(xk) 2l = lim 960 _ |9 @)

(xp—a)" ! r!

Proposizione (Convergenza metodo di Newton):
Sia f € C%([a,b]) con f(a) =0ea € [a,b].Se f'(a) # 0 allora3 ] :== [a —p,a + p] | Vx, €I la
successione generata dal metodo di Newton converge ad « con ordine almeno 2 (Esattamente 2 se

f" (@) #0)

Dimostrazione:

f(x)
1)
Sono soddisfatte le ipotesi del teorema del punto fisso quindi la successione converge ad a.

Siag(x) =x— ; poiché f(a) =0alloradl =[a—p,a+p]llgx)]| <1

Per determinare I'ordine:

RicN
limxk+1—a — i K £ (xx) *
(xx—a) (x—a)?

Sviluppiamo con Taylor f in un intorno di xy.

_ _ o @x " | fe) _ (@22 f'(©
0=f(a) =f(x) + (a—x)f (x) + 5 M (a—xx) + )

Sostituendo otteniamo:
(a—xk)zf,”(f)) e
2 f (Xk . 1 f Xk
—_— = llm- f—
(x—a)? 2 f(xp)

(@)

lim )

1
2

CAPITOLO Interpolazione (4):

Determinante di Vandermonde:

1 xo x¢ x3

3

1| =
allora det V i>ilX; X
Xy %2 x% n ]._[l>](l ])

Sio ¥y = (v,) vy = (x0)Va = | |
1 x3 x% «x3

Dimostrazione (Induzione su n):

n =1 éx; — x, per verifica diretta

n — 1 - n Data la matrice V,,_; consideriamo V,,(x,,) uguale a V, con ultima riga (1, x,,, x2 ..., x?)

Sviluppando det V,, (x,,) rispetto all’'ultima riga ed in funzione di x,, otteniamo un polinomio di

grado n con coefficiente principale pari a detV,,_;.

Raccogliamo det V,,_ e fattorizziamo ottenendo det V,,(x,,) = detV,,_; (x, — &1) ... (x5, — &)



Siccome gli 0 di detV}, comprendono (x,, ..., X,_1) sono esattamente questi.
Quindi detV}, (x,,) = detV,_q (xp, — Xo) «. (X, — Xp—1) = det Vo1 [1Hg (o, — ).

Resto dell’interpolazione:
Per stimare il livello di approssimazione consideriamo 7;,(x) = f(x) — p,(x).
Proposizione:

(n+1)( )
i=o(x — ')f :

Sia f € C"*1([a, b]) allora dato x € [a,b] 3 & € [a,b] | 1,,(x) = o!

Dimostrazione:

Supponiamo x # x;, consideriamo g(y) = r,,(y) — rn(x) H(y ‘) d| classe C™*1

g si annulla su tutti gli x e gli x;, n + 2 punti in totale, dunque per il T. di Rolle g’ si annullain

almenon + 1 punti, g” sun, etc. g(”“) in almeno un punto.
(n+1)!m (x)

g = [f"P ) - 0] - TS

Imponendo I'annullamento su & abbiamo la tesi.

DFT:
Proposizione:

Se &, e una radice dell’'unita, allora vale: ;l 018” {n pert = 0 (r?)
0 altrimenti

Dimostrazione:

Sei=0(n) - (eb) =1V jowero X tel =n

Altrimenti consideriamox™ —1 = (x — 1)(1 +x + -+ x™"1); g, loannullama &’ —1 # 0

(n—-1)i

Quindi deve essere 1 + &}, + €2/ + -+ + &n = 0 che dimostra la tesi.

Proposizione:

Sia F la matrice di Vandermonde associata ai nodi e,ﬁ con0 < j < n,allora:

1.F=F"
2.FF=n-1d
1 0 0
Z=nJ] con]] = 0 O 1
01 .. 0

Dimostrazione:
1. l’elemento (i,j) e F(i,j) = sij = sji =F(j,i)
2. FHF(i, j) =3 Ong T = = yn- Og—LrSJT Zn T(J D
n n
E vale per il risultato di prima: FF(i,j) = {Onarl)te;rlne:njti

3.F2(i,)) = Xpzg el ey = Xizden



