Analisi a piu variabili:

Calcolo Differenziale



Definizione (Norma):

| |l: R*® - R tale che:
[lx]] = 0 (seminorma); [|x]| =0 x =0
lIAx]] = |41 x|l
llx + ¥l < x|l + [ly]

Disuguaglianza di Holder (D1 ; 1.6):
X1y Xy 20591, 00,0, 2051 <p,q < +00con % + 3 = 1 (coniugati); allora:

6y < lixllp llyllg

Disuguaglianza di Minkowsy (D2 ; 1.6):
llx + yll, < lixll, + Iy,



Definizione (Spazio topologico):
(X,T); T <€ P(X) detti aperti tali che:
0,XeT
A, ET>UAET
ABET->ANBET

Definizione (Spazio metrico):

E' uno spazio topologico dotato di una distanza, ossia di una funzione:
d: X X X = R tale che:

d(x,y) = 0 (pseudodistanza) ; d(x,y) =0 x =y

d(x,y) =d(y,x)

dlx+y)+dly+2z)=d(xz)

Definizione (Limite):
Si dice che F il limite di {x,,} se d(x,,,x) < e Ve>0

Definizione (Spazio completo):
Si dice che uno spazio topologico € completo se ogni successione di Cauchy converge.



Definizione (Contrazione):

f:X - X si dice una contrazione se d(f (x), f(¥)) < k d(x,y) ;k € (0,1)
k = 0 e una funzione costante
k = 1 si dice funzione non espansiva

Teorema delle contrazioni (D3 ; 1.24):
(X, d) spazio metrico completo ; f contrazione, allora:

Alx, | f(x,) =x,

Definizione (Successione uniformemente limitata):
f € C([a, b)) si dice uniformemente limitatase I M > 0| |f,(x)| <M Vx; Vn

Definizione (Successione equicontinua):
f € C([a, b)) si dice equicontinuaseVe > 036 > 0|V nvale:

”fn(x) _fn(y)”sup <e selx _yl <é

Teorema di Ascoli - Arzela (D4 ; A.9):
f. € C([a, b]) uniformemente limitata ed equicontinua, allora:
3/, sottosuccessione convergente uniformemente ad f, (Dunque f, € C([a,b]))




Definizione (Spazio di Hilbert):
= () —yinduce ” ”

Definizione (Spazio di Banach):
E' uno spazio normato completo.
Relazioni:

Hilbert € Banach € Normato € Metrico € Topologico

Teoremi funzioni in R™ (D5 ; A.13 ; 1.34):

Teorema di Bolzano - Weierstrass:

{v;} limitata in R" — El{vik} sottosuccessione convergente (componente a componente).

Teorema di Weierstrass:
K € R"™ compatto; f: K — R continua; allora ammette massimo e minimo.

Teorema di Heine - Borel:
K S R" compatto « Chiuso e limitato

Teorema di equivalenza fra norme (D6 ; 1.36):

V norma || || in R™ 3 ¢¢, ¢, tali che:

clixlleo < llxll < c2llxll Vx € R



Definizione (Funzione continua in x;):
f:R"™ - R continua in xy se f(xg + h) — f(xg) = o(1) per ||h]| = 0

Definizione (Funzione omogenea di ordine n):
f(xq,...,x;) omogenea diordinenseV A > 0 f(Axy, ..., Ax,) = 1" f(xq, ..., x1)

Definizione (Landau):

— k If Gegxie)]
fxq, i) = O(llxll*) & eS¢

Definizione (Funzione differenziabile in x;):
f:U € R" - R e differenziabile in x; € U se 3L: R" — R operatore lineare tale che:
f(xo+h) =f(x0) + Lh + o(||Al])
L= f'(xp);L = Df (x)
v | L(h) = (v, h) detto gradiente. (Lemma ND)

Teorema (D7 ; A.33):
Differenziabile —» Continua

Definizione (Derivata parziale):
F:U € R™ - R™ con {e;} ; {u;} basi canoniche dei due spazi, F(x) = X.J1 Fi, (x)u con F, = (F(x), u)
La derivata parziale in x;, di F; é:

axkFi (x) = lim; P

Osservazione:
SeL:R™ - R™ e {e; ...,e,} ; {uy, ..., up, } sono le basi canoniche - (L(ey), ) = (ajx ) ; [k % j]

Resta quindi identificato in maniera univoca L(x) = ¥ i X u;

Teorema (D8 ; A34):
F differenziabile in x - 30,, F;(x)

VF(x9) = Xj=10x, F(xo)ex



Definizione (Derivata direzionale):

F:UCSR" > R;veR";v # 0; la derivata direzionale é:
F(xg+tv)—F(xq)

9,F (x9) = lim,_, ¢

Proprieta (D9 ; A.36 ; 1.72):
F:U € R" - R¢ differenziabile in x; » 39,F (xy) = 3. Oy, F (x0)v;

Teorema del differenziale totale (D10 ; A.37 ; 1.74)
Se d,,F(x) 3V x € U aperto e d,,F(x) & continua in U — F differenziabile in U

Proprieta di derivazione della funzione composta (D11 ; A.37 ; 1.75)
H(x) = g(f(x)) ; f differenziabile in x( e g differenziabile in yo = f(xy) = H (xo) = g’(yo)f'(xo) (ND)



Teorema di Schwartz semplice (Principio di simmetria) (D12 ; A.40; 1.78):
Se esistono e sono continue F(xq,x2) ; Oy, F ; 0x,F ; Oy x,F ; Oy, F suU allora:
Vx €U Oy 5, F(x) =0y, x, F(x)

Definizione (Divergenza e rotore):
F:R" - R";F = (Fy, ..., E)

F

rot(F) =VXF

Formula di Taylor in piu variabili (D13 ; A.41):
F:UCR" - R;F €Ck)
Sia Xy € U,n € N allora:

F(x) = Sa 0°F (1) Z25 + ol — x, ")




Definizione (Massimo relativo):

(x0,¥0) € U & un massimo relativo © 38 > 0| /(x — x0)% + (y — ¥9)2 < 8 = f(x,¥) < f(x0,¥0)

Principio di Laplace (D14 ; A.43):

(x0,¥0) € U massimo relativo per F € C?(U) allora:
0, F(x0,¥0) = 0y F(x0,¥0) =0
0ZF (x0,¥0) + 07 F (x0,y9) < 0

Proprieta (D15 ; A.44):
(x0,¥0) € U; se 0, F(x0,¥9) = 0, F(x,¥9) =0 ; F € C*(U) e
axxF axyF . . .
= 0. F 0, F (%0, ¥0) <ger 0 allora & un massimo relativo.
Osservazione:
A<O0edetA>0ea1 <0
A>0odetA>0eaq; >0

Principio dei moltiplicatori di Lagrange (D16 ; A.46):
Sia (x0,Y0) = maxs(y,)=o F (x,y) (0 minimo), allora:

3 4| 0, [F (x0,y0) — Af (x0, ¥0)] = 0, [F (x0,¥0) — Af (x0,¥0)] = 0

Teorema sugli spazi compatti (D17 ; A.7):

Dato (X, d) spazio metrico:

X compatto per ricoprimenti - X compatto per successioni
N 4
X Separabile



Teorema del Dini (D18 ; 1.104):

Il teorema di Dind deserive le soluzione della equazione
1
Faq,23) =0

guando il punto x = (g, ey) ¢ vicino ad un punto a = (o, ay) tale che
g, 0a) =10

Lemma 13.4.1. (Teorema di Dini) Sia
Flay,eg) U C R — R,

uni funzione definita in un dominio U aperts, sio I di classe O in
U5, Se il pundo a = (aq,ag) in U sodddisfu Vipotesi

Fia) =0, d,, F(a) £ 0, (13.4.103)

allorn esiste un intorno di o del tipo
V={recR|r —ay| <&, |z —2—ay < d}
ed patste una funzione
wilry —e,m 4 2) = (12— &, e + d)
tale che:
a) per ogni v € (a; — c,2 + <) abliame
Flag, (o)) =0
bl se (zq,m0) € V & soluzione dell’equazione
Fimy, ma) =10,

allore wp = (x);
e) ln funzione

@ilm —e,m +e) = (03 — 8,73+ 8)

¢ di elagse (1,

10



