Analisi a piu variabili:

Integrale di Lebesgue



Osservazione:
Ripasso delle definizioni di Algebre, g-Algebre, misure additive, misure g-additive, Proprieta della misura
astratta, misura esterna.

Definizione (Insieme ¢@-misurabile, Carathéodory misurabile):
Uninsieme E € () & p-misurabile se e solo se:
p(A) =p(ANE)+ @(A\E) VAC Q

Teorema di Carathéodory (D1 ; 5.9):
Gli insiemi @-misurabili sono una o-algebra e @ ristretta agli insiemi misurabili & una misura completa
numerabilmente additiva.



Costruzione della misura esterna:

Dati ) insieme, A famiglia di sottoinsiemi di () tale che @ € 2 ; Upeq E = 2 ; supponiamo di avere:
mgy: A — [0, ] tale che my(@) =0

Lemma (D2 ; 5.12):
La funzione ¢ (E) = inf{Z]‘-";l mO(A]-)} con 4; € A E < U; 4; € una misura esterna di ()

Definizione (Pre-misura):
La funzione my: Sy — [0, o] & una premisura se E; € Sy ; E = U; E; € S, unione disgiunta —
my(E) = %; mo(E)

Dove S; € un'algebra di sottoinsiemi tali che:

E,,E,€Sy—>E UE,€Sy;EESy > EC €S,

Lemma (D3 ; 5.14):

Se m; € una pre-misurae @(E) = inf{Z}x’:l mO(Aj)} con 4; € Sg; E < U; 4; & lasua misura esterna
allora:

p(E) =mo(E) VE €S



Unicita dell'estensione di Carathéodory:

Data una premisura (Q, Sy, mg), possiamo mediante il teorema di Carathéodory definire una sigma algebra:
S={EcQ|pA) =p(ANE)+ @(A\E) VA C Q}
Il teorema garantisce che:

S & una o-algebra

@(E) =my(E) VE €Sy

¢|s = m & una misura o-additiva

Supponiamo che esista una seconda misura 1 definita su S e tale che:
m(A) = p(ANE)+ @(A\E) VACSQ
1 & una misura o-additiva

Lemma (D4 ; 5.15):
Valemi(E) <m(E) VEES

Lemma (D5 ; 5.16):
Sem(Q) < walloram(E) =m(E) VEES



Lemma di Dynkin (Classi monotone):

Definizione (m-Sistema):

E' una famiglia I di sottoinsiemi di un insieme (Q tali che:
I#@
ABel-AnBel

Definizione(A-Sistema, Classe monotona):

E' una famiglia M di sottoinsiemi di un insieme (Q tali che:
QeM
A BEM;BCA—-B\AeEM
{A,}JEM;A, € A,,1 > UA, EM

Notazioni:

F m-Sistema su Q allora o (F) & la pili piccola o-algebra che contiene F e A(F) la pili piccola classe
monotona che lo contiene.

Lemma delle classi monotone (D6 ; 5.18):
Se I & un m-Sistema contenente () allora si ha l'uguaglianza:

o() =10



Misura di Lebesgue:
Richiami su intervalli, pluri-intervalli e misura d Peano - Jordan.

| pluri-intervalli formano un'algebra su cui la misura di Peano - Jordan e additiva.

Lemma (ND):
Se 1,] sono pluri-intervalli chiusi allora/ U J = I U J & ancora un pluri-intervallo e:
mo(I U ]) < my(l) + my(J)
Semoy(INJ) =0->my(I U]) =mu(I) +my(J)
(mg € la misura di Peano - Jordan)

Algebra di Borel:
L'algebra di tutti i pluri-intervalli non & una g-algebra ma A = {aperti} lo & (e ne & generata).
Questa e detta Algebra di Borel.

Teorema (Premisura) (D7; 5.20 ; A.85):
La misura di Peano - Jordan (©, ¥ ,my), con ¥ plurintervalli, & una premisura.

Cioé se | = U disgiunta tale che I;, I (unione finita) € ¥y — mo(I) = X mg(I;)

Corollario (Charatheodory):
(Y0 ,mMy) estensione (Y, m) misura di Lebesgue.

Ridefinizione misura interna:

Lavorando con la premisura di Peano Jordan su di un intervallo limitato e chiuso (I, Y., ,mg) ridefiniamo a

misura esterna come:

@ | @5, =me@(A) = infacur, {¥ mo(E )} & una misura esterna grazie al lemma e seguendo I'approccio
Ej€X0

di Carathéodory introduciamo la definizione di Lebesgue misurabile.

Definizione (Lebesgue - misurabile):
E C I & Lebesgue misurabile (equivalente @-misurabile) se e solo se:
p(A) =pANE)+@(A\E); VACS

Osservazione:
La famiglia ), degli E € I, per i quali & vera la proprieta precedente € una o-Algebra (Per il teorema
di Carathéodory ) e m(E) = ¢@(E) & una misura g-additiva.

Definizione (Misura di Lebesgue):

La tripla (1, Y;, m ) con gli elementi definiti come sopra & la misura di Lebesgue su I. La m & detta misura di
Lebesgue (Rispetto a m* aggiunge la proprieta sub-additiva).
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Osservazione:
La misura esterna collegata con la misura di Peano Jordan era:
m*(A) = inf;54 my(I) che non soddisfa la proprieta di sub additivita numerabile,

Lemma (D8 ; 5.26):
Se K € 2 compatto alloram*(K) = ¢(K)

Teorema (D9 ; A.86):
K <€ Q compatto — K Lebesgue - misurabile.

Osservazione:
PA) =p(ANK) +p(ANK®)

Lemma necessario (D10 ; 5.29 ; A.97):
K compatto —» 3 K € U tale che ¢(U\K) < ¢

Corollario (D11 ; A.87):
Borelliani € )



Integrale di Lebesgue:

Definizione (Funzione semplice):
Una funzione si dice semplice se assume un numero finito di valori.
f=Xclg conE,NE =@

Integrale funzioni semplici:
JoSG)dm(x) = % ¢m(E)

Teorema di approssimazione mediante funzioni semplici (D12 ; A.88):
Se f(x) = 0q.0. Vx € 2 émisurabile allora:
3S, 7 f successione di funzioni semplici.

Definizione (Quasi ovunque):
Una proprieta e vera quasi ovunque se € vera a meno di un insieme a misura nulla.

Lemma misurabili (D13 ; A.89):
Siano E}, insiemi misurabili taliche E}, € Ej,q;siaE =UEy; E, 7 E, allora:
fEk S@)dm(x) - [, S(x)dm(x)

Definizione (Funzione sommabile):
Una funzione f(x) = 0 g.o. si dice sommabile se:

sup{/, S(x)dm | S(x) semplice; 0 < S(x) < f(x) q.0.} < o
Questo sup si denota come:

J, fedm < o



Teorema di Beppo - Levi (D14 ; A.89 ; 5.65):
Dato uno spazio di misura e una successione di funzioni sommabili f;, (x) = 0| f, (x) 7 f(x) g.0. con f(x)
sommabile, allora:

Jo fie@)dm = [, f(x)dm

Definizione (Componenti positive e negative):
f+(0) = f) 20
f-(x) = —f(D)rx<o

Ogni funzione f(x) = f,(x) — f_(x)

Teorema di Fatou (D15 ; A.91 ; 5.66):
Dato uno spazio di misura, se fj, (x) = 0 g.0. sono misurabili e f(x) = lim;_, inf f, (x) allora:

Jo fG)dm < limy, inf [ fi, (x)dm

Teorema di Lebesgue (Convergenza dominata) (D17 ; A.91 ; 5.66):
Dato uno spazio di misura e una successione fj, (x) sommabili tali che:

3 g sommabile tale che |f(x)| < g(x)
Allora:



Teorema di Fubini - Tonelli (D17 ; A.94):
Se f(x,y):2; X 2, > R & sommabile e m; (1) ; my(12,) < o allora:
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La funzione y = f(x,y) & my-sommabile
La funzione x = f(x,y) & m;-sommabile

foleZf(x, }’)dm = le (fQZ f(X, y)dmz) dm1 = J.QZ (fﬂlf(x, y)dml) dm2

Lemma (ND A.93):

Se F: 0, X 02, - R & misurabile allora:
f () & my-misurabile
fy (x) & my-misurabile



Integrale di Lebesgue:

(]R”,Z ,m (o dx)) con l'algebra di Borel ; B € Y, ; dx = m misura.
Sia K € R" compattoe f: K > R

Estendiamo f a:

fx) = {}(;(x)j; : g definita su tutto R®

Si ha che f & misurabile su K < f lo & su tutto R"

Lemma di Egorov (D18 ; A.96 ; 5.70):
Se fj (X) — f(x) V x € K compatto, con f; Lebesgue - misurabili, allora:
vé>03 Ko €K | m(KO) <é e]j'(x) “uniformemente f(x) in K\KO

Test di sommabilita (D19 ; A.97):
Sia 0 € R"™ ed m la misura di Lebesgue:
Se:

3 fi () ; fi = f a.0.

ceR| flfi)ldm <c
Allora:

f e sommabile.

Rapporto tra integrale di Riemann e di Lebesgue:
Teorema (D20 ; A.97):

Sia f:1 € R™ — R appartenente ad L' (sommabile secondo Lebesgue). Allora sono equivalenti:

f € Riemann - integrabile
3F S 1| finr € continuaem(F) =0
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Analisi a piu variabili:

Spazi L? e Serie di Fourier



Spazi L? (Spazi di Lebesgue):

Dato (£, S, m) spazio di misura con m misura g-additiva; 1 < p < oo, f funzione misurabile su () a valori
reali o complessi.

Definizione (norma LP):

IFll, = (f1f 1P dm)>

Definizione (Spazio delle funzioni a p-esima potenza sommabile):

P @m) ={f | lIfll, <}

Osservazione:

Siccome ||f + gll < lIfIl, + llgll,, e 'insieme & chiuso per prodotto per scalare allora:
LP (Q, m) & uno spazio vettoriale complesso.
Somma di funzioni p-sommabili & p-sommabile.
La norma & completa quindi LP (0, m) & uno Spazio di Banach.

Osservazione:
E' una seminorma perché esistono funzioni nulle quasi ovunque, identificando due funzioni se la
norma L? della differenza é nulla allora questa & una norma.

Norma L® (Uniforme):
Iflleo == 1inf{C = 0; |f(x)| < C quasi ovunque}

Osservazione:
L” (), m) & uno spazio di Banach dove le funzioni sono limitate quasi ovunque.
Se () & compatto questo spazio contiene come spazio proprio lo spazio delle funzioni continue.
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Completezza dello spazio LP:
Lemma (D21; A.101; 5.78):
Se f;, & una successione di Cauchy in L' (R™) allora esiste una sottosuccessione che converge quasi

ovunque.

Completezza:
Se f, & una successione di Cauchy in L' (R™) allora esiste una sottosuccessione fy ed una f € L! tale che:

fRnIfN(x) _f(X)ldx -0

Disuguaglianza negli spazi L?:

Disuguaglianza di Holder (D22 ;5.81):
feLP(Q);gce w (Q), si ha che:

fg € LN

1f gl < Il aligl, o

Disuguaglianza di Minkowsy (D23 ; 5.82):
f,g €ELP(Q);p=1,allora:
f+gel’()
If +gll, < lIfll, +llgll,

Disuguaglianza di interpolazione (D23 ; 5.83):
Q € R" Lebesgue - misurabile ; m misura di Lebesgue.
Sef € LP1(Q,m)NLP2(Q,m);1<p; <p, < allora:
feLPr(Qm)eVpe€ (p1,p2)
6 1-6
11 < CIFlp,)” (F 1)

Con9€(0,1)|l=i+ﬂ
p P1 D2

Teorema di Lusin (D24 ; 5.87):
Se f € sommabile su (K, S,m) con m = dx misura di Lebesgue e K S IR compatto; allora V € > 0 esiste
una funzione continua g: K — R ed esiste un chiuso F € K tale che f(x) = g(x) su K\F conm(F) < ¢

Corollario:
Se f e Lebesgue - sommabile su R", V € > 0 3g continua a supporto compatto tale che:

f]}gnlf(x) - .g(x)ldx <é¢

Osservazione:
Co(R™) = {f(x) € C(R™) | f(x) ha supporto compatto}
Vp € [1,of Co(R™) e densoin LP (R™)
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Serie di Fourier:

Definizione (Funzione periodica):
f:R — Csidice periodicadiperiodoT >0sef(t+T) =f(t) VtER

Data la misura di Lebesgue su [0, T] € R possiamo considerare:
M,e, ([0,T]) = {f | f misurabile e T — periodica g.o0. }

Definizione (Funzioni L? periodiche):
f € My, ([0,T]) €in LP (0, T) se:
f (I (x) € LP(R)

Osservazione:
Possiamo imporre T = 2.
In questo caso valgono:

[ poyde = [I7 Fode
foznf(t —u)dt = foz" fOAtVUET
7T F-0de = [T F@©dt

Definizione (Polinomio trigonometrico):
E' una combinazione lineare del tipo:
Py(t) = Xi——yare™ vt e[02n] ;a, €C

Osservazione:

. 1 'kt \ . 2
Il sistema {—e‘ } € ortonormale in L“(0,2m)
vem keZ

Definizione (Grado del polinomio trigonometrico):
E' il piu grande intero N per il quale ay o a_y € diverso da 0.

Osservazione (Algebra commutativa):
| polinomi trigonometrici sono un'algebra commutativa:
Py;Qy €EP -

Py+Qy €EP

cPy €P

PyQy =QuPy €P

Osservazione:
PyeER e a, =a_
Py =0 < 3Qy|Py = QuQnm
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Definizione (Coefficiente di Fourier):
Data f € L'(0,2m), il coefficiente k-esimo di Fourier é:

flk) = —(f ey = — [ f()e R dt

Definizione (Serie di Fourier):

Yrezf (K)e'*

Definizione (Somma N-esima parziale):

Py () = Xi=_n f(k)e™
E' detto N-esimo polinomio trigonometrico associato ad f.

Osservazione:
17(0,2m) < L'(0,2m) ;ingenerale1 < p < g < o0 - L*(0,2m) € L9(0,2m) < LP (0,2m)
Possiamo definire i coefficienti di Fourier V f € L?(0,2m)

Disuguaglianza di Bessel:
v f € L?(0,2m) vale:

Seealf 0O < = 1IF13

Teorema di Riemann - Lebesgue:
v f € L?(0,2m) vale:
limy, e f(k) =0
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Definizione (Nucleo di Dirichlet):
Dy(t) = Xp—_ye'*

Proprieta:
Il nucleo di Dirichlet & reale V t € [0,27]
sin ((N+%)t)
Dy®={ T
2N+1 set=0
fOZ” Dy(t)dt = 21

Polinomio trigonometrico mediante nucleo di Dirichlet:
1 r2m
Pus(8) = 5= fy " F(&)Dy(t = s)ds

Identita:
f(&) =5 [} F(O)D(t — s)ds

Teorema di convergenza:
Se f: R — C & una funzione 27-periodica e localmente Holderiana di ordine a € ]0,1[ allora:

limy_, 4o Py s () = f(0)
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Prodotto di convoluzione:
f,g: R = C continue e 2m-periodiche. Il prodotto di convoluzione di f e g:

Frg@® = [ f(t—s)g(s)ds

Osservazione:

Frg@® = [T f(t - $)g(s)ds

Proprieta:
f * g € una funzione continua in R e 2m-periodica.

Date tre funzioni continue e 2r-periodiche f, g, h:
Associativa: fx(g*xh)=(f*g)*h
Commutativa: fxg=gx*f
Distributiva: f * (ag + bh) = a(f * g) + b(f * h)

Derivata:

Fr@O=f*g®=Ffxg ©®

Proposizione:

f € L?(0,2m) ; g una funzione continua in R e 2m-periodica, allora f * g & una funzione continua in R e 27-
periodica.

Disuguaglianza di Young:
1+%=$+%;f€Lq;geLr;f*g€LP
If * gll, < lIfllgllgll;
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