Teoria Geometria 1: Topologia:

Definizioni:

Sartoria Topologica ; Topologia ; Base ; Teorema della Base (X = U ;3C € A N B) ; + Fine; Parte interna ;
Chiusura ; Frontiera ; Aderenti ; Denso ; Intorno ; Sistema fondamentale di intorni (Base Locale) ; Funzioni
continue

T1) Lemma dell’aderenza:
f:X = Y continua & f(4) € f(A)VACS X

Dim:
f continua - f~1(f(A)) & un chiuso che contiene A - 4 < f~1(f(4))

Se f(A) € f(A) valeVC < Y chiusa [A = f71(O)]: f(f1(C) < f(f2(C))=C=¢C
Quindi f~1(C) € f~1(C) chiuso.

Definizioni:
Teorema di composizione di funzioni continue ; Continua in un punto ; Continua < Continua in ogni suo punto ;
Omeomorfismo ; Applicazioni Aperte/Chiuse

T2) Caratterizzazioni Omeomorfismi:

f:X = Y continua, sono equivalenti:
1) Omeomorfismo
2) Chiusa e bigettiva
3) Aperta e bigettiva

Dim:

[1 - 2] Omeomorfismo per definizione & bigettivo; g: Y — X inversa di f —»Continua— V C Sy X

vale f(C) = g~1(C) chiusoin Y

[2->3]ACS,00 X;C:=X\Achiuso; f(A) =pigewi (X\C) = Y\f(C) - f(A) complementare del
perto bigettiva p

chiuso f(C)

[3-1]g:Y - Xinversadi f; VA Sgpere, X vale g~ '(A) = f(A4) aperto — g continua

Definizioni [Metrici ; 47]:
Distanza ; Spazio Metrico ; Palla Aperta ; Topologia indotta da una distanza ; Spazi Equivalenti ; Spazio
Metrizzabile ; Sottoinsiemi e Applicazioni Limitate

Definizioni [Sottospazi ; 53]:

Topologia di Sottospazio ; E’ la meno fine tra quelli che rendono continua l'inclusione ; Sottospazio Discreto ;
Chiusura sul sottospazio = N chiusura sullo spazio; Y S, X:Z S, YO Z S X;Y Sy X2 ZE o, Y ©

Z S, X; Intorno sul sottospazio < Intorno sullo spazio ; Immersione topologica [Omeomorfismo fra X e f(X)];

Immersione e un’applicazione chiusa/aperta



T3) Immersioni:

f:X = Y continua:
1) f Chiusa + Iniettiva = Immersione Chiusa
2) f Aperta + Iniettiva - Immersione Aperta

Dim:
[1] f continua iniettiva e chiusa = V C S pius0 X = F(C) Seniuso Y € F(C) € F(X) = f(C) Seninse fX)
Allora  frisirerra : X = f(X) € continua, bigettiva e chiusa - Omeomorfismo

Definizioni [Prodotti ; 55]:
Topologia Prodotto

T4) Base Canonica e Proiezione:

1) U XV con U,V aperti di P e Q formano una base della 7,,,40:¢0
2) Le proiezioni p, q sono apertee V(x,y) € P X Q:p: P X {y} - P; q: {x} X Q > Q sono omeomorfismi
3)f:X - P X Qecontinua & f; = pf; f, = qf sono continue

Dim:
[1] Sia Tpya0tt0 ; PeT i suoi elementi vale (Uy X V1) N (U, X V,) = (U; N Uy) x (V; N V;) - isottoinsiemi
U x V (Aperti di P, Q) sono base di UNA topologia ©
p,q continue rispettoatep t(U) = U X Q > 7 K Tyrodotto
Se U,V apertidiP,QalloraU XV =p~ X (U)nqg (V) € Typrodotto — 0gNi aperto di T unione di
aperti di Tprodotto > Tprodotto N
Ux{y}seyeV
Psey &V
P X {y} sono U X {y} con U aperto di P - p: P X {y} - P Omeomorfismo
[3] f continua < ogni contro immagine di un aperto & aperta & VY U,V f~1(U x V) = f71(U) x f;71(V)
aperto in X.

[2]y € Q; U,V apertidi P, Q alloravale: (U X V) n (P x {y}) = { allora gli aperti di



Definizioni [Hausdorff; 57]:
Spazio di Hausdorff (T2)

T5) Finiti e Chiusi:
In un T2 i sottoinsiemi finiti sono chiusi

Dim:
Dimostriamo che {x}échiusoVx € X;seyeX —{x} >3U€lI(x);VeEIy)|UNV =0 >
Ve X—{x}-> X—{x}aperto - {x} chiuso.

T6) Sottospazi e prodotti di T2:
Sottospazi e prodotti di T2 sono T2

Dim:

[Sottospazil X eT2;YC X;x,yeY >AU,VCX|UNV=0conx€eU;yeV->UNY;VNY sono
aperti disgiunti in Y

[Prodotti] X,Y sono T2 e siano (x,y), (z,w) € X XY [x # z] > U,V Soperei gistine: X | X EU;YEV -
YY) EUXY;(zZwW)EVXYe(UXYV)NWXY)=UNV)XY=0

T7) Diagonale:
X eT2 o A:={(x,x)|x € X} & chiusa nel prodotto

Dim:

[ClXeT2- (x,y) EXXX—A->y+x->3U,Vaperti | UNV =0;x€U;yeV >

(t,y) EUXV S XXxX—A—- XXX —Aéintorno di ogni suo punto— A chiuso.
[(—]Achiusa—)EIU,VQaperti X|(,y)EUXVEXXX—-A->x€eU;yeEVconUNV =0

Definizioni [Connessione ; 62]:
Connesso ; Sconnesso ; Sottospazio connesso per la topologia indotta ; Connesso per archi ; Spazio Convesso ;
Prodotto di Connessi & Connesso

T8) Equivalenza connessione:

1) Sconnesso
2) Unione disgiunta di due aperti
3) Unione disgiunta di due chiusi

Dim:

[1 - 2 + 3] Se A & aperto/chiuso — A® & aperto/chiuso — A4, A® & unione disgiunta di aperti chiusi.
[2 > 1] A, U 4, = X aperti > A; = A§ chiuso

[3 - 1] €, U C, = X chiusi » C; = C§ aperto

T9) Sottospazio:
X spazio topologico ; A Sgperto schiuso X = V'Y Sconnesso X valeY € AoppureY NA =0

Dim:
Y N AéapertoechiusoinY;seY connesso=YNA=0oYNA=Y



T10) (0.1

[0,1] & connesso per la topologia euclidea

Dim:

C,D chiusi#= @ | CUD =[0,1] ;0 € C per ipotesi, sia d := inf(D), se d € C N D abbiamo finito.
Altrimenti D chiuso - d € D:sed = 0 fine,se d > 0 allora E =_4;,5, C N [0,1] e contiene [0, d][ &
contenutoinE - d€E >deC

T11) Immagine di un connesso:

f:X - Y continua ; X connesso — f(X) connesso

Dim:
Z € f(X) sottoinsiemi # 0 e aperti/chiusidi f(X) »JACY;CCY Z=fX)NnA=fX)nC
f continua — f~1(Z) = f1(A) e f1(Z) = f(C) » f~1(Z) = X con X connesso —» Z = f(X)

T12) Lemma:

Connesso per archi = Conneso

Dim:

Dato X connesso per archi; A, B Sgpere; X |AUB =X

Sax€A;y€Bea:[0,1] » X |a(0) =x;a(1l) = yalloraa '(4) e a~*(B) sono non vuoti e
alAualB)=[01]-3tea @) na'B)|alt) EANB

Definizioni:
Componente connessa; Y S W < Y e Y connesso - W connesso ; Unione di connessi con un punto in comune é
connessa ; 4, B connessicon AN B # @ - AU B connesso ;

T13) Scomposizione:

Ogni spazio topologico e unione delle sue componenti connesse ; le componenti connesso sono chiuse

Dim:

Ogni punto € contenuto in almeno una componente, se C,D componenti | CND =@ > CUD
componente connessa — si sceglie la piu grande.

Se C connessa — C connessa contente C - C = C

Definizioni:
Se ogni punto ammette un intorno connesso allora le componenti connesse sono aperte ; Totalmente sconnesse
~ Componenti connesse come punti di Q ; Chiuso e connesso non implica Connesso per archi (Pulce e pettine)



T14) Connessione per archi:

In R" connesso e aperto — Connesso per archi

Dim:

Sia Q,, = {q € Q| q raggiungibile conun arco da p}, se Q,, # @ aperto chiuso su connesso allora Q, = 2
1) Q, # Oinquantop € 02,

2) Q, aperto, infatti: Q aperto — 3B pallaattornoaq | B €2 - B < (),

Lemma incollamento:

f1'f2 continue ef1|AnB = f2|AnB - f = f1~giunzione fZ e continua

Dim Lemma:

La funzione & ben posta perché dove potrebbe esserci problemi di duplice assegnazione
la funzione coincide.

Dato un aperto K sull’'unione allora f ~1(K) aperto, infatti:

fE) =fTEN@AUB) = (' K)NA) V(K NB) = fi (K) U f; 1 (K)

aperto.

3) Q, chiuso, infatti: g € Q,f allora 3 palletta non raggiungibile € Qg. Se la palletta intersecasse (1, allora
per giustapposizione q € (2,



Teoria di Geometria 2: Compattezza e Quozienti:

Definizioni:
Ricoprimento (Finito, Sottoricoprimento, Aperto, Chiuso, Localmente finito) ; Ricoprimento Fondamentale ;
Ricoprimenti Aperti e Ricoprimenti Chiusi sono fondamentali

T1) Immagine di un Compatto:

f:X — Y continua ; X compatto— f(X) sottospazio compatto di Y

Dim:
{A} famiglia di aperti di Y che ricoprono f(X) = {f *(4)} ricoprono X —
A, LA YAV LU FTIA) o fF(X) €4, UL UA,

T2) [0,1] Compatto:

[0,1] con la topologia di sottospazio su R & compatto

Dim:

Sia A |

[0,1] < {Aapem | A € A}; X = {insieme di t | [0, t] contenuto nell unione di un # finito di el.di A}

X <€ [0, o[ osserviamo che [0,0] contenuto in un apertodi4 - 0 € X

Siab=sup(X) »3teX|1<tz=>b-[0,1] <0, t] contenuto nell'unione di un # finito

Se b < 1¢éassurdo, infatti > JA € A | b € Agperro €36 >0|]b—6,b+6[SA>IFLEX|D—-65<t<D
Allora [0,t] € A; U..U A, finita>se0<h<6[0,b+h]=[0,t]U[t,b+h] S[0,t]U]b—6,b+ 5]
Contenutain AUA; U..UA,, > b+ h € XVO0<h <4 (Assurdo per definizione di Sup)

Definizioni:

Sottospazio chiuso di un compatto € compatto ; unione finita di sottospazi compatti & compatta ; T. di Heine
Borel; T. di Weierstrass ; se ogni ricoprimento fatto con elementi di una base ha un sottoricoprimento finito
allora lo spazio & compatto

T3) Fibra:
f:X > Y chiusa, se Y compatto e f~1(y) compatto Vy € Y - X compatto

Dim:

V A C X definiamo A =={y €Y | f1(y) S A};Y\A = fF(X\A) piuso = A aperto

Sia A ricoprimento aperto di X ; B == {Uinq A | A € A}; B = {B | B € B} ricoprimento aperto di ¥
[Sey €Y — f~'(y) compatta » 34, .., A, €EA| f'(y) SA; U.UA, >y EB eB = A, U..UA,]

Ma Y compatto = 3 By, ...,B, € B|Y = B; U..UB,, » X = B, U..U B, [Unione finita di unioni finite] & un
sottoricoprimento finito.

T4) Chiuso in compatto:

Un sottospazio chiuso H in un compatto K € compatto

Dim:
Aricoprimento di H ; {A} U (K\H) ricoprimento di K - {4; ...A,,} U (K\H) ricopre K — {4; ... A,}
ricopre H



T5) Controesempio: Compatto non implica chiuso:
R con T¢yfinita 5 X Scompatto R nON finito — aperto ; prendiamo {A} ricoprimento aperto di X — tutti infiniti,
allora X\ A, chiuso — finito - compatto ma non chiuso in quanto X = Aomﬁm.m U (X\Ao)finito che non ¢ chiuso

T6) Teorema di Wallace:

X, Y spazi topologici; A Scompatto X 3 B Scompatto Y i W Saperto X XY | A X B € W allora:
U Saperto X3V Soperto YIASU;BEV;UXV EW

Dim:

[Caso particolare] A = {a}; Vy € B3 apertiU, € X;V, SV |(a,y) SU, XV, S W

La famiglia {V;, |y € B} e un ricoprimento aperto di B - 3y; ...y, | BEV, V..UV,

Definiamo U = U, N..n U, eV =V, U..UV, [aperti] > {a}xBSUXV <cUU, xUV, €W

[Caso generale] Se A compatto arbitrario sappiamocheVa € A3U,,V, |{a} xBc U, xV, € W e{U,}
ricoprimento aperto di A - 3a; ..a, |Ac U,, V.UU, - U=U, V..UU, ;V =V,
AXBCUXVcW

, N..NV, sono tc.

Corollario 1:
Ogni sottospazio compatto di un T2 & chiuso.

Dim:

XeT2eK S X compatto;sex € K> 3U S X |x € UeUnNK = @;infatti {x} X K non interseca
ACX XX 5 {x} XK S W =X XX\A->yaace 3U,V aperti |
{x}XKSUXxVCEW->xeU;UnK=0

Corollario 2:

X, Y spazi topologici:

1) X compatto — p [proiezione]: X X Y — Y & chiusa
2) X,Y compatti - X X Y compatto

Dim:

[1] C € X X X chiuso; se p(C) =Y Ok, altrimenti sia y € p(C) (Valido anche in un intorno)
allora: X X {y} € X X Y\C —>yqace IV aperto | X XVNC=0->VNnp(C)=9

[2] Teorema T3 applicato alla proiezione X XY - Y

Corollario 3:
Sottospazio di R" & compatto <> Chiuso e limitato

Dim:

[«<] A S R" chiuso e limitato »> A € [—a, a]® = [0,1] compatto —¢,,, [—a, a]® compatto— Ogni
suo sottospazio chiuso e compatto

[—] Ogni sottospazio chiuso di un compatto &€ compatto - dy: A - R | dy(x) = ||x|| continua
ammette massimo — A limitato. Ma R" & T2 = A chiuso-

Corollario 4:
f:X — y continua con X compatto e Y T2 & chiusa (Se bigettivo omeomorfismo)

Dim:
A € X chiuso - Compatto — f(A4) Compatto— Chiusoin Y



Definizioni [Quozienti topologici]:
Identificazione (aperta/chiusa)

T7) Identificazioni:

f:X = Y continua e surgettiva:
Se & chiusa — Identificazione chiusa
Se é aperta — Identificazione aperta

Dim:
f surgettiva—> f(f71(4)) =AVACY
Se fapertae AC Y | f~1(A) aperto —» A = f(f_1 (A)) aperto — f identificazione

Esempio:
f:[0,2m] - St (f(t) = (cost,sin t)) & una identificazione chiusa ma NON aperta.

T8) Proprieta universale delle identificazioni:

f:X - Y identificazione e g: X — Z applicazione continua, allora:
Jh:Y - Z continua | g = hf < g costante sulle fibre di f

Dim:

g costante sulle fibre > sex,y € X e f(x) = f(y) = g(x) = g(y) — Condizione necessaria, sufficiente?
f surgettiva— h:Y —» Z | h(y) == g(x) dove x € X | f(x) = y — h ben definito e g = hf. E’ continua?
Se U < Z aperto - f~}(h™1(U)) = g~*(U) aperto in X. Ma f identificazione - h~(U) aperto in Y

Definizioni:
Topologia quoziente ; proposizione sulle classi



Teoria di Geometria 3: Gruppo fondamentale e Monodromia

Definizioni [Omotopia; 163]:

Localmente connesso ; my(X) = X/ relazione di equivalenza con classi dette Componenti connesse per archi ;
Parametrizzazione standard ; Localmente connesso per archi ; X localmente connesso per archi - Componenti
connesse per archi aperte e coincidenti con le Componenti connesse ; f: X — Y continua allora my(f): my(X) —
o (Y) con f([x]) = [f(x)]; Applicazioni Omotope ; X, Y spazi topologici, la relazione di omotopiain C(X,Y) &
una relazione di equivalenza ; X —»/0/1 Y 9091 7 Se f; omotopa a f, e g; omotopa a g, — g, © f, omotopa a
91°f1 ; Equivalenza omotopica [Omotopicamente equivalenti]

Esempio (Applicazione antipodo é omotopa all'identita se n dispari):
fi8™ > 8" | f(x) = —x infatti:
St =82+ = {zeCk ||zl =1} e F(z,t) = ze™

T1) Lemma:

f,g:X — Y continue ; se f, g sono omotope allora:

7o (f) = mo(g): o (X) — mo(Y)

Se f: X — Y equivalenza omotopica allora 7, (f) bigettiva

Dim:
o (f) = my(g) © Vx € X f(x) e g(x) appartengono alla stessa componente connessa in Y

Se F: X X1 - Y omotopiafrafeg — f(x);g(x) estremidel cammino E,: [ - Y | E.(t) = F(x,t)
Se f & una equivalenza omotopica e g continua | gf ; fg omotope all'identita allora:

R {ﬂo(fg) = 1o (fme(g): o (Y) - mo (Y)

sono uguali all'identita — m invertibile con inversa
70(gf) = mo(g)o ()i o (X) = mo(x) *7"0 U8 o(f) 0(9)

Definizioni:
Contrattile ; Spazi Omotopi ; Retratto e Retrazione ; Retratto e Retrazione per deformazione

T2) Proposizione Retratto per Deformazione — Retratto

Y C X retratto per deformazione, allora:
1) Y e un retratto di X
2) i:Y — X e una equivalenza omotopica

Dim:

R:X x I » X deformazione;siar:X - Y |R(x,0) = i(r(X)) — r: X — Y retrazione e R omotopiatraior
eldy

Maroi =Idy — i edr equivalenze omotopiche.



Definizioni [Gruppo fondamentale]:

Cammini omotopicamente equivalenti ; Omotopia di cammini [Relazione di equivalenza] ;

a:1 - X cammino e ¢: 1 — [ applicazione continua | $(0) = 0; ¢(1) =1 = a(t)~,m.q.B(t) = a(d®)

Il prodotto * e associativo

Regola del triangolo

V a cammino 1, xa~a *1,~aea*i(a)~1,

m(X,a) = X a, a)/~ ¢ un gruppo con e = [1,];[a]™! = [i(a)]; [a][b] = [a * b] detto Gruppo fondamentale
Isomorfismo di gruppi: y € 2(X, a, b) definiamo y4: my (X, a) -» m;(X,b) ; [a] = [i(y) * a *y]

Semplicemente connesso ; my (X X Y) = my(X) X 7 (Y) ; f continua allora n(f): m; (X, a) » my (Y,f(a))
omomorfismo di gruppi

T3) Teorema isomorfismo:

f:X — Y equivalenza omotopica— Va € X f,:m(X,a) - m; (Y,f(a)) & un isomorfismo di gruppi

Dim:

g:Y — X inversa omotopica di f (g continua | gf , fg omotope all'identita)
Alloram; (X, @) > m (Y, f(@)) =9 m (X, 9f (@) = m, (X, fgf (@)

Per C1 f.g. , 9.f. sono isomorfismi — f, bigettiva per C2

C2:
A -/ B -9 ¢ " D se gf bigettiva e hg iniettiva allora f bigettiva

Dim:

gf , fg iniettive - f, g iniettive

gf surgettiva->VbeB3Ia€A|gf(a) =g(b) maginiettiva— f(a) =b > f
surgettiva

C1 [Nd 188]:

X spazio topologico e g: X — X continua omotopa all'identita, allora:
VaeX g.mX,a) »m (X, g(a)) € un isomorfismo di gruppi



T4) Teorema di Van Kampen:

Lemma di Lebesgue:
(Y, d) spazio metrico compatto ; f: Y — X applicazione continua ; A ricoprimento aperto di X allora:

3§eRY|Vy€eY f(B(y, 6)) é interamente contenuto in un aperto del ricoprimento.

Dim:

FQO) Scompatto X = A1, ., Ay EA|f(Y) SAUUA,;siano G = f1(X —A) =Y - f1(4)e
d;:Y - R ,d(y, C;) sono continue e vale:

d(y)=0eoyelCmaCnC =0->seg:Y —]0,0[| g(y) = max(d; (y), ..., d,(y)) & continuae Y
compatto.

Dunque siad > 0 e min(g) suY allorasey €Y - g(y) =6 - 3i | d;(y) =6 - B(y,8) € f~1(4)

Corollario:
a:I = X cammino chiuso ; A ricoprimento apertodi X - Iin €N |Vi=0,..,n—1
a: [i,%] — X interamente contenuta nel ricomprimento A [/ & uno spazio metrico compatto]

Teorema di Van Kampen:

A,BapertidiX,X=AUBexy €EANB

Se f*im(A,x9) = (X, x0) e g": 1 (B, xo) = m1(X, xy) omomorfismi di gruppi indotti dalle inclusioni.
Se A, B, A N B sono connessi per archi — m; (X, x) € generato da f~, g*

Dim:

Se a € Q(X, xy, xg) vogliamo ottenere come giunzione yy, ..., ¥, € 2(X, xy, %) [In A 0 in B]
Per il Corollario del Lemma 3n > d | al[ﬂi] eindoinB

Definiamo la parametrizzazione standard:

a;(t) =a (L_:I—H) esiax; =a G) Essendo connessiV i 3 B; € 2(X, x;, xg) |

 EANB B, € N(ANB,x;
X; — Db; ( ;xl;xo) X; EA- Bi (= Q(A,xi,xo)
Se X; EA\B d Bi € Q(A,xi,xo) — Se x. €EB > B € Q(B X x ) - a~om.eq.y1 * L kY, |
x; € B\A - B; € Q(B, x;,x) i i ) Xir X0

Y1 =ay*By; v, =i(By) *ay * By ...; ¥ = i(Bp_1) * a, 7€ 02(4, x0,%) U (B, x9,%0)
Corollario 1:

A,BapertidiX | X=AUBeANB # @ —SeA,B,AN B connessi per archi e 4, B sono
semplicemente connessi allora X € semplicemente connesso.

Corollario 2:
S™ & semplicemente connesso Vn > 2

Corollario 3:
Il complementare di un insieme finito in R" & semplicemente connesso Vn > 3

Corollario 4:
p"(C) & semplicemente connesso Vn = 0



Definizioni [Rivestimenti ; 197]:
(Lavoriamo con connessi per archi) ; Omeomorfismi locali

T5) Ogni omeomorfismo locale & un'applicazione aperta

Dim:

f:X — Y omeomorfismo locale ; V Sy X

f(V) intorno di ogni suo punto © Vy € f(V) U Sypereo Y|y €U E f(V)

Sex €V | f(x) = yalloraperipotesi3 A Sypereo X;B Sapereo Y| XEA;f(A)=Befiy:A>B

omeomorfismo -y € f(VNA);U =f(VNA)apertiin B - ApertoinY

Definizioni:

Rivestimento ; Base ; Fibre ; Aperto banalizzante ; Connesso ; Rivestimento di grado d ; sezioni (204) ;

p:E = X rivestimento — p omeomorfismo locale e aperto; V x,y € X p~!(x) e p~(y) hanno la stessa cardinalita
V'Y € X connesso e localmente connesso per archi p: p~'(Y) — Y & ancora un rivestimento

T6) Proprieta rivestimento:

p: E = X rivestimento allora:

1) p omeomorfismo locale (dunque aperto)

2) Vx,y € X p~1(x) e p~1(y) hanno la stessa cardinalita

3) VY C X connesso e localmente connesso per archi p|:p_1 (Y) - Y é ancora un rivestimento

Dim:
[1] V < X aperto banalizzante di p = pp,-1¢): p~ (V) - V omeomorfismo locale.
Gli aperti di p~1(V), essendo V un aperto banalizzante, ricoprono E — p: E — X omeomorfismo locale
[2]Sex, € X;A S X |A:={x]|p ' (x) hanno la stessa cardinalita di p~ (x,)} siccome & non vuoto e X
connesso se mostriamo che e aperto chiusi > 4 = X
Se V C X aperto banalizzante —» Vx € V p~!(x) interseca ogni componente connessa di p~1(V)
in un unico punto
[3]y € Y;V € X aperto banalizzante (contenente y) di p: E — X rivestimento.
Y localmente connesso per archie V NnY aperto » 3 B S, X | BNY &lacomponente connessa di y
invVnyYy
Sia A la componente connessadiBNV | (BNY)SA—->ANY =BnNY,
X e localmente connesso per archi — A aperto e localmente connesso per archi
Ma A € V — A banalizzante | A N'Y connesso per archi
{A;} componente connessa di p~1(4) ; p: 4; & A omeomorfismo - p: 4, Np 1 (Y) > ANY
omeomorfismo — {4; N p~1(Y)} tutte e sole le componenti connesse di p~*(4 N Y)



Definizioni:
Rivestimento universale (Rivestimento u: Y — X ; Y connesso e semplicemente connesso) ; semilocalmente
semplicemente connesso

T7) Proprieta universale del rivestimento universale:

Sia u: Y = X un rivestimento universale e p: E = X un rivestimento.
Allora per ogni coppia di punti y € Y ; e € E tali che u(y) = p(e) esiste un unico morfismo di rivestimenti
@:Y > Etaleche p(y) = e

In particolare i rivestimenti universali di uno spazio topologico X sono tutti isomorfi tra loro.

T8) Teorema:

Uno spazio topologico connesso e localmente connesso per archi possiede un rivestimento universale se e solo se
e semilocalmente semplicemente connesso.

Van Kampen versione universale:
Intro:

A, B due aperti di uno spazio topologico X tale che X = A U B, supponiamo che 4, B ed A N B siano connessi per
archi e sia x; € A N B un punto fissato. Le inclusioniA € X;B S X;ANB € A;ANB S B inducono un
diagramma commutativo di omomorfismi di gruppi:

st (Al xO)
P \,f*
(AN B,xp) 1 (X, xo)
\A- 29
Ty (B’ xO)

T9) Teorema di Van Kampen:

Nelle notazioni precedenti V G gruppo, Vh, k omomorfismi in G tali che ha, = kp, esiste un unico omomorfismo
di gruppi ¢ che renda commutativo il diagramma.

T[l (A' xO)
7%k 2
w1 (AN B,xg) G «° (X, xg)
VP 19 29+
w1 (B, xp)

Corollario:
Se 3, e surgettivo allora anche f, e surgettivo ed ha come nucle il sottogruppo normale generato da
a,(ker B,), equivalente:
(A,x0)
(X, xp) = Aol
1&%0) = e

Corollario:
Se 3. € un isomorfismo allora anche f, & un isomorfismo.



Definizioni:
Gruppo libero generato da un insieme ; Prodotti liberi

Intro:
Dalla definizione di prodotto libero esiste un unico omomorfismo di gruppi h che renda commutativo il
diagramma:
11 (4, xo)
1 N
(4, %) *my(B,xy) —" m(X,x)conT,|{leinclusioni nel prodotto libero.
T 19
1 (B, xo)

Se chiamiamo @ ; 8 le composizioni di a, e B, con i morfismi di inclusione nel prodotto libero allora il nucleo di h
contiene tutti gli elementi della forma: @48 (s™') con s € m; (A N B, x,)

T (Al xO)
Pax lh Ve
(AN B,xg) W —h 7y (X, %)

nl(Bl xO)

T10) Teorema di Van Kampen con prodotti liberi:

Il nucleo di h & il pill piccolo sottogruppo normale contenente tutti gli elementi della forma: 43 (s™!) con
sem(ANB,xy)

Tq (Al xO)
7% Lk Ve
7T1(A ﬂB,xO) G 9 ﬂl(X,xo)
P 19 29
(B, xo)

Corollario:

Se S é un insieme di generatori di r; (A N B, x;,) allora:
m1(Axg)*m1(Bxo)
(@B (s~1) | ses)

T (X, %) =
Corollario:
Se A N B é semplicemente connesso allora:
1 (X, x9) = 11 (4, xg) * 1 (B, x)



Teoria di Geometria 4: Rivestimenti e Monodromia

Definizioni:
Omeo(E) ; Sottogruppo propriamente discontinuo

T1) Proprieta omeomorfismi discontinui:

E localmente connesso per archi e G € Omeo(E) che agisce in modo propriamente discontinua, se E/G e

connesso allorap: E — E/G € un rivestimento

Dim:

Slae€E;U€l(e)talecheg(U)nU=0Vg+Id

E localmente connesso per archi — U localmente connesso per archi — prendiamo U € U la
componente connessa per archi contenente e — U € un aperto connesso di E e a maggior ragione
glU)nU=0vg #Id

p & la proiezione al quoziente — aperta e p‘l(p(U)) =U{g) | geaG}

Basta dimostrare che gli aperti connessi di g(U) al variare di g € G sono tutte e sole le componenti
connesse di p~! (p(U)) echev g € G p:g(U) - p(U) & un omeomorfismo.

Siccome g(U) N h(U) = h(h"'g(U) nU) = h(g' (V) N U) = @sihap~(p(U)) = Ufg(U) | g € G} aperti
connessi e disgiunti — sono le componenti connesse in p‘l(p(U))

Infine, p: U - p(U) é aperta e bigettiva — E' un omeomorfismo e quindi p: g(U) - p(U) € un
omeomorfismo perché composizione di due omeomorfismi g~': g(U) » Uep:U - p(U)

T2) Omeomorfismi propriamente discontinui:

G € Omeo(E) ; E Hausdorff, se G agisce liberamente (g(e)e Ve e EVg #Id)eseV e € E3U € I(e) aperto |
g(U) NnU = @ per al pitt un insieme finito di g allora:

G agisce in modo propriamente discontinuo

Dim:

Siano e ed U come da condizioni, bisogna provare che 3 V intornodie | g(V) NV =@ Vg # Id
Sia{g1,....,gn.} ={g € G| g(U) N U # 0}; siccome E & T2 e G agisce liberamente allora 3 n aperti
disgiunti Uy, ..., U, € E | g;(e) € U; Vi

Si verificache V = U n g7 (U;) N ...n g;1(U,) & un intorno con le proprieta richieste.



Definizioni:
Sezioni: p:X - Y ;s:Y > X | p(s(»)) =yVy€eY

T3) Proprieta sezioni:

p: X — Y continua; s: X — Y sezione continua di p, ossia vale p(s(y)) =yVy €Y allora:
1) p e un'identificazione
2) X € T2 —» s e un'immersione chiusa

Dim:

[1] p deve essere surgettiva ; bisogna provare che se A € Y & tale che p~1(4) € X aperto — A aperto in Y
Ma A =s"'(p~'(4)) ed s continua - A aperto

[2] s é iniettiva ; bisogna dimostrare che se X ¢ T2 — s & chiusa

SiaC €Y — s(C) = s(Y) np~1(C) quindi basta mostrare che s(Y) & chiuso in X.

Dato che x € S(Y) © x = sp(x) possiamo scrivere s(Y) = f~1(A) con ACjiggonate X X Xef: X > X XX
tale che f(x) = (x, sp(x))

X & T2 - A chiusa - s(Y) & chiusa

T4) Lemma:

Siap: E = X unrivestimento —» V V € X banalizzantee Ve € p~1(V) 3!S,:V - p~1(V) sezione continua di p tale
che S,(p(e)) = e

Dim:

Sia U € p~1(V) la componente connessa tale che e € U. Dato che py:U — V &€ un omeomorfismo
-5, = pﬁ,lé una sezione con le proprieta richieste.

Seu:V — E é un'altra sezione continua tale che u(p(e)) = e — dato che u(V) € p~1(V) e V connesso,
u(V) & contenuto nella componente connessa di p~ (V) che contiene e, ossia u:V — U allora

u=py =S,



Definizioni:
Sollevamento di un'applicazione continua

T5) Unicita del sollevamento:

p: E — X rivestimento ; Y connesso ; f:Y — X continua. AlloraV g, h:Y — E sollevamenti di f vale g = h oppure
gy) #h(y)vVyey

Dim:

Siano g, h:Y — E idue sollevamentidi f; A :={y € Y | g(y) = h(y)}, siccome Y & connesso basta
mostrare che A ; Y\A sono aperti.

Siay € Y;V € X aperto ban. tale che f(y) € V

Siano U,, U, € p~1(V) le componenti connesse tali che g(y) € Uy ; h(y) € U, e consideriamo l'aperto
W =g"(U,) N1 (Uy)

Sey€A-gl)=h(l)->U; =U, ma Py, =u, ¢ iniettiva allora (Altrimenti non sollevano):

gw) =h(w)VweW - W < Acioée W ¢ intorno di y € A - A intorno di ogni suo punto — A aperto
SeyeY\A->U,nU,=0->WnA=09 - Y\Aaperto

Corollario:

p: E - X rivestimento ; Y connesso; f:Y — X continua.

AlloraVy €Y ; Ve € E taliche p(e) = f(y) ed 3 al piti un sollevamento g: Y — E di f tale che
gy =e

T5) Sollevamento cammini:

p: E - X rivestimento ; a: I - X cammino continuo ed e € E | p(e) = a(0) - 3! a,:I — E sollevamento di a tale
chea,(0) =e

Dim:

L'unicita segue dal teorema di unicita del sollevamento.

Per il numero di Lebesgue 3n ed n aperti banalizzanti V;, ..., V,, € X tali che Im (a [ﬂi]) Crvi
n'n

Definiamo per ricorrenza a;: [%,ﬂ S E|p(a;®) =a);a(0) =e;aq (i) =a;41 (i) Vi

L'incollamento degli a; restituisce a, richiesto, infatti:

Supponiamo di avere a;, sia e; = a; (i) eSit1:Viy1 = p~1(Vi4q) la sezione di p tale che S; 4 (a (ril)) =g

i i+l L
allora a; 41 (t) = S;1(a(®)) peri <t< % esiottienea, = a; * ...* a,



T6) Lemma della L:
L= {(t,s) € I? | ts = 0};i: L © I? morfismo di inclusione ; p: E - X rivestimento; F: > - X e f: L - E continue
tali che pf = Fi » 3G:1? - E sollevamento di F tale che Gi = f

L -/ E

26 p

2 -Fox
Dim:

[Caso particolare] Im(F) S V aperto banalizzante ; pf = Fi — f(L) € p~*(V) e siccome L & connesso
allora f (L) € U componente connessa di p~*(V)

Sia s:V = U l'inversa dell'omeo p: U = V. Ponendo G € SF siha pG = psF = F — G sollevamento ed
inoltre f = spf = sFi = Gi

[Caso generale] Per il numero di Lebesgue esistono n ed n? aperti banalizzanti V;; € X tali che

y =
. O I i1 j
F(Q(L,j)) C V; dove Q(i,j) = 7,1—1] X T';]
Dotando N? del'ordinamento totale (i,j) < (h, k) sei +j < h+ k oppurei+j = h+ ke j < k si osserva
che: Q(h, k) n (L U Ug jy=h o Q(i,j)) = U{due lati contigui di Q (h, k)} Possiamo applicare il caso

particolare ai Q(h, k) e costruire Gp: L U U jy<n i) @i, j) = E e G = Gy, € quello richiesto.

H B BN
- - - -1 H N
| | " n " Bn " B ]

T7) Teorema di sollevamento dell'omotopia:
p: E > X rivestimento ; F: 1> —» X ;a:1 - E continua tali che F(t,0) = p(a(t))v tel
Allora 3! sollevamento G: 1> - E di F tale che G(t,0) = a(t) V t

Dim:

Unicita garantita dal teorema di unicita dei sollevamenti dato che I? & connesso.

Sia b: 1 — E il sollevamento di s - F(0, s) tale che b(0) = a(0)

L'incollamento a * b definisce f: L = E, f(t,0) = a(t) e f(0,s) = b(s) che per costruzione verifica, con
F,le ipotesi del teorema della L.

T10) Lemma di sollevamento dei cammini omotopi:
p: E - X rivestimento ; 8,y € 2(X,a,b) ;e € E taleche p(e) = a;sianoy,, B,:1 - E sollevamenti di y, § tali che
¥.(0) = B.(0) = e; allora sono equivalenti:

1)y~p

2)y.(1) = B.(1) ey.~p.

Dim:

[1 - 2] Sia F:I? —» X omotopia di cammini t.c. F(0,t) = y(t); F(1,t) = (t); F(s,0) = y; F(s,1) = B
Per il teorema del sollevamento dell'omotopia 3 G: I? — E continua e tale che G(s,0) = e

Per l'unicita siha G(0,t) =y, (t) e G(1,t) = B.(t)

Il cammino G(s, 1) & un sollevamento continuo di 1, e pertanto deve essere costante - y,(1) = 8,(1) e
G omotopia di cammini.

[2 = 1] Sev. Nﬂe —anchey = DYVe Npﬁe = B



T11) S*;
T, (SL1) =7

Dim:
Consideriamo la mappa continua p: R — S! | t — e?™ ; pé surgettiva, mostriamo che & un rivestimento.
V]a,b[ € Rsihap~t(pla, b)) = U{la+n,b+n[|n € Z}
Se |b —a| <1 - Vn € Zl'intervallo Ja + n, b + n[ & una componente connessa di p~*(pla, b]) e
l'applicazione p: la + n, b + n[ = S* & un omeomorfismo sull'immagine (continua, biunivoca e aperta).
Se consideriamo un cammino a € Q(S', x,, y,) per il sollevamento dei cammini sappiamo che, fissato t
talechep(t) = x,; 3'd € Q(R, to, d(l)) che soleva a
Chiamiamo grado di a il valore @(1)
Grazie al Sollevamento dei Cammini Omotopi vale che cammini omotopi hanno lo stesso grado.
Consideriamo ¢: m;(S?, 1) — Z tale che ¢(a) = a(1)
E' ben definita perché cammini omotopi hanno lo stesso grado.
¢ omeomorfismo:
axB =a=* (Sollevamento di B a partire da d(l)) = ([? + a(1)) »a*p() = (ﬁ(l) + a(1)) =
= B(1) +a(1)
ker(p) = {0}
ker(¢) = {[a] | @(1) = 0} = {[1,]} perché i cammini di grado 0 sono tutti e soli quelli ~ costante
quindi iniettivo.
@ surgettivo:
Lo ¢ se contiene 1, in questo caso € vero poiché pyjoq): [0,1] - S! ha grado 1 — Surgettivo
Dunque ;(S§1,1) = Z




T12) Teorema di Borsuk:
Non esiste f: S — S! continua tale che f(—x) = —f(x) V x € §?

Dim:

Sia f:S% — S continua, vogliamo mostrare che 3 x, € S? | f(—x,) # —f (xo)

Consideriamo il rivestimento p: R —» S ; p(t) = e?™¢ allora3g:S? — R che solleva f ossiapg = f
Dunque 3xg € 5% | g(xg) = g(=x0) = f(x0) = f(x0) = f(=x0) # —f (o)

Ma esiste questo xy?

Sia h: S? — R continua con h(x) = g(x) — g(—x) ; S? & connessa quindi h(5?) & connessaS R quindi
convesso.V y € §? h(5?) contiene h(y) ; h(—y) e quindi anche la combinazione convessa:

2O+ 3R +3(9(-3) —g(3)) =0~ 0 € h(S?) » 3x €S2 | h(x) = g(x) + g(—x) = 0

T13) Teorema del punto fisso di Brouwer:

Ogni applicazione continua f: D? - D? ha un punto fisso,

Dim:

Supponiamo per assurdo che f(x) # x Vx € D?

Possiamo definire 7: D? > St ;7(x) = x + t(x — f(x)) dove t = 0; [lr(x)|l =1

Se f(x) ¢ S! > (x) ¢l punto di intersezione di S* con la retta passante per x di estremo f (x)
Se f(x) € S! - la semiretta interseca S* nei due punti f(x) # r(x)

r continua e 7(x) = x Vx € S! — r & una retrazione del disco sul bordo, assurdo.



Definizioni [Monodromia ; 215]
Monodromia di un rivestimento ; Azione sinistra ; Azione destra ; Azioni fedeli/libere/transitive ; Azioni
compatibili

T14) Rivestimenti e monodromia:

p: E - X rivestimento connesso; e € E ; x = p(e) allora:
1) L'omomorfismo di gruppi p,: m; (E,e) = m; (X, x) & iniettivo e p,m; (E,e) = {[a] € my (X, x)|e[a] = e}
2) 3 bigezione fra la fibra p ! (x) e l'insieme dei laterali dx di p,m; (E, €) in m; (X, x)
3) v[a] € m; (X, x) vale [a] 'p.m; (E, e)[a] = p.m1 (E, e[a])
In particolare i sottogruppi {p.m; (E,u)| p(u) = x} sono tutti e soli i coniugati di p,m; (E, e) in
(X, x)

Dim:

[1] L'iniettivita deriva dal fatto che cammini omotopi si sollevano a cammini omotopi con gli stessi
estremi.

[S][a] € p,my(E,e) » 3B:1 > E con B(0) = B(1) = eetaleche [a] = [pB] » f(1) =a, (1) s e[a] = e
[2] Sia a € (X, x,x) con Mon(e,a) = e[a] = e — a, & chiuso - [a] = [pa,] € p,7,(E,e)

[2] La monodromia permette di definire I'applicazione m; (X, x) —» p~1(x) ; [a] = e[a] = Mon(e, a)
Mostriamo che & surgettiva e che e[a] = e[B] < siha [a][B7!] € p.m;(E, e)

Se u € p~1(x), dato che E connesso per archi, 3y:I — E talechey(0) = e; y(1) = u

Per l'unicita del sollevamento y = (py), e quindi per definizione di monodromia u = e[py] — surgettiva
Infine siano [a], [8] € m; (X, x) — vale e[a] = e[f] < e[al[f~!] = e & [a][B]! € p.7;(E,€)

[3] Basta mostrare che Va € Q(X, x, x) vale: [a] 'p,m; (E,e)[a] € p.m;(E, e[a])

Sia a,:I = E sollevamento di a tale che a,(0) = e; allora a, (1) = e[a] e vale quindi:

i(a,) *Q(E,e,e) xa, € Q(E,ela],e[a])



T15) Corollario:
m (p"(R)) = Z,

Dim:

La proiezione p: S™ - p"(R) = S"/~ con x~y < x = t+y é un rivestimento connesso di grado 2.
Sianoe € S™ ,x = p(e) —» p.m; (8", e) € m; (p" (R), x) ha esattamente due laterali destri.
Sen =2 — S" semplicemente connesso — p,m;(S",e) =0

Quindi 7y (p™ (R), x) ha esattamente due elementi — & Z, a meno di isomorfismo.

T16) Proposizione:
Sia dato un diagramma commutativo di applicazioni continue con p, q rivestimenti.
AlloraVe € E; V[a] € nl(X,p(e)) vale p(e[a]) = p(e)f.([a])

E -¢ F

(L la

X - v
Dim:

a:I — X chiuso con punto base p(e) ; a,: I = E l'unico sollevamento di a tale che a,(0) = e

Per definizione di monodromia vale a, (1) = e[a] — ¢(e[a]) = (ae (t))

Consideriamo b:I —» F ; b(t) = (p(ae (t)) siccome q(b(t)) = qea,(t) = fpa.(t) = fa(t) Vt > b eil
sollevamento di fa tale che b(0) = ¢(e) e quindi p(e)f.([a]) = p(e)[fa]l = b(1) = @a.(1) = p(ela])



Teoria di Geometria 5: Analisi complessa

Definizioni:
Algebra delle serie formali ; Ordine di una serie ; Famiglie sommabili ; Inversa di una serie formale ; Raggio di
convergenza ; somme e prodotti di serie convergenti

T1) Formula di Hadamard:
1
. lim,,_,., supla,|»
p
Dim:
1
li n<1 <
lim,, L, sup(u,) = lim,_,, sup,>, (u,) per Cauchy se fm sup(vn)l DLV <
se limsup(v,)n =21 - Y v, =

. 1
se limsupla,| <-->Y v, <
Poniamo v, = |a, |p" e diventa ‘1)
se limsupla, | 2;—»217” =00

Corollario [Teorema della derivata di una serie convergente]:

Sia S(x) = X, >a,x" una serie formale e S'(x) = Yn=na,x" 1 allora le due serie hanno lo stesso p

T2) Esponenziale complesso:
L'esponenziale complesso & un rivestimento

Dim:

e:R - St|e(t) = e?™ = cos(2mt) + i sin(2mt)

1) E' surgettiva ; V ]a, b[ € R vale e‘l(e(]a,b[)) =U{la+nb+n[|neZ}
2)Se|b—al<1-VneZla+n,b+n[eunacomponente connessidi e *(e(Ja+, b[)) quindi

e:la+n,b +n[ - S' & un omeomorfismo sull'immagine.

Definizioni:
Funzioni analitiche



T3) Convergente — Analitica:

S(x) = Y0 apx™ convergente per |z| < p — la funzione S(z) = Y50 a,2z" € analitica in B°(0, p)

Dim:

Sia xy € B(0,p) ; |x9| = ry < p vogliamo mostrare:
®)

1) szos @0 yp g convergente di raggio = p — 1

p!
s®(xp)
p!

2) La sua somma ¥, (x —x9)P =S(2)

- (p+q)! ;1. +q9)! .
[1]Sia @ = |ay|; SP(x0) = Tnzo meprq;— GptqXs qUIndi [SPCo)| < Tnsommprq =~ GprqTo

q! o %p+a’o
Siary < r < pallora szois(p)(xo)(r =10 < Xpgq %a;wroq (r—rn)? =
= Tprgen @ Zm T (r = T0)? = By anr™ < 0
(2] X4 % Ay 4q%4 (x — Xo)P & assolutamente convergente per [1] - la somma non dipende

dall'ordine, sommiamo quindi in due modi e otteniamo 1'uguaglianza:
S im0 @ (o + % = x0)" = T a,x" = S(x)

Tpz0 (SP00)) (x = x0)" =

T4) Infinitamente differenziabile:

f infinitamente differenziabile su D aperto ; confizione necessaria e sufficiente affinché f sia analitica su D e che

ogni xy € D abbia V intorno | 3 M , t finiti e maggiori di 0 tali che |%f(p)(x)| <MtP Vp=0

T5) Principio del prolungamento analitico:

f analitica su D aperto connesso ; x, € D allora sono equivalenti:
a) f™(x)=0vn=0
b) f é identicamente 0 in un intorno di x,
c) f identicamente 0 su D

Dim:

[g — a] Ovvia

[b-c] SiaD' ={x € D|inunintornodix f &0};x, €D — D # @allorase D & aperto/chiuso & tutto.
Sex; €D — x; € D infatti & analitica nel punto quindi esiste un intorno per il quale la funzione si
sviluppa in serie e dunque siccome b — a vale f®(x;) =0 - x, € D'

Corollario I:
L'anello delle funzioni analitiche in un aperto connesso ¢ un dominio di integrita

Corollario II:
Se due funzioni analitiche su D aperto connesso coincidono in un intorno di un punto allora
coincidono su tutto D



Definizioni [Zeri di una funzione analitica]:

Ordine di uno 0 ; ordine della serie ; se f(x) = X,,50 @, (x — x¢)" | f(%9) = 0 ma non identicamente nulla ; se
kmin | ax #0 = f(x) = (x —x0)¥g(x) e g(xy) = a, # 0; k &1'ordine dello 0, se & 1 si dice semplice altrimenti si
dice multiplo

T6) Analitica e punti isolati:

Se f e analitica si di un aperto connesso e f # 0 = gli 0 di f sono un insieme discreto (E dunque formato da punti
isolati)

Dim:
Se compatto allora l'insieme é finito ; dal Corollario II V punto esiste un intorno nel quale & non nulla.

Definizioni [Funzioni Meromorfe]:
Su D aperto una funzione & meromorfa se € analitica a meno di un numero finito di poli e zeri (Isolati)

T7) Derivata:

f' di una funzione f meromorfa su D & ancora meromorfa su D con gli stessi poli.
Se x, & un polo di ordine k per f — di ordine k + 1 per [’

Dim:
f' & definita e analitica su D' = D\#finito di poli
1 ’ 1 ) )
Se f(x) = gx)-f ()= =l (x) con g1 (x) = (x — x9)g (x) — kg(x) che non si annulla

(x—xq)k

in xy — x, polo di ordine k + 1 per f (x)




Teoria di Geometria 6: Funzioni olomorfe ed Integrale di Cauchy

Definizioni:

Un cammino differenziabile: y: [a, b] — R? per cui le posizioni x(t) ; y(t) sono funzioni derivabili con continuita ;
Forma differenziale su D aperto: w = Pdx + Qdy con P, Q continue ;

fyw = fab (P(x(t),y(t))x () + Q(x(t),y(t))y (t)) dt ; Cambio di parametro u — t(u) con t continua, con
derivata> 0,t(a) = a,t(b) =b - f(t(u))t’ (uw)du — L'integrale non cambia a meno di riparametrizzazione ;
Seladerivatae < 0 — fyw = - fyr w [Cambio di orientazione] ; Primitiva se F differenziabile su D e tale che

dF =w - fy dF = F(b) — F(a) ; Esatta se ammette una primitiva

T1) Condizione forma esatta:

w e esatta & fyw = 0 V y cammino chiuso differenziabile a tratti

Dim:
[2lw=dF - fyw =F(a) — F(a)
[<_] (xO' y0)~dipende solo dagli estremi (X, y) y per ipotesi sia F(x' y) = ny ed effettuiamo un piCCOIO

h - h
(x+ ,y)W IR F(x+h,y)—F(x,y) _ lfxx+ P(S, y)de

incremento lungo gli assi, vale: F(x + h,y) — F(x,y) = ) - -

Quindi z—: =P(x,y); Z—; =Q(x,y) > w = Pdx + Qdy

T2) Forme esatte e rettangoli:

D disco aperto ; se fyw = 0 V y bordo di un rettangolo con assi paralleli - w € esatta

Dim:
(x9,¥9) centro del disco ; (x,y) € D — 3y, y, cammini bordi di un rettangolo da (x, y,) in (x,y) ma per
il teorema precedente la loro somma ¢ nulla, dunque: fylw = fy W stesso ragionamento Z—: = ;Z—i =Q-
Esatta
Definizioni:
Formula di Green - Riemann: [ Pdx + Qdy = [ (a—Q - a—p) dxdy
y A\ox dy

T3) Proprieta di Green - Riemann:
. . . P a . .
w = Pdx + Qdy ; forma differenziale su di un aperto D connesso ; se P ;ﬁ esistono e sono continue:
a a .
1) wesatta » — = 5 [Chiusa]

dy
5 . 9P _ 0
2) Se D e un disco == a—Q — w esatta
'y x

Dim:
[1] Esatta -, V rettangolo ffA (Z—f - Z—i) dxdy = 0; se 3 un punto per il quale Z—g - Z—; #0- [[ #0
Assurdo

[2] Per G-R — fyw = 0 con y bordo di un rettangolo ; se D & un disco - w esatta per T2



Definizioni:
w = Pdx + Qdy & chiusa se ammette una primitiva locale ; chiusa < l'integrale su ogni rettangolo e nullo ; chiusa
continui non differenziabili ; Primitiva lungo un cammino y: [a, b] = Dypere, continuae f(t) |V €

= % (P,Q devono ammettere derivata) ; Vogliamo estendere la definizione di integrale a cammini

[a, b] IF primitiva di w in un intorno diy(z) | F(y(t)) = f(¢) per t vicinoat

T4) Teorema di esistenza Primitiva lungo un cammino:

w chiusain D ; y:[a, b] = Dgpereo continua allora esiste una primitiva di w lungo y.
Due diverse primitive differiscono per una costante.

Dim:

[Esistenza] Ogni t € [a, b] ha un intorno mappato da y dove w ha una primitiva F

[a, b] = I compatto — 3 sequenza finitaa =ty < t; < - < t, < t,41 = b | ogni intervallo [¢;, t;,1]
ammette una primitiva F; ; I'intersezione U; N U, contiene y(t;;1) quindi # @ — Connesso — F;,; — F;
costante — F;; coincide con F; su U; N U;;4

Definiamo f(t) := F; (y(t)) vVt € U;; f e continua e soddisfa la proprieta della primitiva lungo un
cammino.

[Unicita] f;, f, due primitive ; f;(¢) = £2(6) =per aer. Fi(¥(©)) — F2(y(®)) in un intorno di ¢ € [a, b]

Ma F; — F, é costante = f; — f, & costante in un intorno di ogni punto — f; — f, & localmente costante.
Localmente costante su di un connesso — Costante [Infatti U = {x € [a, b] | f(x) = u} & aperto/chiuso]

Osservazione:
Ci permette di definire fyw con y semplicemente continua.

Esempio (Forma differenziale chiusa non esatta):
djzchiusainD ={zeC|z=+0}

T5) Indice:

. . . .. 1 dz . .
y cammino chiuso che non passi per l'origine — P fy — eintero
v zZ

Dim:
d . . . . : . o :
w= 72 forma chiusa ; nella dimostrazione di T4 si sceglie F una determinazione del logaritmo log z

Quindi f(b) — f(a) & diff. di derivata del logaritmo nel punto y(a) = y(b) —vale 2win con n intero.



Definizioni:
Omotopia tra due cammini

T6) Primitiva lungo un'Omotopia:
w chiusain D ; G:I?> —» D omotopia — 3f primitiva di w lungo I'omotopia e due diverse differiscono per una
costante.

(3! a meno di costanti la primitiva su di un rettangolo F di w | V intorno §(t, u) vale F(S(t, u)) = f(t,u) con
(t,u) = 6(t,w) mappa continua del rettangolo)

Dim:

D :=Uj¢ U; ; con Lebesgue esistono 0 =ty < t; < <t;=1e0 # §, <S; ... < 5, = 1taliche
G([ti'ti+1] X [Sj:SjHD c Uy

Scegliamo Fyo primitiva su Uyg = fjj0,¢,1x[0,51] *= Foo (G (¢, s))

Scegliamo Fq in Uy, in modo che F;,(t1, 0) = Fyo(t1, 0) — segue che Fy((t1,s) = Fyo(ty,s) pers <1
Iteriamo cosi.

T7) Uguaglianza per omotopia:

Se ¥y ; Y1 sono cammini omotopi su D con estremi fissati allora:
[ w=/ w Vwchiusa
Yo 141

Dim:
6 la mappa di omotopia ed f una primitiva di w rispetto a §
f costante sull'asse verticalet =0;t=1dil X1 =

[ w=f(10)-f(00)

14

T8) Cammini chiusi:

Yo »¥1 cammini omotopi chiusi = ¥ w chiuso fyow = fylw

T9) Forme chiuse ed esatte:

Ogni forma w chiusa su di un semplicemente connesso e esatta.

Dim:
DaT8 — fyw = 0 V y cammino chiuso - Ammette una primitiva



Indice di Cauchy

1 dz . \ .
I(y,a) = Py [Sappiamo che & intero]

Con y cammino chiusosu C;a € C

Proprieta:
1) Se a é fissato I(y, a) & costante se y non sorpassa a

Idea:
Segue direttamente da T8

2) Se y fissato — I(y, a) & localmente costante fino a che varia nella zona

Idea:
Basta variare y rimanendo nella zona senza toccare a e segue da P1

3) y in un semplicemente connesso con a & Parte internadiy - I(y,a) =0

Idea:
Si deforma per P2 fino al punto

4) y cerchio percorso in verso positivo, allora I(y,a) = 0sea € y°;I(y,a) = 1sea € y°

5) Definiamo il prodotto: t = y;(t)y,(t) (I due cammini non devono passare da 0) allora:
1(y172,0) = 1(y1,0) + 1(y2,0)

6) Dati 4, Y, due cammini chiusi su C ; se y; non prende mail il valore 0 e se vale |y, (t)| < |y;(t)| allora
la mappa t = y;(t) + y,(t) non prende mai il valore 0 e vale I(y; + y3,0) = I(y4,0)



Teoria di Geometria 7: Funzioni Olomorfe e Teorema dei Residui

Definizioni:
Differenziabile su R? se f (xo + h,y, + k) = ah + bk + 6Vh? + k2

Olomorfa se 3 limy-o feo+)~f(zo)

con u complesso
u#0 u

T1) Condizioni di Cauchy
of | .of _ 0

f olomorfa in un punto < differenziabile e Pl
x y

Dim:

[-] Olomorfa — f(xy + h,yy + k) — f(xo,vo) = c(h + ik) + a(h, k)Vh? + k? —>%= c;% =ic
of | .of _

ﬁa'i‘la— 0

[«<] differenziabile e % + i% =0->c=a;ic=b - folomorfainz, = xy + iy,

Osservazione (Derivata complessa):

% = 0 equivalente, infatti:
1 _
_ . dz =dx +idy (dx=5(dz+d2) _1(of  .of 1(0f | .0\ -
Z‘x*”y*{dz=dx—w¢vﬁ[¢y=§wz—da'”””ydf_5(5_150d2+5e;+15)dz

Quindi: % = %(% - i%) ;% = %(g + ig) - (% =0 Olomorfa)

T2) Teorema di Cauchy:

Se f(z) olomorfa su di un aperto D € C — f(z)dz é una forma differenziale chiusa

Dim (Hp aggiuntive):

. - . . ] ] \ . o .
Se le derivate parziali sono continue — Chiusa < é = lé che € equivalente alla condizione di Cauchy.

Dim:
f(z2)dz chiusa & V cammino/rettangolo chiuso y l'integrale fy f(z)dz=0
[ -
=
Suddividiamo in sottorettangoli R; — fy f(2)dz = Y!_; a(R;) e deve essercene uno Rj tale che:

. 1 . 1 .
IA(Rl)I = 2 |fy f(Z)dZ| “iterando |A(Rk)| = m |fy f(Z)dZ| —(C.di Conv.Cauchy dz € Rk Vk = z0 €D ef
olomorfa in z, Sviluppiamo: f(2) = f(zo) + f (20)(z — z) + €(2)|z — z,| con lim,_,, &(z) = 0da cui:
fy(R;)f(z)dz = f(z) fy(R,’;) dz = f (zp) fy(R;;)(z —zy)dz + fy(R,j) e(2)|z — zyldz
[ primi due termini valgono 0 mentre I'ultimo (trascurabile rispetto all'area R;) si comporta come
F = la®]=0- [ f(z)dz

Corollario I:
f(z) olomorfa su D — 3 una primitiva locale (Olomorfa)

Corollario II:
f(z) olomorfasu D — fy f(z2)dz = 0 V y cammino olomorfo ad un punto



T3) Formula integrale di Cauchy:

f olomorfa su di un aperto D ;a € D ; y cammino chiuso non passante per a ; I(y, a) indice del cammino allora:
1 (2)
=), 2dz =10, 0f (@

2mi YV z—a

Dim:
_ f@)-f(a)
9(2) = =
g@z)=f(a) perz=a
1

0 — per definizione di Indice di Cauchy: z—f 1@ g, = I(y,a)f(a)

perz #a

Costruiamo g(z) | { é continua ed e olomorfa su D\a per T2 vale:

mi Y z—a

f, fOf@ 5

z—a

T4) Teorema degli esponenti di Taylor:

f(2) olomorfasuD = {z | |z| < p} = f sipuo scrivere come serie di potenze sul disco

Dim:
Osserviamo che se ne troviamo una che converge per |z| < r —indipendente da r per unicita.

Siar <1y < p; perT3sey = 1,S! allora f(2) =$fy%dt per|z| <r
MaL=£'LZ=£(I+§+ _|_j_n+) - f(2) = fyznzoft(i)fl dt - f(z) = Y0 a,2" con:

t—z t 1—? t

a, = ! 1O ¢

T 2mi Jlt|=rg en+l

1

2mi

Corollario:

Olomorfa — Analitica

E' noto che Analitica— 3 derivate — Olomorfa quindi:
Olomorfa < Analitica (Sul disco)

T5) Teorema di Morera (Convesso del Teorema di Cauchy):
f(2) continua su D S0y, C;se f(z)dz & chiusa - f(z) olomorfa

Dim:

f ha una primitiva locale ; la primitiva & olomorfa e f = g &la derivata di una olomorfa — f olomorfa

Corollario:
f(z) continua su D e olomorfa su D\A con A curva - f olomorfa su tutto D

T6) Principio di simmetria di Schwartz:

Sia D un aperto connesso simmetrico rispetto all'asse reale (Di componenti simmetriche Dy, D,)
Data f olomorfa e continua di D; con valori reali sull'asse delle x allora:

3! funzione olomorfa che la estende a D

Dim:

Unico per il principio del prolungamento analitico. Costruiamolo come g(2)p, = f(2)

continua su D, e olomorfa su D,\Asse, — Olomorfa su D, per il corollario di T5.
Osserviamo che la funzione estesa € simmetrica.



T7) Disuguaglianza di Cauchy:

Dato uno sviluppo in serie di Taylor di una funzione olomorfa allora:

la, | <

M)

rn

Dim:
S 1
Se f(z) & olomorfa - f(z) = Y a,z, cona, = Ef(”)(o)
Sez=re";0<r<p- f(re?) =Y a,r"e’" integriamo i termini (r fissato allora f periodica):

1 r2n _ing if _ 1 rom p ,i(p—m)o n_ 1 2m _ing i0
2m fU € f(re )d@ - szo 2 fo apree e = a,r" = 2m fo € f(Te )deUppe‘r Bound M (r)

T8) Teorema di Liouville:

Una funzione olomorfa limitata sul piano € costante

Dim:

M(r) < M per ipotesi >, |a,| < Tﬂn —a, =0pern=>1- f(z) =ay — f costante

Definizioni:
Se V disco compatto in D vale la proprieta:
1 (2m i
f(0) =ay = ;" f(re?)do
Allora si dice che la f rispetta la Proprieta del valor medio.

T9) Principio del massimo modulo:

f funzione continua e complessa su D aperto ; se f ha la proprieta del valor medio e |f| ha un massimo in
a € D - f costante in un intorno di a

Dim:
Se f(a) = 0 ovvio; se f(a) # 0 supponiamolo, a meno di moltiplicazione, reale e maggiore di 0

Per r > 0 piccolo M(r) = supy (f(a + reig)) allora M(r) < f(a) per ipotesi e per il Principio del valor

medio: f(a) < M(r) con f(a) = ifoznf(a +71e%)do > f(a) = M(r) > g(z) = Re(f(a) - f(2)) =0
per|z—al=reg(z) =0 f(z) =f(a) > M = 0siag continuae=0-»g=0- f(z) = f(a)

Corollario:
D aperto limitato connesso ; f definita su D continua e con la Proprieta del valor medio, ; M
Upper Bound di |f(z)|sudD - |f(z)| < MVz € Desel|f(a)| =M peruna € D — f costante.

Dim:

Sia M* = sup,epp |f(2)| ; D & compatto — questo accade per uno z, € D quindi se:

1) z, € D - massimo locale per |f(z)| - f & costante perché l'insieme {z € D | f(2) = f(zy)} &
chiuso e aperto, ed inoltre M = M*

2)zg€dD - M =Mel|f(z)|] <M Vz€ED



T10) Lemma di Schwartz:
f(z) olomorfasu |z| <1etc. f(0) =0; |[f(2)]sy <1 < 1allora:

1) Vale |f(2)| < |z]| sul disco
2)Seperuna # 0vale |[f(zy)]| = |zl » f(z) = Aze|d| =1

Dim:
[1] Nello sviluppo f(0) =0 > ay =0 » —
fic)

f( ) olomorfa in |z] < 1eperipotesi|f(z)| < 1dunque

<! - per lz]| <r (Per il principio del massimo modulo)

Fissato z vale |f (2)| <l perr > |zl e < 1 — allimite |f(2)| < |z]

f( ) _
[2] Se |f(ZO)| - |ZO| _)prmczpm max modulo Costante » — ; |/1| =1

Definizioni:

Sfera di Riemann, ¢ la sfera S2, & compatta e levando un punto e il suo coniugato

(Es.P = (0,0,1); P' = (0,0,—1)) esistono due carte di proiezione (Proiezioni Stereografiche):
x+iy ’

x—i . 4
z= ;2 =22 perle qualivale zz' = 1
1-u 1+u

T11) Olomorfa e Serie di Laurent:

f olomorfa — 3! serie di Laurent che converge ad f

Dim:

p; <1, <1 < pg; mostriamo che esiste una serie di Laurent che converge in norma a f(z) per
rn<l|zl<n

Sianop, <1, <1y < r1 <1 < p; e consideriamo K = {r, < |z| <}

f(t)dt 1 f(t)dt 1 f(t)dt
ValeVZEKO'f(Z) 2mi faK t—z =E [t|= Tl t—z _ﬁ |t|=Té t—z
Per |t]| > |z| Vale— : 1 =Yy 2"
—z  t1-2 n20n+1
Per [¢] < |z| vale = ) e
er z| vale — Zl Z| n>0 zn+1 = n<0 7n¥l

=Ly L9gn>o0

2mi Jlt|= T1 i+t

an
Quindi f(2) = ¥, ez a,2" con 1 Ji0}
dt ;n<0

a =
n 2mi Jlt|= Tz i+t

T12) Teorema di estensione di Riemann:

z, singolarita isolata di f, cioé f olomorfain 0 < |z — z,| < § — f si prolunga olomorficamente in z, < |f]| &
limitato in un intorno di z,

Dim:

[=] Ovvio

[«] f olomorfa sulla corona — 3! serie di Laurent f(z) = ¥,z a,z" tale che i coefficienti verificano la
disuguaglianza di Cauchy |a, | < rﬂn se|f(z2)| < Mper|z—2z)| <e

Abbiamo quindi |a_p| <Mr? -a,=0vVn<0

Basta porre f(z,) = 0 e f(z) € somma di una serie convergente (Quella di Taylor)



T13) Teorema di Weierstrass:

z, singolarita essenziale per f(x) - Ve > 0 f(0 < |z — zy| < €) é denso in C

Dim:

Supponiamo per assurdo che 3 a, r tali che f(0 < |z — zy| < €) N D(a,r) = @ allora possiamo scrivere
1
f@)-a

é limitato — g si estende olomorficamente in z, —» f(2) =

l'inversa g(z) =

< - - questa inversa ha una singolarita in z, ma non é rimuovibile poiché |g(z)|
T

€ meromorfa in z, Assurdo.
9(2)+a

T14) Teorema di Rouché:
K compatto con bordo orientato T ; f, g olomorfe in D intorno aperto di K
SesuTvale |f(z)| > |g(2)]| allora:

#zeri (f + g)su K — #poli (f + g)su K= #Zeri (f)su K — #poli (f)su K

Dim:
1 f®
2mi VY f(2)

Sez=f(y(w)) »dz=f (yW))y Wdu
Se lyi (@) > ly2(®)] = I(yq1 + y2,0) =1(y;,0) perchéy; +y, =1 (1 + ]y/—j) fa giri piccoli intorno ad 1 che

dz = I(f oy,0) con y cammino chiuso che avvolge 0.

] o ) e
non toccano 0 — sono ~ costante S>Hri f + Dk = ;fo Y dz =Y, ny 149 g4, =
T T i

f+g f+g
1 d
= Ziﬁf(f+g)oyi7u = I((f +g) °Y, 0) = [(f °Y, 0) = #zeri (f)sul{



T15) Lemma Residui:

. . 1
y cammino chiuso — ﬁfy f(@dz=1@,0)a

Dim:
anz™

n+1
ff(z)dz = a_lf %+J-g(z)dz =a_,2mi I(y,0)
14 y Z 14

Il primo per definizione di Indice di Cauchy, il secondo nullo perché g ha una primitiva.

fl2) = afl + g(z) con g(z) = X, .1 a,z" olomorfa con primitiva },._;

T16) Teorema dei Residui

Sia D un aperto della Sfera di Riemann ; f olomorfa su D (Eccetto punti isolati che siano singolarita per f).Se T &
il bordo di un sottoinsieme compatto A di D (T non passanti per le singolarita o per il punto all'co) allora:
1) Solo un numero finito di singolarita sono in A

2) [, f(2)dz = 2mi(Res(f, z,))

Dim (o0 ¢ A):

Ciascuna singolarita ha un disco che la contiene, disgiunto dalle altre.

Sia y;, il cammino attorno al disco &, percorso con verso positivo. Sia A = A\{Dischi}
Rimangono a questo punto i bordi, sappiamo che:

S f(@dz =%, fm f(2)dz e ciascuno di loro rispetta la relazione:

fyk f(2)dz = 2miRes(f, z;)

Dim (co0 € A):

Prendiamo |z| = r intorno dell'infinito che non intersechi T ; f(z) olomorfa.

SiaA" = A\{|z| > r};il valore di A" & dato da T di A el cerchio |z| = r in verso positivo.
Prima parte nota mentre la seconda da definizione di P,, vale:

Jy1= f(2)dz = —2miRes(f, ©)

Caso specifico:

I = fjoooR(x)dx con R(x)~xin ;n =2

Scrivendolo come semicerchio complesso nella parte positiva:
S5 RGO dx + [ o Rz = 2mi ¥ Res(R(2))

La seconda parte della somma tende a 0 per il lemma seguente.

Lemma:
f(2) continuasu 8; < 6 <0, ;r,0 modulo e argomento di z; selimzf(z) =0
allora f5(R)f(Z)dZ -0

Dim:

Se M(r) Upper Bound di |f(z)| su§(R) — |f5(R)f(z)dz| <M(r)r(6, —6,)



Teoria di Geometria 8: Extra ed esempi

Extra 1) Quozienti:
Quoziente di un T2 e T2?

Risposta:

No, ad esempio R/~ con x~ysex=yolx| |yl >1

Extra 2) Classi e omeomorfismi:
X spazio topologico, Omeo(X) gruppo per prodotto; G € Omeo(X) ;x,y € X

x~ysed g € G|y = g(x)[Le classi sono le orbite] ; si indica con X/G

1) G finitoe X 6 T2 > X/ & T2

2)XT2em:X - X/G proiezione:

Se 3 A Soperto X | AN ogniorbitadi G (Proiezione da A nelle classi surgettiva) e {g € G |g(A) N A # @} é finito,
allora:

X/ eT2

Extra 3) Proiettivi:

I Proiettivi reali e complessi sono connessi, compatti e T2

Dim:

S - p"(R) ;5" = {z € C"*' | |Iz|| = 1} - p"(O)

Continue e surgettive allora Compatti e connessi.

[Se G gruppo di Omeomorfismi ; X/G e T2 o K ={(x,g(x)) € X x X} & chiusa nel prodotto]
Per p™(R) ¢ I'antipodale. [Complesso T2 nd]

Extra 4) Omeomorfismo:
2.2
[p)l(]R) NS (xo'x1) N (xo x1 2xox1)

x§+x% ! x%+x%

p*(C) = S? Omeomorfismo

Extra 5) p"(R) ;:n > 2:
P" (R) ha come gruppo fondamentale Z, se n > 2

Dim:

p:S™ - p"(R) rivestimento connesso di grado 2 ; e € S™ ; x = p(e) ma dal teorema di pagina 216
p.1 (8™, e) € my (p™ (R), x) ha due laterali destri; n = 2 —» S™ semplicemente connesso

- p,m (8™, e) = e - m(p"(R), x) ha due elementi »= Z,

Extra 6) p!(R):
p!(R) ha come gruppo fondamentale Z

Dim:
Z — m,(S',1) & un omeomorfismo con n - [a,]
a, € costante ma dal corollario a,,,,, omotopicamente equivalente a a,, + a,, e a_,, = i(a,)



Extra 7) Immersioni:

Continua ed iniettiva non implica immersione.

Controesempio:

Id
Reuclidea - Rindiscreta

Extra 8) Discreta:

Chiusura di un discreto non e discreta.
Un discreto e chiuso?

Controesempio:
No ad entrambe.

{%} & discreto ma g = {%} UOnonloe.

Extra 9) Proiezione:

La proiezione non é chiusa

Extra 10 ) Uryson:
A, B S, s R? disgiunti, allora 3f continua | f(4) = 0;f(B) =1

Extra 11) Esempio sconnesso:

[0,1] N @ sconnesso
Extra 12) Applicazione:
f:R = Q continua & costante.
Dim:
R connesso e in Q le uniche componenti connesse sono i punti.
Extra 13) [0,1] 0 Q:
[0,1] N @ non & compatto

Dim:

(o305 15 +3l)



