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INTRODUZIONE

Nel lavoro fondazionale [4] del 1987, Mikhail Gromov ha definito il concetto di gruppo
iperbolico ed ha cosi creato la branca della teoria geometrica dei gruppi. L’essenza di
tale ricerca e lo studio dei gruppi finitamente generati con metodi dal sapore geometrico.

Innanzitutto, dato un gruppo finitamente generato, si costruisce il grafo di Cayley
associato ad una scelta dei generatori:

Definizione (Grafo di Cayley). Dato un gruppo G ed un insieme finito di generatori g;
si chiama grafo di Cayley il grafo che ha come vertici gli elementi di G e due tali vertici
sono connessi da un arco se e solo se si ottengono I'uno dall’altro per moltiplicazione a
destra per uno dei generatori (o per il suo inverso).

E chiaro da subito che questa. definizione racchiude una problematica non banale:
noi siamo interessati a studiare le proprieta del gruppo, indipendentemente dalla scelta
dei generatori, ma nella definizione stessa si ricorre ad un insieme di generatori. Si
deve quindi capire sotto quale aspetto i grafi associati a diversi insiemi di generatori si
assomigliano. Risulta, da una facile dimostrazione, che tutti i grafi di Cayley di un dato
gruppo sono quasi-isometrici. Una quasi-isometria ¢ una mappa, non necessariamente
continua, tra spazi metrici che rispetta delle proprieta simili, ma piu deboli, a quelle
rispettate da un’isometria. Semplificando, si puo dire che una quasi-isometria ¢ una
mappa che, quando vista da lontano, ¢ un omeomorfismo bi-Lipschitz.

Gromov nel suo lavoro fondazionale si concentra sullo studio dei gruppi iperbolici,
cioe di quei gruppi i cui grafi di Cayley hanno proprieta simili a quelle delle varieta a
curvatura negativa. Eppure la nozione classica di iperbolicita per le varieta Riemanniane
fa uso del concetto di curvatura, la quale a sua volta necessita di regolarita di cui
certo non sono muniti i grafi di Cayley. Nel suo articolo Gromov da varie definizioni
equivalenti di iperbolicita. Si deve a Rips, qualche anno dopo, una definizione equivalente
di iperbolicita che, pur richiedendo che lo spazio considerato sia geodetico, € piu intuitiva
di quella classica:

Definizione. Uno spazio metrico geodetico X & detto d-Rips-iperbolico se comunque
vengono scelti un triangolo geodetico ed un punto P su uno dei lati, esiste un punto Q
su uno degli altri due lati tale che d(P, Q) < 4.

Il primo risultato profondo che lega il concetto di iperbolicita alla teoria geometrica
dei gruppi e racchiuso nella seguente proposizione.

Proposizione. La Rips-iperbolicita é un invariante di quasi-isometria per spazi geode-
tici.



Capitolo 0. Introduzione

Questo fatto ci legittima a parlare di gruppi iperbolici.

Ora viene naturale provare a ritrovare alcune delle proprieta e degli invarianti delle
varieta iperboliche negli appena definiti gruppi iperbolici. In particolare era gia noto,
nonché molto intuitivo nel facile caso dello spazio iperbolico, che si puo definire un bordo
all’infinito della varieta e che questo ¢ un’invariante per isometria. La definizione nel
caso delle varieta iperboliche € molto naturale.

Definizione. Due raggi geodetici sono detti asintotici se rimangono sempre a distanza
finital.

11 bordo all’infinito di una varieta iperbolica X, indicato con 9°° X, & formato dall’in-
sieme delle classi d’equivalenza dei raggi geodetici quozientati rispetto all’asintoticita.
Su tale spazio si pone la topologia quoziente indotta dalla topologia compatta-aperta sui
raggi geodetici.

Questa definizione, a meno di molte accortezze tecniche, funziona perfettamente
anche nel caso di spazi geodetici iperbolici generici.

Come ci si puo aspettare, il bordo all’infinito ¢ un’invariante per quasi-isometria, ma
questo risultato e tutt’altro che banale.

Teorema. Siano X eY spazi iperbolici con opportune ipotesi di regolarita, allora una
quasi isometria ¢ : X — Y induce un omeomorfismo ¢ : 0°X — Y tra i rispettivi

bords.

Ci si puo chiedere se sia vero un viceversa del teorema appena enunciato: un omeo-
morfismo tra i bordi implica che gli spazi di partenza siano quasi-isometrici? A questa
domanda risponde Frédéric Paulin nell’articolo [3], giungendo a caratterizzare gli omeo-
morfismi che derivano da quasi-isometrie. In particolare mostra fondamentalmente che
per una mappa tra i bordi tre proprieta sono equivalenti.

Teorema (Teorema principale). Siano X,Y due spazi iperbolici con opportune proprieta
aggiuntive. Per una mappa f: 0°X — Y sono equivalenti le tre sequenti proprieta:

e La mappa f ¢ indotta da una quasi-isometria tra X e Y,
e La mappa f & un omeomorfismo quasi-conforme,
o La mappa f ¢ quasi-Mdbius.

Con quasi-Mo&bius si intende che “quasi mantiene” il birapporto dei punti, dove il bi-
rapporto & definito in modo da risultare analogo alla definizione classica nel caso del piano
iperbolico, mentre per la definizione di quasi-conforme rimandiamo al terzo capitolo.

Il punto e che, pur essendo relativamente facile mostrare che una mappa indotta da
quasi isometrie ¢ sia quasi-conforme che quasi-Mobius, il contrario richiede parecchio
lavoro.

'Vedremo che la nozione di “rimanere a distanza finita” verra perfettamente formalizzata dalla
distanza di Hausdorff.
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In questa tesi daremo per prima cosa tutte le definizioni necessarie a comprendere la
definizione di bordo all’infinito. Nel primo capitolo di preliminari definiremo e studiere-
mo i gruppi di Cayley, il concetto di iperbolicita e molte altre nozioni ad essi collegati. In
questo capitolo, pit che negli altri, alcune delle dimostrazioni saranno omesse e saranno
solamente indicati dei riferimenti dove trovarle.

Nel capitolo che segue definiamo e studiamo il bordo all’infinito di uno spazio iper-
bolico. In particolare dimostriamo il lemma di Morse, un punto cruciale della teoria,
ed arriviamo fino a mostrare che le quasi-isometrie inducono omeomorfismi dei bordi.
Per arrivare a tali risultati sara necessario un’analisi dettagliata delle proprieta delle
geodetiche in spazi iperbolici e cio verra fatto senza dare nulla per scontato.

Infine nell’ultimo capitolo, ricalcando l’articolo di Paulin, mostriamo il teorema
principale suddetto.
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RISULTATI PRELIMINARI

In questo primo capitolo faremo un’ampia ma concisa carrellata di fatti e prerequisiti
necessari a comprendere I’argomento trattato nella tesi. I fatti enunciati sono tutti
pit che noti in letteratura e verrano spesso omesse completamente le dimostrazioni,
soprattutto quelle piu tecniche e meno istruttive.

1.1 Notazione e richiami

Fissiamo qui la notazione che sara usata in seguito e richiamiamo le nozioni basilari che
ci saranno necessarie.

Indicheremo con lettere maiuscole, in particolare X,Y, Z, E, K, gli spazi (che siano
metrici o topologici) e con le relative lettere minuscole (eventualmente indicizzate) punti
in essi. Quindi il punto y» apparterra allo spazio Y. La lettera K sara riservata agli
spazi compatti.

Negli spazi metrici le distanze saranno indicate con la lettera d, eventualmente con
all’apice il nome dello spazio (quando non necessario 'apice verra omesso). Percio si
dovra interpretare “X spazio metrico” come “(X, d~) spazio metrico”.

Chiameremo convergenza normale la convergenza uniforme sui compatti di funzioni
continue’.

Utilizzeremo implicitamente molti dei concetti di base di geometria ed analisi, in par-
ticolare la compattezza e le sue proprieta saranno usate diffusamente. Percio richiamiamo
solo le definizioni meno note di cui necessiteremo.

Definizione 1.1.1 (Spazio metrico proprio). Uno spazio metrico & detto proprio se tutti
i chiusi e limitati sono compatti.
Nota 1.1.2. Ovviamente R™ & proprio in virtu di Bolzano-Weierstrass.

Nota 1.1.3. Non & vero che uno spazio localmente compatto & proprio. Ad esempio se
su N poniamo la distanza discreta, questo risulta localmente compatto ma non proprio.

'La convergenza normale ha due significati diversi in analisi complessa e in analisi reale. In analisi
complessa coincide con quella che sfrutteremo noi, mentre in analisi reale denota la convergenza assoluta
di serie.
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Definizione 1.1.4 (Spazio sequenziale). Uno spazio topologico ¢ detto sequenziale se i
chiusi coincidono con i chiusi sequenziali, cioe gli insiemi stabili per passaggio al limite
di successioni.

Nota 1.1.5. E ovvio che un qualunque spazio che soddisfi il primo assioma di numerabi-
lita? & anche sequenziale.

Cio che rende interessante la sequenzialita ¢ che e stabile per quoziente. Inoltre, se
il dominio di una funzione ¢ sequenziale, ¢ sufficiente verificare la continuita sequenziale
per dedurre la continuita.

Definizione 1.1.6 (Spazio geodetico). Uno spazio metrico X & detto geodetico se co-
munque siano scelti z1, 29 € X esiste una curva v : [0, 1] — X tale che v(0) = z1 e
v(1) = x5 e la lunghezza di v & uguale a d(z1, z2).

Nota 1.1.7. Lo spazio R™ & ovviamente geodetico, mentre un qualunque spazio discreto
non puo esserlo. Inoltre qualunque grafo i cui archi hanno tutti lunghezza 1 (come sara
per i grafi che studieremo) & geodetico.

Definizione 1.1.8 (Albero reale). Uno spazio metrico X ¢ detto albero reale se per ogni
xr1,xo € X esiste un’unica curva iniettiva che connette z; ad xo.

Un teorema di particolare rilevanza sara il Teorema 1.1.9 (Ascoli-Arzela) che enun-
ciamo ora senza dimostrazione.

Teorema 1.1.9 (Ascoli-Arzeld). Siano K uno spazio metrico compatto, Y uno spazio
metrico completo e C°(K,Y) lo spazio delle funzioni continue da K in'Y munito della
topologia uniforme. Una famiglia di funzioni F C CY(K,R) ¢é relativamente compatta se
e solo se le funzioni della famiglia sono puntualmente equicompatte® ed equicontinue®.
Corollario 1.1.10. Siano X,Y spazi metrici ed xo,yo due punti fissati in X,Y rispet-
tivamente. Assumiamo inoltre che X ammetta un’esaustione in compatti e che Y sia
proprio.
Fissati A > 0 e C > 0, definiamo la famiglia di funzioni

F = {f € CY%X,Y) : f ¢ A\-Lipschitziana e d(f(zo),y0) < C} )

La famiglia F é compatta (sia sequenzialmente che topologicamente) rispetto alla topo-
logia compatta-aperta.

Dimostrazione. Fissata una successione (fy)nen € F di funzioni, mostriamo che ammet-
te una sottosuccessione convergente nella topologia compatta-aperta. Quindi vogliamo

2Con il primo assioma di numerabilitd si intende che ogni punto ammette un sistema di intorni
numerabile.

3Una famiglia ¢ puntualmente equicompatta se per ogni z € X linsieme {f(z) : f € F} &
relativamente compatto.

4Una famiglia & equicontinua se in ogni punto € X e per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che per ogni
f € Fedogniz' €X cond(z,z') <§ vale d(f(z), f(z')) < e.
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estrarre una sottosuccessione uniformemente convergente sui compatti ed e sufficien-
te verificarlo sui compatti di un’esaustione. Siano (K,,)men 1 compatti che formano
un’esaustione.

A meno di estrarre una sottosuccessione delle f,, possiamo assumere, in virtu del Teo-
rema 1.1.9 (Ascoli-Arzeld), che queste convergano uniformemente su un certo K,,. Ma
allora, con un classico ragionamento diagonale, possiamo trovare una sottosuccessione
delle f,, che converge su ogni compatto dell’esaustione e cio prova la tesi.

A questo punto dobbiamo mostrare che la compattezza sequenziale implica quella
topologica. Per farlo basta ricordare che lo spazio C°(X,Y) munito della topologia
compatta-aperta ¢ metrizzabile quindi anche F ¢ metrizzabile e di conseguenza la com-
pattezza equivale alla compattezza sequenziale. La distanza che rende C°(X,Y) uno
spazio metrico € doo(f,9) = > nen 27 "dn(f, g) dove d,, = min(d(f|Kn,g|Kn), 1). O

I1 corollario appena dimostrato sara di fondamentale importanza, poiché ci per-
mettera di mostrare la compattezza dello spazio dei raggi geodetici passanti per un
punto.

L’ultimo concetto fondamentale da ricordare & quello di distanza di Hausdorff. Ne
richiamiamo unicamente la definizione, visto che non useremo niente di pit nel seguito.

Definizione 1.1.11 (Distanza di Hausdorff). Dati S,T sottoinsiemi di uno spazio
metrico X, denotiamo con dy(S,T) la loro distanza di Hausdorff e la definiamo come

d(S,T) =it {6> 0| Vs S:d(s,T) <OAVEET : d(t,S) <3}
Inoltre denotiamo con dg(7') la distanza, asimmetrica, dell’insieme 7" dall’insieme S:

ds(T) = sup inf d(t, s) .
teT s€S

Nota 1.1.12. Innanzitutto vale che d (S, T) = max(ds(T), dr(S)). E facile poi verificare
che la distanza di Hausdorff rispetta la disuguaglianza triangolare, ma a priori la distanza
tra due insiemi distinti puo essere sia nulla che infinito. Queste ultime problematiche
non si presentano se si riduce lo studio ai soli insiemi chiusi e limitati ed infatti su di
essi la distanza di Hausdorff induce una struttura di spazio metrico.

1.2 Quasi-isometrie

In questa sezione poniamo la definizione fondamentale per studiare le proprieta su “larga
scala” degli spazi metrici: la quasi-isometria.

Avvertiamo subito che la parola “quasi” assumera, sia nella parola “quasi-isometria”
sia in tutte le definizioni che seguiranno, una chiara accezione di indebolimento delle
richieste prettamente locali collegate con una certa proprieta. Ad esempio, anche senza
conoscerne la definizione, ci possiamo aspettare che una funzione quasi-continua non
debba essere continua, ma sia costretta a mandare limitati in limitati. Va anche detto
che, proprio in virtu della vuotezza delle richieste locali, molte delle caratteristiche di

3
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unicita che sembrano scontate in ambito classico (ad esempio della mappa inversa o del-
I'incentro di un triangolo) andranno completamente perdute appena si introdurranno le
“quasi-proprieta”. L’idea che si cela sotto questi concetti € che se di un oggetto si voglio-
no evidenziare le proprieta globali il modo migliore per farlo e scartare completamente
quelle locali, che necessiterebbero di ipotesi molto piu forti di quelle messe a disposizione
nella teoria geometrica dei gruppi.

Innanzitutto, € evidente che vorremo che un qualunque spazio limitato sia analogo
al singolo punto. Inoltre, ad esempio, la retta reale ed il cilindro infinito sono, viste
da lontano, lo stesso oggetto: allontanando lo sguardo di molto un cilindro finira per
assomigliare ad un filo ideale e sara quindi “quasi-isometrico” alla retta reale.

Le due definizioni che seguono formalizzano le idee e le speranze esposte finora.

Definizione 1.2.1 (Quasi-embedding). Dati due spazi metrici X e Y, un’applicazione
(non necessariamente continua) f : X — Y e detta un (k, C')-quasi-embedding se k e C
sono due costanti positive tali che per ogni x1,x2 € X valgono le disuguaglianze

%d(ml,@) —C < d(f(x1), f(x2)) < k- d(wr, x2) + C.

Definizione 1.2.2 (Quasi-isometria). Dati due spazi metrici X e Y, un’applicazione
(non necessariamente continua) f : X — Y & detta una (k, C')-quasi-isometria se k e C
sono due costanti positive tali che 'immagine f(X) ¢ C-densa® in Y ed inoltre f & un
(k, C)-quasi-embedding.

Nota 1.2.3. La composizione di due quasi-embedding ¢ ancora un quasi-embedding e la
medesima proprieta vale anche per le quasi-isometrie.

Proposizione 1.2.4. Se f : X — Y ¢é una (k,C)-quasi-isometria, allora esiste una
quasi-isometria g : Y — X che € una quasi-inversa di g, cioé rispetta

Yy eY dly, f(g(y) <C,
Ve e X :d(z,g(f(x))) < (k+1)C.

Proposizione 1.2.5. Fissati k, C reali non negativi, siano f : X - Y eg:Y — X due
funzioni tali che

Vo, xe € X 1 d(f(x1), f(x2)) < k-d(z1,22) + C,
Vy1,y2 € Y 1 d(g(y1), 9(z2)) <k - d(y1,y2) + C.

Se valgono

Ve e X 1 d(z,g(f(x))) < C,
Yy eY :d(y, f(g(y) <C,

5Un sottoinsieme S di uno spazio metrico Z & detto C-denso se per ogni z € Z esiste un punto s € S
tale che d(z,s) < C. Anche questa definizione va vista come un alleggerimento del concetto di densita;
¢, in altri termini, una quasi densita.
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allora f e g sono due quasi-isometrie® e sono l'una la quasi inversa dell’altra.

Nota 1.2.6. Quest’ultima proposizione ¢ in realtda una definizione alternativa di quasi-
isometria, infatti se f & una quasi-isometria la sua quasi-inversa rispetta tutte le richieste
(scegliendo k e C sufficientemente grandi). Questa definizione alternativa risulta molto
comoda quando si hanno a disposizione sia la funzione f che la sua quasi-inversa e si vuole
dimostrare che sono quasi-isometrie e le ipotesi sull’'una e sull’altra sono equivalenti.

In particolare questa proposizione ricalca il fatto classico che afferma che una mappa
continua, bigettiva ed aperta ¢ un omeomorfismo.

Grazie alle proprieta di composizione e di esistenza dell’inversa enunciate, risulta
chiaro che la quasi-isometria induce un’equivalenza sugli spazi metrici. Il seguente lemma
mette in luce che in ogni classe di equivalenza esiste almeno uno spazio metrico che e
privo di proprietda locali, cioe & discreto.

Lemma 1.2.7. Dato uno spazio metrico X, esiste uno spazio metricoY quasi-isometrico
ad X tale che se y1,y2 € Y sono punti distinti allora d(y1,y2) > 1. In particolare come
Y puo essere scelto un sottoinsieme di X con la distanza indotta da X.

Nota 1.2.8. 1l lemma precedente generalizza il fatto che ad esempio R & quasi-isometrico
a 7Z. Fondamentalmente ci dice che se una griglia la guardiamo da molto lontano non ci
accorgiamo che ¢ discreta.

1.3 Grafo di Cayley di un gruppo

Se si vogliono sfruttare strumenti della geometria per trattare i gruppi, innanzitutto si
deve associare ad un gruppo uno spazio. Ovviamente si vorrebbe che quest’associazione
fosse il piti canonica possibile e che allo stesso tempo non perdesse troppe delle proprieta
del gruppo. Introduciamo quindi il concetto chiave di grafo di Cayley associato ad un
gruppo finitamente generato. La definizione di grafo di Cayley non & canonica, ma
dipende dalla scelta di un insieme di generatori. Mostreremo che il grafo di Cayley e
indipendente dalla scelta dei generatori a meno di quasi-isometria.

Definizione 1.3.1 (Grafo di Cayley). Dato un gruppo G finitamente generato dagli
elementi g1, g2, ..., gk, denotiamo con Cay,, o o (G) il grafo che ha come vertici gli
elementi di G e due elementi x,y sono connessi se e solo se y 'z 0 271y & uno dei gene-
ratori. Imponendo che tutti gli archi abbiano lunghezza 1, mettiamo su Cay,, ,, . (G)
una struttura di spazio metrico definendo la distanza tra due punti come la lunghezza
del piu breve cammino sul grafo che li connette.

Nota 1.3.2. 1l gruppo G verra implicitamente identificato con i vertici del grafo di Cayley
ed ¢ importante notare che i vertici formano un insieme 1-denso nel grafo. La definizione
di distanza vuole formalizzare 1'idea che la distanza tra g ed h ¢ il numero minimo di
generatori che serve usare per andare dall’uno all’altro, in altri termini e la lunghezza
della minima parola composta da generatori che rappresenta ¢~ 'h.

5Non sono perd per forza delle (k, C)-quasi-isometrie.
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Dalla definizione seguono facilmente le seguenti proprieta:

d(g,h) = d(g "h,e),

d(g,e) =d(g~",e),
d(gh,e) < d(g,e) +d(he).

Esempio 1.3.3. Siano a,b i due generatori canonici di Z* Z. Allora Cay, ,(Z*Z) ¢ un
albero infinito in cui ogni vertice ha grado 4.

Nota 1.3.4 (Proprieta del grafo di Cayley). E sempre vero che il grafo di Cayley di un
gruppo & connesso, localmente finito”, geodetico.

Nota 1.3.5 (Azione di G su Cay(G)). Dato un gruppo G, consideriamo ’azione per
moltiplicazione a sinistra di G sui vertici di un grafo di Cayley ed estendiamo canonica-
mente tale azione agli archi del grafo. Questa azione & composta da isometrie del grafo di
Cayley e nel seguito sara la chiave per mostrare la quasi-omogeneita del grafo di Cayley.

Avendo ora associato ad un gruppo finitamente generato un grafo che ne racchiude le
proprieta, siamo interessati a capire se questo grafo € o meno canonico. Quella che segue
& la prima proposizione che renda veramente interessante lo studio dei grafi di Cayley
ed ¢ la buona definizione del grafo di Cayley a meno di quasi isometria.

Proposizione 1.3.6. Dato un gruppo G e due suoi insiemi di generatori Si,...,Sp €
t1, ... tg, @ due spazi Cay,, (G) e Cay,, 4 (G) sono quasi-isometrici.

Dimostrazione. Consideriamo i vertici di Cayy, , (G) e Cay,, . (G), questi sono il
gruppo G munito di due differenti distanze che denotiamo con d; e dy. Vogliamo mostrare
che la mappa identica ¢ una quasi-isometria tra i due spazi. Se lo mostriamo abbiamo
concluso in virtu del fatto che i vertici sono insiemi 1-densi nel grafo di Cayley e percio
sono a loro volta quasi-isometrici all’intero grafo.

Grazie alla Proposizione 1.2.5, per ottenere che la mappa identica € una quasi-
isometria, ¢ sufficiente mostrare che esistono k, C' tali che per ogni g1, g2 vale d1(g1, g2) <
k-d2(g1,92) + C. Ma per quanto osservato nella Nota 1.3.2, basta mostrare che per ogni
g € Gvale di(g,e) < k-da(g,e)+ C.

Poniamo ora C' = 0 e k il valore massimo di d;(t;,e) al variare di i tra 1 e k e mo-
striamo che vale quanto cercato. Fissato g € G, esiste una sequenza mi, ma, ..., Mg, (g.e)
di elementi in {t1,...,t5,t7", ... ,t,;l} il cui prodotto ¢ g. Allora, sempre grazie alle
proprieta enunciate nella Nota 1.3.2, vale la catena di disuguaglianze

da2(g,€) da(g,e)
di(g,e) = di(mima - mgyge.e) < Y di(mie) < > k<k-da(g,e)
i=1 i=1
e questo e proprio il risultato cercato. ]

"Cio¢ ogni palla contiene un numero finito di vertici.
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1.4. Spazi iperbolici

Nel seguito lavoreremo con spazi iperbolici ma su di essi richiederemo varie altre
proprieta. L’applicazione dei risultati pero vuole sempre essere lo studio dei gruppi ed
& per questo che ora mostriamo che il grafo di Cayley di un gruppo, oltre ad essere
proprio, connesso e geodetico come abbiamo visto nella Nota 1.3.4 (Proprieta del grafo
di Cayley), ¢ anche quasi-omogeneo.

Definizione 1.3.7 (Quasi-omogeneita). Uno spazio X & detto A-quasi-omogeneo (tra-
mite isometrie) se esiste un gruppo numerabile G di isometrie tale che per ogni coppia
di punti 1,29 € X esiste un’isometria ¢ € G tale che d(x1, ¢p(x2)) < A.

Proposizione 1.3.8. Il grafo di Cayley di un gruppo é 1-quasi-omogeneo.

Dimostrazione. Questo fatto discende dall’osservazione, fatta nella Nota 1.3.5 (Azione
di G su Cay(@)), che il gruppo G agisce tramite isometrie sul suo stesso grafo di Cayley.
Infatti questa azione ¢ transitiva sui vertici del grafo e percio, essendo gli archi lunghi
al piu 1, si ha che il grafo di Cayley e 1-quasi-omogeneo. O

1.4 Spazi iperbolici

Ora vogliamo dare una definizione di iperbolicita per un generico spazio metrico. In
particolare ci interessiamo di una proprieta detta Gromov-iperbolicita, che, in termini
semplicistici, vuol dire che i triangoli geodetici sono “stretti”. Gli spazi Gromov-iperbolici
per antonomasia sono gli alberi: i triangoli geodetici in un albero sono tali che uno
qualunque dei lati & contenuto nell’unione degli altri due (questa proprieta in particolare
sard detta O-iperbolicitd). Viceversa lo spazio euclideo R™ non ¢ affatto iperbolico,
infatti i triangoli possono diventare molto “grassi”, cioé un punto di un lato puo essere
distantissimo dagli altri due lati.

La problematica fondamentale nel definire 'iperbolicita e che si vorrebbe che tale
definizione fosse, allo stesso tempo, naturale e comoda da applicare nelle dimostrazioni.
E in vista di questo che diamo due diverse definizioni di iperbolicita e mostriamo che,
nel caso di spazi geodetici, sono equivalenti.

La seconda definizione, chiamata Gromov-iperbolicita, non e invariante per quasi-
isometria e percio si potrebbe pensare che risulti inutile nello studio della teoria geome-
trica dei gruppi. Non ¢ cosi poiché i grafi di Cayley sono sempre geodetici ed in tali casi
Iinvarianza per quasi-isometria risulta verificata.

Definizione 1.4.1 (Rips-iperbolicita). Uno spazio metrico geodetico X ¢ detto d-Rips-
iperbolico se per ogni triangolo geodetico Aaf~y, dove a, 3,7 sono i lati del triangolo,
e per ogni punto a € « questo dista meno di ¢ dall’'unione degli altri lati, cioé si ha
dguy(a) < 0. La Figura 1.1 riassume questa definizione.

Definizione 1.4.2 (Prodotto di Gromov). Dati tre punti x,y, z in uno spazio metrico
X, definiamo il prodotto di Gromov dei tre punti come segue:

(9= = 5 (e, 2) + d(y, 2) — d(z, )
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Figura 1.1

Proposizione 1.4.3. Se X ¢ d-Rips-iperbolico allora per ogni tripla di punti z,y,p € X
vale

(z,9)p < d(p, [z,y]) < (z,y)p + 20,

dove con [x,y] si identifica una qualunque geodetica che collega x ed y.

A questo punto abbiamo gli strumenti per definire la Gromov-iperbolicita. La crucia-
le differenza tra la definizione che usa la condizione di Rips e quella che stiamo per definire
¢ che quest’ultima non richiede che lo spazio sia geodetico ed ¢ percio piu flessibile.

Definizione 1.4.4 (Gromov-iperbolicita). Uno spazio metrico X ¢ detto 6-Gromov-
iperbolico se per ogni quadrupla di punti x, y, z, p € X risulta verificata la disuguaglianza

(2.y)p > min((z, 2)p, (3, 2)y) = 0.

Nota 1.4.5. La retta reale e il grafico della funzione valore assoluto, con la distanza
indotta da R?, sono facilmente quasi-isometrici, eppure la retta ¢ 0-Gromov-iperbolica,
mentre il grafico non & §-Gromov-iperbolico per nessun 9.

Asseriamo finalmente che, nel caso di spazi geodetici, le due definizioni di iperbolicita
sono equivalenti a meno di cambiare la costante in gioco. La dimostrazione di questo
teorema si puo trovare in [1, Capitolo 9].



1.5. Coni asintotici di spazi metrici

Teorema 1.4.6 (Equivalenza delle nozioni di iperbolicita). Dato X spazio metrico
geodetico, valgono le sequenti due implicazioni:

e Se X ¢é J-Rips-iperbolico allora é anche 35-Gromov-iperbolico.
e Se X ¢é J-Gromov-iperbolico allora é anche 25-Rips-iperbolico.

Avendo chiarito il concetto di spazio iperbolico possiamo tornare all’esempio degli
alberi. Inizialmente abbiamo affermato che I’esempio da tenere in mente riguardo gli
spazi iperbolici sono gli alberi, ora possiamo dare un enunciato che formalizza questa
affermazione.

Proposizione 1.4.7. Uno spazio metrico geodetico X ¢ 0-iperbolico se e solo se € un
albero reale.

Dimostrazione. Assumiamo che X sia un albero reale e consideriamo un triangolo geo-
detico AaS~. E chiaro che « & una curva iniettiva, ed e chiaro che anche un sottoinsieme
di S U~ & una curva iniettiva tra gli stessi estremi. Ma allora, visto che X ¢ un albero
reale, si ha che « & contenuta in 8 U~y e cio prova che X & 0-Rips-iperbolico.

Viceversa sia X uno spazio 0-iperbolico. Innanzitutto X € unicamente geodetico,
poiché tale proprieta si ricava facilmente applicando la O-iperbolicita ad un triangolo
degenere.

Se assumiamo per assurdo che X non sia un albero reale, allora esistono due punti
z,r’ € X, uniti dalla geodetica ~, tale che esiste un cammino « che li unisce e che non
contiene ~. Sia in particolare v un punto su v non contenuto in «. Per compattezza e
facile trovare un numero finito di punti g = z,x1,...,z, = 2’ su « tali che per ogni k
valga d(x, x+1) < d(xg,u). Chiamiamo ora g, 71, .- ., Yn—1 le geodetiche tra tali punti
e notiamo che nessuna di esse contiene u. Per la O-iperbolicita & facile dedurre che una
geodetica tra z e 2’ & contenuta nell’'unione delle ~; e di conseguenza non contiene u, ma
cio e assurdo per 'unicita delle geodetiche. O

La dimostrazione che nel caso di spazi geodetici I'iperbolicita ¢ un invariante per
quasi-isometria verra data nel prossimo capitolo, poiché per affrontarla ¢ necessaria
prima la dimostrazione del Lemma 2.1.3 (Lemma di Morse).

1.5 Coni asintotici di spazi metrici

In questa sezione richiamiamo brevemente la definizione di ultrafiltro ed ultralimite, per
poi legare questi nuovi concetti alle quasi-isometrie e all’iperbolicita.

Tutti i risultati di questa sezione si possono trovare esposti con le dovute dimostra-
zioni in [1, Capitolo 7].

Definizione 1.5.1 (Ultrafiltro). Un ultrafiltro ¢/ € un sottoinsieme delle parti di N che
rispetta le seguenti quattro proprieta:

e Valeche NeUU e D & U.
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e SceAclU e AC B allora Bel.
e Se A, BelU allora ANB e U.
e Se A ¢U allora A® € U.

Nota 1.5.2. Se, oltre alle precedenti proprieta, & non contiene insiemi finiti allora U e
detto non principale. Infatti gli ultrafiltri principali sono ben poco interessanti, sono
infatti composti da tutti gli insiemi che contengono un certo ng € N.

D’ora in poi assumiamo di aver fissato un ultrafiltro non principale U4. La scelta
dell’ultrafiltro e ininfluente per tutte le costruzioni che andremo a fare. Con ininfluente
non intendiamo che gli ultralimiti fatti con ultrafiltri differenti sono, in un qualche senso,
“isomorfi”, ma che tutte le proprieta che ne enunceremo non dipendono dalla scelta
dell’ultrafiltro.

E importante ricordare che per costruire un ultrafiltro non principale, le cui proprieta
sono, se viste con attenzione, pit che peculiari, & necessario I’assioma della scelta®.

Definizione 1.5.3 (Ultralimite di spazi metrici puntati). Sia (X,,,d,,p,) una succes-
sione di spazi metrici puntati.

Consideriamo l'ultralimite ¢/ — lim X,, = HX’VL{- Poniamo dy,([yn), [2n]) = U —
lim d,,(yn, 2n) €, dopo aver scartato le successioni tali che d,([pn], [zn]) = o0, quozien-
tiamo i punti a distanza nulla tra loro. Lo spazio risultante & uno spazio metrico che
indicheremo con (X, d,,).

Nota 1.5.4. L’ultralimite di spazi metrici puntati ha due fondamentali differenze rispetto
all’'ultralimite che si definisce su strutture generiche: il fatto che ci limitiamo a consi-
derare le successioni tali che hanno distanza finita da [p,] e l'identificazione finale tra
punti a distanza nulla.

Queste accortezze servono, rispettivamente, ad assicurarsi che la distanza non valga
mai infinito e che non si annulli tra punti distinti.

Nota 1.5.5. Viene naturale chiedersi se anche le mappe possano passare all’ultralimite.
La risposta e affermativa.

Infatti, date delle mappe f, : X,, — Y,,, esiste una maniera canonica di costruire una
mappa f, : X, — Y,. Questa nuova mappa mantiene molte delle proprieta delle f,, e,
come vedremo, sotto opportune ipotesi, guadagna la continuita data la quasi-isometria
delle f,.

Proposizione 1.5.6. L ultralimite di una successioni di spazi geodetici puntati é ancora
uno spazio geodetico.

Siamo ora pronti a dare la definizione fondamentale di questa sezione, quella di cono
asintotico.

81n realta sono sufficienti delle versioni pitt deboli dell’assioma della scelta, ma trascende dalle finalita
di questo documento approfondire questi aspetti.
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1.5. Coni asintotici di spazi metrici

Noi ci stiamo interessando di proprieta globali di uno spazio, in particolare di quelle
proprieta che si possono vedere allontanando di molto lo sguardo dallo spazio. Abbiamo
gia detto che due spazi sono quasi isometrici se, a meno di guardarli da lontano, sono
bi-Lipschitz omeomorfi. Ebbene il cono asintotico di uno spazio metrico formalizza
perfettamente queste idee. Infatti € esso stesso uno spazio metrico che, banalizzando, ¢
cio che si vedrebbe dello spazio metrico allontando infinitamente lo sguardo.

Definizione 1.5.7 (Cono asintotico). Fissiamo uno spazio metrico (X, d), una succes-
sione di punti (,)neny € X ed una successione di reali positivi (\,) € R tali che
U —limA, =0.

Allora definiamo il cono asintotico coney (X, (xy,), (An)) come I'ultralimite degli spazi
(X, A\ - d, ).

I coni asintotici sono uno strumento molto potente quando si vogliono studiare le
proprieta degli spazi iperbolici. Infatti, dato uno spazio iperbolico, ci permettono, in
virtu della prossima proposizione, di associarvi un albero reale.

Spesso e volentieri i fattori di scala A, e i punti p, possono essere scelti arbitraria-
mente. In tali casi verrano omessi dalla notazione.

Consideriamo per un momento I'esempio della retta reale. Come cambia la retta
reale se si allontana lo sguardo? Non cambia! Di conseguenza e naturale pensare che
un suo qualunque cono asintotico sia ancora la retta reale. Ed in effetti ¢ proprio quello
che accade.

Lemma 1.5.8. Un qualunque cono asintotico dello spazio metrico R é isometrico ad R
stesso.

Proposizione 1.5.9. Se X ¢ uno spazio geodetico ed iperbolico, allora un suo cono
asintotico é uno spazio geodetico e O-iperbolico.

Enunciamo la relazione tra quasi-isometrie e coni asintotici.

Proposizione 1.5.10. Dato un quasi-embedding f : X — Y tra spazi metrici generici,
questo induce naturalmente un’immersione bi-Lipschitz f,, : cone(X) — cone(Y) tra i
coni asintotici. Se non si ha la libertd di scegliere i punti base che andranno a generare
cone(X) e cone(Y), allora, affinché esista lestensione f,,, si deve richiedere che

U—lm N, - d(f(zn),yn) < +00,

dove (xy,), (yn) sono i punti base scelti e (A\,) € la successione dei fattori di scala.
Se la mappa f €& una quasi-isometria la mappa f, risulta un omeomorfismo bi-
Lipschitz.

L’ultima proposizione ammette una facile generalizzazione che ci limitiamo ad enun-
ciare a parole. Tutto funziona ancora se al posto di una sola mappa f, abbiamo una
serie di mappe f, : X,, — Y, che siano uniformemente quasi-embedding, cioe (k,C)-
quasi-embedding con k,C indipendenti da n. In questo caso il cono asintotico sara in
realta 'ultralimite di X,, ed Y,, riscalati e la tesi rimane identica.
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BORDO ALL’INFINITO

Fissate le conoscenze di base sugli spazi iperbolici, ci addentriamo nella definizione del
loro bordo all’infinito. Per arrivare, nella maniera piu naturale possibile, alla definizione
di bordo all’infinito, iniziamo studiando dettagliatamente le proprieta dei raggi geodetici
e dell’equivalenza su di loro detta asintoticita all’infinito.

In seguito, mettendo una topologia sul quoziente delle geodetiche rispetto a tale equi-
valenza, otterremo il bordo all’infinito dello spazio. Ci interesseremo fondamentalmente
di come le mappe (le quasi-isometrie in particolare) tra spazi si possano leggere sui loro
bordi ed arriveremo ad affermare che sono omeomorfismi dei bordi.

2.1 Lemma di Morse per le quasi-geodetiche

In questa sezione, e in tutte le successive, identificheremo spesso una curva con la sua
immagine. In particolare, parlando di una curva v : I — X, si potra leggere “y e
compatta” o anche “v ¢ vicina in distanza di Hausdorff a...”. Ovviamente tali frasi vanno
lette sostituendo all’espressione v la piu corretta (7).

Il teorema che vogliamo arrivare a dimostrare € noto in letteratura come lemma di
Morse. Questo fatto, di importanza cruciale per lo studio di tutta la geometria iperbolica,
tratta la curve quasi-geodetiche.

Definizione 2.1.1. Una (k, C')-quasi-geodetica ¢ una funzione v : I — X, dove I C R
¢ un intervallo, tale che valga

% cd(z1,39) — C < d(v(@1),Y(22)) < k- d(31,29) + C.

Queste disuguaglianze equivalgono ad affermare che v ¢ un (k, C')-quasi-embedding.
Nota 2.1.2. Dalla definizione di quasi-geodetica risulta ovvio che I'immagine tramite un
quasi-embedding di una geodetica & una quasi-geodetica.

Viene abbastanza naturale chiedersi se le quasi-geodetiche hanno qualcosa a che fare
con le geodetiche. Verrebbe da pensare al caso di R?, ma questo sarebbe molto fuorviante
in questo caso, non essendo certo iperbolico.

13
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Piuttosto pensiamo al caso della retta reale. E facile mostrare, con mezzi elementari,
che una quasi-geodetica in R assomiglia molto ad una geodetica (a meno di riparametriz-
zazione, dista poco in norma uniforme da una geodetica). Il lemma di Morse ci assicura
che questo fatto vale in forma generalissima per tutti gli spazi iperbolici.

La dimostrazione che proponiamo sfrutta, come strumento principale, i coni asintoti-
ci. Si puo trovare una dimostrazione che non fa uso dell’assioma della scelta e dal gusto
piu analitico in [2].

Lemma 2.1.3 (Lemma di Morse). Fissiamo tre costanti positive k,C,0. Allora esiste
una costante positiva 0(k,C,0) tale che, scelto uno spazio geodetico §-Rips-iperbolico,

comunque si scelgano due punti x1,x2 € X ed una (k,C)-quasi-geodetica che li unisce
"z vale dH(V? [331,11}2]) < 0(k7 Ca 5)

Dimostrazione. Mostreremo che d[;, ,,(7) ¢ limitata da una costante che dipende solo
da k,C, ¢; il caso simmetrico di dy([z1,22]) si fa in maniera completamente analoga.

Assumiamo per assurdo che la tesi sia falsa. Allora esistono z7,z5 € X,,, dove X,
¢ uno spazio d-iperbolico, ed una (k, C)-quasi-geodetica v, : I, — X,, che li unisce tali
che d[w?,x;} (Yn) = hy, con limy, o0 hy = 00.

Per la definizione di h,, possiamo scegliere dei valori t,, € I, tali che valga la disugua-
glianza djzn 4n1(7(tn)) = hn — 1, cio che siano vicini a realizzare la distanza tra [27, 23]
€ Y.

A questo punto, consideriamo le due sequenze di spazi metrici puntati date da
(Xn, idna’Y(tn)) e (In, i > tn)-

Chiamiamo (X, dy, x,) P'ultralimite della prima sequenza. Tale ultralimite e, per
quanto osservato nella Proposizione 1.5.9, geodetico e 0-iperbolico e percio, per quanto
visto nella Proposizione 1.4.7, risulta essere un albero reale.

Notiamo poi che la seconda sequenza ¢ formata da intervalli della retta reale e di
conseguenza, per quanto osservato nel Lemma 1.5.8, il suo ultralimite & esso stesso
un intervallo di R. Tale intervallo, che denoteremo con I, non si riduce ad un punto
poiché, applicando il fatto che v & un (k, C)-quasi-embedding, si ottiene facilmente la
disuguaglianza

limi fM > S
SN hy, < 2k
dove con |I,,| indichiamo "ampiezza dell’intervallo I,,.

Estendiamo ora anche le mappe in gioco agli ultralimiti. La mappa v, : I — X,
risulta un’immersione bi-Lipschitz per la Proposizione 1.5.10. Ma allora, visto che X,
e un albero reale, possiamo assumere, a meno di riparametrizzazione bi-Lipschitz, che
Yw sia una geodetica. Inoltre 'ultralimite delle geodetiche [z}, z}] & a sua volta una
geodetica p, : I' — X, tale che d,, (Y (ts)) > 1 ed inoltre d, (y,) < 1. Da queste
ultime due disuguaglianze si deduce

dp, (V) = 1. (2.1.1)

In pit, se I o I’ ammettono degli estremi, in tali estremi le mappe p,, e v, coincidono.
Dividiamo ora in casi in base al tipo di intervalli (se sono finiti, semirette o I'intera
retta) e giungiamo in tutti i casi ad un assurdo.
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Intervalli finiti E facile giungere all’assurdo in virtu della definizione di albero reale.
Infatti, in questo caso, deduciamo che p,, e 7y, coincidono e percio devono avere
distanza nulla. Cio pero ¢ in contraddizione con I'Equazione (2.1.1).

Semirette Possiamo assumere senza perdita di generalita che I = I’ = RT. Allora
sappiamo che 7,(0) = p,(0). Se v, e p, coincidono, ¢ facile giungere all’assurdo
ricordando I’Equazione (2.1.1). Altrimenti chiamiamo ¢y € R il massimo valore
tale che v, (to) = pu(to) (tale valore esiste poiché X,, & un albero reale). Allora la
concatenazione di v, ([to, 00)) e py,([to, 00 )) € essa stessa una geodetica e cio ¢ in
contraddizione con I’'Equazione (2.1.1).

I =I' =R Possiamo assumere che p,, e 7, non si intersechino, altrimenti ricadremmo
nel caso precedente. Allora scegliamo due punti a,b su =, e due punti ¢,d su p,
in modo che d(a,c) < 2, d(a,b) > 10 e d(b,d) < 2. Tali punti riusciamo a trovarli
usando 'Equazione (2.1.1). Ora pero é facile convincersi che la geodetica [a, c] &
disgiunta da [b, d] e non ¢ contenuta in [a, b]U[c, d] poiché p,, e 7y, non si intersecano.
Allora un lato del quadrilatero di vertici a, b, ¢, d non & contenuto nell’unione degli
altri tre, ma cio ¢ assurdo per la O-iperbolicita.

O]

La potenzialita del Lemma 2.1.3 (Lemma di Morse) & subito mostrata per verificare,
come precedentemente promesso, che l'iperbolicita ¢ effettivamente un invariante per
quasi-isometria.

Corollario 2.1.4. La Rips-iperbolicita ¢ invariante per quasi-isometria.

Dimostrazione. Sia f : X — Y una (k, ¢)-quasi-isometria tra spazi geodetici. Assumia-
mo che Y sia §-Rips-iperbolico e, richiamando la notazione del Lemma 2.1.3 (Lemma di
Morse), definiamo 6 = 0(k,C,d). Dimostriamo che X ¢ (2k0 + ké 4+ C)-Rips-iperbolico.

Siano a,b,c € X tre punti arbitrari di X e sia z € [b, ¢] un punto qualunque su un
lato geodetico del triangolo con vertici a,b,c. Per il Lemma 2.1.3 (Lemma di Morse)
le immagini f([b,c]), f([a,b]), f([a,c]) hanno distanza di Hausdorff minore di 6 dalle
geodetiche [f(b), f(c)], [f(a), f(b)] e [f(a), f(c)].

Ma allora esiste y € [f(b), f(c)] tale che d(f(z),y) < 0 e per la d-iperbolicita di Y
esiste inoltre y' € [f(a), f(b)]! tale che d(y,y’) < §. Pero, analogamente a come abbiamo
trovato y, esiste anche y” € f([a,b]) con d(y',y"”) < 6. Unendo tutti i risultati arriviamo
a trovare, sfruttando la disuguaglianza triangolare, che d(f(x), f([a,b])) < 26+4 e percio,
ricordando che f & una quasi-isometria, ricaviamo che d(z, [a,b]) < 2kf + kd 4+ C' e cio
mostra la tesi. O

Quest’ultimo corollario ci permette di avere subito tra le mani una grande famiglia
di spazi che rispetta tutte le ipotesi che ci serviranno: che siano geodetici, propri ed
iperbolici. Infatti sappiamo che gli alberi hanno tali proprieta e percio tutti i grafi che
siano quasi-isometrici ad un albero mantengono tali proprieta.

! Assumiamo senza perdita di generalita che 3’ sia su [f(a), f(b)] e non su [f(a), f(c)].
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Quindi, d’ora in poi, degli ottimi esempi da tenere a mente sono proprio quelli di grafi
che, a meno di allontanare il foglio, sembrano degli alberi infiniti. Questo ci puo dare
un’idea della complessita dei possibili intrecci che si possono creare tra le geodetiche.

2.2 Raggi geodetici

Definizione 2.2.1 (Raggi geodetici). Un raggio geodetico ¢ una curva geodetica vy pa-
rametrizzata dall’intervallo [0, oo ). Il punto v(0) sara chiamato origine della geodetica.

Definizione 2.2.2 (Raggi tagliati). Un raggio tagliato ¢ una curva v parametrizzata
dall’intervallo [0, o0 ), tale che esiste un I > 0 tale che la curva 7\[0 0 & una geodetica ed

]

invece 7| (1, 00 ¢ costante. L’unico valore di [ per cui valgono le richieste ¢ detto lunghezza

del raggio.

Definizione 2.2.3. Dati uno spazio geodetico X ed un suo punto x, indichiamo con
GR;(X) l'insieme dei raggi, infiniti o tagliati, con origine in = e con GR;°(X) l'insieme
dei raggi geodetici infiniti con origine in z. Ovviamente GR°(X) C GR,(X).

Quando ometteremo il punto x al pedice staremo togliendo il vincolo sull’origine,
quindi GR(X) = Uyey GRa(X) ¢ GR¥(X) = Uyey GRE(X).

Nota 2.2.4. La definizione dei raggi tagliati ci e utile poiché sono molto pitt maneggevoli
dei raggi geodetici eppure, passando al limite, ci permettono di trattarli. In particolare la
decisione di porli costanti da un certo punto in poi non ¢ arbitraria, segue naturalmente
dalle seguenti tre osservazioni: vogliamo che siano definiti su tutto [0, oo ) in analogia
con i raggi geodetici, che siano curve 1-Lipschitz e che siano, di fatto, segmenti geodetici.
In effetti, ad ogni segmento geodetico [a, b] orientato (cioe¢ fissata ’origine in a o in b)
possiamo canonicamente associare un raggio tagliato con origine a e lunghezza d(a,b).
Questa identificazione sara spesso lasciata implicita.

Infine, & importante notare che se (7, )nen sono dei raggi tagliati, con lunghezze che
vanno all’infinito, che convergono normalmente alla curva ~, quest’ultima deve essere un
raggio geodetico non tagliato.

Definizione 2.2.5 (Raggi geodetici asintotici). Due raggi geodetici 71,72 € GR™(X)
sono detti asintotici se la loro distanza di Hausdorff dg (1, 72) € finita. Indicheremo che
due raggi sono asintotici con la notazione v; * ~s.

Nota 2.2.6. Visto che la transitivita ¢ assicurata dalla disuguaglianza triangolare, risul-
ta chiaro che D’asintoticita induce un’equivalenza sui raggi geodetici. Noi studieremo
esattamente il quoziente di GR*(X) rispetto a questa equivalenza.

Diamo ora una carrellata di teoremi tecnici che mostrano il comportamento asintotico
dei raggi all’infinito. Questi teoremi si possono riassumere, semplificando al minimo gli
enunciati, nelle seguenti tre affermazioni:

e Due raggi geodetici asintotici con la stessa origine distano sempre tra loro meno di
24.
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2.2. Raggi geodetici

e Due raggi geodetici asintotici, a meno di un transiente iniziale, distano tra loro
meno di 46.

e Se ad un certo punto due raggi geodetici con la medesima origine distano piu di
26, da quel punto in poi si continueranno ad allontanare linearmente.

Teorema 2.2.7. Siano X uno spazio geodetico §-Rips-iperbolico ed xo un suo punto.
Allora dati due raggi geodetici 1,72 € GRy(X) se v1 % v allora d(v1(t),y2(t)) < 20
per ogni t € [0, c0).

Inoltre per giungere alla tesi utilizzeremo un’ipotesi piu debole dell’asintoticita, cioé
che la distanza d.,(v1) sia finita®.

Dimostrazione. Sia D = d,,(v1) + 1. Fissato ¢t € [0, 0o), scegliamo un qualunque
too >+ D +9.

Per ipotesi esiste x € 73 tale che d(x,71(tx)) < D. A questo punto consideriamo il
triangolo geodetico con vertici xg,v1 (), z € applichiamo la §-Rips-iperbolicita al punto
Y1(t) € [0, 71(tso)]- E chiaro, per come & stato scelto ts, che il lato [y1(tes ), 2] dista da
v1(t) pitt di . Allora deve esistere un punto su 2’ € [zg, z] C 72 tale che d(y1(t),z") < 0.
Sia allora ¢’ tale che yo(t') = 2’.

Figura 2.1

Applicando la disuguaglianza triangolare al triangolo di vertici xg,71(t),v2(t') si
ottiene che |t — ¢'| < . Quindi, unendo le disuguaglianza ricavate si ottiene proprio

d(mi(t), v2(t') < d(yi(t), o) + d(y2(t'), y2(t) <o+t —t'[ < 26.

2Stiamo usando la notazione definita nella Definizione 1.1.11 (Distanza di Hausdorff).
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O]

Corollario 2.2.8. Siano X uno spazio geodetico 0-Rips-iperbolico ed xog un suo punto.
Dati due raggi geodetici 1,72 € GRoo(X) se la distanza d.,(71) € finita allora v1 % 7o.

Dimostrazione. E ovvio grazie al Teorema 2.2.7. O

Diamo ora I’enunciato di un teorema che ricorda da vicino il Teorema 2.2.7, ma non
richiede che l'origine sia coincidente. La dimostrazione si puo ricavare seguendo le stesse
idee sfruttate nella dimostrazione del Teorema 2.2.7.

Teorema 2.2.9. Sia X uno spazio geodetico 0-Rips-iperbolico. Allora dati due raggi
geodetici y1 € GRS (X),v2 € GR(X), se y1 % 72, allora d(v1(t),72(t)) < 46 per ogni
t > d(xy,x9) 4 0.

Teorema 2.2.10. Siano X uno spazio geodetico §-Rips-iperbolico ed xy un suo punto.
Dati due raggi geodetici 1,72 € GRo (X), sia t > 0 tale che dv,(71(t)) > 6. Allora per
ogni t' >t + 6 vale dy, (11 (t") >t —t — 6.

Dimostrazione. Sia p un generico punto su 2. Consideriamo il triangolo geodetico
di vertici zg,v1(t'),p. Per la condizione di Rips-iperbolicita applicata al punto (),
ricordando l'ipotesi, si ha che dj, ,, 1) (71(2)) < 6.

Applicando la disuguaglianza triangolare si ottiene inoltre che

Aip () (71 () = d(71 (1), 71(t)) — d(p, () = t' —t —d(p, 1 (t)).

Unendo le disuguaglianze trovate si trova allora che d(p,y1(t')) > t' —t —§ e cid equivale
alla tesi vista 'arbitrarieta nella scelta di p € va. O

Quest’ultimo teorema formalizza 1’idea che, se due geodetiche si iniziano ad allonta-
nare, da quel momento in poi si allontaneranno linearmente ’'una dall’altra.

Visto che andremo a studiare lo spazio dei raggi geodetici senza vincoli sull’origine
ci premuriamo di fissare una proposizione che ci assicura, almeno in parte, che anche
vincolando 'origine i raggi non diminuiscono.

Proposizione 2.2.11. Siano X uno spazio geodetico, proprio e d-Rips-iperbolico ed
wo,x1 due punti distinti di X. Allora dato un raggio geodetico y1 € GRZ (X), esiste un
raggio geodetico o € GRZ. (X) tale che v1 = 9.

Dimostrazione. Consideriamo la successione (o )nen € GR4,(X) di raggi tagliati defi-
niti come o, = [x2,71(n)].

In virtt del Corollario 1.1.10, 'insieme GR,,(X) munito della topologia compatta-
aperta ¢ uno spazio compatto®. Perciod, anche ricordando quanto detto nella Nota 2.2.4,

3La compattezza di GR.(X) verra sfruttata svariate volte d’ora in poi, senza ogni volta appellarsi al
Corollario 1.1.10. Il motivo per cui richiediamo che gli spazi siano propri € che quest’ipotesi & necessaria
per poter avere la certezza della compattezza di GR® (X).
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esiste una sottosuccessione (ay, )ken che converge normalmente al raggio geodetico 2 €
GRo(X).
A questo punto, sfruttando l'iperbolicita dello spazio, mostriamo che 1 % ~s.
Applicando la definizione di iperbolicita al triangolo di vertici x1, xz2,v1(n), ¢ facile
convincersi che dH(an,71|[07m]) < § + d(x1,x2) per ogni m < n. Chiamando A =
d + d(z1,z2), cid equivale a dire che per ogni m < n valgono le disuguaglianze

do‘”(%’[o,m]) < Aa

< A.
d’71|[0’m](an) - A

Ricordando che ay,, converge normalmente a -2, otteniamo che
D lj0,3n)) = B 500 e, O], )

dy, (72) < limsup dy, (ank) .
keN

Unendo le due coppie di disuguaglianze si giunge a

d’Y2 (71) S A?
dy (12) <A

e cio equivale ad affermare dg(v1,72) < A, che ¢ la tesi. O

Nota 2.2.12. E interessante accorgersi che l'enunciato, ed anche la dimostrazione in
realta, della Proposizione 2.2.11 risulta corretto anche nello spazio Euclideo, pur non
essendo quest’ultimo iperbolico. Il motivo € che per la dimostrazione non € necessaria
I'iperbolicita nella sua interezza, & sufficiente che sia possibile stimare la distanza di un
lato dagli altri due con un’espressione che dipende solo dalla lunghezza di uno degli altri
due lati*.

Infine concludiamo questa sezione con una proposizione che traduce l'iperbolicita al
mondo dei raggi infiniti. Infatti la seguente proposizione puo essere interpretata come
una generalizzazione dell’iperbolicita al caso di triangoli con due vertici “all’infinito”.

Proposizione 2.2.13. Siano X wuno spazio geodetico, proprio e -Rips-iperbolico e
1,72 € GR35 (X) due raggi non asintotici con la medesima origine. Allora esiste una
geodetica completa p : R — X tale che i raggi geodetici p1(t) = p(t) e pa(t) = p(—t),
definiti per t > 0, sono rispettivamente asintotici a v1 e ¥s.

Dimostrazione. La dimostrazione ricalca le idee gia sfruttate per mostrare la Proposi-
zione 2.2.11.

Visto che 71 e 72 non sono asintotici, esiste un to > 0 tale che d,(v1(to)) > 9, dove
abbiamo assunto senza perdita di generalita che la situazione sia quella descritta e non
la simmetrica in v; e ¥s.

4L’iperbolicita ci assicura che tale espressione non dipende dalla lunghezza di nessun lato.
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Definiamo, per ogni n € N, a,, = [y1(n),y2(n)]. Allora, per n > tp, applican-
do la condizione di Rips-iperbolicita al triangolo di vertici 1(n),2(n), zg, troviamo
che d,, (71(tg)) < §. A meno di riparametrizzare per traslazione «;,, possiamo quindi
assumere che d(ay,(0),71(%0)) < 0.

Ora, applicando il Corollario 1.1.10 in modo molto simile a come abbiamo fatto per
ottenere la compattezza dei raggi con origine vincolata, otteniamo che le «, sottocon-
vergono a p : R — X geodetica completa. Resta da verificare che in effetti p;1 & v, e
p2 T 5. Queste verifiche si effettuano in modo analogo, seppur con qualche difficolta
tecnica in pit, a come si ¢ fatto nella dimostrazione della, Proposizione 2.2.11 e percio
lasciamo al lettore 'onere di effettuarle. O

2.3 Definizione e prime proprieta del bordo all’infinito

L’idea di fondo e che i raggi geodetici di uno spazio caratterizzano il suo “comportamento
all’infinito”. Prima di continuare con gli aspetti formali, riflettiamo un momento su tale
affermazione considerando fondamentalmente tre casi semplici: R, R? (con attenzione al
fatto che non & iperbolico®) ed il grafo di Cayley associato a Z x Z.

e R: In questo caso e chiaro che esistono unicamente due raggi geodetici distinti nel-
I'insieme GRG°(R), quello “positivo” e quello “negativo”. Cio riflette perfettamente
il concetto naive di £o00 sui numeri reali.

e R2: T raggi geodetici che partono dall’origine, cio¢ gli elementi di GR(R?), sono
parametrizzati da S' tramite I’angolo che formano con I'asse x. In effetti, almeno
da un punto di vista euristico, allinfinito R? & proprio una circonferenza (che gli
fa da bordo).

e Cay(Z+17Z): In questo caso, illustrato nella Figura 2.2, si nota subito che i raggi
geodetici da un punto hanno una struttura ben pit complessa: un raggio geodetico
€ un cammino infinito sull’albero e ad ogni passo abbiamo tre possibili archi tra cui
scegliere. Vedremo formalmente che cio determinera all’infinito un comportamento
che ricorda quello dell’insieme di Cantor.

Siamo quindi pronti a dare la definizione di bordo all’infinito.

Definizione 2.3.1 (Bordo all’infinito). Sia X uno spazio geodetico, proprio ed iperbo-
lico. Denotiamo con 9°°X il bordo all’infinito dello spazio X, definito come il quoziente
di GR*°(X) rispetto all’equivalenza data dall’asintoticita.

In virtt della Proposizione 2.2.11, sappiamo che 9 X e il quoziente di GRZ, (X)
rispetto all’asintoticita si possono identificare come insiemi. Useremo questo fatto, senza
esplicitarlo, diffusamente in questa sezione.

5Pur non essendo R? iperbolico & un esempio che chiarisce meglio degli altri due la topologia che
porremo sul bordo. L’esempio piu corretto da fare, ma meno elementare, sarebbe quello del piano
iperbolico.
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Figura 2.2: Cammino sul grafo di Cayley di Z x Z.

Ovviamente ora vogliamo porre sul bordo all’infinito una topologia. Quella che sareb-
be pit naturale da porre, vista la costruzione del bordo, sarebbe la topologia quoziente.
Ma tale scelta porterebbe ad inevitabili problematiche tecniche. Quello che faremo ¢ de-
scrivere una base della topologia e, solo dopo averne dimostrato varie proprieta, mostrare
che tale topologia coincide con quella quoziente.

Prima di definire la topologia, fissiamo un po’ di notazione. Se £ € un elemento
del bordo ed zp € X un punto dello spazio, denotiamo con zpé un qualunque raggio
geodetico con origine in xq che sia un rappresentante di { in GRZ? (X ). Con la scrittura
Vzof intenderemo Vy € GRy (X) t.c. [y] = ¢&.

Muniti di queste accortezze notazionali, passiamo a definire la topologia, di cui poi
dovremo mostrare la sensatezza e molte altre proprieta.

Definizione 2.3.2 (Base della topologia sul bordo). Sia X uno spazio geodetico, proprio

e §-Rips-iperbolico.
Fissati g € X ed r > 26, per ogni y € X definiamo I'insieme A, C 0°°X come

Ay(xo, ) ={§ € 0°X : Vo : o{ N B(y,r) # 0} .
Denotiamo con B(zo,r) la famiglia degli insiemi A, (zo,r) con y che varia in X.

Mostreremo ora che la famiglia B(xg,r) € la base di una topologia sul bordo e che
tali topologie sono tutte equivalenti tra loro al variare di zg € X e di r > 29.
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Proposizione 2.3.3. Sia X uno spazio geodetico, proprio e §-Rips-iperbolico. Fissiamo
xo € X er > 26. La famiglia B(xo,r) é la base di una topologia con la proprieta
di Hausdorff su 0°X. Denotiamo con T(xo,r) la topologia risultante. Rispetto a tale
topologia, una base di intorni per § =[] é data da A(,y(zo,7) conn € N.

Dimostrazione. In questa dimostrazione, visto che non vi sono problemi di ambiguita,
indicheremo gli insiemi A, (zo,7) con la notazione abbreviata A,.

Fissata v = xg€ con £ € 0°X, grazie al Teorema 2.2.7, ¢ facile convincersi che per
ogni t > 0 vale che £ € A, .

Per mostrare che ¢ una base ¢ sufficiente verificare che se £ € A, N A, allora esiste
y € X taleche £ € Ay C Ay, NAy,.

Fissiamo v = z0¢ ed assumiamo per assurdo che esistano vy, = xo&, taliche &, ¢ A, N
Ay, e che v,NB(y(n),r) # 0. Visto che GRZ: (X) & compatto esiste una sottosuccessione
Yn, convergente normalmente a 7' € GR® (X).

Una facile conseguenza del Teorema 2.2.10 implica che se v, N B(y(n),r) # 0 allora
Yn sta vicino a « per tutto il tempo che precede n. Da quest’ultimo fatto si deduce
banalmente che 4/ & asintotica a 7. Quindi [y] = £&. Ma, senza perditd di generalita,
possiamo assumere che frequentemente’ Yn, N B(y1,7) = 0 e tale proprieta si mantiene
ovviamente per convergenza normale, quindi anche v N B(y1,7) = (), ma cid & assurdo
poiché £ € Ay, .

Verifichiamo che 7(xg,7) ¢ di Hausdorff. Dati & # & € 0°X, fissiamo arbitraria-
mente y; = o1 € y2 = xg€2. Visto che v1 e 72 non sono asintotiche, esistono di certo
due punti p; € 1 e p2 € ¥ tali che d,(p1) > 2r e viceversa. Quindi gli insiemi A, e
Ap, separano &; e &o.

Resta solo da mostrare che quella enunciata & una base di intorni per £, ma cio & una
ovvia conseguenza della dimostrazione appena fatta. O

Proposizione 2.3.4. Sia X uno spazio geodetico, proprio e §-Rips-iperbolico. Fissiamo
xo € X edr > 2) e scegliamo degli elementi del bordo (&;)neny € 0°X e & € 0°X.
Allora sono equivalenti le sequenti due proposizioni:

1. La successione &, converge a & nella topologia T(xg,7).

2. FEsistono dei raggi geodetici v, = o€y, tali che da ogni loro sottosuccessione si
puo ulteriormente estrarre una sottosuccessione che converge normalmente ad un
raggio geodetico xof.

Dimostrazione. 1 =—> 2 Per mostrare questa implicazione ¢ sufficiente verificare che,
se v, = xo&n, allora 7, sottoconvergono normalmente ad un zg€. Per la com-
pattezza di GRy (X), di certo v, sottoconvergono normalmente a v € GR (X).
Assumiamo, per comodita notazionale, che ~, converga a . Quindi sappiamo che
Y — 7 €[] — £ e vogliamo mostrare che [y] = &.

6Si pud solo assumere che valga frequentemente, cioé per infiniti indici, poiché abbiamo scelto yi,
mentre potrebbe valere per ys2.
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Per definizione di convergenza normale e per il Teorema 2.2.7, sappiamo che defini-
tivamente vale che [v,] € A, (z0,7) per ogni t > 0. Di conseguenza, considerato
che tali insiemi formano una base di intorni per [y], abbiamo che [y,] — [7] e cio &
sufficiente a concludere poiché 7(zg,r) la proprieta di Hausdorff e quindi il limite
€ unico.

2 = 1 Assumiamo per assurdo che sia falso che &, converge a £. Allora esiste una
sottosuccessione di &,, che per comodita notazionale continueremo a denotare &,
tale che non ammette sottosuccessioni convergenti a &.

Per ipotesi pero esiste una sottosuccessione di -, che ancora una volta continuia-
mo ad indicare con i medesimi indici, che converge a v = zg€. Analogamente a
come fatto per I'implicazione opposta, da questa convergenza possiamo dedurre
che [y,] = [7] e cio mostra 'assurdo.

O

Corollario 2.3.5. Sia X uno spazio geodetico, proprio e d-Rips-iperbolico. Fissiamo
o € X edr > 20. Se la successione di raggi geodetici (yn)nen € GRae(X) converge
normalmente a v € GRZ (X), allora la successione ([Yn])nen C© 0°X converge nella
topologia T(xg, ) a [v].

Dimostrazione. E una ovvia conseguenza della Proposizione 2.3.4. O

Teorema 2.3.6 (Equivalenza delle topologie). Sia X wno spazio geodetico, proprio e
0-Rips-iperbolico. Fissiamo x1,x9 € X ed r1,r9 > 24.
Le topologie T(x1,71) € T(x2,72) su X sono equivalenti.

Dimostrazione. Fissato & € 0° X, siano v; = z1€ e 72 = x2€ dei suoi rappresentanti in
GRY (X) e GRY: (X) rispettivamente. Per ogni ¢ > 0, mostreremo che esiste s > 0 tale
che A, (x1,71) 2 Ay (w2,72). Visto che che A, (t) (z1,71) € un sistema fondamentale
di intorni per &, mostrare questo ¢ sufficiente ad affermare che 7(x3,72) € piu fine di
T(z1,71).

Fissiamo s = ¢ + 96 + 272 + d(x1,72) e dimostriamo che se &' € A, () (w1,71) allora
§' g A s)(x2,72).

Sia quindi &' ¢ A, ¢)(z1,71) e siano p; = 21€" e p2 = 22’ dei suoi rappresentanti.
Possiamo assumere, scegliendolo opportunamente, che p1 N B(y1(t),71) = 0 e che percio,
grazie al Teorema 2.2.10, vale d(v1(s), p1(s)) > s—t—4.

Ora, applicando adeguatamente il Teorema 2.2.9, otteniamo

d(v2(s), p2(s)) = d(71(s), p1(s)) — d(71(s),72(s)) — d(p1(s), p2(s)) =
>s—t—0—46 — 40 > 2rq,

che implica a sua volta che ps N B(72(s),72) = 0 e quindi che {' & A, 5 (22, 72). O

D’ora in poi assumeremo che il bordo sia implicitamente munito della topologia
descritta dalle 7(xg, 7).
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Proposizione 2.3.7. Sia X uno spazio geodetico, proprio ed iperbolico. Lo spazio 0°X
ammette una base numerabile, é sequenzialmente compatto, compatto e metrizzabile.

Dimostrazione. Visto che X € uno spazio metrico proprio e di certo separabile, fissiamo
allora una successione di punti (p,)nen che sia densa. Fissato arbitrariamente zyp € X
ed r > 20, mostriamo che (A, (zo,7))nen € una base per 7(xg, 2r).

Visto che 7(xg,2r) = 7(x¢,r) € ovvio che quelli scelti sono degli aperti. Inoltre, dato
un aperto Ay(xo,2r) € 7(xo,2r), € chiaro che, scegliendo p, in modo che d(p,,zo) <,
risulta verificato il contenimento Ay, (zo,7) C Ay(zo,2r). Visto che, al variare di y € X,
gli insiemi A, (zo,2r) formano B(xzg,2r), che ¢ per definizione una base di 7(zo,2r), la
tesi & dimostrata.

Il fatto che 0°°X sia sequenzialmente compatto € ovvio visto il Corollario 2.3.5 e
notato che GRZ (X) ¢ esso stesso sequenzialmente compatto.

A questo punto la compattezza e la metrizzabilita si ottengono come fatti noti di
topologia. Infatti un qualunque spazio a base numerabile e sequenzialmente compatto ¢
anche compatto. Inoltre, per un facile corollario del teorema di Urysohn che si puo trova-
re in [7, pag. 195], uno spazio compatto di Hausdorff che ammette una base numerabile
& metrizzabile. O

Proposizione 2.3.8. La mappa di proiezione 7 : GRZ. (X) — 0°°X ¢ continua.

Dimostrazione. Per quanto visto nel Corollario 2.3.5 & ovvio che tale proiezione sia se-
quenzialmente continua e visto che 9°°X ¢ metrizzabile cio e sufficiente a concludere. [

A questo punto siamo pronti a mostrare che la topologia costruita coincide in realta
con la topologia quoziente. Indichiamo con (0°X,~) il bordo munito della topologia
quoziente indotta dalla topologia compatta-aperta su GRZ (X ).

Teorema 2.3.9. Sia X uno spazio geodetico, proprio ed iperbolico.
La mappa identica id : (0°X,~) — 0°X ¢é un omeomorfismo, di consequenza la
topologia quoziente risulta equivalente a quella costruita sul bordo.

Dimostrazione. Considerate la proprieta universale della topologia quoziente e la Pro-
posizione 2.3.8, ¢ ovvio che la mappa identica ¢ continua.

Ricordiamo ora che 9% X & metrico e (0°°X,~) & sequenziale visto che GRZ® (X)
rispetta il primo assioma di numerabilita e cio basta grazie alla Nota 1.1.5. Quindi, per
mostrare che anche la mappa id : 9°X — (90°°X, ~) & continua, ¢ sufficiente verificare
che se (&,)nen converge a £ in 7(zg, r) allora ci converge anche nella topologia quoziente.

Se per assurdo questo fosse falso, troveremmo una successione (§,)nen che converge
a & in 7(xg, r) e tale che ogni sua sottosuccessione non converge nella topologia quoziente
a §. Grazie alla Proposizione 2.3.4, sappiamo che esistono v,, = x¢&,, che convergono
nella topologia compatta-aperta a v = xg. Ma di conseguenza, passando al quoziente,
ricaviamo proprio che &,, — £ nella topologia quoziente e cio mostra 1’assurdo. ]

"Mostreremo che questa topologia coincide con 7(x0,7) € perciod in particolare non dipende da zo.
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2.4. Estensione di quasi-isometrie ai bordi

Ora diamo una definizione che lega la topologia su X a quella su 0°°X. Sarebbe in
realta possibile porre una topologia su X L1 9°X che induca le topologie gia note su X
e 0° X, ma tale costruzione non ci serve e la omettiamo.

Definizione 2.3.10 (Convergenza asintotica). Siano X uno spazio geodetico, proprio ed
iperbolico e £ € 9°°X un punto del bordo. Asseriamo che una successione (z,)neny € X
converge asintoticamente ad £ se ogni sottosuccessione della successione ([xg, Zn|)neny C
OGR4, (X) ammette una sottosuccessione che converge normalmente ad un rappresentante
di £ in GRZ(X). Indicheremo la convergenza asintotica con la semplice notazione di
convergenza z,, — £. Non ci potra essere ambiguita, visto che non verranno date altre
definizioni di convergenza di punti dello spazio ad un punto del bordo.

Nota 2.3.11. E fondamentale notare che, come ci si aspetta da una convergenza, la
convergenza asintotica dipende unicamente da una coda della successione e non, come
sembrerebbe dalla definizione, anche dal punto xg. Questo ¢ vero poiché se [z, x,] con-
verge normalmente a -, allora [y, ;] sottoconverge normalmente ad un raggio asintotico
a 7% e cio ¢ sufficiente a mostrare Iindipendenza della convergenza asintotica dal punto
base.

Inoltre, ogni successione (z,)ney € X ammette una sottosuccessione convergente
asintoticamente. Questo fatto ¢ un’ovvia conseguenza della compattezza di GR,(X).

In letteratura questa convergenza ¢ detta convergenza in comne topology.

Infine spendiamo due parole nel tentare di chiarire perché e necessaria una definizione
cosi involuta (si parla di sottosuccessioni di sottosuccessioni) di convergenza. Il punto
fondamentale di cui accorgersi € che i raggi tagliati possono convergere normalmente a
molti distinti raggi che rappresentano x, e cio si deve riflettere nella definizione. Infatti
noi non imponiamo che tutte le sottosuccessioni convergano al medesimo raggio, ma che
tutte convergano, magari a raggi diversi seppur asintotici.

Per capire la necessitda, di queste attenzioni, piuttosto che pensare ad R, R? o a
Cay(Z 1Z), conviene pensare ad un grafo quasi-isometrico ad R ma che sia pieno di
piccoli cicli. Questo rendera ovvio che, anche se i punti del bordo sono solo due, non ¢
affatto scontato che i raggi geodetici a cui si pud convergere sono soltanto due.

2.4 Estensione di quasi-isometrie ai bordi

Se tutta la struttura di bordo non fosse in qualche senso invariante rispetto alla quasi-
isometria, tutto il lavoro fatto finora sarebbe inutile nello studio dei gruppi, visto che gli
spazi a loro associati sono definiti unicamente a meno di quasi-isometria. Ma, come ci
si potrebbe aspettare intuitivamente, le quasi-isometrie conservano “topologicamente” i
bordi. Infatti abbiamo detto svariate volte che una quasi-isometria ¢ fondamentalmente
una mappa che, se allontaniamo molto gli occhi dal foglio, diventa regolare a volonta. Ma
quando andiamo a studiare i bordi di uno spazio, in fondo stiamo proprio allontanando

8La dimostrazione di questo & una facile applicazione della condizione di Rips-iperbolicita, sfruttando
la compattezza di GR;°(X).
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Capitolo 2. Bordo all’infinito

sempre di piu gli occhi dal foglio, finché 1'unica cosa che vediamo e il modo in cui lo
spazio si rarefa andando all’infinito.

Armati di tutte le proposizioni tecniche mostrare finora, la dimostrazione che le
quasi-isometrie di spazi iperbolici inducono omeomorfismi dei bordi risultera poco piu
che una serie di facili verifiche. Anche questa volta il nostro principale alleato sara il
lemma di Morse, senza il quale avremmo gia enormi problemi a definire I’estensione al
bordo.

Lemma 2.4.1. Siano X,Y spazi geodetici, propri e 6-Rips-iperbolici e sia ¢ : X =Y
una (k, C)-quasi-isometria. Allora data v € GR (X) esiste v € GRz0)(Y) tale che
du (v, ¢ (7)) < 0(k, C.6)°.

Dimostrazione. Chiamiamo yo = ¢(xo).

Consideriamo i raggi tagliati v, = [yo, ¢(7(n))] € GRy,(Y). Per compattezza esiste
una sottosuccessione 1, che converge ad un certo v € GRy(Y). Mostriamo che tale
~' rispetta le richieste. Il nostro strumento principale sara il Lemma 2.1.3 (Lemma di

Morse), che ci assicura che

Di conseguenza, considerate le proprieta della distanza di Hausdorff rispetto all’u-
nione crescente, otteniamo

dH(7/7 90(7)) < h%leg]lf dH(’Y;zkﬂ 90(’7“07 nk])) < 9(/43, C, 5)

che ¢ la tesi. O

Teorema 2.4.2 (Estensione di quasi-isometrie ai bordi). Siano X,Y spazi geodetici,
propri e 6-Rips-iperbolici e sia ¢ : X — Y una (k,C)-quasi-isometria. Allora esiste
un’estensione canonica di p a Yoo : OCX — OFY, tale che oo sia un omeomorfismo
(la cui mappa inversa é proprio l’estensione ai bordi di una quasi-inversa di ¢).

Inoltre se (xp)neny € X € una successione che converge asintoticamente a & € 0°X,
allora la successione (p(xn))neny C Y converge asintoticamente a oo (§).

Dimostrazione. La definizione di ¢, segue in modo naturale dal Lemma 2.1.3 (Lemma
di Morse).

In particolare, fissato { € 90X, sia v € GR;, (X) un suo rappresentante. Allora
() & una quasi-geodetica e di conseguenza esiste una geodetica v € QRZ‘EQUO)(Y) che
¢ ad essa asintotica per il Lemma 2.4.1. Allora definiamo ¢ () = [y/] € 9°Y. Che
questa sia una buona definizione & quasi scontato, infatti le scelte arbitrarie che abbiamo
fatto (cioe v e 7') sono solo a meno di asintoticita.

Non ¢ pero ovvio che quella definita sia una mappa continua. Mostriamo allora la
continuita sequenziale di ¢, da cui segue la continuita poiché 9°° X & metrizzabile come
osservato nella Proposizione 2.3.7.

°La costante 8(k,C,§) & la medesima usata nel Lemma 2.1.3 (Lemma di Morse).
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Sia (&,)neny € 0°°X una successione che converge a £ € 9°°X. Mostriamo che @oo (&)
sottoconverge a poo(§). Cio € equivalente alla continuita sperata.

Fissati o € X e yo = ¢(x0), scegliamo dei rappresentanti v, € GR7, (X) di &, e sce-
gliamo anche dei rappresentanti v;, € GRy7(Y) per oo (&n). Per la Proposizione 2.3.4, a
meno di estrarre una sottosuccessione, possiamo assumere che la successione +,, converga
ad un rappresentante v € GRz (X) di &.

Per compattezza sappiamo che, a meno di estrarre una sottosuccessione, 7& — U
GRy2(Y). Se mostriamo che ¢(y) & p'” abbiamo concluso grazie alla Proposizione 2.3.4.

Fissiamo t € Rt e mostriamo che d,(,(u(t)) < 0(k,C,0)+C. Questa disuguaglianza,
grazie al Corollario 2.2.8, ci ¢ sufficiente per concludere.

Per definizione di v}, esiste ¢, € R tale che d(~),(t), p(v(tn))) < 6(k,C,d). Inoltre,
poiché ¢ e una quasi-isometria, vale che

d(p((tn)); p(Y(tn))) < k- d(yn(tn), v(tn)) + C-.

Unendo le disuguaglianze si giunge a

() (1)) < limsup dys) (1, (1)) < 0(k, C,8) + C + klimsup d(yn(tn), ¥(tn))
neN neN

e questo, insieme alla convergenza normale delle ,, a 7, concluderebbe se sapessimo che

i valori di ¢, sono limitati. Quindi ora ci resta solo da verificare che il valore di ¢, ¢

uniformemente limitato. Questo segue facilmente dalla catena di disuguaglianze

% = C < d(e(1(0)), 2(1n(tn))) < d(7,,(0), 7, (1)) + 0(k, C,6) = t + 6(k, C, 0)

che ¢ giustificata dal fatto che ¢ ¢ una (k, C')-quasi-isometria e dalla definizione di t,,.

Resta ancora da verificare che l'inversa ¢ indotta da una quasi-inversa di ¢, se cio e
vero di certo s, € un omeomorfismo. Ma anche il fatto che I'inversa sia proprio quella
enunciata e scontato, per verificarlo e sufficiente passare ai rappresentanti e controllare
che in effetti la composizione di ¢ con una sua quasi-inversa manda una geodetica in
qualcosa di asintotico ad essa, ma cio € banale considerata la definizione di applicazione
quasi-inversa.

Ora consideriamo una successione (z,,)neny € X che converge a § € 9°X. Guardiamo
allora ¢(x,) e scegliamo arbitrariamente una sottosuccessione ¢(xy,). Per mostrare
la convergenza asintotica a ¢ (§), dobbiamo estrarre un’ulteriore sottosuccessione che
converga ad un raggio che rappresenta proprio ¢ (§). Per comodita, rinominiamo zj; =
Zp, € chiamiamo yo = p(z0).

A meno di estrarre una sottosuccessione, visto che z,, — £, possiamo assumere
che [z, 2;] € GR4,(X) convergano normalmente a v € GRZ: (X), rappresentante di
&. Inoltre, sempre a meno di estrarre una sottosuccessione, vista la compattezza di
GR,,(Y), possiamo anche assumere che [yo, p(z;)] € GRy,(Y) convergano normalmente
ad un raggio p € GR(Y).

0Pyr avendo definito I’equivalenza asintotica solo nel caso di raggi geodetici, & chiaro che la definizione
ha ancora perfettamente senso se al posto di geodetiche ci sono quasi-geodetiche, come in questo caso.
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Capitolo 2. Bordo all’infinito

Chiamiamo 7, = [0, 2n] € P = [y0, ¥ (2n)]-
Ci resta solo da mostrare che p ¢ un rappresentante di ¢, (§) e per farlo verifichiamo
che p & asintotico a (). Per dimostrarlo la disuguaglianza fondamentale da notare ¢

dp (pn, p(1n)) < 0

che segue facilmente dal Lemma 2.1.3 (Lemma di Morse), con 6 = 6(k, C, 9).

Fissato t € RT, proprio per la disuguaglianza appena enunciata, sappiamo che,
per ogni n € N, esistono t, e ¢, tali che d(p,(t),y(tn)) < 6 e simmetricamente
d(pn(t,),m(t)) < 0. In modo completamente analogo a come abbiamo fatto per di-
mostrare la continuitd di ¢o, si dimostra che i ¢, e t], sono uniformemente limitati.

Sfruttando tutto quanto abbiamo appena detto, ¢ facile trovare che

dyp (p(t)) < hlfllesélp dp(y) (pn(t)) < 0+ 1151116%11) dip() (P (1 (tn))) <

<0 +limsupk-dy(yn(tn)) +C=0+C,
neN

dp(p(y(t))) < hTesﬁfp dp(p(yn(t))) + k- d(y(t), yn(t)) + C <

< C +limsupd,(o(pn(t,))) +0 =0+ C.
neN
Unendo le ultime due disuguaglianze ne deduciamo che dg(p, ¢(7)) < 6 + C e questo &
sufficiente per concludere. O

Nota 2.4.3. Considerata la definizione dell’estensione al bordo di una quasi-isometria,
¢ facile convincersi che 'estensione commuta con la composizione. In formule questo
equivale a dire che date due quasi-isometrie f : X — Y, g :Y — Z tra spazi opportuni

vale (90 [)oo = goo © foo-
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QUASI-ISOMETRIE INDOTTE DA
OMEOMORFISMI DEI BORDI

Dopo aver imparato, nel capitolo precedente, ad estendere quasi-isometrie al bordo dello
spazio, ci chiediamo ora quando si possa andare nella direzione opposta. Quando € vero
che una mappa 1 : 9°X — 9°°Y tra i bordi di due spazi iperbolici & I'estensione di una
quasi-isometria? Per quanto visto nel capitolo precedente, la mappa 1 deve per forza
essere un omeomorfismo. Ma cio non é sufficiente. Iniziamo identificando due ulteriori
proprieta, che risulteranno a posteriori equivalenti, che la mappa 1 deve possedere se
& l'estesione di una quasi-isometria. Si tratta di essere una mappa quasi-Mobius e di
essere quasi-conforme. Mentre le mappe quasi-M&bius generalizzano in modo naturale
le trasformazioni di Md&bius, cioe quelle che mantengono il birapporto, non € chiaro se
le mappe quasi-conformi siano in qualche modo collegate con le mappe conformi, cioe
quelle che preservano un’opportuna nozione di angolo, rispetto ad un’opportuna metrica
su 0% X e 9°°Y.

Mostreremo che tali ipotesi sono sia necessarie sia sufficienti per affermare che la
mappa ¢ induce una quasi-isometria tra X ed Y.

Apriamo questo capitolo con degli strumenti tecnici che ci serviranno nel seguito: le
quasi-proiezioni e i quasi-centri. Questi concetti vogliono generalizzare rispettivamente
la nozione di incentro e di circocentro.

3.1 Quasi-proiezioni e quasi-centri

In questa sezione ed anche in tutto il capitolo useremo spesso e senza dirlo esplicitamente
la Proposizione 2.2.13, che ci permettera di parlare di geodetiche che uniscono punti del
bordo.

Definizione 3.1.1 (Quasi-proiezione). Sia X uno spazio geodetico, proprio ed iperbo-
lico.

Dati tre punti a,b,c € X U9*X, ed un punto x € X, denotiamo con fup.(x) il
massimo della distanza di x da un qualunque possibile lato geodetico di un triangolo
con vertici a,b,c. Chiameremo quasi-proiezione di a su [b,c] uno dei punti x € X che
minimizzano fup.(z)!. Indicheremo un tale z con 7(a, b, c).

'L’esistenza di un tale punto & una facile conseguenza del fatto che lo spazio & proprio ed iperbolico.
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Se due vertici a e b coincidono allora definiamo 7(a, b, ¢) = a, anche se a, b apparten-
gono al bordo piuttosto che allo spazio.

Notiamo innanzitutto che, se lo spazio X fosse R?, la quasi-proiezione coinciderebbe
con I'incentro. Questa deve essere I’idea intuitiva di quasi-proiezione. La quasi-proiezione
risultera uno strumento molto potente poiché permette di associare ad una tripla di
elementi del bordo un insieme limitato di punti dello spazio. Il fatto che tale insieme sia
limitato € uno degli oggetti della prossima proposizione. Le dimostrazioni sono piuttosto
tecniche e le ometteremo, daremo pero dei riferimenti su dove trovarle.

Proposizione 3.1.2. Sia X uno spazio geodetico, proprio e d-iperbolico, siano inoltre
a,b,c € X UO®X tre punti.

Esiste una costante universale Cy, indipendente dallo spazio e dai punti scelti, tale
che, per una qualunque quasi-proiezione p = mw(a,b,c), valgono le sequenti proprieta:

e [l punto p dista meno di C;0 da un qualunque lato geodetico con estremi in a, b, c.
e Data un’altra quasi-proiezione ¢ = w(a,b,c), vale d(p,q) < Cr0.

o Sea: X — X ¢ un’isometria di X, allora a(p) € una quasi proiezione per i tre
punti a(a), a(b),a(c), dove, se a,b,c € 0°X, si intende con « la sua estensione
al bordo.

e Sea,b,c sono punti distinti, esiste un’intorno I di (a,b,c) in (X U0 X)3? tale che
se (a',V',c) € I allora una quasi-proiezione q = w(a', V', c') rispetta d(p,q) < Cr6°.
Inoltre se si ha solo che a,c € 0°X sono distinti é vero che, per ogni intorno J di
a, esiste un’opportuno intorno I di (a,a,c) tale che q € J.

Dimostrazione. Questo enunciato si trova, con un accenno di dimostrazione, in [3, pag.

55). 0

Enunciamo anche una proposizione che ci tornera molto utile e che indebolisce ancora
di piu la nozione di quasi-proiezione.

Proposizione 3.1.3. Sia X uno spazio geodetico, proprio e d-iperbolico, siano inoltre
a,b,c € X UO®X tre punti distinti.

Chiamiamo R-quasi-proiezione un qualunque punto di p € X tale che dista meno di
R da un qualunque lato geodetico con estremi in a,b,c. Allora due R-quasi-proiezioni
distano meno di R+ C,6.

Dimostrazione. La dimostrazione si trova in [1, pag. 345], dove le R-quasi-proiezioni
sono dette R-centroids. O

2Poniamo su X U 8 X la topologia pitl scontata, cioé quella che rende X e 9°°X entrambi aperti e
ognuno munito della sua topologia originale.
3Quest’ultima proprieta & da guardarsi come una “quasi-continuita” della quasi-proiezione.
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Infine concludiamo la trattazione delle quasi-proiezioni trattando il legame che in-
tercorre tra queste e la quasi-omogeneita. Abbiamo imparato che tramite la nozione di
quasi-proiezione possiamo associare ad una tripla di elementi del bordo un punto dello
spazio. E possibile fare il contrario? Quando, fissato x € X si puo trovare una tripla di
elementi del bordo il cui quasi-centro sia “vicino” ad z? Nel caso di uno spazio A-quasi-
omogeneo e facile convincerci che si riesce sempre. Nella prossima proposizione trattiamo
perod un caso piu difficile: fissati due punti dello spazio, € possibile trovare a, b, c,d € 9°X
tali che m(a,b,c) e m(a,b,d) siano sufficientemente vicini ai due punti scelti? Anche in
questo caso la risposta risulta affermativa nel caso degli spazi A-quasi-omogenei.

Proposizione 3.1.4. Sia X uno spazio geodetico, proprio, d-Rips-iperbolico e A-quasi-
omogeneo. Esiste allora una costante D(6,A), dipendente solo da 6 e A, tale che co-
munque si scelgano due punti x,y € X, esistono quattro punti distinti a,b,c,d € 0°X
tali che d(m(a,b,c),z) < D(§,A) e d(n(a,b,d),y) < D(3,A).

Dimostrazione. Questo risultato & trattato in [3, pag. 60]. ]

Dopo aver parlato di incentro, parliamo di circocentro. Infatti, come sara facile
intuire dalla. definizione stessa, nel caso in cui lo spazio sia il piano Euclideo e I'insieme
sia formato da tre punti, il quasi-centro coincidera col circocentro.

Definizione 3.1.5 (Quasi-centro). Sia X uno spazio geodetico, proprio ed iperbolico.
Dato un insieme C' C X limitato, sia r¢ il minimo raggio di una palla che contiene C.
Chiameremo quasi-centro di C' un qualunque punto x € X tale che la palla chiusa di
centro x e raggio r¢ contiene C%.

Quella che segue ¢ una proposizione analoga alla Proposizione 3.1.2 ma che tratta le
proprieta del quasi-centro.

Proposizione 3.1.6. Sia X uno spazio geodetico, proprio e d-Gromov-iperbolico. Sia
inoltre C C X wun sottoinsieme limitato.
Allora valgono le sequenti proprietd relative al quasi-centro p di C':

e Sea: X — X ¢éunlisometria, allora a(p) é un quasi-centro per a(C).
e Se q ¢ un altro quasi-centro di C' allora d(p,q) < 49.

e Se C' C X ¢ un sottoinsieme limitato e q ¢ un suo quasi-centro, allora vale

d(p,q) < 4(dy(C,C") +9).

Dimostrazione. La prima proprieta e scontata. Inoltre l'ultima implica facilmente la
seconda, percio ci limitiamo a dimostrare 'ultima. Sia x € X un punto arbitrario. Sia
inoltre m il punto medio del segmento geodetico di estremi p,q. Dalla sola definizione
di Gromov-iperbolicita, ricaviamo facilmente che

(p, Q)m > min((p,:l?)m, (Q7$)m) -9,

4Sia I’esistenza del minimo raggio r¢ sia 'esistenza del punto z sono banali conseguenze del fatto che
X & proprio.
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ma (p,q)m = 0 e percio ricaviamo

20 > min(d(p, m) + d(z,m) — d(p,x),d(q,m) + d(x,m) — d(q,x)) =

:d(Z;’Q) + d(x,m) — max(d(p, x),d(q,x))
=  d(z,m) < max(d(p,z),d(q,x)) + 26 — d(pQ, %) .

Per definizione stessa di ¢, esiste un punto = € C' tale che d(z,m) > r¢ e fissando tale
valore di x nell’ultima equazione otteniamo

ro < max(re,d(q,x)) + 26 — dp.q) .

(3.1.1)
Infine, ¢ facile ottenere che rov < reo + dy(C,C") e da questo ricavare che d(q,z) <
ro+2dy(C,C"). Sfruttando quest’ultima disuguaglianza nell’Equazione (3.1.1) si arriva
alla tesi. O

Nota 3.1.7. Nella proposizione precedente abbiamo, diversamente da come facciamo di
solito, richiesto la d-Gromov-iperbolicita piuttosto che la §-Rips-iperbolicita. Questo non
¢ affatto un problema ed anzi, tutto resta vero, a meno di cambiare opportunamente i
coefficienti che moltiplicano ¢, in virtu del Teorema 1.4.6 (Equivalenza delle nozioni di
iperbolicita).

3.2 Mappe quasi-conformi

La definizione che diamo di mappa quasi-conforme sembra, almeno non in modo ovvio,
coincidere con quella che ci si potrebbe aspettare dal nome, considerata 1’accezione che
abbiamo dato sinora al “quasi”. Infatti con mappa conforme si denota usualmente una
funzione che conserva gli angoli, percio ci si aspetterebbe che una mappa quasi-conforme
mantenga, in un qualche senso, gli angoli sul bordo. Ma la definizione che diamo non
richiama nessuno di questi concetti.

Definizione 3.2.1 (Mappa quasi-conforme). Siano X,Y due spazi geodetici, propri ed
iperbolici ed f : 9°X — 0°Y un omeomorfismo dei bordi.

La mappa f & detta quasi-conforme se, per ogni successione (g, )nen di isometrie di
X, esiste una successione (hy,)nen di isometrie di Y tali che la famiglia (hy,)oo© f 0 (gn)oco
sia relativamente compatta. Inoltre, perché f sia quasi-conforme, deve valere la proprieta
analoga anche per f~L.

Come preannunciato, mostriamo che ’estensione al bordo di una qualunque quasi-
isometria & quasi-conforme. Per farlo ci serviremo di vari lemmi tecnici. Una parte di
questi lemmi ¢, fondamentalmente, una rivisitazione del Teorema 1.1.9 (Ascoli-Arzela)
e del Corollario 1.1.10 e ne ometteremo la dimostrazione. L’idea di fondo dietro tutti i
ragionamenti e sfruttare che, in qualche senso, una quasi-isometria € essa stessa quasi-
conforme e tale proprieta quindi passa anche alla sua estensione.
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Lemma 3.2.2. Siano X,Y due spazi geodetici, propri ed iperbolici. Fissiamo arbitraria-
mente xg € X. Sia pp 1 X =Y una successione di (k,C)-quasi-isometrie e p: X =Y
un’altra (k,C)-quasi-isometria.
Se esiste una costante D > 0 tale che, per ogni raggio R > 0, é rispettata la
disuguaglianza
im sup dog, B(zo,r) (0, ¥) < D,

n—oo

dove do B(zo,r) € la distanza uniforme tra funzioni ristrette a B(xg, R), allora le esten-
stoni (¥n)eo : 0°X — Y convergono normalmente a Yoo .

Dimostrazione. Sia § il parametro di Rips-iperbolicita di X e Y. Innanzitutto possiamo
assumere che ¢, (z9) = ¢(xp). Se cosl non ¢ modifichiamo in xg le ¢, e tutte le ipotesi
si mantengono.®

Supponiamo per assurdo che esistano un compatto K C 9°°X ed un aperto A C 9®Y
tali che poo(K) C A ma frequentemente valga (¢n)eo(K) € A. A meno di estrarre
sottosuccessioni, sfruttando la compattezza di K, possiamo percio assumere di avere
una successione convergente &, — £ di punti in K tale che (¢p)0(&n) € A € poo(§) € A.

Definiamo i seguenti raggi geodetici:

¥ = 0§,
n = 2o&n ,
p = ¢(z0)p(§),
pn = ©(20)(n)oo(§n) -

Notiamo inoltre che ci basta mostrare I'assurdo nel caso in cui A = A, (¢(w0),7), visto
che questi formano un sistema fondamentale di intorni per ¢ (§). Possiamo assumere
che p, N A =10.

Fissiamo ora un reale positivo s > t, che, a posteriori, dovra essere scelto suffi-
cientemente grande. Per il Lemma 2.4.1, esiste un a, < k-s+ 0(k,C,0) tale che

d(pn(yn(an)), pn(s)) < 0(k,C,0).
Consideriamo la sequenza di punti in Y data da

Pn(8); on(nlan)), p(vnlan)), p(v(an)) -

Mostriamo che, per n sufficientemente grande, questi quattro punti sono, nell’ordine,
vicini:

o d(pn(s), on(ym(an))) < 0(k,C,8): E ovvio per la definizione stessa di ay,.

o d(pn(yn(an)), p(yn(arn))) < D: Discende dall’ipotesi sul limsup per n sufficiente-
mente grande.

SL’ipotesi di limitatezza del limsup ci di una stima uniforme in n su d(pn(2o), (o)) e questo ci
assicura che, dopo aver modificato il valore delle ¢,, in x siano ancora delle (k’, C')-quasi-isometrie tutte
con gli stessi parametri (k', C").
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o d(p(yn(an)), o(v(ay))) < 6kd + C: Visto che ¢ & una (k, C)-quasi-isometria, per
dimostrarlo e sufficiente verificare che d(vy(an),v(an)) < 66 per n sufficientemente
grande. Ma quest’ultimo fatto segue facilmente dalla convergenza di [y,] a [7v]
considerando come base della topologia del bordo B(xg, 39).

Allora sappiamo che, per n sufficientemente grande i punti p,(s) e ¢(y(an)) sono
vicini. L’assurdo risulta evidente ricordando che, per il Teorema 2.2.10, ’assunzione
pn N Ay = 0 implica che p,(s) ¢ molto distante da p, ma invece p(y(ay)) ¢ vicino a
0. O

Proposizione 3.2.3. Siano X,Y due spazi geodetici, propri, iperbolici e quasi-omogenes.
Sia f: X =Y una (k,C)-quasi-isometria.
Allora lestensione al bordo foo : 0°X — Y é quasi-conforme.

Dimostrazione. Sia (gn)nen una successione di isometrie dello spazio X. Scegliamo ar-
bitrariamente due punti zg € X e yo € Y. Per la quasi-omogeneita di Y, esiste una
successione (hy,)pen di isometrie di Y tali che d(h,(f(gn(20))),y0) < A, dove A ¢ la
costante di quasi-omogeneita di Y.

Chiamiamo ¢, = h,0 fog, e notiamo che (¢ )oo = (hn)o0©fo00(gn)oo- A questo punto
non ci resta che verificare che la famiglia (¢, ) € relativamente compatta per ottenere la
tesi. Infatti la richiesta simmetrica su f~!, necessaria ad affermare la quasi-conformita,
si mostrerebbe in modo completamente analogo.

Noi sappiamo che d(yy(z0),y0) < A e che le ¢, sono “uniformemente” (k, C')-quasi-
isometrie. Quello che verrebbe spontaneo fare a questo punto, viste ipotesi e tesi, sarebbe
applicare il Corollario 1.1.10. L’unico grande problema € che un’ipotesi necessaria per
applicarlo ¢ la continuita delle funzioni in gioco, cosa che noi non abbiamo. L’idea &
mostrare un quasi-Ascoli-Arzela e poi dedurne il medesimo corollario, ovviamente con
ipotesi e tesi indebolite nel senso del “quasi”. Diamo solo gli enunciati delle versioni
“quasificate” di Ascoli-Arzela e del corollario, visto che le dimostrazioni si fanno in
modo completamente analogo alle versioni classiche.

Teorema 3.2.4 (Quasi-Ascoli-Arzela). Siano X uno spazio metrico compatto, Y uno
spazio metrico proprio ed xo,yo due punti rispettivamente in X e Y. Sia (fn)nen una
successione di (k,C)-quasi-isometrie tra X eY, tali che d(fn(x0),y0) € limitata.

Allora esistono una sottosuccessione fp, ed una (k,C)-quasi-isometria f : X —Y
tali che

limsup doo (f, fn,,) < C,

k—o0

dove d € la distanza uniforme tra funzioni.
Corollario 3.2.5. Siano X,Y spazi metrici ed xg,yo due punti fissati in X,Y rispet-
tivamente. Assumiamo inoltre che X ammetta un’esaustione in compatti e che Y sia

completo e proprio. Sia (fn)nen una successione di (k,C)-quasi-isometrie tra X e Y,
tali che d(fn(zo),y0) € limitata.
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Allora esistono una sottosuccessione fp, ed una (k,C)-quasi-isometria f : X —Y
tali che, per ogni compatto K C X, vale

lim sup doo x (f, fn),) < C,

k—o0
dove dwo i € la distanza uniforme tra funzioni limitate al compatto K.

In virtu dei risultati appena enunciati, troviamo una sottosuccessione ¢,, ed una
(k, C)-quasi-isometria ¢ : X — Y tale che

lim sup doo,B(z‘o,R) (Sonka QD) <C.
k—o00
Ora vogliamo dimostrare che la successione (¢, )oo converge normalmente a @o. Ma
cio e proprio quanto di assicura il Lemma 3.2.2. ]

3.3 Birapporti e mappe quasi-Mobius

Iniziamo definendo il birapporto di 4 punti del bordo. Bisogna notare che quella che
diamo, piuttosto che una generalizzazione del concetto classico di birapporto € una
generalizzazione del logaritmo del birapporto.

Definizione 3.3.1 (Birapporto). Sia X uno spazio geodetico, proprio ed iperbolico.
Allora dati 4 punti a,b,c,d € 9°X, definiamo il loro birapporto [a, b, ¢,d] come la
quantita

1
sup —liminf d(ay,d,) — d(dp, cn) + d(cp, by) — d(bp, ay) ,
an—>a,bp—b, 2 n—oo

cn—c,dp—d

dove le successioni ay, by, cy,d, sono composte di punti in X e la convergenza da
considerare e quella asintotica.

Nota 3.3.2. A partire dalla definizione e facile dedurre le seguenti proprieta del birap-
porto:

[a,b,a,d] =0,
[a,b,c,d] = —[c,b,a,d],
[a,a,b,c] =400,
Vo € Isom(X) : [a,b,c,d] = [poo(a), Poo(b), Poo(C), Poo(d)] .-

Quella che segue ¢ la proposizione fondamentale riguardo il birapporto ed &, piu della
definizione stessa, cio che lo rende “trattabile”. Infatti lega la nozione di birapporto a
quella di quasi-proiezione e ci permettera di applicare tutte le proprieta che abbiamo gia
dimostrato nella sezione precedente sulle quasi-proiezioni.
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Lemma 3.3.3. Esiste una costante universale Cypi» > 0, tale che, comunque si scelgano
a,b,c,d € 0°X, dove X € uno spazio geodetico, proprio e d-iperbolico, chiamando p,q
le quasi-proiezioni di b,d su [a,c], si ha

|d(pa Q) - |[a’7 b, c, d]H < C'bir(S .

Dimostrazione. La dimostrazione e, seppur facile, piuttosto laboriosa. Si puo trovare
una dimostrazione completa in [3, pag. 57]. O

Infine, ispirandoci al caso classico, colleghiamo anche la topologia sul bordo ai birap-
porti. In particolare diamo una condizione di convergenza che sfrutta solo la nozione di
birapporto e la convergenza su R.

Lemma 3.3.4. Sia X uno spazio geodetico, proprio ed iperbolico. Siano a,b,c € 9°X
tre punti distinti del bordo.

Allora la successione (ap)nen € 0°X converge ad a se e solo se limy,_,o0[a, an, b, c] =
0.

Dimostrazione. Mostriamo singolarmente le due implicazioni.

e Sia a, — a una successione convergente di punti del bordo. La tesi segue dal
Lemma 3.3.3 ricordando la quasi-continuita della quasi-proiezione vista nella Pro-
posizione 3.1.2 ed il fatto che [a,a, b, c] = +o0.

e Assumiamo che valga lim,,_,[a, an, b, c] = 0o e che per assurdo a, non converga
ad a. A meno di estrarre sottosuccessioni possiamo anche assumere che nessuna
sottosuccessione di a,, converga ad a.

Sia xg = m(a, b, c) una quasi-proiezione di ¢ su a,b. Per il Lemma 3.3.3, vale che
d(m(a,b,a,), o) = 0o e quindi, ricordando quanto detto nella Proposizione 3.1.3,
g non puo essere una R-quasi-proiezione per i vertici a, b, a,, con R limitato. Ma xg
¢ di certo vicino al lato a, b, quindi, non essendo un R-quasi-centro con R limitato,
non puo essere vicino ad entrambi gli altri due e cio equivale ad affermare che

lim max(daan (xo), dban (.%'0)) = 0.

neN
Quindi, a meno di estrarre sottosuccessioni ricaviamo o che dg,, (xg) — 0o oppure
che dpq, (xg) — o0.

Consideriamo per un momento il primo caso. Visto che il triangolo geodetico di
vertici a, a,, T deve rispettare la proprieta di iperbolicita, ne segue facilmente che
i raggi zoa, sottoconvergono ad un vy € GRZ® (X) asintotico a xpa, ma cio mostra
I’assurdo poiché equivale, per la Proposizione 2.3.4, ad affermare che a,, — a.

Nel secondo caso arriviamo, analogamente, ad affermare che a,, — b. Ma que-
sto, per quanto affermato dalla freccia gia dimostrata del lemma, implica che
[b, an,a,c] — oo. Quest’ultimo risultato & pero assurdo visto che equivale a dire
che [a,an,b,c] - —oo.

36



3.3. Birapporti e mappe quasi-Mébius

O]

Siamo arrivati alla definizione portante di questa sezione. E importante convincersi
che quella che stiamo per dare ¢ la generalizzazione piu naturale di mappa che mantiene
il birapporto. Infatti, in un ambito cosi pieno di “quasi” come quello di questa tesi, era
impensabile considerare proprio le mappe che mantenevano esattamente il birapporto.
Piuttosto consideriamo quelle che, appunto, lo mantengono “quasi”.

Definizione 3.3.5 (Mappa quasi-Mdbius). Siano X,Y due spazi geodetici, propri ed
iperbolici ed f : 0°X — 0°°Y una bigezione tra i bordi. Fissiamo inoltre una funzione
continua v : [0, 0o ) — [0, 00).

Diciamo che f & un’applicazione 1-quasi-Mobius, se per ogni a, b, ¢,d € 3° X vale

|[£(a), £(b), f(c), F(D)]] < (|[a, b, ¢, d]])

e per ogni a, b, c,d € 0°Y vale

[ a), F7H0), F7He), FH@)]] < ¥(lla, b, e, d]]) -

Nota 3.3.6. E interessante notare che per decidere se una mappa @ : 90X — 9®Y &
quasi-Mobius, non & strettamente necessario conoscere gli spazi X,Y, ma e sufficiente
conoscere i birapporti sul bordo. Allora, le mappe quasi-Mdbius possono essere viste
come le mappe che “mantengono” la coppia (bordo, birapporto).

Nel seguito di questo capitolo vedremo che, sotto opportune ipotesi sugli spazi, una
mappa tra i bordi & indotta da una quasi-isometria se e solo se ¢ quasi-Mé6bius. Cio
implica che due spazi sono quasi-isometrici se e soltanto se ammettono coppie (bordo,
birapporto) isomorfe, dove la nozione di isomorfismo ¢ quella indotta dalle mappe quasi-
Mbobius. Questa interpretazione dei risultati ci permette di affermare che la coppia
(bordo, birapporto) ¢ un’invariante completo dello spazio rispetto alla quasi-isometria.

Non si riesce a fare un ragionamento simile per le mappe quasi-conformi poiché
la loro definizione sembra dipendere fortemente dagli spazi in questione piuttosto che
da una singola proprieta che si possa isolare, come ¢ stato il birapporto per le mappe
quasi-Mobius.

Proposizione 3.3.7. Una mappa quasi-Mébius é un omeomorfismo.

Dimostrazione. Innanzitutto, vista la simmetria dell’ipotesi quasi-Mébius su f e f~1,
¢ sufficiente dimostrare che f € continua per ottenere la tesi. Inoltre, essendo 9°X
sequenziale, ¢ sufficiente mostrare la sequenziale continuita per concludere.

Sia allora a,, — a una successione convergente di elementi di 0°°X. Fissiamo inoltre
due punti b,c € 9*°X distinti da aS. Per il Lemma 3.3.4, ¢ sufficiente verificare che
[f(a), f(an), f(b), f(c)] tende ad infinito.

Sempre per il Lemma 3.3.4, sappiamo che [a,an,b, ] tende ad infinito e questo,
insieme al fatto che f & quasi-Mdobius, implica che |[f(a), f(ay), f(b), f(c)]| tende ad

5Se il bordo ha meno di 3 punti distinti allora la tesi si banalizza.
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infinito. A questo punto, se la tesi fosse falsa, troveremmo una sottosuccessione degli a,,
che continuiamo a chiamare a,,, tale che lim,_,[f(a), f(an), f(b), f(c)] = —o0 e questo,
per le proprieta del birapporto e per il Lemma 3.3.4, implica che f(a,) — f(b). A questo
punto, per concludere, basta cambiare b con un punto d diverso da a, b, c e la tesi segue
facilmente. O

Proposizione 3.3.8. Siano X,Y due spazi geodetici, propri e d-iperbolici. Sia f :
X = Y una (k,C)-quasi-isometria. Allora Uestensione al bordo fso : 0°X — OFY ¢
quasi-Mobius.

Dimostrazione. Fissiamo quattro punti del bordo a, b, ¢,d € 9°X e fissiamo anche delle
geodetiche che li collegano (chiamandole con i nomi standard ab,...). Siano ora p,q le
quasi-proiezioni rispettivamente di b e d su ac.

Per la Proposizione 3.1.2, i punti p, ¢ distano meno di C,;d da ognuno dei lati dei
rispettivi triangoli. Da questo discende che f(p) dista meno di kCd+ C da ognuna delle
quasi-geodetiche f(ab), f(bc), f(ca). Queste ultime a loro volta, per la definizione stessa
di fs e per il Lemma 2.4.1, distano meno di 6(k, C,d) dalle tre geodetiche foo(a)fso(b),
foo () foo(€), foo(C)foo(d). Unendo quanto detto se ne ricava che esiste una costante .J,
che dipende solo dallo spazio Y, da § e da k, C, tale che f(p) dista meno di J da ognuno
dei lati del triangolo geodetico foo(a)foo(b)foo(c)-

A questo punto allora, per la Proposizione 3.1.3, esiste un’altra costante .J/, anch’essa
dipendente dalle stesse variabili, tale che f(p) dista meno di J' dalla quasi-proiezioni di
foo(b) su ac.

Chiamando p/, ¢’ le quasi-proiezioni di foo(b) € foo(d) su fo(a)foo(c), e facendo ra-
gionamenti completamente analoghi anche per ¢, abbiamo ricavato che d(p,p’) < J' e
d(q,q") < J'. Percid, per quanto detto nel Lemma 3.3.3, & facile dedurre la seguente
catena di disuguaglianze:

[Jool@), Foo (), Foo() Foo(d)] < 6l ) + Coed < 2+ d( (1), (@) + Cied <
<2J +k-d(p,q) + C + Cppd <
<2J +kl|la,b,c,d]| + kCpird + C + Cpi0 .

Visto che una disuguaglianza analoga si puo ottenere anche per f ! (poiché (f~1)o =
f=!) se ne deduce che f., & ¥-quasi-Mobius con 1 una funzione affine adeguata. O

3.4 Teoremi principali

In quest’ultima sezione, per brevita e per evitare tecnicismi, ometteremo alcune dimo-
strazioni ed altre le tratteremo solo parzialmente. Per approfondire questi argomenti
rimanderemo varie volte a [3].

L’idea di fondo &, data una mappa tra i bordi, costruire, nel modo piu naturale possi-
bile, una mappa tra gli spazi. Cio & proprio quello che faremo nella Proposizione 3.4.1 e,
semplificando, consiste nel mandare una quasi-proiezione di un triangolo a,b,c € 9°X
nella quasi-proiezione di f(a), f(b), f(¢). Purtroppo perd non si puo fare esattamente
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quanto detto, visto che non tutti i punti di X sono quasi-proiezioni. Per risolvere questo
problema, in partenza, ingrasseremo il punto e in arrivo prenderemo un quasi-centro.
Cosi facendo arriveremo ad una mappa, ma solo nei teoremi conclusivi, che richiedono
piu ipotesi sulle mappe tra i bordi, vedremo che tale mappa ¢ effettivamente una quasi-
isometria e che la sua estensione ¢ proprio la funzione tra i bordi da cui eravamo partiti.

Proposizione 3.4.1. Siano X,Y due spazi geodetici, propri, §-iperbolici e A-quasi-
omogenei. Sia inoltre f : 9°X — 0°Y una mappa continua tra i bordi.

Usando D = D(6,A) come definito nella Proposizione 3.1.4, definiamo la funzione
E:X —P(Y) come

E(z) = ny (f(ny' (B(z,D)))).

dove ' (B(z, D)) ¢ un sottoinsieme delle triple di elementi distinti di 9°X ed f agisce
su di esse come ovvio.

L’insieme E(x) risulta limitato e percio possiamo denotare con ®f : X — Y wuna
qualunque funzione tale che ®f(x) é un quasi-centro di E(x). Allora due tali mappe
distano al piu 49.

Dimostrazione. Dobbiamo verificare solo che E(x) ¢ un insieme limitato non vuoto.
Infatti due tali mappe, se ben definite, disteranno alpitt 46 per quano visto nella Propo-
sizione 3.1.6.

Il fatto che non sia vuoto discende immediatamente dalla definizione stessa di D.

Per mostrare che & limitato iniziamo guardando 7' (B(z, D)). Vogliamo dimostrare
che questo insieme & relativamente compatto nelle triple di elementi distinti di 0°X.
Sappiamo perd che (0%°X)? & compatto e percid per ottenere quanto vogliamo sarebbe
sufficiente verificare che, per ogni &, u € 9°°X, esiste un intorno di (£,&, u) € (9°X)3
disgiunto da 73! (B(x, D)). Quest’ultimo fatto & perd ovvio vista la “continuita” di 7
mostrata nella Proposizione 3.1.2.

Visto che f & continua segue allora ovviamente che f(ry'(B(x, D))) & esso stesso
relativamente compatto nello spazio delle triple di elementi distinti di Y. A questo
punto ricopriamo tale insieme con aperti di (9°°Y)? in modo che ognuno di questi aperti
abbia immagine limitata tramite my. L’esistenza di tali aperti ci € assicurata ancora
dalla continuita di my. Per compattezza possiamo assumere che tali aperti siano finiti
e, visto che I'unione finiti di insiemi limitati ¢ ancora limitata, la tesi segue. O

Riportiamo ora due lemmi fondamentali e tecnici. Omettiamo completamente la loro
dimostrazione e rimandiamo al lavoro di Paulin [3, pag. 60].

Lemma 3.4.2. Siano X,Y due spazi geodetici, propri, d-iperbolici e A-quasi-omogenes.
Sia inoltre f: 0°X — Y una mappa continua tra i bordi.
Allora esiste una costante universale Cg, tale che:

e Perognixzy € X esiste un suo intorno I tale che sex € I allora d(®f(x), ®f(xg)) <
Co(0+1). Questa proprietd é da considerare come una forma di “quasi-continuita”.

e Se a, 8 sono rispettivamente isometrie di X e Y, allora per ogni punto x € X wale

d(a®f(x),®(ao f)(x)) < Ced.
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Lemma 3.4.3. Siano X,Y due spazi geodetici, propri, §-iperbolici e A-quasi-omogenei.
Sia (fn)nen : 0°X — 0°Y una successione di funzioni continue relativamente compatta
nella topologia compatta-aperta. Se C C X ¢ un sottoinsieme limitato, allora la sua
immagine tramite tutte le funzioni |, ey @ fn(C) € anch’essa limitata.

Concludiamo trattando le implicazioni inverse delle Proposizioni 3.2.3 e 3.3.8. Le
dimostrazioni dei due fatti sono molto diverse tra loro ma entrambe si basano proprio
sull’applicazione ®f costruita nella Proposizione 3.4.1. Entrambe i teoremi infatti so-
stengono che tale applicazione, sotto opportune ipotesi sulla f, & una quasi-isometria e
che la sua estensione ¢ proprio la funzione f.

Teorema 3.4.4. Sia X,Y due spazi geodetici, propri, §-iperbolici e A-quasi-omogenes.
Sia inoltre f : 0°X — 9°Y un omeomorfismo quasi-conforme tra i bordi. Allora la
mappa ®f : X — Y, definita come nella Proposizione 3.4.1, risulta una quasi-isometria
la cui estensione al bordo ® foy coincide con f.

Dimostrazione. Consideriamo un gruppo G = (ap)nen di isometrie di X, tali che il
quoziente X/G abbia diametro minore o uguale a A.

Poiché f & quasi-conforme, troviamo delle isometrie (5, )nen di Y tali che la famiglia
(Bn o f o ap)nen @ relativamente compatta’.

Fissiamo un punto zg € X.

Se mostriamo che ® f & una quasi-isometria la tesi segue poi facilmente. Se avessimo
che la quasi-inversa di ®f ¢ ®(f~!), per mostrare che ®f ¢ una quasi-isometria ci
basterebbe verificare che

d(@f(xl), @f(l‘z)) < k‘d(l’l, 1‘2) + C, (3.4.1)

infatti se ottenessimo una tale disuguaglianza potremmo analogamente ottenerla per la
sua quasi-inversa e concludere ricordando la Proposizione 1.2.5. Mostreremo in seguito
I’affermazione sulla quasi-inversa ed ora ci concentriamo su questa disuguaglianza.

Visto che lo spazio X e geodetico, per ottenere una tale disuguaglianza e sufficiente
verificare che la quantita

sup  d(®f(z1), Df(22))

x1,72€X
d(z1,22)<A

¢ limitata. Ricordando che X/G ha diametro minore di A & chiaro che cio € equivalente
a mostrare che la quantita

sup sup d(Bn® f(an(z1)), Bn® f (an(72)))
z1,22€B(20,2A) neEN

¢ limitata. Ma per quanto detto nel Lemma 3.4.2, quest’ultima quantita ¢ a sua volta
stimata da

2C30 + sup sup d(® (B, fan)(z1), P(Bnfan)(x2)) .
{El,.’L'QGB(wo,QA) neN

"Per comoditd notazionale, indichiamo I’estensione all’infinito delle isometrie senza porre al pedice
0.
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Concludiamo notando che quest’ultimo estremo superiore ¢ limitato per quanto visto nel
Lemma 3.4.3.

Verifichiamo ora che una quasi-inversa di ®f & data da ®(f~!). Per farlo sfrutteremo
anche il risultato appena mostrato. Vogliamo percio mostrare che

sup d(z, ®(f 1) o ®f(z))
zeX

& limitato. Per motivi analoghi a quelli sfruttati nel precedente ragionamento, cio e
equivalente a mostrare che la quantita

sup  supd(anz, ®(f1) 0 @ f(an(z))) =
x€B(x0,A) neN

= sup supd(z,a, o ®(f 1) o, oByo®f oay(x))
z€B(z0,A) neEN

¢ limitata. In virtu di quanto mostrato nel Lemma 3.4.2 e per quanto visto nella
Equazione (3.4.1), quest’ultima quantita & minore di

C»+ sup supd(x, @((anan)_l) o ®(By fan)(x)),
z€B(z0,A) n€EN

dove C> & un’opportuna costante dipendente da ¢, A e dalla funzione f stessa. Quest’ul-
tima quantita & pero limitata per quanto affermato nel Lemma 3.4.3. O

Teorema 3.4.5. Siano X, Y due spazi geodetici, propri, §-iperbolici e A-quasi-omogenei.
Sia inoltre f : 0° X — 0®Y un’applicazione 1-quasi-Mébius tra i bordi. Allora la mappa
df: X =Y, definita come nella Proposizione 3.4.1, risulta una quasi-isometria la cui
estensione al bordo ® f, coincide con f.

Dimostrazione. Innanzitutto sappiamo dalla Proposizione 3.3.7 che f ¢ un omeomorfi-
smo. Diamo ora solo un’idea informale di come dimostrare questo fatto. Per approfondire
si veda [3, pag. 62].

Vogliamo mostrare una stima analoga a quella vista nell’Equazione (3.4.1). Per farlo
non useremo, come abbiamo fatto nel caso quasi-conforme, il Lemma 3.4.3 ma piuttosto
sfrutteremo la Proposizione 3.1.4 ed il Lemma 3.3.3.

Dati due punti x1, 22 € X riusciamo a trovare quattro punti a, b, ¢,d € 9°°X tali che
p=m(a,b,c) e ¢ =m(a,b,d) sono rispettivamente vicini a 1 e xo. D’ora in poi, quando
diremo che una quantita ne stima un’altra intendiamo che la prima ¢ maggiorata da
un’opportuna funzione dell’altra, funzione che pero non dipende da a,b,c,d o da x1, z2.

Sfruttando che la mappa & quasi-Mobius unitamente al Lemma 3.3.3 si puo ot-
tenere che E(x) ¢ limitato uniformemente in x e da questo dedurre banalmente che
® f(p) ¢ uniformemente vicino a 7w(f(a), f(b), f(c)). Ma allora, piuttosto che stima-
re d(®f(x1), ®f(z2)) studiamo d(®f(p), Pf(q)) e sappiamo stimarlo, per quanto detto,
con d(w(f(a), f(b), f(c)),n(f(a), f(b), f(d))). Ancora applicando il Lemma 3.3.3 possia-
mo stimare quest’ultima quantita facendo entrare in gioco i birapporti, in particolare
¢ facilmente stimata da (f(a), f(b), f(c), f(d)). La fine & ora vicina poiché in effetti,
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Capitolo 3. Quasi-isometrie indotte da omeomorfismi dei bordi

essendo f una mappa quasi-Mébius riusciamo a stimare quest’ultimo birapporto con
(a,b,c,d) e riapplicando ancora il Lemma 3.3.3 sappiamo che questo ¢ a sua volta sti-
mato da d(p, q) che pero ¢ legato, per la scelta di p,q proprio a d(z1,z2) che & quanto
speravamo. ]

A questo punto, forti dei Teoremi 3.4.4 e 3.4.5, ricordando le implicazioni inverse
mostrate nelle Proposizioni 3.2.3 e 3.3.8, risulta evidente il seguente corollario conclusivo:

Corollario 3.4.6. Siano X,Y due spazi geodetici, propri, iperbolici e quasi-omogener
e sia f : 0FX — O®Y un’applicazione tra i bordi. Sono equivalenti le sequenti tre
affermazioni:

e La mappa [ & quasi-Mdbius.
e La mappa [ & quasi-conforme.

o FEsiste una quasi-isometria @ : X —Y tale che ps = f.
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