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Convenzioni

Utilizzeremo ’algebra di R, in cui valgono le usuali operazioni tra numeri reali e si
assumono le seguenti convenzioni:

e a+ (4+00) = +0oo per ogni a in R;
e a+ (—00) = —o0 per ogni a in R;

400  sea >0,
e a-(+00)=4¢ —00 sea<0,

0 se a = 0;

—o00  sea >0,

® a-(—00)=4¢+00 sea<0,

0 se a = 0;
o (+00) - (—00) = —00.

Grazie a queste convenzioni, continua a valere la proprieta distributiva.
Dati a,b € R, denotiamo

aVb=max{a;b}, aAb:=min{a;b}.

il






Capitolo 1

Teoria della misura

1.1 Spazi mensurali

Gli spazi mensurali costituiscono I'ambiente pit generale ove sviluppare una teoria
dell’integrazione. Nel seguito introdurremo le prime nozioni.

1.1.1 Definizioni e prime proprieta

Definizione 1.1.1 (Spazio misurabile). Siano X un insieme e M C P(X) una collezione
di sottoinsiemi con le seguenti proprieta:

e ) e M,
e se A e M, allora A° € M;
e se {A, }nen @ una famiglia di elementi in M, allora | J A,, € M.
Si dice allora che M & una o-algebra e che la coppia (X, M) ¢ uno spazio misurabile.

Osservazione 1.1.2. Dalla nota relazione insiemistica
1S9 0 ¢
n=0 n=>0

si deduce che una o-algebra € chiusa anche per intersezione numerabile.

Osservazione 1.1.3. E immediato osservare che M é stabile anche per unioni finite e
quindi anche per intersezioni finite.

Definizione 1.1.4 (Sottospazio misurabile). Siano (X, M) uno spazio misurabile ed
E un elemento di M. Introduciamo la classe

osservando che Mg é una o-algebra in E. Diremo che la coppia (F, M g) ¢ un sottospazio
misurabile di (X, M).

Osservazione 1.1.5. Notiamo che
Mp=MNPE)={ENS:Se M},

quindi in particolare Mg é una o-algebra.
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Definizione 1.1.6 (Funzioni d’insieme). Siano X un insieme e S C P(X) una collezione
non vuota di sottoinsiemi. Sia p : S — [0, +00] una funzione d’insieme. Se per ogni
collezione finita e disgiunta {S;} C S tale che |JS; € S vale che

H (U Si) = ZM(&% (1.1)

diremo che p é una funzione d’insieme finitamente additiva. Se per ogni famiglia
{S;} C S disgiunta e numerabile, tale che [J.S; € S, vale la (1.1]), diremo allora che y ¢
numerabilmente additiva. Infine diremo che p € numerabilmente subadditiva se per ogni
famiglia numerabile {S;} C § disgiunta e per ogni S € S con S C [ JS; abbiamo

u(S) < 3 u(si). (1.2)

Definizione 1.1.7 (Misura). Siano (X, M) uno spazio misurabile e p : M — [0, +o0]
una funzione con le seguenti proprieta:

o pu(0) =0,
e ;1 ¢ numerabilmente additiva.

Diremo che p ¢ una misura sulla o-algebra M e chiameremo la terna (X, M, p) uno
spazio mensurale.

Esempio 1.1.8. Sia X un insieme. Possiamo dotare lo spazio misurabile (X;P(X)) della
misura che conta i punti. Definiamo v : P(X) — [0, +o0] tale che

H(A) = #A.

Un altro esempio di misura lo possiamo ottenere fissando un punto y € X. Definiamo
la misura ¢, : P(X) — [0,400] (¢ di Dirac centrata in y) come

1y (A) = #({y} N A)
per ogni A C X.

Definizione 1.1.9. Sia {A,},en una famiglia di sottoinsiemi di X; si dice che {A, }nen
monotona crescente se A, C A,,; per ogni n € N; si dice che {4, },en € monotona
decrescente se A, 1 C A, per ogni n € N.

Esercizio 1.1.10. Mostrare che possiamo avere una misura g : M — [0, +00] con insiemi
A; € M aventi la proprieta che ;1(A;) ¢ monotona non decrescente, ma

Jlim p(A;) < po (U Aj) :

Esercizio 1.1.11. Mostrare che possiamo avere una misura g : M — [0, +00] con insiemi
A; € M aventi la proprieta che A; ¢ una successione monotona non crescente, ma

Jim p(A;) > (ﬂ Aj) :

Definizione 1.1.12 (o-finitezza). Sia (X, M, u) uno spazio mensurale. Diremo che un
misurabile £ € M ¢ o-finito se esiste un suo ricoprimento {F;} C M al pitt numerabile
e 1 cui elementi F; hanno misura finita. Diremo che lo spazio mensurale (X, M, p) &
o-finito se lo é 'insieme X.



1.1. Spazi mensurali

Proposizione 1.1.13. Sia (X, M, i) uno spazio mensurale. La misura p ha le sequenti
proprieta:

e ¢ finitamente additiva,
e ¢ monotona;,

o se A, B sono elementi di M, B C A e u(A) < +o0, allora
1(AN\ B) = p(A) — u(B);

e ¢ numerabilmente subadditiva.

Dimostrazione. Step 1: Per la finita additivita, basta osservare che se {Ag;...; A4,}
¢ una famiglia finita di insiemi disgiunti in M, per ogni m > n, definiamo A, = 0;
allora {A, },en € una successione in M di insiemi a due a due disgiunti. Ricordando
che p & numerabilmente additiva e che () = 0, vale che

N(O Am) :/~L<U Am) :ZM(Am):Zn:U(Am)'

Step 2: La proprieta di monotonia ¢ un’ovvia conseguenza della finita additivita.
Step 3: Se B C A sono elementi in M, allora vale che

(AN B) + u(B) = p(A);

essendo p(B) < 400 per monotonia, troviamo che

u(A\ B) = u(A) — pu(B).

Step 4: Proviamo la subadditivita numerabile: siano A € M e {A,,}nen € M (non
necessariamente disgiunti) tali che A C | J A,; dobbiamo mostrare che

p(A) <Y u(A,).

neN

Poniamo Ag = Ap; se n > 1, poniamo

A, = A\ A

I<n

Si osserva banalmente che

LJ*An ::LJ14n;
inoltre gli insiemi {A, },en sono a due a due disgiunti. Per monotonia e additivita
numerabile di p vale che

p(A) < p (U An) =y <U fln> = u(A,) <> p(A).

neN neN neN neN
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Teorema 1.1.14 (Continuita della misura). Siano (X, M, 1) uno spazio mensurale e
{A, }ren una successione in M.

e se la successione & crescente, vale che

(A (UA)

neN

o se la successione ¢ decrescente e p(Ay) < +o0, allora

Jm s (ﬂA)

neN

Dimostrazione. Step 1: Supponiamo che {4, },en sia crescente. Se esiste n in N tale
che pu(A,) = +oo, la tesi & banale. Supponiamo, allora, che tutti gli insiemi abbiano
misura finita. Poniamo A_; = (J; per ogni n in N definiamo E, = A, \ A,_;. La
famiglia {E, }en ¢ fatta da elementi a due a due disgiunti e ovviamente vale che

U A= E.

neN neN

Allora vale che

M<LL%>=M<LM%>=EZME»=§)m%%wm%4ﬁ3g&umw

Step 2: Supponiamo che la successione { A, },en sia decrescente e che p(A;) < +o00.
Allora la successione {A; \ A, }nen € crescente; pertanto vale che

u(UAAAJ=35%Mm\M)

neN
Otteniamo che

u(&\fk%)Zgg;MAo—MAﬂ

neN
Essendo p1(A;) < 400, si deduce che

((]<A> = u(A1) — lim p(Ay),

U

da cui segue la tesi.

Esempio 1.1.15. Consideriamo lo spazio mensurale (N;P(N);~), dove v : P(N) —
[0, +00] & la misura che conta i punti. Per ogni n € N consideriamo

An=1{j€eN|j>n}

Abbiamo che la successione {4, },en decresce all’insieme vuoto; tuttavia, vale che

—|—oo:nl_1>ri100fy( )>0=x (UA)

neN

Dunque, per richiedere la continuita della misura su successioni decrescenti ¢ davvero
necessario che almeno un elemento della successione abbia misura finita.
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Proposizione 1.1.16. Siano (X, M) uno spazio misurabile e y : M — [0, 400] una
funzione d’insieme. Allora pu & una misura se e solo se & finitamente additiva, u(0) é
finito e vale la proprieta di continuita per successioni crescenti, cioé se {Ap}nen € una
successione crescente in M, allora

n(Ude) = lim o)

Dimostrazione. Se p € una misura, gode ovviamente delle proprieta richieste (vedi
[1.1.13|e[L.1.14)). Viceversa, supponiamo che y sia finitamente additiva e sia continua
per successioni crescenti. Dalla finita additivita si deduce che

1(0) = p(@U D) = pu(®) + u(®);

essendo () < +oo, si deduce che deve essere 0. Sia { A, },en una famiglia disgiunta di
insiemi in M per ogni n € N poniamo

Ovviamente la famiglia {E, },en € crescente e vale che

U4a.=E.

Per le proprieta di finita additivita e di passaggio al limite per successioni crescenti vale

che
0(Uas) = (UB:) = i ) = Jim 34 =3 i
=0

1.1.2 Completamento

Definizione 1.1.17 (Insieme nullo). Siano (X, M, u) uno spazio mensurale e Z un
qualsiasi sottoinsieme di X. Diremo che Z é un insieme nullo se esiste S € M tale che
u(S) =0e Z C S. Denotiamo con N la collezione degli insiemi nulli.

Definizione 1.1.18. Sia (X, M, u) uno spazio mensurale. Si dice che una proprieta in
X & vera quasi ovunque (o p-quasi ovunque) se I'insieme dei punti in X per cui non vale
¢ un insieme nullo.

Definizione 1.1.19 (Spazio mensurale completo). Sia (X, M, i) uno spazio mensurale.
Diremo che ¢ completo che se ogni insieme nullo appartiene alla o-algebra M.

Definizione 1.1.20 (Completamento di una o-algebra). Sia (X, M, ) uno spazio
misurabile. Definiamo

M={AUZ|Ac M, ZcN}.
Diremo che M ¢ il completamento di M rispetto alla misura .

Osservazione 1.1.21. L’unione numerabile di insiemi nulli é ovviamente un insieme nullo;
allora, ¢ immediato verificare che il completamento M di una o-algebra M rispetto ad
una misura g € una o-algebra.
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Esempio 1.1.22. Se (X, M, p1) ¢ uno spazio mensurale, A C X'e B € M ¢ tale che AAB
¢ un insieme nullo, allora A € M. Infatti, possiamo scrivere

A=(ANB)U(A\ B).
Osserviamo che A\ B ¢ un insieme nullo, perché é contenuto in AAB; inoltre, vale che
ANB =B\ (B\A);
dunque AN B € M perché B \ A & un insieme nullo e B € M (ricordiamo che M &
una o-algebra). Allora A € M, essendo unione di due suoi elementi.

Proposizione 1.1.23. Siano (X, M, 1) uno spazio misurabile; definiamo la funzione
i M — [0, +00] tale che
(AU Z) = u(A),

dove A € M e Z ¢ un insieme nullo. i & ben definita ed ¢ una misura che estende
alla o-algebra M.

Dimostrazione. Siano A, A" € M e Z,Z' insiemi nulli tali che
AuzZ=AUZ.
Allora A\ A" e A"\ A sono insiemi nulli; essendo in M, deduciamo che
p(ANA) = p(A"\ A) = 0;
dunque
i(A) = p(ANA) + (AN A) = p(ANA) = p(ANA') + p(A"\ A) = p(A").
Allora la definizione di 1z & ben posta.

Osservando che 'unione numerabile di insiemi nulli & ancora un insieme nullo, &
banale verificare che 7 ¢ una misura su M che estende pu. O]

1.2 Costruzione di misure

Siano dati un insieme X, § C P(X) e una funzione 7 : P(X) — [0, 4+00]. Vogliamo dare
condizioni su § e n per costruire in maniera canonica una o-algebra M che contiene
S e una misura p su M che estende 1. Questo processo € noto come costruzione di
Carathéodory.

In questa sezione assumiamo che sia dato un insieme X.

1.2.1 Misure esterne

Definizione 1.2.1 (Misura esterna). Sia p : P(X) — [0, 400 una funzione con le
seguenti proprieta:
o u(0) =0;

e ¢ numerabilmente subadditiva, cioé se { E; };en € una qualsiasi collezione numerabile
di insiemi in X e £ C |J E,, allora

p(E) < 37 ().
ieN
Si dice che p € una misura esterna su X.

Osservazione 1.2.2. Ragionando come in [1.1.13] si mostra che una misura esterna &
finitamente subadditiva e che ¢ monotona.
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Costruzione di misure esterne

Definizione 1.2.3. Sia S una qualsiasi collezione di sottoinsiemi di X tale che ) € S.
Sia u : & — [0, +00] una qualsiasi funzione d’insieme tale che () = 0. Dato £ C X
definiamo

p*(E) = inf {Z 1(Ek) ’E C U B {Bitren C 5} ;

assumendo che inf{(}} = +oo0.

Teorema 1.2.4. Nella notazione della definizione la funzione p* ¢ una misura
esterna su X. Diremo che p* € la misura esterna di Carathéodory associata a .

Dimostrazione. Osserviamo che p*()) < p(@) = 0. Proviamo che p* é numerabilmente
subadditiva. Siano E, { E, },en sottoinsiemi di X tali che E C |J E,,; dobbiamo mostrare

che
W(B) < 3710 ().

neN

Se esiste n in N tale che u*(E,) = 400, la conclusione & banale. Allora possiamo
supporre che p*(E,) < 400 per ogni n in N. Sia € > 0 fissato. Per ogni n in N esiste
una collezione numerabile {E,, ; };en C S tale che

ieN
e inoltre -
Z ((Eni) < p(En) + ont1’

1€N

Osserviamo che la famiglia { £, ; },, jen ricopre E. Per definizione di p* vale
* * 8 *
REEDWIERE SUCAREE 0 St P
n,teN neN neN

Si conclude con 'arbitrarieta di e. ]

Misura e o-algebra associate ad una misura esterna

Definizione 1.2.5 (Insieme misurabile). Sia p una misura esterna su X. Diremo che
un insieme A C X & misurabile se gode della proprieta del buon sezionamento, cioé se
per ogni S C X vale che

p(S) = p(S N A) + p(S N A%).

Osservazione 1.2.6. La proprieta del buon sezionamento puo essere equivalentemente
riformulata dicendo che per ogni S C X vale che

u(S) = p(SNA) + p(S N A%,

dal momento che ’altra disuguaglianza é sempre verificata per la subadditivita di u.
Inoltre, se u(E) = 0, allora E & misurabile; se A & misurabile, allora A° & misurabile.

7
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Teorema 1.2.7 (Carathéodory). Sia p : P(X) — [0, +00] una misura esterna su X.
Sia M la famiglia degli insiemi che hanno la proprieta del buon sezionamento; M é
una o-algebra e py,, € una misura o-additiva.

Dimostrazione. Abbiamo gia osservato che () € M e che M ¢ stabile per complementa-
zione (vedi[1.2.6). Dobbiamo provare che M ¢ chiusa per unioni numerabili.

Step 1: Verifichiamo che M é chiusa per unioni finite. Siano A, B € M e S C X,
dobbiamo mostrare che

p(S) = p(SN (AU B)) + p(SN (AU B)).
Siccome A gode della proprieta del buon sezionamento, vale che
1(S) = p(SNA) 4+ p(SNA%;
sezionando S N A¢ con B, troviamo che

(SN A% = pu((SNA°)N B) + u((S N A°) N B)
= p((SNA)NB) + p(SN (AU B));

allora deduciamo che

()

p(SNA)+ u(SnA9)
w(SNA) +u((SNAYNB)+ u(SN (AU B)Y)
> u(SN(AUB)) +p(SN(AUB)Y),

perche p ¢ subadditiva e (SNA)U(SN(BNA®)) = SN(AUB). Ragionando in maniera
induttiva, si trova che M ¢é chiusa per unioni finite.

Step 2: Mostriamo che M ¢ chiusa per unioni numerabili. Siano {A,},en una
famiglia disgiunta in M e S C X un sottoinsieme qualsiasi. Per ogni n in N vale che

M(S)Zﬂ(SﬂUAi) +u<S\UAi>.

n+1
Se sostituiamo S con SN U A;, troviamo che
i=0

n+1 n
m (Sﬂ UA1»> = (SﬂUAi) + (SN Apiy).
1=0

=0

Ragionando in maniera induttiva, si deduce che

i (SHUAZ) = Z,u(SﬂAi).
i=0 i=0
Allora, per ogni n in N vale che
1 (SﬂUAi) > 4 (SHUA,-) = u(SNA).
i=0 i=0 i=0

8
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Passando al sup in n, si deduce che

1t (SHGAz) > iN(SQAi>'

i—0

Del resto, la disuguaglianza opposta segue dalla subadditivita numerabile di u; pertanto,

otteniamo che
[ (SHU/L) = u(A;nS).
i=0 i=0

Sappiamo che per ogni n in N vale che

iu(SmAi)Jru(S\GAi) :M<Sm0Ai> +M<S\GA1>

SM(SﬂoAi> +M(S\0Ai>
= u(S); ! :

passando all’estremo superiore in n e utilizzando la formula appena provata, si ottiene

che

oo (o.9]

u(S) > (SHU/L) +p (S\UAZ-) .

i=0 i=0
Abbiamo gia discusso il fatto che 'altra disuguaglianza é sempre verificata per la
numerabile subadditivita di u. Dunque M & chiusa per unioni disgiunte numerabili.
Osservando che ogni unione numerabile puo essere scritta come unione disgiunta (infatti
M & chiusa per complementare), si conclude che M ¢é chiusa per unioni numerabili,
quindi ¢ una o-algebra

In conclusione, ricordiamo che abbiamo provato che per ogni S C X per ogni famiglia

disgiunta {A, },en in M vale che

" (SHGAZ) = u(SNA);

ieN
scegliendo S = X si prova che p ¢ numerabilmente additiva in M. O
Osservazione 1.2.8. Data una misura esterna p su X, sia M la o-algebra degli insiemi

misurabili. (X;M;py,,) ¢ uno spazio mensurale completo. Infatti, essendo p monotona,
tutti gli insiemi nulli hanno misura esterna nulla e quindi sono misurabili.

1.2.2 Teorema di estensione di Carathéodory-Hahn
Definizioni

Definizione 1.2.9 (Algebra). Sia S C P(X); si dice che S ¢ un’algebra se ¢ non vuota
ed é chiusa per le operazioni di unione finita e complementazione.

Osservazione 1.2.10. Dalla definizione segue che ogni algebra ¢ chiusa per in-
tersezione finita (infatti AN B = (A° U B¢)) e per differenza insiemistica (infatti
A\ B = AN B°). In particolare, ogni algebra contiene l'insieme vuoto (infatti ) = A\ A)
e anche tutto lo spazio X (X = ().
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Definizione 1.2.11 (Anello). Sia R C P(X); si dice che R ¢ un anello se ¢ non vuoto
ed & chiuso per le operazioni di unione finita e di differenza insiemistica.

Osservazione 1.2.12. Dalla definizione [1.2.11] segue che ogni anello contiene I'insieme
vuoto (infatti ) = A\ A) é chiuso per intersezione finita (infatti AN B = A\ (A\ B));
inoltre ogni anello che contiene tutto lo spazio X & un’algebra (infatti & chiuso per
complementazione).

Definizione 1.2.13 (Semi-anello). Sia & C P(X); si dice che S ¢ un semi-anello se &
non vuoto, é chiuso per 'operazione di intersezione finita e se A, B sono elementi di S,
allora B\ A si scrive come unione finita e disgiunta di elementi di S.

Osservazione 1.2.14. Ricordando che ) = A\ A, é ovvio che ogni semi-anello (vedi
1.2.13]) contiene I'insieme vuoto.

Esempio 1.2.15. e La famiglia
S ={[a,b) | a,b € R, a < b} U{0}
é un semi-anello.

e La famiglia
S = {I | I & un intervallo limitato di R}

¢ un semi-anello.
e Si verifica facilmente che se Sy, . . ., S, sono semi-anelli in P(X,), ..., P(X,), allora
Sy x-o xSy ={Lx---x1I,]| I €S}
¢ un semi-anello in P(X; x -+ x X,).

Proposizione 1.2.16. Siano S un semi-anello e R la famiglia delle unioni finite e
disgiunte di elementi di S. Allora R & un anello.

Dimostrazione. La verifica & immediata. O

Definizione 1.2.17 (Premisura). Siano S un semi-anello e p : § — [0, +00] una
funzione d’insieme con le seguenti proprieta:

o () = 0;
e 4 ¢ finitamente additiva, cioé se {A;;...;A,} € S & una famiglia disgiunta tale
che .
A=J4€es,
i=1

allora vale che

plA) = > (A0

e 1 & numerabilmente subadditiva, cioé se { A, }nen € una qualsiasi famiglia contenuta
in S tale che
A:LJAne&
neN
allora vale che
p(A) <Y u(A,).

neN
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1.2. Costruzione di misure

Si dice che p € una premisura.

Osservazione 1.2.18. Siano S un semi-anello e p : S — [0, +00] una premisura; allora
¢ monotona, cioé se A, B € S sono tali che A C B, allora u(A) < u(B). Infatti, essendo

S un semi-anello, esiste una famiglia finita e disgiunta di insiemi {Ey;...; E,} C S tali
che
B\A=|]JE:
i=1

Per la finita additivita di u, abbiamo che
w(B) = u(A) + > u(E);
i=1

allora u(A) < u(B). Inoltre, essendo pu(@) = 0, & ovvio che p ¢ anche finitamente
subadditiva.

Proposizione 1.2.19. Siano S un semi-anello e pp : & — [0,400] una funzione
numerabilmente additiva e tale che u(0)) = 0. Allora p é una premisura.

Dimostrazione. Essendo p()) = 0 e 4 numerabilmente additiva, segue subito additivita
finita. Se A,B € S e A C B, essendo S un semi-anello, B\ A & un’unione finita e
disgiunta di elementi di S. Utilizzando la finita additivita, si trova che u(A) < p(B).
Dobbiamo mostrare la numerabile subadditivita, ovvero se {A,} ey € S & una famiglia
qualsiasi di insiemi tale che

A=[]JA, €8s

neN

allora vale che

p(A) < p(An).

neN

Sia R l'anello delle unioni finite di elementi di S. Poniamo Ey := Ag e per n > 2
definiamo

n—1
B, = A\ 4
§=0
Essendo & un semi-anello, si vede subito che F; € R. D’altra parte possiamo scrivere
By = (As\ Ar) \ Ao
dove Ay \ A} € R, per cui anche E; € R. Iterando induttivamente tale ragionamento
si conclude che {E, },en @ una successione in R; inoltre E, N E,, = ) se n # m e

ovviamente vale che
A=JE.

neN

Per ogni n € N, esistono degli insiemi B, ..., By € S tali che

kn
E,=|]JB"
=1

11
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Osserviamo che la famiglia { B} },enic(1;....k,} € formata da insiemi a due a due disgiunti
e la sua unione costituisce 'insieme A. Utilizzando la numerabile additivita e la
monotonia di u, si trova che

p(A) = 3" (B < 3 A,

neN =1 neN

Esistenza dell’estensione

Teorema 1.2.20 (Estensione di Carathéodory-Hahn). Siano & C P(X) un semi-
anello, R Uanello delle unioni finite e disgiunte di S (vedi , S — [0, +00] una
premisura, p* = P(X) — [0, 400] la misura esterna associata a pu definita in[1.2.5, Allora
w* € una premisura anche su R, estende 1 e R é contenuto nella classe M degli insiemz
misurabili secondo p*. Inoltre, la classe M é una o-algebra e pjy, : M — [0, +o0] &
una misura. Diremo che p* é l’estensione di Carathéodory-Hahn associata a .

Dimostrazione. Step 1: Sia E € S. Dalla definizione di p* (vedi [1.2.3)), vale che
p*(E) < u(E). Del resto, preso un qualsiasi ricoprimento numerabile {E; | j € N} C S
di E, osserviamo che anche {E; N E'} ey € un ricoprimento numerabile di £ formato da
elementi di S. Per la subadditivita numerabile e per la monotonia di ;1 vale che

u(E) < ZM(E NE;) < ZM(EJ');

dalla definizione di p* si deduce immediatamente che p(E) < p*(E). Concludiamo che

u(E) = p(E).
Step 2: Mostriamo che p* é finitamente additiva su R. Siano Fi,...,E, € §
insiemi a due a due disgiunti. La disuguaglianza

BB U UE) <70 (E)
j=1

segue dalla finita subadditivita di p*. Mostriamo che vale anche la disuguaglianza
opposta. Sia {F; | | € N} un ricoprimento di [J;_, E;. Essendo S un semi-anello, si
ha che {E£; N F; | [ € N} & un ricoprimento di E; formato da elementi di S per ogni
j € {1;...;n}. Essendo p una premisura su S coincidente con p* (per monotonia e
finita additivita di u), per ogni [ € N vale che

DB NE) =3 (BN F) = p (U E; ﬂFz) < u(Fy).

J=1

Otteniamo che

n

D o(E) <Y Y w(ENE)

j=1 j=1 leN

=Y ) w(ENFE)

leN j=1

<Y (k).

leN

12



1.2. Costruzione di misure

Dalla definizione di p* (vedi , si deduce che vale la disuguaglianza cercata. Da
questo segue immediatamente che p* € finitamente additiva su R.

Step 3: Per il teorema m, (4 € una misura esterna, quindi é subadditiva su P(X).
Allora concludiamo che p* & una premisura anche su R.

Step 4: Proviamo che gli elementi di R soddisfano la proprieta del buon se-

zionamento. Siano A € R e E un sottoinsieme qualsiasi di X; dobbiamo provare
che

W (ANE) +p (AN E) < p*(E).
Supponiamo che p*(E) < o0, altrimenti la conclusione ¢ ovvia. Sia {E;}jen C S

un ricoprimento di E. Per le proprieta di R (vedi [1.2.16]), vale che E; N A € R e
E; N A € R. Per subadditivita, si ha che

p(ENA) <> i (E;NA),

jEN

pH(ENAY) <3 (BN A°),
JjeN

Per la finita additivita sugli elementi di R, vale che

PANE) +p (A°NE) <) i (BjnA) + p* (BN AY) =) i (Ey) =) u(E))

JEN JEN JEN

Dalla definizione di p*, si deduce che
pHENA) +p (ENAY) < 7 (E).
O

Osservazione 1.2.21. 1 teoremi di Carathéodory e di estensione di Carathéodory-Hahn
(vedi |1.2.7) e [1.2.20)) affermano che esiste una corrispondenza biunivoca tra misure
numerabilmente additive e misure esterne. Data una misura esterna p : P(X) — [0, +o0]
possiamo considerare la classe M degli insiemi che godono della proprieta del buon
sezionamento (vedi[L.2.5)); per il teorema[1.2.7, M & una o-algebra e ppg : M — [0, +00]
¢ una misura o-additiva; viceversa, se p1 : A — [0, +00] ¢ una misura o-additiva definita
su una o-algebra A, la misura esterna p* : P(X) — [0, +o0] associata a p (vedi
estende p per il teorema [1.2.20] In questo senso, si puod equivalentemente parlare di
misure definite su o-algebre e di misure esterne definite sull’insieme delle parti.

Esempio 1.2.22. Sia F' : R — R una funzione continua a destra e monotona non
decrescente. Sia
S ={(a,b] | —o0o<a<b< oo}

Per ogni (a,b] € S, poniamo
u((@,b) = F(5) — F(a).

Si verifica immediatamente che § é un semi-anello. Utilizzando le proprieta di monotonia
e continuita a destra di F', si puo verificare facilmente che p ¢ una premisura su S. Per
il teorema di estensione di Carathéodory-Hahn (vedi[1.2.20), p* : P(R) — [0, +00] &
una misura esterna che coincide con p su S, chiamata misura di Lebesgue-Stieltjes.
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Capitolo 1. Teoria della misura

Unicita dell’estensione di Carathéodory-Hahn

Definizione 1.2.23 (S, e Sj). Sia § € P(X); poniamo S, l'insieme delle unioni
numerabili di elementi di S; poniamo Ss 'insieme delle intersezioni numerabili di
elementi di S.

Esempio 1.2.24. Se X =R e § ¢ la collezione degli intervalli aperti (limitati e illimitati)
in R, allora S, coincide con la collezione di tutti gli aperti di R (& facile provare che
ogni aperto in R si scrive come unione numerabile e disgiunta di intervalli aperti) e S,4
é la collezione delle intersezioni numerabili di aperti di R.

Lemma 1.2.25. Siano S C P(X) una famiglia qualsiasi di insiemi, u: S — [0, +00]
una qualsiasi funzione d’insieme tale che p(0) = 0 e p* : P(X) — [0, 4+00] la misura
esterna associata a p (vedi ; per ogni insieme E C X tale che pu*(E) < +oo

o esiste A € Sys tale che E C A e p*(F) = u*(A),
o esiste F' € S, tale che E C A C F tale che u*(F) < +oo.

Dimostrazione. Per il primo enunciato, dalla definizione di u* si deduce che per ogni
e > 0 esiste {F} . }jen € S tale che, detto

Fa = UF}’E’
jJEN
vale E C F, e
pi(F:) < ZU*(FJ}E) < pi(E) +e.
jEN

Ovviamente F, € S,. Se poniamo

A= () Fa-n,

neN

otteniamo che A € S,5, E C A e inoltre
pi(A) < p(Fon) < p(E) +27"

per ogni n € N; pertanto, segue che p*(A) < p*(F). L’altra disuguaglianza segue dal
contenimento.
Per quanto riguarda il secondo enunciato, é sufficiente considerare F' := Fj. O

Definizione 1.2.26. Siano S C P(X) una collezione di sottoinsiemi e p : S — [0, +o0]
una funzione qualsiasi. Si dice che p ¢ o-finita se esiste un ricoprimento numerabile
{X) }ren di X tale che (X)) < 400 per ogni k € N.

Teorema 1.2.27 (Unicita dell’estensione di Carathéodory-Hahn). Siano S C P(X) un
semi-anello, p: S — [0,4+00] una premisura o-finita e p* ’estensione di Carathéodory-
Hahn costruita nel teorema[1.2.20. Detta M la classe degli insiemi misurabili secondo

*

p*, sev: M —[0,+00] & una misura che estende u a M, allora v coincide con p* su

M.
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Dimostrazione. Step 1: Per l'ipotesi di o-finitezza, se mostriamo che v e p* coincidono
sugli insiemi F € M tali che p*(E) < 400, allora coincidono ovunque in M.

Step 2: Sia E € M tale che p*(E) < +o0; per il lemma [1.2.25] esiste un insieme
A€ Systaleche B C Ae p*(E) = u*(A); per 'ipotesi di finitezza, vale che p*(A\ E) = 0.
Dalla definizione di p* si deduce che, dato € > 0, esiste una famiglia {F}};eny C S tale

che
ANEC|UR, SuE) <e

jeN jEN

Poiché v(S) = pu*(S) = u(S) per ogni S € S, otteniamo che
WA\E) < Y u(F) = Y (F) < =

jEN jeN
essendo ¢ arbitrario, si ha che v(A \ E) = 0; dall’additivita finita di v, si deduce che
v(A) = v(F). Pertanto, ¢ sufficiente provare che v(S) = u*(S5) per ogni S € S, tale
che p*(9) < +oo.

Step 3: Mostriamo che v e p* coincidono in S, (non é necessario limitarsi agli

insiemi S € S, tali che p*(S) < +00). Detto R 'anello delle unioni finite e disgiunte
di elementi di &, € ovvio che p* e v coincidono in R. Sia F' € S,: esiste una famiglia

{F;}jen C S tale che
F=|]JF.

jEN
Poniamo Sy := Fj; per ogni 7 > 1 poniamo

j—1
Sy =F\|J B
1=0

osserviamo che
F={]s
jEN
e I'unione & disgiunta. Inoltre, essendo R un anello, vale che {S;};eny € R. Essendo p*
e v numerabilmente additive sugli elementi di M e coincidenti in R, si ha che

WE) =) i (S8;) =Y w(S)) = v(F).
jEN jEN
Step 4: Mostriamo, infine, che v e p* coincidono sugli elementi A € S,45 tali che
p*(A) < 4o0. Sia A € S,5 tale che p*(A) < +o00; per definizione, esiste una famiglia
{G;}jen C S, tale che
A=(G;.

jEN
Per il lemma |1.2.25] esiste un insieme F' € S, tale che A C F' e u*(F) < +o00. Per ogni
J € N poniamo

j
Tj =FnN ﬂ G.
1=0
Essendo S un semi-anello, la famiglia {7} };en & contenuta in S, e decresce ad A. Per
la continuita della misure p* e v (infatti v(7y) = p*(7h) < +00), si ha che

pi(A) = lim p*(T;) = lim v(T;) = v(A).
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1.3 La misura di Lebesgue in R"

Definizione 1.3.1. Sia X = R"; introduciamo 'insieme dei rettangoli limitati
S={L x--x1I,| I, CR & un intervallo limitato}.
Definiamo
v1(0) = 0;
per ogni intervallo non vuoto limitato / C R (non importa se aperto o chiuso) definiamo
v1(I) :==supl —inf I.
Dato Iy x --- x I, € S, definiamo

n

Up([y X oo X 1) = Hvl(]i).

i=1
Osservazione 1.3.2. Osserviamo che () € S e v, () = 0; allora v, : S — [0, +00) & una
funzione d’insieme che rispetta le ipotesi del teorema di Carathéodory (vedi [1.2.7]).

Definizione 1.3.3. Denotiamo con m,, = v} : P(R™) — [0, 400 la misura esterna
associata a v,.

Osservazione 1.3.4. Per il teorema di Carathéodory (vedi e[1.2.4), la collezione
degli insiemi che godono della proprieta del buon sezionamento é una o-algebra che
denotiamo con M(R"™) (detta o-algebra degli insiemi misurabili secondo Lebesgue),
S € M(R™) e my, : M(R™) — [0,400] ¢ una misura (detta misura di Lebesgue n-
dimensionale). Inoltre, ¢ facile mostrare che S ¢ un semi-anello e v,, ¢ una premisura su
S; allora, per il teorema di estensione di Carathéodory-Hahn (vedi , la restrizione
di m, a M(R™) ¢ una misura che estende la funzione d’insieme wv,,.

Proposizione 1.3.5. Siano A C R™ un sottoinsieme qualsiasi, v € R™ e Ay ..., \, € R.
Poniamo A : R™ — R" tale che

Axy; .o sxn) = (Mxg; o Aay).

Allora vale che

M (A + ) = mn(A), mp(AA) = (H |)\Z~|> my(A).
i=1n
Dimostrazione. Dalla definizione di v,, (vedi segue immediatamente che le due
relazioni sono verificate se A é un rettangolo limitato.
Siano A C R” un insieme qualsiasi e x € R™. Osserviamo che {Rj}ren € una
successione di rettangoli limitati che copre A se e solo se { Ry + x}ren € una successione
di rettangoli limitati che copre A 4+ x. Per definizione, vale che

ma(A) = inf {Z vn(Ry,)

keN

= inf {Z Un(RE, + )

keN
=m,(A+x).

{Rp}ken €S, AC U Rk}

keN

{Rr+2tren €S, A+2 C URk}

keN

La seconda relazione puo essere estesa a tutti i sottoinsiemi di R™ in maniera totalmente
analoga. O]
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Osservazione 1.3.6. Dalla definizione di misura di Lebesgue n-dimensionale (vedi |1.3.3))
si deduce facilmente che se A C R™ ¢ un insieme qualsiasi limitato, allora m,(A) < +oo.

Teorema 1.3.7 (Vitali, 1905). Sia E € M(R™) tale che m,(E) > 0. Esiste V C E
tale che V¢ M(R™).

Dimostrazione. Possiamo scrivere che
E=|JEnB(0:j).
jEN
Per subadditivita numerabile vale che
0 <mu(E) <Y ma(ENB(0;));
jJEN
dunque esiste jo € N tale che m,(E N B(0;jo)) > 0. Osserviamo che ogni palla aperta
appartiene alla o-algebra M(R"): infatti ogni aperto si pud scrivere come unione
numerabile di rettangoli (notiamo che i rettangoli formano una base per la topologia
euclidea in R™), che sono elementi di M(R™). Dunque E N B(0; jo) € M(R"). In altri

termini, possiamo assumere che F sia limitato.
Introduciamo in E la seguente relazione di equivalenza:

r~ysx—yeQr.

L’insieme quoziente F,. formato dalle classi di equivalenza costituisce una partizione
di E. Per I'assioma di scelta esiste una funzione j : £, — E tale che j(C) € C per
ogni C' € E/.. Definiamo V = J(E,.) l'insieme di Vitali (¢ costruito scegliendo un
elemento da ogni classe di equivalenza). Vogliamo mostrare che V non appartiene a
M(R™). Numeriamo U'insieme Q™ = {¢gx | ¥ € N} e poniamo Vi := V + ¢;. Gli insiemi
{Vi}wen sono a due a due disgiunti per costruzione. Se x € E, esiste C € E,.. tale che
x € C; allora esiste ¢ € Q" tale che z — j(C) = ¢, € Q"N (E — E). Essendo F limitato
in norma da M, vale che |gx| < 2M. Dunque, otteniamo che

Ec |J V+a CE+B@0;2M).

lgr|<2M

Deduciamo che

0<mu(E)<mn | |J V4a| <ma(E+B(0;2M)) < +oo,

lgr|<2M

perché ogni insieme limitato in M(IR"™) ha misura finita. Dalla proposizione segue
che m, (V) = m, (Vy); inoltre, si deduce facilmente che, se V & misurabile, allora Vj &
misurabile e per ogni k£ € N. In tal caso, si ottiene che

m| U vial= 2 mVia= Y mo).

lgr|<2M lg|<2M lgr|<2M

Allora otteniamo che
0< Z my(V) < +o0.

lgr|<2M

Tuttavia, se m, (V) = 0, allora la somma ¢ nulla; se m,, (V) > 0, allora la somma & +o0.
In ogni caso, si ottiene un assurdo. O]
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Osservazione 1.3.8. La costruzione dell’insieme di Vitali ha grande importanza dal
punto di vista storico; infatti si fonda sull’assioma di scelta e risale agli anni in cui
si discuteva sull’accettabilita di tale assioma. Attualmente, la comunita matematica
accetta quasi all’'unanimita 1’assioma di scelta, dunque non facciamo fatica ad accettare
la dimostrazione del teorema [8.1.4} tuttavia, al tempo della sua formulazione, questo
risultato desto grande stupore.
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Capitolo 2

Teoria dell’integrazione astratta

2.1 Funzioni misurabili

2.1.1 Definizioni e prime proprieta

Definizione 2.1.1 (Funzione misurabile). Siano (X, M), (Y, M’) spazi misurabili e
f : X — Y una funzione; si dice che f & misurabile se per ogni A € M’ vale che
Y A)eM. Se EC Me f:E —Y,sidice che ¢ una funzione misurabile se lo &

rispetto alla o-algebra Mg.

Osservazione 2.1.2. Dalla definizione 2.1.1| segue immediatamente che la composizione
di funzioni misurabili ¢ ancora una funzione misurabile.

Osservazione 2.1.3. Siano (X, M, p) uno spazio mensurale completo, E' € M, E un
sottoinsieme di X, Z € M un insieme nullo tali che £’ = E'\ Z, (Y, M’) uno spazio
misurabile e f : E/ — Y una funzione misurabile. Possiamo scrivere £ = E' U (Z N E);
essendo Z un insieme nullo, anche Z N F ¢ un insieme nullo: dalla completezza dello
spazio, deduciamo che E appartiene ad M. Sia f : ' — Y una qualsiasi estensione di
f; allora f ¢ misurabile. Infatti, per ogni A € M’ vale che

FHA) = U (FranEn ).,

Essendo lo spazio completo, deduciamo che f~1(A) € M. Allora, se (X, M, 1) & uno
spazio mensurale completo, ha senso parlare di funzioni definite quasi ovunque.

Definizione 2.1.4 (o-algebra generata). Siano X un insieme e S una qualsiasi collezione
di sottoinsiemi di X poniamo

o(S) = ﬂ{F | F' ¢ una o-algebra, S C F'}.

Si dice che o(8S) ¢ la o-algebra generata da S.

Osservazione 2.1.5. Nel contesto della definizione [2.1.4] V'intersezione che definisce
o(8) ¢ non vuota, perché P(X) é una o-algebra che contiene S; essendo 'intersezione
arbitraria di o-algebre una o-algebra (come si verifica immediatamente), o(S) ¢ la piu
piccola o-algebra (rispetto all’inclusione) che contiene S.

Esempio 2.1.6. Siano X un insieme e A C X un sottoinsieme qualsiasi. La o-algebra
generata da {A} ¢é tale che

o({A}) ={0, A, A° X},

19



Capitolo 2. Teoria dell’integrazione astratta

Definizione 2.1.7 (Boreliani). Sia (X;7) uno spazio topologico; denotiamo con
B(X) = o(T) la o-algebra generata dalla topologia. B(X) ¢ detta o-algebra dei
boreliani di X.

Definizione 2.1.8. Siano (X, M) uno spazio misurabile, (Y;7") uno spazio topologico
¢ f: X — Y una funzione; diremo che f ¢ misurabile (vedi[2.1.1)) se lo ¢ rispetto alla
o-algebra dei boreliani in Y.

Osservazione 2.1.9. Nel contesto della definizione 2.1.8, f : X — Y ¢ misurabile se e
solo se per ogni aperto A C Y vale che f~!(A4) € M. Infatti, definendo

M = {AeBX) | [ (4) € M},
¢ immediato notare che M’ & una o-algebra che contiene gli aperti per ipotesi. Per la

minimalita di B(X), deduciamo che M’ contiene i boreliani.

Osservazione 2.1.10. Siano (X;7), (Y;T’) spazi topologici e f : X — Y una funzione
continua. Se dotiamo X e Y delle o-algebre dei boreliani generate dalle rispettive
topologie, ¢ immediato notare che f ¢ una funzione misurabile nel senso della definizione
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Osservazione 2.1.11. Siano (X, M) uno spazio misurabile, (Y;7) uno spazio topologico
e f: X — Y una funzione misurabile. Se (Z;7T") é uno spazio topologicoe g : Y — Z &
boreliana, allora go f : X — Z ¢é misurabile.

Funzioni misurabili a valori reali

Definizione 2.1.12. Siano (X, M) uno spazio misurabile e f : X — R. Si dice che f ¢
misurabile se, detto

T = T(R)U{[~o0,a) | a € R}U{(a,+o0] | a € R},
per ogni A € o(T) vale che f~'(A) € M.

Osservazione 2.1.13. Si verifica facilmente che la collezione T ¢ una topologia su R;
dunque, la definizione 2.1.12] rientra nella definizione 2.1.8] Per quanto provato in [2.1.9]
f & misurabile se e solo se per ogni A € T vale che f~}(A4) € M.

Definizione 2.1.14 (Funzione boreliana). Siano (X;7) uno spazio topologico e f :
X — R; si dice boreliana se ¢ misurabile rispetto alla o-algebra dei boreliani.

Proposizione 2.1.15. Siano (X, M) uno spazio misurabile e f : X — R una funzione.
Sono fatti equivalenti:

1. f é misurabile;
2. [—00,a)) € M per ogni a in R;
[—00,a]) € M per ogni a in R;

X )
A )

4. Y ((a,+o0]) € M per ogni a in R;
A )

v

[a, +00]) € M per ogni a in R.
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2.1. Funzioni misurabili

Dimostrazione. Ovviamente la misurabilita implica tutte le altre condizioni. Per
mostrare che la prima implica la seconda, € sufficiente osservare che

fH([=o0sal) = () f 7 ([=00,a+27").

neN

Analogamente, si mostra che la quarta condizione implica la quinta. Per passaggio al
complementare, si verifica banalmente che la terza condizione implica la quarta e che
la quinta condizione implica la seconda. Rimane da provare che la seconda condizione
implica la prima. Se vale la seconda condizione, allora valgono la terza, la quarta e la
quinta; in particolare per ogni intervallo I in R si deduce che f~!(I) € M. Essendo
ogni aperto A in R unione numerabile di intervalli, si conclude che f~1(A) € M. Infine,
& ovvio che f7!([—00,a) € M e f7!((a,+0]) € M. O

2.1.2 Funzioni semplici

Definizione 2.1.16 (Funzione semplice). Siano (X, M) uno spazio misurabile e f :
X — R una funzione misurabile. Si dice che f & una funzione semplice se assume un
numero finito di valori; in tal caso, esistono finiti insiemi misurabili disgiunti e finiti

coefficienti in R tali che .

fo) = ailae).

=1

Osservazione 2.1.17. Dalla definizione [2.1.16, & ovvio che se f,¢ : X — R sono funzioni

semplici tali che

o {Hooh) g™ ({—o0}) = [ ({—0o}) Ny ({+00}) =0

e a, 3 € R, allora af + 3¢ & puntualmente ben definita (nell’algebra di R) ed & una
funzione semplice.

Teorema 2.1.18. Siano (X, M) uno spazio misurabile, E € M e f: E — [0, +o0]
una funzione misurabile. Poniamo

Ay ={r e B f(z) > 1}

per ogni k > 1 defintamo ricorsivamente

Ay = {xEE’f(x)Z%—i— %]lAj(x)}.

Gli insiemi { Ag }r>1 sono misurabili e per ogni x in E vale che
+00 1
F) =3 110,
k=1

Dimostrazione. Ragionando in maniera ricorsiva, ¢ ovvio che gli insiemi { A }x>1 sono
misurabili.
Siano z in E e n > 1; proviamo che

TOED S INE]
k=1
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Capitolo 2. Teoria dell’integrazione astratta

Se x ¢ U;_, Ak, la disuguaglianza ¢ ovvia. Supponiamo che = € (J;_, Ay; sia n(x)
in {1;...;n} tale che v € A,y e x ¢ Ap se k € {n(x) +1;...;n}. Poiché x € Ay,
deduciamo che
n(z)-1 n(z) 1 (@)
= — x
/{:

k=1 k=1 k=1

?vl»—

1
f(x) (—+

dove 'ultima uguaglianza segue dalla definizione di n(x).
Passando all’estremo superiore in n, concludiamo che

TOED I INE]

Dobbiamo provare che
1
F) <3 1),

Se f(z) = 400, allora z € Ay per ogni k > 1; dunque
1
f(x) =400 = Z T
k>1

Supponiamo che f(z) < +o0; allora per ogni n > 1 vale che = ¢ (), A (per quanto
mostrato in precedenza). Si deduce che esiste una sottosuccessione {ky, }nen strettamente
crescente tale che x ¢ Ay, per ogni n € N. Per definizione, vale che

Dal passo precedente, deduciamo che

kn—1

0< f@)— Y 14, (0) < kin

Jj=1

Prendendo il limite per n che tende a +o00, si ottiene che

2.1.3 Operazioni tra funzioni misurabili

Proposizione 2.1.19. Siano (X; M) uno spazio misurabile, E € M e f, : E — R
funziont misurabili per ogni k € N. Per ogni n in N wvale che

max min
1<k<nfk 1<k<n fk

sono funzioni misurabili. Inoltre

sup frs mf frs hm mf fr, limsup fx

k—+o00

sono funzioni misurabili.
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2.1. Funzioni misurabili

Dimostrazione. Poniamo

® = max f;
1<k<n

osserviamo che per ogni ¢ in R vale che
{reR| o) <ty =z eE| filx) <t},
k=1
che ¢ un elemento di M perché intersezione di elementi di M; allora & ¢ misurabile
per quanto provato in[2.1.15 Analogamente, si prova che il minimo di un numero finito
di funzioni misurabili & misurabile.
Poniamo

G = sup fx.

keN
Per ogni ¢t in R vale che

{reE|Ga) <ty =z eE| filz) <t}

keN

che é in M perché intersezione numerabile di insiemi in M analogamente si prova che

inf
kEN T

é una funzione misurabile. Infine, ricordiamo che

limsup f}, = ]ifellfw (SUP fk) ; llgligof Jr =sup (;Eﬁ, fk) ;

k—+o0 n>k keN

dunque, sono funzioni misurabili. O

Definizione 2.1.20. Dato uno spazio misurabile (X, M) e una funzione misurabile
f X — R, poniamo

fT=max{0; f}, f7 = max{0; —f}.
Osservazione 2.1.21. Se (X, M) & uno spazio misurabile e f : X — R ¢ una funzione
misurabile, f* ed f~ sono funzioni misurabili (vedi[2.1.19)); inoltre f(z) = f(x)— f~ ()

per ogni = in X e la differenza ¢ sempre ben definita (nell’algebra di R). Vale anche che
|f(z)] = fT(x) + f~(x) per ogni z in X.

Proposizione 2.1.22. Se (X, M) ¢& uno spazio misurabile, f : X — R & una funzione
misurabile e X\ € R, allora X - f & ben definita ed ¢ misurabile.

Dimostrazione. La buona definizione segue dal fatto che operiamo con I’algebra di R.

Scriviamo la decomposizione di f = f* — f7 (vedi [2.1.20)). Per il teorema di
approssimazione con funzioni semplici (vedi , esistono successioni di funzioni
semplici {¢k fren € {Uk tren a valori in [0, +00) tali che

Jim (@) = f7(z), lim dy(z) = £~ ().

Allora {\ - ¢k }ren € una successione di funzioni semplici che converge puntualmente
a A\fT; analogamente {\ - ¢; }ren € una successione di funzioni semplici che converge
puntualmente a A - f~. A meno di moltiplicare per l{s>0; e per L{s<p, possiamo
supporre che gg(x) = 0 nell'insieme {f < 0} e ¥x(z) = 0 nell’insieme {f > 0}. Allora,
la successione {Apr — Ay }ren € ben definita ed é formata da funzioni semplici che
convergono a AfT — Af~; dunque, A\fT — Af~ & una funzione misurabile e, per la
proprieta distributiva, coincide con A(f* — f7), cioé con Af. ]
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Capitolo 2. Teoria dell’integrazione astratta

Proposizione 2.1.23. Siano (X, M) uno spazio misurabile, f g : X — R funzioni
misurabili tali che f~'(+o00) N g~ (—o0) = f~1(—00) N g~ (+00) = 0. Allora la somma
f+ g & ben definita ed é misurabile.

Dimostrazione. Per le ipotesi su f,g la somma f + g ¢ puntualmente ben definita
nell’algebra di R.

Siano {¢x tren, {W¥ }ren successioni di funzioni semplici che convergono rispettiva-
mente a T e g*; siano {ay fren € { Bk fren successioni di funzioni semplici che convergono
rispettivamente a f~ e g7. Allora {(ypx + ¥r) — (& + Bi) fren € una successione di
funzioni semplici che converge puntualmente a (f* + ¢7) — (f~ + g7 ); questo basta a
provare che f + g € misurabile. n

2.2 Integrazione di funzioni misurabili

In questa sezione, supporremo che siano assegnati uno spazio mensurale (X, M, i) e un
sottoinsieme E € M.

2.2.1 Integrale di funzioni non negative

Definizione 2.2.1 (Integrale di funzioni semplici). Sia f : E — [0, +00) una funzione

semplice. Supponiamo che

flo)=> el (@),

=1

dove {E1;...; E,} & una partizione misurabile di E e i coefficienti {e1;...;e,} sono in
[0, +00). Definiamo la somma di f su E come

8p(f) = Z eift(Es).

Osservazione 2.2.2. La definizione [2.2.1] & ben posta, cio¢ non dipende dalla rappresen-
tazione scelta per f. Supponiamo che

fle) = DAL, (@),

dove {Fy;...; F,,} & una partizione misurabile di E e {\1;...;\,,} sono coefficienti in
[0, +00). Osserviamo che se E; N F; # (), allora e¢; = \;. Otteniamo che

Z ein(E;) = Z Z eipu(Ei N Fy)
i=1 i=1 j=1
j=1 i=1

= Z Ajp(F})
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2.2. Integrazione di funzioni misurabili

Definizione 2.2.3 (Integrale di funzioni non negative). Sia f : F — [0,+00] una
funzione misurabile. Definiamo

/ fdu = sup{§E(<,0) | ¢ ¢ semplice, 0 < p < f}.
E

Proposizione 2.2.4. Sia f : E — [0,400) una funzione semplice. Allora vale che

§e(p) ZfEso dp.

Dimostrazione. Dalla definizione di integrale, segue banalmente che

§e(p) S[ﬁ dp.

Sian ¢ : E — [0, +00) una funzione semplice tale che ¥ (z) < ¢(x). Vogliamo provare
che

§p(v) < 8p(p).

Per fissare la notazione, supponiamo che

Y= Zei]le Wx) = Z)‘j]ley
=1 j=1

assumendo che {Ey;...; E,}, {Fi;...; F,} siano partizioni misurabili di F e i coefficienti
{e1;..ien}, {M;. . s A} sianoin [0, +00). Osserviamo che se E;NF; # (0, allora \; < e;.
Segue che

§e(Y) = Z Nu(Fy) =03 Nu(Ein Fy)

j=1 i=1

< Z Z eipt(E; N Fy)

= Z eift( E;)
= 8p(p).

La tesi segue passando all’estremo superiore sulle funzioni semplici non negative e
puntualmente minori di ¢. O

Osservazione 2.2.5. Sia f : X — [0, +00] una funzione misurabile. Per le definizioni
date, vale ovviamente che

/ flg dp = sup{8x(p) | ¢ : X = [0,400) ¢ semplice, 0 < ¢ < flp Vo € X}
X

=sup{§p(p) | ¢ : E — [0, 400) & semplice, 0 < p < f Vo € E}

= [ s an
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Capitolo 2. Teoria dell’integrazione astratta

Inoltre, per quanto provato in [2.2.4] vale che

W(E) = /X 15 dp.

Dalla definizione [2.2.3] segue che se f,g: E — [0, +oc] funzioni misurabili tali che

f < g, allora vale che
[rdus [gdn
E E

Inoltre, se A > 0, si ha chiaramente che

/EAfduzA/Efdu;

infatti la relazione vale per funzioni semplici e passa facilmente all’estremo superiore

nella definizione 2.2.3]

Proposizione 2.2.6. Sia f : X — [0, +00] una funzione misurabile tale che

/deu:o.

Allora f(x) =0 per quasi ogni x € X.

Dimostrazione. Sia € > 0 e supponiamo che U'insieme A, = {x € X | f(x) > ¢} abbia
misura positiva (A. € M perche f ¢ misurabile). Allora vale che

Oz/fduz/a]lAE dp = epu(A:) > 0,
X X
che ¢ assurdo. Osserviamo che

{reX| fx) >0} =[] Asr,

neN

dunque ha misura nulla perché ¢ unione numerabile di insiemi di misura nulla. O

Proposizione 2.2.7. Sia f : X — [0, +00] una funzione misurabile tale che

/fdu<+oo.
X

Allora f(x) < 400 per quasi ogni x in X.

Dimostrazione. Supponiamo che l'insieme A := {x € X | f(x) = +oo} abbia misura
positiva (A € M perché f & misurabile). Per ogni n in N osserviamo che vale

ro0> [ fduz [ nta=nn(a)
X X
che é chiaramente assurdo. O
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2.2. Integrazione di funzioni misurabili

Teoremi di passaggio al limite

Teorema 2.2.8 (Beppo Levi, convergenza monotona). Sia {f, tnen una successione di
funzioni misurabili tra Ee [0,+00] tale che f,(x) < fuoy1(x) per ognin € N per ogni

xz € E. Allora vale che
sup ( / fo du) _ / (supfn) .
neN F E \neN

Dimostrazione. Step 1: Poniamo

f=supf,: E—[0,400];

neN

abbiamo gia mostrato che f ¢ misurabile. Del resto, f,, < f per ogni n in N, dunque

/EfndMS/Efdu;

passando all’estremo superiore in n si trova che

swp ([ van) < [ 1
[Ef dp =0,

/f dp € (0, 400].
E

Sia ¢ : E — [0, 400) una funzione semplice tale che ¢ < f. Per fissare la notazione
poniamo

Osserviamo che se

allora la conclusione é immediata.
Step 2: Supponiamo che

Y(x) = leﬂFj(iU);

assumiamo che gli insiemi {F},..., F,} siano disgiunti e appartengano a Mg e i
coefficienti I, ..., [, € [0,400). Denotiamo J = {j € {1;...;n} | [; > 0}; notiamo che
J # 0 perche [, f du > 0. Fissiamo o € (0,1); poniamo

Fin={x € Fj | fu(z) > alj};

introduciamo le funzioni semplici
Un(z) = aljl,, ().
jeJ

Osserviamo che se x € F},,, allora ¢, (z) = al; < f,(z). Dunque, ¢,(x) < f,(z) per
ogni x € E. Per monotonia della successione {f,, },en osserviamo che {F}, }nen € una
successione crescente di insiemi e vale

U Fin = Fj;

neN
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Capitolo 2. Teoria dell’integrazione astratta

infatti, per ogni x in Fj vale che
lim fo(z) = fz) = 1; > alj,

n—-+00
dunque vale che x € F},, definitivamente in N. Questo mostra che
Fj g U F}',n;
neN

I’altra inclusione é ovvia. Per continuita della misura, si ha che

lim w(F;,) = Fj.

n—-+00

[ fodnz [ dn=550) = S abu(F).

JjeJ

Segue che

Prendendo il limite in n, si trova che

lim / fodp > Y Lip(Fy) = a§p().

n——+o00
jeJ

Passando al limite per « che tende a 1, si trova che

MHAhWZ%W~

n—-+o00

La conclusione segue passando all’estremo superiore sulle funzioni semplici non negative
e puntualmente minori o uguali rispetto a f. ]

Lemma 2.2.9 (Fatou). Sia {f,}nen una successione di funzioni misurabili tra E e
[0, 4+00]. Allora vale che

/ (liminf fn) dp < lim inf/ fn du.
E n—+o00 n——+00 E

Dimostrazione. Osserviamo che se fissiamo n € N, per ogni k > n vale che

/E;ngfh duS/Efk dp;

da cio segue che per ogni n € N vale che

/E;ng fndp < igE[th dp.

Se applichiamo il teorema di Beppo Levi alla successione {g, }nen tale che

Gn lgﬁ T,

deduciamo che

/ liminf f,, du = / sup 111f fr du
E E

n—-+o0o nEN

= sup/ 1nf fr du

neN

< sup mf/ fr du

neNk

= liminf/ fn dp.
E

n——+o0o
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Esempio 2.2.10. Per ogni n € N sia f,, : R — [0, +00] la funzione misurabile

fn =1 [n,n+1]-

Dalla definizione di misura di Lebesgue in R (vedi , deduciamo che

n——+oo n—-+oo

Oz/liminf dx<liminf/fn dr =1;
R R

in particolare, la disuguaglianza nel lemma di Fatou (vedi [2.2.9)) puo essere stretta.

Corollario 2.2.11 (Linearita dell'integrale 1).
Siano f,g: E — [0, 4+00] funzioni misurabili. Allora

/E(f+g)du—[Efdu+/Egdu.
/E/\fdu:)\/Efd,u.

Dimostrazione. Abbiamo provato che esistono successioni {@g bren, {¥k }ren di funzioni
semplici non negative monotone in n che convergono rispettivamente a f e g (vedi
2.1.18). Osserviamo che se ¢, 1 : E — [0,400) sono funzioni semplici tali che

Se A > 0, allora

n

(,O(l’):zej]lE Zl]lp

j=1
allora abbiamo che
p(@) +v(r) =D > (e + 1) lgnr (x)
j=1 i=1

Allora

plo+y) = ZZ (e; + L) u(E; N )

7j=1 =1

= Z Z e;jin(E; N E;) + Z Z Lip(E; N F)

=1 i=1 =1 i=1

j=1 i=1
=8p(p) +8r(¥).
Deduciamo che per ogni k£ in N vale che che
/(SOk +x) dp = 8p(or + ¥r) = §5(pr) + 8r(Yr) = / or dp+ / Yy dp.
E E E

Passando al limite in k, si ottiene la tesi come conseguenza del teorema di Beppo Levi.
Il secondo enunciato puo essere verificato in maniera totalmente analoga. O]
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Osservazione 2.2.12. Sia {f,}nen sia una successione di funzioni misurabili tra E e
[0, +00]. Supponiamo che esista un insieme £’ € My tale che per ogni z in E’ per ogni
n € N vale che f,(x) < fo11(z) e che u(E'\ E') = 0. Sia f : E — [0, 400] tale che

f(x) = sup fn(z).

neN
Allora vale che

sup [ fodu= [ fdn
neN JE E

Infatti, se poniamo f, == f,lg e f := flg, otteniamo che

fx) = sup fu(x)

neN

per ogni « in E; inoltre f,(z) < foi1(x) per ogni 2 € E per ogni n € N. Per il teorema

di Beppo Levi, si ha che
Sup/fnduz/fdu-
neNJE E

Per concludere, basta osservare che se due funzioni misurabili non negative g, h : £ —
[0, +o0] differiscono su un insieme di misura nulla, allora hanno lo stesso integrale. Per
la linearita dell’integrale, vale che

/hd,u:/hdpﬂ-/ hd,u:/hdu
E ¢ E\E' '
:/gd,u:/gd/i‘i‘/ gdu=/gdu.
' E E\E' E

Infatti, dalla definizione di integrale, si trova che se u(E \ E’) = 0 vale

/ h dp = 0.
E\E'

2.2.2 Integrale di funzioni di segno qualsiasi

Definizione 2.2.13 (Integrale di funzioni a segno qualsiasi). Sia f : £ — R una
funzione misurabile. Supponiamo che

min{/Ef+ du;/Ef— du} < +00.

Allora possiamo ben definire

[saw=[ s an- [ iner
max{/Eer du;/Ef d,u}<+oo,

diciamo che la funzione f é integrabile e il suo integrale ¢ finito.

Se vale che
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Proposizione 2.2.14 (Linearita dell'integrale 2). Supponiamo che f,g: E — R siano
funzioni integrabili; siano o, € R. Allora la funzione of + Bg opportunamente
ridefinita su un insieme di misura nulla é integrabile e vale

/E(af+5g) duza/Efdu+6/Egdu.

Dimostrazione. Verifichiamo innanzitutto I’omogeneita. Se a = 0 la conclusione é ovvia.
Supponiamo « > 0; allora

[t du= [ @n an= [ () au
:/Eaﬁ du—/Eaf dy
e
:a/Efdu.

Se o < 0 si invertono la parte positiva e quella negativa.
Verifichiamo 'additivita. Poniamo

S={reF| flzx)=+00,9(x) = -0} U{z € E| f(x) = —00,g(z) = +00}.

L’insieme S ¢ misurabile e, essendo f, g integrabili, vale che u(S) = 0. Se definiamo
f = flgeg:=glg,sihache f e g sono ancora funzioni misurabili e vale

/Efduz/Efdu, /Eﬁd/ubszQdM.

Osserviamo che per ogni = in E la funzione f(z) + §(z) & puntualmente ben definita e
coincide quasi ovunque con la funzione f 4+ ¢g. Sostituendo f con f e g con g, otteniamo

che
/‘f+9| dMS/m du—i—/]g[ dp < 400.
E E E

f+9)t" =+ =f+9=f"—f"+9"—9g".

Dunque, vale che

Osserviamo che

fH+9) "+ +g =f+9 +fT+g"

Integrando, otteniamo che

[E[(f+g)++f+g} duz/ (f+9)~ + fgT] dp.

E

Utilizzando la linearita dell’integrale di funzioni a termini positivi, si deduce che

/E(fﬂtg)+ du+/Ef du+[Eg duz[E(fﬂ]) dwr/Ef+ cl/Hr/Eg+ dy;

riordinando i termini (che sono tutti finiti), si ha la tesi. O
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Osservazione 2.2.15. Ragionando come nella proposizione [2.2.14} operando con I'algebra
di R, ¢ facile mostrare che se f : E — R & una funzione integrabile e g : E — [0, 00| &
una qualsiasi funzione misurabile, allora

[r+9)du

¢ ben definito in (—oo, 00| e vale che

/E(f+g)du=/efdu+/Egdu-

Osservazione 2.2.16. Sia f : E — R una funzione integrabile. Allora

/fdu‘é/lf! dp.
E E
Infatti, si ha che

[ran=[rran- [ raus [ aus [ du= [ 151 du
Analogamente, si ha che
/]E—fdMS/EIfI dp.
[ rdn=- [ rau
—/EfdMS/EIfI dp.

Questo é sufficiente a concludere.

Per linearita, vale che

Allora, otteniamo che

Osservazione 2.2.17. Supponiamo che f : E — R sia una funzione integrabile; allora
I'insieme A = {z € E | f(x) # 0} ¢ o-finito. Infatti, se definiamo per ogni k € Z

By ={reX|2" < f(z) < 2F'},
Fo={zeX| 2" < f(x) < —27"},
E = f(+00), F = ["(-00),

troviamo che
A=EUFu|JEU|JFR,

keZ keZ

tutti gli insiemi sono in M perché f ¢ misurabile e ciascuno ha misura finita perché f ¢
integrabile.

Proposizione 2.2.18. Siano f,g: E — R funzioni integrabili. Sono fatti equivalenti:

/fduz/gdu;
F F
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2. /If—gl dp = 0;
E

3. f(x) = g(x) per quasi ogni x € E.

Dimostrazione. Le implicazioni 3 = 1 e 3 = 2 sono ovvie. Abbiamo gia provato che se
una funzione non negativa ha integrale nullo, allora ¢ quasi certamente nulla; allora
segue I'implicazione 2 = 3. Mostriamo che 1 = 3. Sia

PT={z€ E| f(z) - g(z) > 0}.

Supponiamo che p(P*) > 0. Come provato in [2.2.6, si ha che

[ t=aydu=o

essendo tutti gli integrali finiti, deduciamo che

fan> [ g
Pt P+

contro l'ipotesi. In maniera del tutto analoga, si mostra che
P ={r e E| f(zx) — g(z) <0}

ha misura nulla. ]

Teoremi di passaggio al limite

Proposizione 2.2.19. Siano {fr}ren una successione di funzioni misurabili tra E e
R eg: E — [0,+00] una funzione misurabile tale che |fi(z)| < g(x) per ogni k € N

per ogni x € E e inoltre
/ g dp < +o00.
E

limsup/ fr du g/ (limsup fk> du.
k=400 JE E k—4o00

Dimostrazione. A meno di modificare {f}ren € ¢ in un insieme di misura nulla, pos-
siamo supporre che ¢ sia a valori in [0, +00). Per ogni k& € N possiamo ben definire la
funzione Fj, := g — fi. Osserviamo che {F},}ren € una successione di funzioni misurabili

non negative. Per il lemma di Fatou (vedi[2.2.9)), otteniamo che

- < s
J, () o < i 5

Allora vale che

oVVero
/ (g — liminf fk) dp < lim inf/ g — fr dpu,
E k——+o0 k=400 J g

Utilizzando la linearita dellintegrale (tutti gli integrali sono finiti), si ottiene la
disuguaglianza cercata. O]
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Capitolo 2. Teoria dell’integrazione astratta

Teorema 2.2.20 (Lebesgue, convergenza dominata). Sia {f,}nen una successione di
funzioni misurabili tra E ed R tale che

per ogni x in E ed esiste una funzione g : E — [0, 4+00) tale che | f,(x)| < g(z) per ogni
x € E per ognin e N e

/gdu<+oo.
E

Si dice che g ¢ una dominazione per { f,}nen. Allora f é integrabile e vale

n—-+0o0o

i [ 15, = f1 du=0.

Dimostrazione. A meno di modificare la successione {f, } ey in un insieme di misura
nulla, possiamo assumere che f,, sia a valori reali per ogni n € N. Nelle nostre ipotesi,
vale ovviamente che |f(z)| < g(x) per ogni = in E; dunque, f & integrabile. Per ogni
n € N, poniamo

Fo=29—|f = fal.
F,.(z) ¢ ben definito per ogni n € N per ogni x € F ed ¢é una successione di funzioni
misurabili non negative. Possiamo applicare il lemma di Fatou e otteniamo che

/hmmfF du<hm1nf/ F, du.
E

n—-+0oo n—-+00
Per ipotesi, vale che

/hmlan d,u—Q/gd,u.
B n—-+0o

Inoltre, per linearita si ha che

liminf/ F, du:2/gdu+hminf (—/ |fr — f] du)
n—-+0o B B n—-+o0o B

/gdu—hmsup/ = f] du.

n—-+o0o

Riordinando i termini (sono tutti finiti) nella disuguaglianza data dal lemma di Fatou,
si trova che

limsup/ |fo — f] du <0,

n—+00

da cui segue facilmente la tesi. O

Teorema 2.2.21 (Continuita dell’integrale). Siano (A;d) uno spazio metrico e f :
A x X — R una funzione con le sequenti proprieta:

e f(\;-): E — R ¢ misurabile per ogni A\ € A;

o |[f(N;p)| < p(p) per ogni (\;p) € A X E, dove p: E — [0,+00] & una funzione
integrabile;

e per ogni (Ao;p) € A X E wvale che

lim f(\;p) = h(p).

)\*})\0
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Allora h : E — R ¢ misurabile e vale che

llm/f)\p dp = /hd,u.
A—=Xo E

Dimostrazione. Sia {\;}r>1 una successione in A che tende a Ag. Allora, h ¢ misurabile
perché limite puntuale di funzioni misurabili. Inoltre, per il teorema di convergenza
dominata (con dominazione p), si ha che

i [ fOwip) du= [ hdp
k——+o0 I E

Dall’arbitrarieta della successione {\x}ren segue la tesi. O

Teorema 2.2.22 (Derivazione sotto il segno di integrale).
Siano Q un aperto di R™ e f : Q x E — R una funzione con le sequenti proprieta:

e f(x;-): E — R ¢ integrabile per ogni x € €);

e per ogni (z;p) € Q X E ¢& ben definita la derivata parziale

of

a—xj(x;p);

o esiste una funzione g : E — [0, 400| integrabile tale che per ogni (z;p) € Q X E

vale of
8%( ,p)’ < g(p).

= / fz;p) d
E
Allora per ogni x € Q vale che

S—ZU gf( ;p) dp.

Per ogni x € Q) poniamo

Dimostrazione. Osserviamo che per le ipotesi su f la funzione F': {2 — R é ben definita;
inoltre anche %(w; ) © E — R ¢& misurabile, essendo limite puntuale di funzioni
J

misurabili (i rapporti incrementali). Sia z € Q fissato; dato h # 0 per ogni p in E' esiste
¢y(h) tale che |c,(h)| < |h| con la proprieta che

f(z + hej;p) — flz;p)  Of
h, - 837]'

(l’ + Cp(h>€j;p)7

per il teorema di Lagrange. Deduciamo che per ogni h per ogni p € E vale che

f(x+hej;p) — flz;p)| | Of
h - 8xj

(x4 cp(h)ej;p)| < g(p).

Fissiamo una successione infinitesima {hy }reny Allora vale che

/ﬁ( /fx+hkej, p) — f(x;p) du

Oz k—>+oo

— lim F(x + hyej) — F(x)
k—+o0 hk
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Capitolo 2. Teoria dell’integrazione astratta

avendo utilizzato il teorema di convergenza dominata (con dominazione data da g) e la
linearita dell’integrale (infatti f(x;-) ¢ integrabile). Dall’arbitrarieta della successione,
deduciamo che esiste la derivata parziale rispetto a j di F'in x e vale

OF , . F(x+he;) — F(x)
oz, ¥ = i h '

2.3 Un altro approccio per la costruzione dell’integra-
le

Presentiamo un altro approccio per l'integrazione di funzioni non negative, delle quali
non richiediamo la misurabilita. Questa costruzione ricorda quella di Riemann per la
definizione dell’integrale di funzioni limitate su intervalli limitati della retta reale.

In questa sezione supponiamo che sia assegnato uno spazio mensurale (X, M, u) e
che sia dato un insieme £ € M.

2.3.1 Funzioni ¢-integrabili

Definizione 2.3.1 (d-integrabilita). Sia f : £ — [0,4o00] una funzione qualsiasi. Sia
P = {Ex} una partizione di F formata da una quantita al pitt numerabile di insiemi in
M. Si definiscono

S(f.P) =D (B} sup f, s(f.P) = u(Ey)ipf |

rispettivamente la somma superiore e inferiore di f relativamente alla partizione P.
Definiamo

L;fwuzgﬁSUJ%,A;fww:$gsﬁﬂﬂ

rispettivamente l'integrale superiore e l'integrale inferiore di f in E. Diremo che f ¢

0-integrabile se
[ rau= | fan
E *F

Definizione 2.3.2. Siano date due partizioni P = {E}}, Q = {F;} al pitt numerabili
formate da elementi di M. Definiamo il raffinamento di P, Q, ovvero la partizione

PNQ:={E,NF}

Osservazione 2.3.3. Nel contesto della definizione [2.3.1], osserviamo che

Ef@;@fw
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Infatti, date due partizioni P = {E;}, Q = {F;} al pitt numerabili formate da elementi
di M, consideriamo il raffinamento P N Q (vedi [2.3.2)); allora vale che

Z# (Er) Supf
—ZZuEkﬂF supf
>ZZuEkﬂF ) sup f

EpNF;

>ZZM Ex N F;) L%E“ f
S IEE
—Zu 1nff

= S(f, Q)

Osservazione 2.3.4. Nel contesto della definizione [2.3.1], ¢ immediato provare che se
f: E — [0,+00] ¢ una funzione misurabile, allora vale che

‘LfWSAfWS[fW

Proposizione 2.3.5. Sia f : E — [0,+00| una funzione misurabile. Allora f ¢
d-integrabile e valgono le uguaglianze

l@f@zéf@zifm

Dimostrazione. Costruiamo delle partizioni modellate sulla funzione f. Sia A > 1; per
ogni k € Z poniamo

E}={zc E| N < f(x) < N},
siano F' == f71(0), G := f~}(4+00). Poniamo P* = {EQ}}rez U {F} U{G}: ¢ una
partizione di F formata da elementi in M (perché f ¢ misurabile). Osserviamo che

S P =) u(ER) Supfﬂb( ) - (+00)

kEZ
<> uER) A’““ + (@) - (+00)

keZ

= A3 BN 4 (G - (+00)

kEZ

<)\Z,uEk 1nff+,u( ) - (400)

keZ

= \s(f; Ph).

Allora deduciamo che per ogni A > 1 vale che

E?wsghfm
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Prendendo il limite per A che tende a 1T, si ottiene la tesi. Infine, per quanto osservato
in [2.3.4] ¢ facile concludere che

| fau= [ ran= [ san

Proposizione 2.3.6. Supponiamo che lo spazio misurabile (X, M, ) sia completo. Sia
f: E —0,+00] una funzione §-integrabile tale che

/E*fdu:/*Efdu<+oo.

Allora f & misurabile; inoltre valgono le uguaglianze

/*Efduz/Efduz/E*fdu-

Dimostrazione. Per definizione di integrale superiore esiste una successione di partizioni
{Pr}ren al pitt numerabili e formate da elementi di M tali che

]

[E fdp= lim S(f,Pr).

Date due partizioni, P = {E;}, P = {F;}, consideriamo il raffinamento P NP’ =
{E; N F;}. Vale ovviamente che

S(f,PNP) <min{S(f, P); S(f, P}
Allora, a meno di sostituire P, con il raffinamento (vedi[2.3.2) P; N --- N Py, si pud

assumere che Py, sia una partizione piu fine di Py e che valga

Jim S(P) = jf SU.P0 = [ f du

Se definiamo per ogni k in N

o= (St;p) firp,

FePy

otteniamo che {py }ren € una successione di funzioni misurabili. Per il teorema di Beppo
Levi, vale che

S(f;Pr) = /ESOR dp.

Avendo scelto Py1 pit fine di Py, si trova che ¢x(z) > pri1(x) per ogni k € N per ogni
x € E. Per monotonia, esiste una funzione misurabile f che ¢ limite puntuale della
successione {p; }ren. Ovviamente vale che f(x) > f(x) per ogni x € E. Per il teorema
di convergenza dominata, vale che

lim [ oy duz/fdu;
E E

k—+o00
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infatti 0 < pg(x) < po(x) per ogni k € N per ogni x € E e possiamo assumere che

/900 d:u< +00,
E

essendo

/fd,u<+oo.

E

/E?duzgfdw

Procedendo in maniera totalmente analoga e manipolando le partizioni inferiori, si
trova una successione di funzioni misurabili {1} }reny puntualmente crescente e minore
o uguale a f tale che, detto f il limite puntuale della successione {¢y }ren, allora vale
che f(x) < f(x) per ogni z € E, la funzione f ¢ misurabile e vale che

Abbiamo ottenuto che f(r) < f(z) < f(x) per ogni v € E, fe f sono funzioni

misurabili e vale che
/7d,u=/idu<+oo.
E E

Essendo gli integrali finiti, possiamo fare la differenza e deduciamo che

Deduciamo che

[@-1dn=o

segue che f(z) — f(z) = 0 per quasi ogni € E. Allora f(z) = f(z) per quasi ogni
x € E; per completezza dello spazio, deduciamo che f ¢ misurabile. O]

2.3.2 Integrale di Riemann e di Lebesgue a confronto
Sia data una f : [a,b] — R limitata; sia P una partizione di [a, b]. Denotiamo P come
a:t0<t1---<tn<tn+1:b.

Poniamo

n+1 n+1

ﬂﬁPMZE:m—mllwpﬁ,dﬁPWZE:m—mlmmff
i=1 i=1

[tim1,ts i—15ti]

Osservazione 2.3.7. Osserviamo che se Py, Py sono due partizioni di [a,b] tali che
P1 C P,, allora vale che

s(f;P1) < s(f;P2) < S(f;Pa) < S(f;Py).
Teorema 2.3.8. Sia f : [a,b] — R una funzione limitata e integrabile secondo Riemann.

Allora f & misurabile, integrabile secondo Lebesgue (nello spazio ([a, b]; M(R)[5;m1))
e lintegrale di Riemann coincide con quello di Lebesgue.
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Capitolo 2. Teoria dell’integrazione astratta

Dimostrazione. Dalla Riemann-integrabilita di f segue che per ogni n € N esistono
delle partizioni P, Q,, di [a,b] tali che

0 S(F:Pa) — (/) < 51

Per quanto osservato in possiamo fare le seguenti assunzioni
e P, = Q, (altrimenti rimpiazziamo entrambe con P, U Q,,);
e P, C Py (altrimenti rimpiazziamo P,41 con J;,,.; Pi).
Per fissare la notazione, supponiamo che P, sia tale che
a=1ty <ty <--- <ty <t ., =0

Per ogni n € N definiamo le funzioni

mn+1 m"—‘rl
Gn = Z ([ sup f> Lip s hn = Z ([tninftn] f) L -

ot le =1

i—17"%

Essendo P,, C P,41, osserviamo che {g, }nen € una successione di funzioni decrescente
e {hn}tnen € una successione di funzioni crescente. Detti 7 il limite puntuale della
successione {g}nen € f il limite puntuale delle successione {h,},en € ovvio che per
ogni = € [a, b] vale che

f(x) < f(x) < f(x).

Inoltre {g, }nen € {An}nen sono successioni di funzioni misurabili; pertanto anche f e f
sono funzioni misurabili. Per la scelta della partizione P,, e per il teorema di Beppo
Levi vale che

/ f(z) de = lim s(f;P,) = lim h,(z) dz = f(z) da.

n—-+00 n——+o0o [a,b} [a,b] -

Per il teorema di convergenza dominata (infatti supy, ;) f ¢ una dominazione integrabile
in [a, b] per la successione {g, }nen) vale che

b
/f(x) dz = lim S(f;P,) = lim gu(z) do = [ F(z) da.

n—-+00 n—-+oo [a,b] [a,b]

/ fdx = / f dx < oo.
[a,b] [a,b]

Deduciamo che f(z) = f(z) per quasi ogni x € [a,b]; allora segue che f(z) = f(x)
per quasi ogni = € [a,b]. Essendo ([a, b]; M([a, b]); m1) uno spazio mensurale completo,
troviamo che f ¢ una funzione misurabile e che valgono le seguenti uguaglianze:

Dunque, abbiamo che

b
fdx= mb}idx :/a f(z) du.

[a,b] [

40



2.3. Un altro approccio per la costruzione dell’integrale

Proposizione 2.3.9. Sia [a,b) un intervallo in R, con b € (a,+o0|. Sia f :[a,b) - R
tale che f ¢ limitata e Riemann-integrabile in [a,c] per ogni ¢ € (a,b). Allora vale che

lim/ |f(t)] dt < +o0
c—b~ J,

se e solo se f ¢ integrabile secondo Lebesgue in [a,b) e vale

lim / fydi= [ fat.
a [a,b)

c—b—

In tal caso diremo che [ ¢é integrabile secondo Riemann in [a,b) in senso generalizzato.

Dimostrazione. Innanzitutto, precisiamo che dall’ipotesi di Riemann-integrabilita in
ogni sotto-intervallo [a, ¢| segue che f : [a,b) — R ¢& misurabile. Infatti se poniamo
fn = fligp—2-n : [a,b) = R, per il teorema , vale che {f,}nen @ una successione
di funzioni misurabili che tende puntualmente a f. Applicando il teorema [2.3.8] e il
teorema di Beppo Levi, deduciamo che

lim/ ) dt = lim/ /] dtz/ 7] dt.
c—b~ J, c—b~ [a,c] [a,b)

Dunque, tale limite ¢ finito se e solo se f & integrabile secondo Lebesgue in [a,b). In tal
caso, per il teorema [2.3.8| e per il teorema di convergenza dominata vale che

lim /Cf(t) dt = lim fdt= fdt.

c—b— c—b— [a,c] [a,b)

]

Esempio 2.3.10. La funzione f(t) := 1sin (1) : [1,+00) — R ¢ integrabile secondo
Riemann [1, ¢] per ogni ¢ > 1 ed ¢ tale che esiste ed ¢ finito

lim /1 i) d.

c—+00

Tuttavia, non ¢ integrabile secondo Lebesgue in [1,400).

Esempio 2.3.11. Utilizzando il teorema di convergenza dominata e il teorema [2.3.8] &
immediato dimostrare il seguente enunciato. Sia {f, },en una successione di funzioni
Riemann-integrabili in [a, b] con le seguenti proprieta:

e csiste una funzione f : [a,b] — R tale che {f,},en converge puntualmente ad f
per ogni z € [a, b];

e csiste una funzione g : [a,b] — R Riemann-integrabile tale che |f,(x)| < g(z) per
ogni x € [a, b] per ogni n € N.

Supponiamo anche che f sia Riemann-integrabile. Allora vale che

b b
i [ a= [ o a

Confrontando questo enunciato con quello del teorema di convergenza dominata (vedi
2.2.20)), si nota immediatamente la sua debolezza: infatti, in questo caso bisogna
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Capitolo 2. Teoria dell’integrazione astratta

assumere che il limite puntuale della successione sia Riemann-integrabile. Del resto,
¢ facile mostrare che la funzione f := 1y 1ng ¢ integrabile nel senso di Lebesgue (e
il suo integrale vale 0) ma non ¢ integrabile nel senso di Riemann (perché Iestremo
superiore delle somme inferiori ¢ 0 e l'estremo inferiore delle somme superiori ¢ 1);
inoltre, numerando i razionali in [0, 1] ¢ facile costruire una successione di funzioni
Riemann-integrabili che converge puntualmente a f. Questo ¢ uno dei punti deboli
della teoria dell’integrazione secondo Riemann ed ¢ un valido motivo per sviluppare una
teoria dell’integrazione piu robusta e generale (quella presentata in questo capitolo).

Caratterizzazione delle funzioni Riemann-integrabili

Definizione 2.3.12 (Oscillazione). Data una funzione f : [a,b] — R, definiamo
oscillazione di f su [a,b] come

osc (f) == sup f — inf f.

[a,b] [a,b] [a,b]

Definizione 2.3.13 (Insieme di discontinuita). Sia data una funzione f : [a,b] — R.
Sia D(f) C [a, b] I'insieme dei punti di discontinuita di f. Per ogni n > 1 poniamo

D(f) = {e e fa

osc (f)z%‘v’€>0}.

[x—e,xz+e]N[a,b]

Osservazione 2.3.14. Nel contesto della definizione [2.3.13] se zg € [a, b], ¢ immediato
verificare che f ¢ continua in x4 se e solo se

lim 0sC = 0.
=0 [zo—e,xo+€]N[a,b] (f)

Segue banalmente che

D(f)=|JD"(f).

n>1

Teorema 2.3.15 (Vitali-Lebesgue). Sia f : [a,b] — R wuna funzione limitata; f ¢é
Riemann integrabile se e solo se l'insieme dei suoi punti di discontinuita ha misura
nulla.

Dimostrazione. Step 1: Supponiamo che f sia Riemann-integrabile in [a, b]; dobbiamo
provare che m;(D(f)) = 0. Basta dimostrare che m;(D"(f)) = 0 per ogni n > 1.
Essendo f Riemann-integrabile, per ogni € > 0 esiste una partizione P. tale che

£ € € € _
a=x5<z] <<z, <TH =D

e vale

c > S(FP) —s(fiP) = ( ](f)> (af — afy).

14 14
i1 [25_ 1,25

Fissiamo n > 1; consideriamo l’'insieme

J = | 525 0 DP(f) # 0},
Si ha 1
- Z(@: — 7o) <€

jeJ
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da cui segue che
Z(xj —a5) <en.
jeJ
Essendo ¢ arbitrario e n fissato, si deduce che my(D"(f)) = 0.
Step 2: Supponiamo che m(D(f)) = 0; dobbiamo provare che f ¢ Riemann-
integrabile in [a, b]. Fissiamo e > 0; per costruzione (vedi esiste una famiglia al
pitt numerabile di intervalli aperti {/;};c; contenuti in [a, b] che copre D(f) ed & tale

che
Z mi(l;) < e
jeJ

Sia x ¢ D(f); per definizione [2.3.13] esiste un intervallo I, C [a,b] tale che x € I, e

osc (f) <e.

I,

Abbiamo mostrato che
U I;U U I,.
JjeJ ¢ D(f

Per compattezza, possiamo estrarre un sottorlcoprlmento finito di [a, b], cioé troviamo
che

la,b] C [; U--- UL, UL, U---UI,
per certi ji,...,Jkx € J e x1,...,x; ¢ D(f). A patto di rimpiazzare due intervalli A, B
con AN B,A\ B e B\ A, possiamo supporre che 'unione che compare a destra sia
formata da intervalli disgiunti. Abbiamo ottenuto una partizione P di [a, b] tale che

S(f;P)— Zml i) osc —i—Zml ) osc (f)

k

<Zm1 JZQSup +Zm1 )

=1

< 2sup(f Zml )+ emy([a,b])
[a,b]

JjeJ
<2sup(fle+¢e(b—a).
[a,b]
Questo ¢ sufficiente a concludere che f ¢ Riemann-integrabile in [a, b]. O

2.4 Appendice: integrale di funzioni a valori vettoria-
li
Il caso di R”

Abbiamo introdotto una topologla T suR (vedi m Consideriamo lo spazio (R)"
dotato della topologia prodotto 7 e sia B(( )") la o-algebra dei boreliani generata da

=0

T
Siano dati uno spazio mensurale (X, M, u) ed una funzione f : X — (R)" misurabile
(rispetto alla o-algebra dei boreliani di (R)™). Per fissare la notazione, supponiamo che

f:<f1;"-;fn)a
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con f; : X — R una funzione misurabile (la proiezione sulla i-esima coordinata m; &
un’applicazione continua da (R)™ in R, pertanto m; o f = f; & un’applicazione misurabile

nel senso della definizione [2.1.12)).

Notiamo che |f] : E — [0, +00] & un’applicazione misurabile. Supponiamo che

171 du< o
X

in particolare per ogni i € {1;...;n} vale che

/ |fil dp < +o0.
X

Allora, a meno di modificare f su un insieme di misura nulla, possiamo assumere che
|f(x)] < 400 per ogni x € X. Possiamo anche ben definire

/deuiz (/Xf du;---;/xfndu)-

Segue immediatamente che I'integrale di funzioni a valori vettoriali gode della proprieta
di linearitd enunciata per l'integrale di funzioni a valori scalari (vedi [2.2.14]). In
particolare, se L : R® — R¥ & un’applicazione lineare vale che L o f ¢ misurabile e

inoltre
/XLofdu:L</de,u>.

Ricordiamo che per ogni y € R™ vale che

ly| = sup <y,v>.
lv]=1

Allora, fissato un vettore unitario v € R", vale che

<v,/fdu>=/<v,f> dué/lfl .
X X X

Passando all’estremo superiore sui vettori unitari v, si trova che

/deu‘i/xlf! .

Precisiamo anche che & possibile riformulare opportunamente i teoremi di passaggio
al limite (vedi[2.2.8] [2.2.9] [2.2.20]) in questo contesto.

Il caso di uno spazio di Banach di dimensione finita

Se E ¢ uno spazio di Banach di dimensione finita e f : X — E € una funzione misurabile
possiamo analogamente definire il suo integrale rispetto alla misura p in coordinate.
Fissiamo una base B = {e1;...;e,} di E. Sia [-]g : £ — R" I'isomorfismo lineare del
passaggio in coordinate. Si osserva facilmente che [f]|s : X — R™ ¢ misurabile. Inoltre,
se vale che

/Ifl dp < +o0,
X

44



2.4. Appendice: integrale di funzioni a valori vettoriali

allora vale anche che

[ 1f1s] < o

/Xf dp = UxmB du}:.

Dalla linearita dell’integrale delle funzioni a valori in R™ segue che la definizione data é
ben posta, cioé non dipende dalla base scelta. Inoltre 'integrale di funzioni a valori
in F gode delle proprieta di linearita enunciate in 2.2.14] Quindi, se F' ¢ uno spazio
di Banach di dimensione finita, L : F — F é un’applicazione lineare, allora Lo f ¢

misurabile e vale che
/Lofd,u:L</fdu>.
X X

Ricordiamo che, detto E’ lo spazio duale di E, per ogni y € E vale che

In tal caso, possiamo definire

lyl| = sup L(y).

HL”E’:1

Fissata un’applicazione L : E — R lineare (e continua) di norma operatoriale unitaria,

vale che
L(/Efdu)szLofdus/Eufn p.

Passando all’estremo superiore su sui funzionali lineari e 1-lipschitziani si trova che

H/Ef duH g[EHfH .

Concludiamo precisando che anche in questo contesto ¢ possibile riformulare i teoremi
di passaggio al limite.
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Capitolo 3

Spazi LF

In questo capitolo supponiamo che sia assegnato uno spazio mensurale (X, M, u).

3.1 Definizione

Definizione 3.1.1 (Norma LP). Sia p € [1,4+00). Data una funzione misurabile

f: X = R, poniamo
1l = ( /X I du) |

Definizione 3.1.2 (Sup e inf essenziale). Data una funzione misurabile f : X — R,
definiamo

ess sup (f) == inf{M € R | f(x) < M per quasi ogni v € X};
ess inf (f) = sup{M € R | f(x) > M per quasi ogni z € X}.
Poniamo

Hf”LOO(X) = ess sup (|f]).

Osservazione 3.1.3. Gli estremi inferiore e superiore nella definizione |3.1.2| sono raggiunti,
cioé sono un minimo e un massimo rispettivamente. Sia {l,},en una successione in
[0, +00] che decresce in maniera monotona a ess sup (f). Allora, per ogni n € N vale
che

p{zeX | [f(x)] = 1.}) = 0.
Segue che
p(fzeX| [f@)|Zesssup(f)}) <Y n{reX| |f(2)] = 1L})=0.
neN
Definizione 3.1.4 (Spazi £P). Sia p € [L, +00]; definiamo lo spazio
LP(X) = {f : X = [—00, ] ’ f & misurabile, [|f||,x) < +oo} ,

~

dove ~ ¢ la relazione di equivalenza che identifica le funzioni che coincidono quasi
ovunque.

Osservazione 3.1.5. Dato p € [1,+o0], la funzione [|-|| 1,5 + LP(X) — [0, +00] ¢ ben
definita sulle classi di equivalenza, dunque puo essere analogamente definita sull’insieme
quoziente LP(X) e la denoteremo come ||-[| -
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3.2. Disuguaglianze integrali

3.2 Disuguaglianze integrali

Mostriamo alcune delle pitu famose disuguaglianze integrali per dotare £P(X) di una
struttura di spazio normato.

Disuguaglianza di Jensen

Proposizione 3.2.1 (Disuguaglianza di Jensen). Sia f : X — R una funzione misura-
bile che sia integrabile rispetto a p. Supponiamo che 0 < pu(X) < 4o00. Sia ¢ : R — R
una funzione convessa tale che ¢ o f sia integrabile rispetto a . Vale che

w(%x)/xfdu)§®/x<poj‘du-

Lo stesso enunciato vale assumendo ¢ a valori non negativi.

Dimostrazione. Denotiamo

1
yo-:m/xfdu-

Essendo ¢ una funzione convessa, esiste un numero reale m tale che per ogni y € R
vale che

©(y) > ¢(yo) +m(y — yo)-

In particolare, per ogni x € X vale che

p(f(x)) = ¢(yo) +m(f(x) = yo).

Se integriamo, otteniamo che

/X o(f(x)) du > / lo(yo) + m(f(z) — o)) du

X

= 1(X)g (@/Xf(x) du) +m [/Xf dp — M(X)QO}
1

— WX (m [ i) du) |

Corollario 3.2.2. Supponiamo che 0 < u(X) < +o0. Siano p,q tali che
1<p<qg<+o0.
L’inclusione i : L1(X) — LP(X) ¢ ben definita ed é continua.

Dimostrazione. Step 1: Supponiamo ¢ = +o00o. Sia f una funzione in L*>°(X); allora &
limitata quasi ovunque. In particolare, f & in LP(X) e vale:

[l 2oy < )7 LN oo 1)

allora la conclusione ¢ immediata.
Step 2: Supponiamo p, ¢ < +00; data f € LY(X), possiamo scrivere

1= 11 1gp<y + [fI L1y
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Capitolo 3. Spazi LP

Essendo p < ¢ e u(X) < 400, vale che
/E|f|p dp = /E (IFP Ly peny + 1FP Dgpsny) dp < /E(l + | f1%) dp < +o0;

in particolare, deduciamo che f € £P(X). Osserviamo che la funzione ¢(x) = |x|% é
convessa. Possiamo applicare la disuguaglianza di Jensen (vedi|3.2.1]) e troviamo che

0 (@ [ du) < 5 [ty an

In altri termini, otteniamo che

(@/XW du>; < (@/XW du)q

Riarrangiando i termini, troviamo che

11
1l oy < X)o7 [ fl] 2o ey

e la tesi segue immediatamente. O]

Disuguaglianze di Young e Ho6lder

Definizione 3.2.3 (Esponenti coniugati). Sia p € [1,400]. Diremo che p’ & 'esponente
coniugato di p se vale che

con la convenzione che é = 0.

Proposizione 3.2.4 (Disuguaglianza di Young). Siano p,p’ esponenti coniugati in
(1,400) ea,b e [0,+00). Vale che

/

al bP
p p

/

Pit precisamente, ['uguaglianza vale se e solo se aP = bP .

Dimostrazione. Se uno tra a,b ¢ 0, la conclusione é banale. Allora possiamo assumere
che entrambi siano strettamente positivi. Siccome la funzione log(z) ¢ strettamente
concava e p,p’ sono esponenti coniugati, troviamo che

1 1 : Poob
—log(a”) + — log(t") < log (a_ + —/) :
p p p p

Notiamo che il left hand side coincide con log(ab). Essendo log(z) una funzione crescente,
deduciamo che

a? b
abS —+—/.
p p

Per stretta concavita, I'uguaglianza vale se e solo se a? = bP .
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3.2. Disuguaglianze integrali

Proposizione 3.2.5 (Disuguaglianza di Holder). Siano f, g : X — R funzioni misurabili
e p,p’ € [1,400] esponenti coniugati. Allora vale la sequente disuguaglianza:

19l oy < M1 oy 91l o )

Piu precisamente, se p,p’ sono numeri reali e HfHLp(X) , HgHLp/(X) sono numeri reali
positivi, vale che

19l ey = Il Loy 91l oy

se e solo se

1@ = g e

617, -

per quasi ogni x € X.

Dimostrazione. Siano p = +oo e p’ = 1. Allora per quasi ogni = € X vale che

Lf(@)] < 1fl ooy
Abbiamo che

1ol nen = / fol du

< / 1o ol

= HfHLoo(x) Hg”Ll(X)

Se p=1ep = +o0, la dimostrazione é analoga. Allora possiamo assumere che p, p’
siano numeri reali in (1, 400). Se ||f||L,, x) =0, allora f(z) =0 per quasi ogni = € X;
allora f(z)g(x) = 0 quasi ovunque in X e la conclusione & banale. Se ||g|[ ) = 0,
concludiamo allo stesso modo. Dunque, possiamo assumere che | f{| ., x) € [|9][ 7 %) siano
in (0, +oc]. Osserviamo che se | f{| ;,x) = +00 0 [|g| 7 () = +00, la conclusione ¢ banale.
Allora, possiamo assumere che p, p’ siano numeri reali in (1,4+00) e [[f]| o)+ 19]l 1 (50
siano numeri reali in (0,400). In particolare, f(z) e g(z) sono numeri reali per quasi
ogni x € X. Per la disuguaglianza di Young (vedi , per quasi ogni z € X vale che

[f@)g(@)]  _ [f@)] lg(@)l”

||f||LP(X) HgHLP’(X) p ||f||1£p(x) jod ||g||12p,(x)'

Integrando, otteniamo che

DR TP
XHf”LP(X)HgHLP'(X) = ||f||LP(X /”9”

1 1
p p

LY (X)

La tesi segue riarrangiando i termini. Notiamo che 'uguaglianza vale se e solo se per
quasi ogni z € X si ha che

S@e@] _ If@F gl
oo l9lrar 21T 9191, on
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Capitolo 3. Spazi LP

Come mostrato in [3.2.4] ¢ equivalente a richiedere che per quasi ogni « € X vale che

f@)P g(a))?
P - ! '
1110 ) [

]

Corollario 3.2.6 (Disuguaglianza di interpolazione).
Siano 1 < p < q¢ < +oo; sia f: X — R una funzione misurabile. Fissato r € [p,q], sia

a € [0, 1] tale che
a l-«

Vale che
If

Dimostrazione. Notiamo che

« l—a
L™ (X) < ||fHLp(X) ||fHLq(X) :

p q

Supponiamo ¢ < +oo; per la disuguaglianza di Holder, vale che

" dy — ra 1—a)r d
Jr du= [ 11007 d

< ra 1—a)r
[T 1Rl
_ ar (1—a)r
= Aoy 1Al ™ -
Se ¢ = +00, si ragiona in maniera del tutto analoga. ]

Lemma 3.2.7 (Disuguaglianza di Chebyshev). Siano g : X — [0, +00]| una funzione
misurabile e 6 > 0. Se definiamo

Es ={z | g(z) > 6},
vale che

1
p(Es) < 5/9 dp.
X

Dimostrazione. Osserviamo che per ogni x € X vale che d1g,(z) < g(x). Integrando,
otteniamo che

op(Es) 2/511135 dp < /g dp.
X X
]

Proposizione 3.2.8. Sia f : X = R una funzione misurabile. Supponiamo che valga
almeno una delle due sequenti ipotesi:

e 0 < p(X) < +oo;
o 1u(X) = +o0 ed esiste q € [1,+00) tale che f € LI(X).
Allora vale che

ngloo 1oy = 111 ooy -
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3.2. Disuguaglianze integrali

Dimostrazione. Step 1: Supponiamo che 0 < p(X) < +o00. Supponiamo anche che

0 < [[fll ooty < +o00.

A meno di modificare f in un insieme di misura nulla, possiamo supporre che per quasi
ogni x € X valga

[f(@)] < (1 fll oo )

Integrando, otteniamo che per ogni r > 1 vale che

( s du)r < ( L1505 du)T = () 1l -

Passando al limsup, si ha che

lim sup Hf||LT(X) < ”fHLOO(X) :

r—400

Sia € > 0; dalla definizione [3.1.1] segue che esiste un insieme misurabile A, tale che
0 < u(A:) < 400 e per ogni x € A, vale che

11l ooy = & < 1 F ()]

Integrando si trova che

([ du)i > ([ olu)i
(

(- du)
I e — o)

1
p

Passando al liminf si trova che
. N o
17}I£+1§Of||f||y(§g) = ||f||L°°(X) &3
dall’arbitrarieta di € si deduce che
o N '
tminf ||l 2 11z
Osserviamo che se || f{| o« x) = +00, la disuguaglianza

lim sup HfHLT(X) < ||f||Loo(X)

T—+00

¢ ovvia; invece, la disuguaglianza
o S
L it [ [l ey 2 1l oo )

puo essere dimostrata in maniera totalmente analoga al caso analizzato in precedenza.
Del resto, se || f|| yo () = 0, la conclusione ¢ ovvia.

o1



Capitolo 3. Spazi LP

Step 2: Supponiamo in alternativa che p(X) = 400 ed esiste ¢ € [1, +00) tale che
f € LYX). Mostriamo che

limsup | ro0) < 11l poo ) -

r—400

Osserviamo che se || f|] L (x) = 100 la disuguaglianza ¢ banalmente vera; allora possiamo
supporre che || f]| o) < F00. In tal caso, per ogni r > ¢ possiamo applicare la
disuguaglianza di interpolazione (vedi|3.2.6|) e trovare che esiste «,. € [0, 1] tale che

ar l—ap
1Al ey < WA T 1 1 poe ) -

Dalla proposizione segue che o, = 2. Allora, passando al limsup otteniamo che

1_,
im0 |1y < it e 141

= [[fll g s
Mostriamo che vale

.. >

ligg}of ||fHL7”(X) = Hf”Loo(X)

Supponiamo che || f|[ ;) > 0 (in caso contrario la disuguaglianza ¢ ovvia). Siano
0<e<|fll L) € T = 1; per la disuguaglianza di Chebyshev (vedi ) vale che

/If! dp
M({‘T < X | |f<l’)| Z (HfHLOO(X) 5 ||f||Loo(X E)Ta

da cui segue che

(F ey — Dz € X | F @ 2 1fll e — D7 < 1l
Essendo
0<pu({zeX| [f(@)| = fllpex —€}) < +o0

(¢ positiva per la scelta di € ed ¢ finita perche¢ f € LX), quindi |f| non puo essere
uniformemente limitato dal basso in un insieme di misura infinita), possiamo prendere
il liminf e ottenere

1
Lim inf || ]| 1oy 2 Bt (| fll oo ) — )ulz € X[ [f(@)] 2 ([l o) — 1)
= [ Fll ey — &

si conclude per 'arbitrarieta di €. O

Esempio 3.2.9. Osserviamo se u(X) = +oo e f: X — R ¢ tale che f(z) = 1 per ogni
z € X, allora vale che | f[|.x) = +0o per ogni r € [1,4+00), tuttavia || f|| jx) = 1. In
tal caso, 'enunciato del teorema 3.2.8 non vale.

Disuguaglianza di Minkowski e struttura metrica

Proposizione 3.2.10 (Disuguaglianza di Minkowski). Siano f,g : X — R funzioni
misurabili e p Gll, +ool]. Supponiamo che la somma f+ g sia puntualmente ben definita
(nell’algebra di R) per quasi ogni x € X. Vale la sequente disuguaglianza:

1+ 9l o) S M lloe + 19l 2oy -
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3.2. Disuguaglianze integrali

Dimostrazione. Se p = 1, la conclusione segue banalmente dalla disuguaglianza triango-

lare tra numeri reali.

Se p = o0, per quasi ogni « € X vale che /(@) < |1/ o € 1960 < gy

Allora per quasi ogni = € X vale che

[f (@) + g(x)] < [f (@) + g(@)| <Nl ooy + N91 oo ) -

In questo caso, la conclusione ¢ immediata.

Supponiamo che p € (1,400). Se || f[| 1) = 400 0 [|gl[ 1) = +00, la conclusione
¢ banale. Allora, possiamo assumere che || f[|;, ) |9l o) siano numeri reali. In
particolare, f(x) e g(x) sono numeri reali per quasi ogni x € X. Essendo p > 1, la

funzione ¢,(z) == |z|" ¢ convessa. Per quasi ogni z € X vale che

@)+ gt <2 (KON < oms o 4 pgcorpy.

Se integriamo, otteniamo che

1 + 9l < 27 (1 ooy + 9lngn ) < +o0.

Sia p’ I'esponente coniugato di p; dalla definizione [3.2.3 abbiamo che
;D
P=oT1
Per la disuguaglianza di Holder (vedi [3.2.5]), otteniamo che
[ U du= [ 1549l 1+ ol dn
X X
< [ 1 +gP™17) du
X

+/ If+ 9" gl du
X

<([f1rao du>;/ (i du)’l’
(e ) (for )

~([1r+ar du)p;l ([ du);
(e a)? (for o)}

—1
IF + 90y < 15 + 91ty (1 oy + 19120 )

Abbiamo mostrato che

Osserviamo che se + qll? = 0, la conclusione ¢ banale; altrimenti, possiamo
Lr(X) ’ 3 )

dividere entrambi i membri per il numero reale positivo || f + gH’}J;(IX) e la tesi segue

immediatamente.
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Capitolo 3. Spazi LP

Teorema 3.2.11. Sia p € [1,+00]. La funzione
1l 2y = £P(X) = [0, +00)

¢ una norma; in particolare, LP(X) é uno spazio metrico con la distanza indotta dalla
norma.

Dimostrazione. Abbiamo gia discusso la buona definizione nell’insieme quoziente della
funzione
-l oy = £7(X) = [0; 400).

Mostriamo che ¢ una norma.

e Ovviamente, per ogni f € LF(X), vale che || f| ) € [0, +00).

e Notiamo che || f[[ ;) = 0 se e solo se f(z) = 0 per quasi ogni € X, ovvero f ¢
I’elemento nullo nell’insieme quoziente.

e Per ogni A € R vale che
ALl oy = Al o ey -
e La disuguaglianza triangolare ¢ una conseguenza immediata della disuguaglianza
di Minkowski (vedi [3.2.10)).
O

Proposizione 3.2.12. Siano p € [1,400) e f € LP(X); esiste una successione di
funzioni semplici {n}nen C LP(X) con le sequenti proprieta:

o [pn(x)] < |f(x)| per ogni x € X per ognin € N;
e per ogni x € X wvale che
Jim on(z) = f(o);

o {©n}nen converge a fin LP(X).

In particolare, l'insieme delle funzioni semplici a valori reali appartenenti ad LP(X) ¢é
denso in LP(X).

Dimostrazione. Essendo f € LP(X), se consideriamo la decomposizione f = f* — f~,
otteniamo che f* ed f~ sono in LP(X); in altri termini, possiamo supporre che f sia
non negativa. Inoltre, possiamo anche assumere che sia finita per ogni z € X. Per il
teorema , esiste una successione di funzioni semplici {@, }nen tale che

e 0 < p,(x) < f(x) per ogni z € X per ogni n € N;
e per ogni x € X vale che
lim ¢,(z) = f(z).

n—-+o0o

Per il teorema di convergenza dominata (infatti (2f)? € L'(X), quindi ¢ una dominazione
ammissibile per la successione {(f — ¢,)?}nen), vale che

nl_lgloo lon — fHLP(X) =0.
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3.2. Disuguaglianze integrali

3.2.1 Completezza

Vogliamo provare che £P(X) ¢ uno spazio metrico completo con la distanza indotta
dalla norma, ovvero che (LP(X; ||| zp(x)) € uno spazio di Banach. Dobbiamo mostrare
alcuni lemmi preliminari.

Lemma 3.2.13 (Borel-Cantelli). Sia {A,}nen una successione di insiemi in M; se
definiamo
A={x e X | x € A, perinfiniti indici n},

allora A € M. Supponiamo che
Z w(A,) < +oo;
neN

allora vale che p(A) = 0.
Dimostrazione. Sia m € N; definiamo
= J An
n>m
Notiamo che

-n(Un)-ne

meN \n>m meN

dunque, A € M. Si mostra facilmente che
A) < inf ) < inf
HA) < Iof i B) < I, (;“ )
in conclusione, notiamo che il right hand side ¢ 0 perché stiamo assumendo che
> (A,) < +oo.
neN

O

Lemma 3.2.14. Siano (Y;d) uno spazio metrico e {x,}nen una successione in Y.
Supponiamo che

Z d(xp; Tpg1) < +00.

neN

Allora {x, }nen € una successione di Cauchy rispetto alla distanza in Y.

Dimostrazione. Sia £ > 0; esiste ng € N tale che

Z d(xp; Tpyr) <

n>ng

Se n > m > ng, per la disuguaglianza triangolare vale che

3

A(Tm; 20) < d(@r; wpn) < Y d(wg;pp) < e
n k>ng

e
Il
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Lemma 3.2.15. Siano (Y;d) uno spazio metrico e {x,}nen una successione di Cauchy
inY. Sia {0}ren una successione infinitesima di numeri reali positivi. Esiste una
sottosuccessione {xy, },.o tale che per ogni k € N wale che d(xy,; 2y, ) < 0.

Dimostrazione. La successione {ny}ren puod essere definita per ricorsione. Nelle nostre
ipotesi, esiste ng € N tale che per ogni n > ng vale che d(x,,; x,) < dp. Abbiamo definito
Tp,. Sia k € N e supponiamo di aver gia definito {x,,;...;z,, }. Esiste ngy1 > ny tale
che per ogni n > ny,q vale che d(xnkﬂ;xn) < 0g41. Allora, abbiamo definito z,, . [

Teorema 3.2.16. Sia p € [1, +00]; <EP(X); ||-||£p(x)> é uno spazio di Banach.

Dimostrazione. Sia { fn}nen una successione di Cauchy in £P(X). Denotiamo con
{fn}nen la corrispondente successione di funzioni in LP(X). Se mostriamo che esiste
una funzione misurabile f : X — R tale che f € L?(X) e

lim
n—-4o00

f-f

=0
Lp(X)

e denotiamo con f la classe corrispondente in £P(X), ¢ ovvio che { f,}nen converge a f
rispetto alla norma £?(X) nellinsieme quoziente. In altri termini, possiamo assumere
che { f,}nen sia una successione di funzioni ben definita.

Step 1: Supponiamo p = 40c0. Per definizione di successione di Cauchy, per ogni
e > 0 esiste ng € N tale che per ogni n, m > ng vale che

an - fm”LOO(X) <E.

Per la definizione [3.1.2] esiste un insieme C' € M tale che u(C°) = 0 e per ogni z € C
vale che {f,(z)}nen ¢ una successione di Cauchy. Allora, per ogni # € C' possiamo
ben definire il limite puntuale f(z) della successione { f,,(z) }nen; se € C¢, definiamo
f(z) = 0. Allora f ¢ una funzione ben definita tra X e R. Inoltre, possiamo assumere
che per ogni n € N per ogni z € C vale che [f,(z)|] < ||fall oo (xr)- Siccome {fp}nen
¢ una successione di Cauchy rispetto alla norma L>°(X), ¢ facile mostrare che esiste
M > 0 tale che per ogni n € N vale che || fu|| ooy < M. In particolare, per ogni z € C
abbiamo che |f(z)| < M. Essendo f limite puntuale di {f,}nen in C e 0in C°, f ¢ una
funzione misurabile; inoltre f appartiene a L>°(X). Sia £ un numero reale positivo; sia
ng € N tale che per ogni n,m > ng vale che

||fn - meLOO(X) S €.

Per definizione di C', abbiamo che per ogni x € C per ogni n,m > ng vale che
|fu(z) — fm(z)] < e. In particolare, vale che

[fu(@) = f(x)] = lim [f(z) = fm(2)| < e

m——+00o

In altri termini, {f,}nen converge a f rispetto alla norma di L*(X).
Step 2: Supponiamo che p € [1,+00). Per il lemma [3.2.15] esiste una sottosucces-
sione { fn, },ey tale che per ogni k € N vale che

Hf"k—l - fnkHLP(X) < 47",

Per ogni k£ € N definiamo

gk = ’fnk+1 — fu| s Ak = {JJ € X[ gr(z) 2 2_k}'
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3.3. Varie nozioni di convergenza

Si vede facilmente che g; : X — [0, +00] ¢ una funzione misurabile e che Ay € M. Per
la disuguaglianza di Chebyshev (vedi [3.2.7)), otteniamo che

Definiamo l'insieme
A= {z e X |z e A per infiniti indici k}.

Per il lemma di Borel-Cantelli (vedi[3.2.13)), deduciamo che p(A) = 0. Dunque, per ogni
x € A® abbiamo che {f, ()} .y ¢ una successione di Cauchy (vedi lemma [3.2.14). Per
ogni x € A° denotiamo con f(z) il limite puntuale della successione { f,, ()}, y: per
ogni x € A definiamo f(z) = 0. Come mostrato nel passo precedente, f : X — R ¢ una
funzione misurabile. Inoltre, esiste M > 0 tale che per ogni n € N vale || f,|| o) < M;
per il lemma di Fatou, vale che

/|f|p dpgliminf/|fnk|p du < MP.
X k—+oo [x

In particolare, f appartiene a LP(X). Sia k € N; per il lemma di Fatou, si ha che

Hf_fnkHI[)/P(X) :/X’fnk —f‘p du

:/X<h1—i>rfoo|f”’“_f”h|p) d:u

<timint [ |fu, ~ fol” du
X

h—+o00

< 47kp,

Dunque, { fn, },cy converge a f rispetto alla norma LP(X). Per concludere, osserviamo
che l'intera successione { f,, }nen converge ad f rispetto alla norma LP(X) perché ¢ una
successione di Cauchy che ammette una sottosuccessione convergente. ]

3.3 Varie nozioni di convergenza

Convergenza puntuale e uniforme

Osservazione 3.3.1. Sia {f,}neny una successione di funzioni misurabili tra X ed R
che converge uniformemente ad una funzione f. Ovviamente la convergenza ¢ anche
puntuale e puntuale quasi ovunque. Supponiamo che p(X) < 400 e che p € [1,4+00).
Se { fn}nen € una successione in LP(X), é immediato mostrare che {f,},en converge ad
f anche in LP(X).

Teorema 3.3.2 (Egorov). Supponiamo che (X, M, 1) sia uno spazio mensurale completo
tale che p(X) < +oo. Siano {f,}nen una successione di funzioni misurabili tra X ed R
e f: X = R una funzione misurabile tale che

per quasi ogni x in X. Per ogni e > 0 esiste un insieme E. € M tale che u(E.) < ¢ e
la successione { f,}nen converge a f uniformemente in E€.
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Capitolo 3. Spazi LP

Dimostrazione. Sia

Z::{xEX

limsup | f,(z) — f(z)] > 0} :

n—-+4o0o

Per completezza, I'insieme Z ¢ misurabile e vale che p(Z) = 0 (& essenziale che tutte le
funzioni siano a valori reali). Poniamo X’ = X'\ Z. Per ogni n, k € N poniamo

Eu(k) = {z €X' | fiw) = f@)| = ™"}

Osserviamo che per ogni k € N, la successione di insiemi { E,, (k) }nen ¢ decrescente. Per
definizione, osserviamo che
() En(k) = 0.

neN
Poiche p(X) < 400, vale che
lim_p(Ea(k)) = (@) = 0.

n—-+o00

Fissiamo ¢ > 0; per ogni k € N esiste nj, € N tale che u(E,, (k)) <e27%71. Poniamo

E.:=ZU|J E,,(k);
keN

per quanto mostrato, vale che u(E.) < e. Possiamo anche supporre che la successione
{ni}ren sia strettamente crescente. Notiamo che per ogni k& € N per ogni j > n;, vale

che
sup {|f;(x) — f(x)]} <e™¥;

X\ E-

questo ¢ equivalente alla tesi. O

Convergenza in misura

Definizione 3.3.3 (Convergenza in misura). Siano { f,, }»en una successione di funzioni
misurabili finite quasi ovunque e f una funzione misurabile finita quasi ovunque. Si
dice che {f,}nen converge ad f in misura se per ogni € > 0 vale che

Jim (e | 15,(2) = f@)] > <} =0,

Proposizione 3.3.4. Siano p € [1,400), {fn}nen una successione di funzioni in LP(X)
e [ una funzione in LP(X). Supponiamo che { f,}nen converga ad f in LP(X). Allora
{fn}nen converge ad f in misura.

Dimostrazione. Dato € > 0, per la disuguaglianza di Chebyshev (vedi [3.2.7)), vale che

lim_p({a | 1fu(e) = /@) > 2}) = im_p({e | |fala) = F@)P > )

n——4o00
= Fle

n—-+oo ep

= 0.
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3.3. Varie nozioni di convergenza

Esempio 3.3.5. Definiamo la seguente successione di funzioni. Poniamo

fl = ]]-[07%]7 f2 = ]1[%71]
Sen > 3, sia M,, > 2 tale che n € {2M»~1,  ;2Mn 1} esia k, = n— 2"~ Poniamo
T = Fg ]

Si puo verificare che {f,}nen € una successione di funzioni in [0, 1] che converge alla
funzione nulla in misura, tuttavia {f,,(x)},en non converge a 0 per ogni x € [0, 1].

Proposizione 3.3.6. Siano { f,}nen una successione di funzioni misurabili finite quasi
ovunque e [ una funzione misurabile finita quasi ovungue. Supponiamo che { fu }nen con-
verge ad f in misura. Allora esiste una sottosuccessione che converge a f puntualmente
per quasi ogni x € X.

Dimostrazione. Siano n,k € N. Poniamo

A= {z e | 1) - s > 3}

Per I'ipotesi di convergenza in misura, per ogni k£ € N vale che

lim u(A,x) =0.

n—-+o0o

Allora, per ogni k € N esiste n, € N tale che

Inoltre, possiamo supporre che la successione {ng},en sia strettamente crescente.

Osserviamo che
1
ﬂ(UA%Qs§Nmes§j§:z

keN keN keN

Per il lemma di Borel-Cantelli (vedi [3.2.13]), vale che
pu(z | z € A,k per infiniti indici k) = 0.

Allora per quasi ogni = in X vale che x ¢ A,, j per finiti indici k; pertanto, per quasi
ogni x € X vale che

1
upl@) = F@)] < 57

definitivamente in k; questo € equivalente alla tesi. O
Proposizione 3.3.7. Siano { f,}nen una successione di funzioni misurabili finite quasi
ovunque e f una funzione misurabile finita quasi ovunque. Supponiamo che p(X) < 400

e che { fn(x) }nen converge ad f(x) per quasi ogni x € X. Allora {f,}nen converge ad f
m Misura.
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Capitolo 3. Spazi LP

Dimostrazione. Siano € > 0, n € N. Poniamo

Ane =A{z | |falz) = f(2)| > €}

Per ogni n € N poniamo
E,. = U A e

m>n

Poniamo anche

A = ﬂ E,..

neN

Dalla convergenza puntuale quasi ovunque segue che

n(A:) = 0.

Osserviamo che {F,, . }nen ¢ una successione decrescente di insiemi che converge ad A..
Essendo u(X) < oo, vale che

n(Ae) = iggﬂ(En,a>‘
Per concludere, osserviamo che vale

0= u(A.) = inf p(E, ) > inf sup p(A,, ) = limsup p(A4,.).

neN neN m>n n—+oo
Allora vale che

lim p(A,:) =0.

n—-+o0o
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Capitolo 4

Misure prodotto

In questo capitolo assumiamo che siano dati due spazi mensurali (X, A4, ) e (Y, B, v);
denotiamo

AxB={AxB|Ac A, BeB).

4.1 Costruzione della misura prodotto

Lemma 4.1.1. Sia {Ax x Br} C A X B una successione di insiemi a due a due disgiunti
e tali che

UAkak:AxBEAxB.
keN

Allora, vale che

u(Av(B) = Z p1(Ax)v(By).

keN

Dimostrazione. Per ogni x € X, per ogni y € Y vale che

La(2)lp(y) =D 1a, ()1, (1).

keN

Fissato x € X, integriamo in y e, per il teorema di Beppo Levi, otteniamo che

La(z)v(B) =Y 1La,(x)v(By).
Integrando rispetto alla variabile x e applicando ancora il teorema di Beppo Levi, si
ottiene che
u(A)v(B) = Zﬂ(Ak)V<Bk)-
keN
Definizione 4.1.2. Poniamo A : A x B — [0, +00] tale che
AMA x B) = p(A)v(B).

Osservazione 4.1.3. Si verifica facilmente che A x B é un semi-anello; per il lemma [4.1.1],
la funzione d’insieme A definita in é numerabilmente additiva su A x B; inoltre &
ovvio che A(()) = 0. Per il lemma[1.2.19] la funzione A é una premisura su S.
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Capitolo 4. Misure prodotto

Definizione 4.1.4. Si pone pu x v = \*, dove \* é l'estensione di A costruita dal
teorema di Carathéodory-Hahn (vedi|1.2.20]). pu X v & detta misura prodotto.

Osservazione 4.1.5. Ovviamente la costruzione della misura prodotto ¢ commutativa.
Infatti, ¢ immediato osservare che le misure esterne 1 X v e v X p costruite tramite il
teorema di Carathéodory-Hahn (vedi generano la stessa o-algebra di insiemi
misurabili e coincidono ovunque.

Osservazione 4.1.6. Dal teorema [1.2.20] segue che A x B é contenuta nella o-algebra

degli insiemi misurabili per p x v; inoltre

uxv(Ax B)=MAxB)=pu(A)v(B).

4.2 Teoremi di Fubini e Tonelli
Definizione 4.2.1 (Sezione). Siano £ C X x Y e € X. Si pone
E, ={yeY| (x;y) € E}.

Proposizione 4.2.2. Supponiamo che p e v siano misure finite. Sia E € (A X B)ys;
allora vale che:

e per ogni v € X si ha che E, € B;
o la funzione v — v(E,) ¢ A-misurabile;

e vale la formula

uXxv(E)= /XI/(EQC) dj.

Dimostrazione. Step 1: Sia F € (A x B),; per definizione, esiste una famiglia { A, x
B }ren € A x B tale che

F:UAkXBk‘

keN

Essendo A x B un semi-anello, si pud supporre che 'unione sia disgiunta. Osserviamo
che per ogni z € X per ogni k € N vale

0 sex ¢ Ay,
B, sex € A,

Inoltre, si ha che

F;t - U(Ak X Bk)a?)

keN

in ogni caso, F, € B. Si verifica banalmente che se k # j, per ogni z € X vale che
(Ar X Bg)z N (Aj X B;), = (. Per la numerabile additivita di v possiamo scrivere che

V(E) = 3 (A x By)y) = 3 Ly (0)(B)

keN keN
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4.2. Teoremi di Fubini e Tonelli

Questo ¢ sufficiente a concludere che la funzione + — v(F,) ¢ misurabile (infatti ¢
estremo superiore di funzioni misurabili). Applicando il teorema di Beppo Levi e la
definizione di misura prodotto, otteniamo che

[ F) au=% [ ta G

keN VX

= Z (A)v(By)

keN

:Z[L X V(Ak X Bk)
keN

= pu x v(F).

Dunque, la proposizione ¢ completamente dimostrata nel caso in cui F' € (A x B),.
Step 2: Sia £ € (A x B),s; osserviamo che p X v(E) < 400. Per definizione, esiste

una famiglia {F}}ren tale che
E=()Fk

keN

Essendo S un semi-anello possiamo supporre che { Fj, }ren sia una successione decrescente.
Osserviamo che per ogni = € X vale che {(F}). }ren ¢ una successione in B che converge
decrescendo a F,. Essendo v una misura finita, per ogni z € X vale che
lim v((Fy).) =v(E,).
k——+o0
Pertanto, la funzione z — v(E,) ¢ ben definita ed ¢ misurabile, essendo limite puntuale
di funzioni misurabili. Inoltre, v((Fy).) < v((F1).) per ogni k € N per ogni = € X;
essendo v una misura finita, la successione {v(Fy).}ren € equi-limitata in k e in x.

Usando il fatto che anche p X v € una misura finita e il teorema di convergenza dominata
(infatti g ¢ una misura finita e le costanti sono dominazioni ammissibili), vale che

uXv(E)= lim puxv(F,) = lim [ v((Fy).) du= / v(E,) dpu.

k—+o00 k—+o0o Jx X
[l

Teorema 4.2.3 (Formula di riduzione). Supponiamo che p e v siano misure finite e
che (Y,B,v) sia uno spazio mensurale completo. Sia E un insieme misurabile secondo
[ X v; valgono 1 sequenti fatti:

e per quasi ogni x € X l'insieme E, appartiene a B;

e csiste una funzione misurabile s : X — [0,4+00) tale che per ogni x fuori da un
insieme di misura nulla (misurabile per A) vale che s(x) = v(E,);

e vale la formula

pxv(E)= /X’/(Ex) dp.

Dimostrazione. Per il lemma [1.2.25| esiste un insieme G € (A X B),s tale che E C G
e p X V(G) = p x v(E); essendo tutte le misure finite, vale che u x v(G \ E) = 0.
Applicando ancora il lemma [1.2.25] deduciamo che esiste F' € (A x B),s tale che
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Capitolo 4. Misure prodotto

G\E CFepuxv(F)=0. Per la proposizione vale che per ogni € X l'insieme
F, € B, la funzione x — v(F},) & ben definita e misurabile e vale la formula

0=pxv(F) :/XV(FI) dj.

Deduciamo che esiste un insieme Ay € A tale che u(X\ 4p) =0 e v(F,) = 0 per ogni
x € Ap. Essendo v una misura completa, possiamo affermare che (G \ F), € B per ogni
xr € Ay (infatti (G \ E), C F,). Osserviamo che per ogni z € X vale che

Gm:(G\E)mUEx

e G, € B per la proposizione [4.2.2} tuttavia, se € Ay, abbiamo detto che (G\ E), € B
e, essendo I'unione disgiunta, otteniamo che E, € B. Otteniamo che per ogni x € A, vale
che v(G,) = v(E,); allora la funzione © — v(FE,) ¢ ben definita in Ay ed ¢ misurabile
per la proposizione [£.2.2] Se la estendiamo a 0 fuori da A, otteniamo una mappa
misurabile definita su tutto X. In conclusione, osserviamo che

i x V(E) = i x ()

:/XV(G””) dp
:/X\AO v(Gy) d;mt/Ao v(G,) du
_ /A V() dn

_ /X W(E,) dp.
]

Teorema 4.2.4 (Fubini). Supponiamo che p e v siano misure finite e che (Y, B,v)
sia uno spazio mensurale completo. Sia f : X X Y — R una funzione in L'(X x Y).
Valgono 1 sequenti fatti:

e per quasi ogni x € X la funzione y — f(x;y) é v-integrabile;

o csiste una funzione misurabile 6 : X — R tale che per ogni x fuori da un insieme
di misura nulla (misurabile per A) vale che

o) = | flasn) dv

/Xxyf(x;y) duXVZ/X</Yf(SC;y) di/) dp.

Dimostrazione. Step 1: Supponiamo che 1) sia una funzione semplice non negativa
tale che 1 € L'(X x Y) e mostriamo che in tal caso il teorema ¢ valido. Per fissare la
notazione, abbiamo che
n
w = Z )\j]lEj7
j=1
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con A\; > 0 e gli insiemi £}, ..., E, a due a due disgiunti. Per la formula di riduzione
(vedil4.2.3)), esiste un insieme Ay € A tale che u(X\ Ag) = 0 e per ogni 2 € Ay per ogni
j € {1;...;n} vale che (E;), € B. Osserviamo che per ogni x € Ay la funzione

y = Y(zy) = ZMIE)I

¢ misurabile e inoltre

/ (x;y) dV—Z)\V ) < +o0.

La funzione

x—>/¢xy dV—Z)\V ) < +o0

¢ ben definita e misurabile in Ag; se la estendiamo a 0 fuori da Ay, otteniamo una
mappa misurabile definita su tutto X. Infine, applicando la formula di riduzione (vedi

4.2.3)), osserviamo che

Y(aiy) dpx v =Y N x v(E))

XxY j=1

:/}g(/yzb(a:;y) du) d

Step 2: Sia f : X x Y — [0, +00] una funzione in L'(X x Y). Sia {¢}}ren una
successione di funzioni semplici non negative che converge crescendo a f in maniera
puntuale (vedi . Per quanto provato nel passo precedente, per quasi ogni x € X
la funzione y — f(z;y) & misurabile, essendo limite puntuale di funzioni misurabili:
infatti esiste un insieme Ag € A tale che pu(X'\ Ag) =0 e y — ¢y (z;y) ¢ misurabile per
ogni x € Ay. Per il teorema di Beppo Levi, per ogni x € Ay vale che

/Yf(ﬂf;y) dv = lim /%:vy

Allora, la funzione

x—>/yf(:lf;y) dVIkETmAwk(x;y) dv

é ben definita in Ag e misurabile perché limite puntuale di funzioni misurabili; esten-
dendola a 0 fuori da 0 si ottiene una mappa misurabile e globalmente definita su X.
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Capitolo 4. Misure prodotto

Applicando il teorema di Beppo Levi, otteniamo che

/X(/Y]"(m;y) dy) dM:/<kl_l>Eloo/¢kxy v) dp
= Jim X(/Y?/)k(x;y) dV) dp

= lim Yi(z;y) dp x v
k—=+oo Jxxy
= f(zyy) du x v.
XxY

Step 3: Sia f : X x Y — R una funzione in L!'(X x Y). Possiamo decomporla nella
sua parte positiva e negativa, cioé scriviamo f = f* — f~. Abbiamo dimostrato il
teorema separatamente per f1 e per f~. Concludiamo che

nyfduxyzlgxyf+duxy—/§gxyf‘duxu (4.1)
=4<Af+(x;y) dV> du—/}g(/yf‘@;y) dV) dp (4.2)
:/X</Yf+(;p;y) dy—/Yf_(a:;y) dV) dp (4.3)
= [( [ = av) dn (4.4

= [ ([t ar) an

In abbiamo usato il fatto che f € L1(X x Y), quindi gli integrali al membro di destra
SONno entrambl finiti e in tal caso l'integrale ¢ un operatore lineare; in [4.2 abbiamo usato
il fatto che le funzioni

T — / frzy) dv, x— / f(zy) dv
Y Y
sono in L'(X); in abbiamo usato il fatto che per quasi ogni = € X vale che
[ 5w dv <o [ £y dv < oo
Y Y

in abbiamo usato la definizione di f = f* — f~. n

Teorema 4.2.5 (Tonelli). Supponiamo che u e v siano misure finite e che (Y, B, v)
sia uno spazio mensurale completo. Sia f: X X Y — [0, +00] una funzione misurabile.
Valgono 1 sequents fatti:

o per quasi ogni x € X la funzione y — f(z;y) é misurabile;

o csiste una funzione misurabile 0 : X — [0, 00| tale che per ogni x fuori da un
insieme di misura nulla (misurabile secondo A) vale che

fc)z/yf(w;y) dv



4.2. Teoremi di Fubini e Tonelli

e vale la formula

[t duxv= | ( | f) du) p.

Dimostrazione. La dimostrazione puo essere ottenuta con pochissime modifiche dai
primi due passi del teorema di Fubini (vedi [4.2.4)). ]

Osservazione 4.2.6. 1 teoremi di Fubini e Tonelli (vedi e [4.2.5)) possono essere
immediatamente estesi al caso in cui (X, A, ) e (Y, B, v) siano spazi o-finiti.

Osservazione 4.2.7. Ovviamente, se (X, A, u) e (Y, B, v) sono spazi mensurali completi
e le misure p, v sono finite, valgono i teoremi di Fubini (vedi|4.2.4) e Tonelli (vedi |4.2.5)

scambiando le misure y e v.

Esempio 4.2.8. Siano v : P(R) — [0, +o0] la misura che conta i punti in R e m; :
M(R) — [0, +o0] la misura di Lebesgue in R. Consideriamo la diagonale del quadrato

D ={(x;z) | z € [0,1]}.

Osservando che D si puo scrivere come intersezione numerabile di unioni finite di qua-
drati, si conclude che D € (P(R) x M(R)),s; in particolare, D ¢ un insieme misurabile
secondo v x my. Ricordiamo che gli spazi mensurali (R; P(R);~) e (R; M(R);m;) sono
completi; inoltre, per ogni x € [0,1] vale che D, = {x}; altrimenti D, = (). Osserviamo

che
/ml(Dx) dy =0, /V(Dy) dy—/ ldy=1.
R R [0,1]

Questo ¢ sufficiente che non puo valere il teorema di Fubini in questo caso; del resto, lo
spazio (R; P(R);~) non & o-finito.

Esempio 4.2.9. Siano m,n interi positivi. Consideriamo gli spazi mensurali completi
(R™; M(R"™);m,,) e (R™; M(R™); my,). Siano S,, e S, i rettangoli rispettivamente in R™
eR™ew,: S, = [0,+], vy : Sy — [0, +00] le funzioni definite in[1.3.3] Se denotiamo
con 7, : R"™ — R™ la proiezione sulle prime n componenti e con 7™ : R™* — R™ la
proiezione sulle ultime componenti, osserviamo che la mappa © : S,,.,, = S, X S, tale
che

O(E) = (mn(E); 7™ (E))
é ben definita ed é una bigezione. Dato A x B € §,, X §,,,, definiamo
A (A X B) = m,(A)m,,(B).
Osserviamo che per ogni F € S,,.,,, vale che
Unim (E) = 0n (0 (E))Jum (7" (E)) = Apm(O(E)).

In altri termini, le funzioni v, € Ay, © © coincidono su S,,4,,. Per costruzione (vedi
e , ¢ immediato osservare che le misure esterne prodotte con il teorema
di Carathéodory (vedi coincidono su ogni sottoinsieme di R™"*™; in particolare
definiscono la stessa o-algebra di insiemi misurabili e la loro restrizione a tale o-algebra
¢ una misura. Siccome S,,;,, ¢ un semi-anello e v, ,,, € una premisura su S, ,,, allora
Mytm € My X My, estendono rispettivamente vy, € Ay © O.
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Capitolo 5

Misure con segno

In questo capitolo supponiamo che sia assegnato uno spazio misurabile (X, M).

5.1 Definizioni e prime proprieta

Definizione 5.1.1 (Misura con segno). Sia v : M — [—00, +00] una funzione con
seguenti proprieta:

o v(0) =0;
e per ogni famiglia { F; },cy numerabile e disgiunta in M vale che
+00
14 (U EZ> = ZV(El),
ieN i=0

intendendo che la somma al secondo membro ¢ ben definita in R e non dipende
dall’ordinamento.

Diremo che v é una misura con segno. Se v é a valori reali, diremo che v ¢ una misura
con segno finita.

Proposizione 5.1.2. Sia v : M — [—00,+00| una misura con segno; allora v(M) C
(—o0, +00] oppure v(M) C [—o0, +00).

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esistano E, F' € M tali che v(E) = +00
e v(F) = —oo. In particolare, sono non vuoti. Allora vale che

VENF)+v(E\F)=v(E)=+x

VENF)+v(F\E)=v(F)=—c.

Dovendo essere le somme ben definite nell’algebra di R, deve valere che v(E N F) &
finito, v(E'\ F) = +o0 e v(F'\ E) = —o00. Essendo F \ F e F'\ FE insiemi disgiunti,
deduciamo che

v(E\F)U(F\E)) =v(E\F)+v(F\E) = (+00) + (-00)

che non ¢ definita come operazione nell’algebra di R. Tuttavia, questo € assurdo per la
definizione di misura con segno. m
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5.2. Decomposizione di misure

Definizione 5.1.3 (Restrizione di una misura). Siano v una misura con segno e A € M.
Poniamo

via(F) =v(ANF).
Osservazione 5.1.4. Ovviamente la restrizione di una misura (vedi[5.1.3) vj4 : M —
[—00, +00] & ancora una misura con segno sulla o-algebra M.

Osservazione 5.1.5. Sia v : M — [—00,+00] una misura con segno. Sia ' € M tale
che v(F) € R. Allora per ogni A € My vale che v(A) € R. Infatti, se esistesse
A € Mp tale che v(A) = +o0, deve valere che v(F \ A) # —oo (altrimenti la somma
v(F) =v(A)+ v(F \ A) non é ben definita e questo sarebbe assurdo). In ogni caso, si
ottiene che v(F) = +00. Se v(A) = —oo si ragiona in maniera analoga.

Osservazione 5.1.6. Sia v : M — [—00, +00] una misura con segno. Ragionando come
nel teorema [1.1.14] ¢ possibile mostrare che se {4;};en ¢ una successione crescente di

insiemi, vale che
v (U Aj> = lim v(4;);
) J—+00
JEN
se {A;} en € una successione decrescente di insiemi e v(A;) € R, allora

v (ﬂ Aj> = jginooy(Aj).

jEN

5.2 Decomposizione di misure

Definizione 5.2.1 (Insieme positivo, negativo o nullo). Siano v : M — [—00, +0]
una misura con segno e A € M. Diremo che A é

e positivo se v(S) > 0 per ogni S € My,
e negativo se 1(S) < 0 per ogni S € My,
e nullo se v(S) = 0 per ogni S € My

Osservazione 5.2.2. Se v : M — [—00, +00| & una misura con segno e {A;};en C M &
una famiglia di insiemi positivi, allora A = [J A; ¢ positivo. Basta osservare che per
ogni S € M4 vale che

S=J4;ns
e AjNS € My, per ogni j € N. Vale un enunciato analogo per insiemi negativi.

Lemma 5.2.3 (Hahn). Siano v : M — [—00, +00| una misura con segno e £ € M
tale che v(E) € (0,400). Allora esiste un sottoinsieme A C E tale che A € M, A ¢
positivo e vale v(A) € (0, +00).

Dimostrazione. Ricordiamo che per ogni S € Mg vale che v(S) € R (vedi p.1.5)). Se F
é positivo, abbiamo concluso; altrimenti ¢ ben definito

my = min{j e N*

35 € Mg tale che v(S) < —%} :
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Capitolo 5. Misure con segno

Sia By € Mg tale che v(E)) < —m%. In particolare, deduciamo che v(E \ E;) > 0 ed ¢
ovviamente finito. Se £\ F; ¢ un insieme positivo, abbiamo concluso; altrimenti, & ben
definito

My = min{j c Nt

1
S € Mg\ g, tale che v(S5) < —;} .

Allora esiste Ey € Mp\pg, tale che v(F;) < —mi. Come in precedenza, deduciamo
che v(E\ Ey \ E2) € (0,400), ovvero v(E \ (E1 U Ey)) € (0,400). Se E\ (Ey U E»)
é positivo, abbiamo concluso; altrimenti ripetiamo il procedimento. Se la procedura
termina al passo ko, allora esistono degli insiemi Ey, ..., Fy, tali che B, € M B\UM) E,
per ogni k < kg e vale

<E\UE> (0, 4+00)

. . k, N oy . N .
e l'insieme F 0 E; ¢ positivo. In tal caso, 'enunciato ¢ dimostrato. Se la procedura
i=1 )

. . . k—1 .
non termina, troviamo una successione {Ej}jem tale che Ey, C E'\ [J;Z; E; ed esiste
una successione {my reny di numeri interi positivi tali che v(FEy) < —-L. Osserviamo

€ mp

che vale
[e%¢] +o00
v (U Ek> = ZV(Ek) = A\
j=1

k=1

Osserviamo che A € R perche v(FE) € (0,+00); del resto, si ha
+00 o
)\_;u(Ek) < —’;m—k.
Allora, deduciamo che la successione {my }ren deve convergere a +o00. Poniamo

“+o0o
A=E\JE;.

j=1

Osserviamo che v(A) < 400, perché E ha misura finita; inoltre v(A) > 0 perché E ha
misura positiva e v(£;) < 0 per ogni j € N. Vogliamo mostrare che A & un insieme
positivo. Sia B € M 4. Osserviamo che per ogni k£ € N vale

k
BC E\|JE;
=1

per definizione di my 1, vale che

1
v(B) > — :
Mg
Prendendo il limite per k che tende a 400, concludiamo che v(B) > 0. O

Teorema 5.2.4 (Hahn). Sia v : M — [—00,4+00] una misura con segno. Allora esiste
una partizione {A, B} C M di X tale che A ¢ positivo e B ¢é negativo.
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5.2. Decomposizione di misure

Dimostrazione. Possiamo supporre che v(M) C [—o0, +00). Poniamo
A =sup{v(F) | E € M, E ¢ positivo} > 0.

Osserviamo che \ ¢ ben definito perché () ¢ un insieme positivo. Esiste una successione
di insiemi positivi { Ay }ren tale che

lim v(Ag) = A
k—+o00
Poniamo
A= U Ay,
keN

Abbiamo gia osservato che 'unione numerabile di insiemi positivi forma un insieme
positivo; dunque A ¢ un insieme positivo. Per definizione di A, si ha che v(A) < .
Notiamo che per ogni k& € N vale

v(A) = v(AN\ Ap) +v(Ar) > v(Ay);

prendendo il limite per k che tende a 400, si ottiene che v(A) > . Ovviamente
A < 400, perche stiamo assumendo che v(M) C [—o0,+00). Poniamo B := X\ A e
mostriamo che & un insieme negativo. Supponiamo che esista B’ C B tale che v(B) > 0;
per ipotesi, vale ovviamente che v(B) < +oo. Per il lemma di Hahn (vedi[5.2.3), esiste
un insieme B” C B positivo e tale che v(B”) € (0, +00); osserviamo che AU B” ¢ un
insieme positivo tale che

v(AUB") =v(A)+v(B") > A,
che é assurdo perché contrario alla definizione di \. O

Definizione 5.2.5 (Misure mutualmente singolari). Siano o, : M — [—00, +00];
diremo che «, # sono mutualmente singolari se esistono due insiemi disgiunti A, B € M
tali che X = AU B, A ¢ nullo per § e B é nullo per «.

Osservazione 5.2.6. Nel contesto della definizione [5.2.5] se esiste un insieme Z € M che
é nullo per «a e per (3, allora gli insiemi A, B non sono univocamente determinati.

Definizione 5.2.7 (Misura concentrata). Siano £ € M e v : M — [—00,+00] una
misura con segno. Diremo che v é concentrata in F se £ ¢ nullo per v.

Teorema 5.2.8 (Decomposizione di Jordan). Sia v : M — [—00, +00]| una misura con
segno. Esistono due misure v, v~ : M — [0, 400] mutualmente singolari e tali che
v =vt — v, intendendo che la differenza ¢ ben definita. Inoltre v, v~ sono uniche,
cioé se a, f : M — [0, 400] sono misure mutualmente singolari tali che v =a — 3 e la
differenza & ben definita, allora « = vt e f =v".

Dimostrazione. Step 1: Per il teorema di Hahn (vedi [5.2.4]), esistono due insiemi
disgiunti A, B € M tali che X = AU B, A é positivo e B é negativo. Poniamo
vt =va: M = [0,+00] e v™ == —yp : M — [0,400]. Ricordando che per ogni
E € M vale

vi(E)=v(ENA)>0

v (E)=—-v(ENB) >0,
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Capitolo 5. Misure con segno

¢ ben definita la decomposizione
v(E)=v(ANE)+v(BNE)=v"(E)—v (E),

perché v é una misura con segno.

Step 2: Consideriamo un’altra decomposizione v = a — 3, dove « é una misura
non negativa concentrata in A’, § & una misura non negativa concentrata in B, A’, B’
sono insiemi disgiunti in M e A’ U B’ = X. Vogliamo provare che v = a e v~ = f.
Per costruzione vale che

vt = V|A = V|AnA’ T V[A\A-
Vale che
0 < v = apaa — Blaa = —Baa <0;

Dunque, otteniamo che v 4\ 4+ = 0. Allora vale che
vt = VIiAnA = Q| AnA — 6LAmA’ = 0 AnA’ = O AnAr + O a\ar = Q4.
Se mostriamo che a4 = «, allora concludiamo che o = v*. Osservando che A"\ A C B,
si ha
a=ais+ ase =aa+ aana.
Notiamo che
0 > vana = apana — Blana = apana = 0,

dunque a4n4 = 0, da cui si conclude che a = 4. Ragionando in maniera totalmente
analoga, si deduce che g =v~. O

Osservazione 5.2.9. Dal teorema di decomposizione di Jordan, si deduce che se v é una
misura con segno finita, allora v e v~ sono misure non negative finite.

Integrale rispetto ad una misura finita con segno

Definizione 5.2.10. Siano v : M — R una misura con segno e f : X — R una funzione
misurabile. Per il teorema di decomposizione di Jordan (vedi esistono due misure
non negative e mutualmente singolari v, v~ : M — [0,+00) tali che v = v+ — v,
Supponiamo che

/|f| dvt +v7) < +o0.
X

[t aw vy = [0 a1 v

I'identita vale se f é una funzione semplice; allora si puo estendere a tutte le funzioni
misurabili non negative utilizzando il teorema di Beppo Levi e il teorema [2.1.18]
Si puo definire ben definire

/deuzz/xfdﬁ—/xfdy‘.

Osservazione 5.2.11. L’integrale rispetto ad una misura finita con segno gode ovviamente
delle stesse proprieta di linearita dell’integrale rispetto ad una misura non negativa.

Notiamo che
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Capitolo 6

Misure a valori in uno spazio di
Banach

In questo capitolo, supponiamo che siano assegnati uno spazio di Banach F e uno spazio
misurabile (X, M).
6.1 Definizioni e prime proprieta

Definizione 6.1.1 (Convergenza incondizionata). Sia {z;};ey una successione in E.
Diremo che la serie
2

JEN

converge incondizionatamente a T € E se la successione delle somme parziali converge
a T e per ogni permutazione di indici 7, vale che la successione delle somme parziali

+oo
Z L (5)
§j=0

della serie

converge a T.

Osservazione 6.1.2. Se E ha dimensione finita, la convergenza incondizionata di una
serie & equivalente alla convergenza assoluta per il teorema di Riemann-Dini.

Definizione 6.1.3 (Misura a valori in uno spazio di Banach). Sia v : M — E una
funzione d’insieme. Si dice che v ¢ una misura a valori in uno spazio di Banach se gode
delle seguenti proprieta:

o v() =0;
e per ogni famiglia numerabile disgiunta {F}};en € M vale che
(Un) - Tum,
jEN jEN
intendendo che la serie converge incondizionatamente.

Esempio 6.1.4. Se v : M — R ¢é una misura con segno finita come indicato nella
definizione [5.1.1], allora v & una misura a valori in uno spazio di Banach secondo la

definizione [6.1.3]
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Capitolo 6. Misure a valori in uno spazio di Banach

Esempio 6.1.5. Se E ha dimensione finita, allora le serie che compaiono nella definizione
6.1.3| sono assolutamente convergenti (per il criterio di Riemann-Dini). Questo &
generalmente falso se £ ha dimensione infinita. Supponiamo che X = N*, M = P(N)
ed E = (*(R) (ricordiamo che & uno spazio di Banach). Denotiamo con {e; | j € N*}
la base canonica di £2(R). Per ogni A € P(N*), definiamo

-e; seA#£0D,
v(4) = Z ’

0 se A=10.

Si verifica facilmente che la serie che definisce v ¢ ben definita e converge incondiziona-~
tamente in ¢*(R). Verifichiamo che v : P(NT) — ¢?(R) ¢ una misura a valori in uno
spazio di Banach. Sia data una successione {4;};en € P(NT) formata da elementi a
due a due disgiunti. Denotiamo con

A= U A,
neN

Per la convergenza incondizionata della serie che definisce v, possiamo riordinare la
serie nel modo seguente:

Z Ze; = ZZ—% > V(A
jEA neN]eAn neN

Questo prova che v é una misura a valori in uno spazio di Banach. Tuttavia, osserviamo
che se A; = {j}, si ha che

vl 4] =) %ej c (*(R),

jENTt jENT

tuttavia vale che

> A = 3 % = +oo.

jENT jENT J

Dunque, abbiamo una serie che converge nella norma dello spazio di Banach, ma non
converge assolutamente (la serie delle norme ¢ divergente).

Definizione 6.1.6 (Insieme nullo). Siano v : M — E una misura a valori in uno
spazio di Banach e N € M. Diremo che N ¢ nullo per v se v(S) = 0 per ogni S € My.

6.1.1 Variazione totale di una misura

Definizione 6.1.7 (Variazione totale). Sia v : M — E una misura a valori in uno
spazio di Banach. Definiamo ||v|| : M — [0, +00] tale che

|lv]| (A —sup{ZH (A))]| ‘ {A1;...; Ay} € M ¢ una partizione diA}.

Osservazione 6.1.8. Nel contesto della definizione[6.1.7] per ogni A € M vale ovviamente
che [[v(A)[| < [lv]l (A).
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6.1. Definizioni e prime proprieta

Teorema 6.1.9. Sia v : M — E una misura a valori in uno spazio di Banach. La
variazione totale ||v|| : M — [0, 4+00] & una misura.

Dimostrazione. Step 1: Ovviamente vale che ||v|| (#}) = 0; dobbiamo provare 'additivita
numerabile. Sia {A;};en € M una famiglia disgiunta; poniamo

A= u(4)).
jEN
Sia {Fi;...; F,} € M una partizione di A. Per la numerabile additivita di v vale che

n

Sl =)

=1

> v(FinAy)

JEN

<D X lEN A

I=1 jeN

=> > IvEN A

jEN I=1

<3 Il (4).

jEN

dove l'ultimo passaggio segue dalla definizione della variazione totale. Passando
all’estremo superiore sulle partizioni finite di A, otteniamo che

vl (A) < Z 11 (A;)-

Step 2: Dobbiamo mostrare la disuguaglianza opposta; possiamo supporre che
||| (A) sia finito, altrimenti la disuguaglianza ¢ ovvia. Sia {A;1;...; A, } € M una
partizione di A;. Osserviamo che

i: (A + v (AN A < [l (A).

Passando all’estremo superiore su tutte le partizioni finite di A; formate da elementi di
M, si deduce che
1] (A7) < [lv]l (A) < +o0.

Sia € > 0 fissato. Sia {Bj1;...; Bjp, } € M una partizione di A; tale che

Pj
9
I (A7) = g5 < D Iw(Bill-
=1

Segue che

Dol A) =<YD (Bl

JeN JeEN =1

Poniamo

Pn=A{Bji | j€{0;...;n}, l€{1§~-%pj}}u{ G AS};

s=n+1
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Capitolo 6. Misure a valori in uno spazio di Banach

é una partizione finita di A formata da elementi di M. Si trova che

n

ZZII ol < vl (A).

j=0 1=1

Prendendo il limite per n che tende a +00, si deduce che

ZZH DIl < vl (A).

jeN =1

DIl (Ay) — e < vl (A).

jeN

Otteniamo che

La conclusione segue dall’arbitrarieta di ¢. [

Osservazione 6.1.10. Sia v : M — FE una misura a valori in uno spazio di Banach. Un
insieme F' € M ¢ nullo per v se e solo se ||v| (F)) = 0. Dalla definizione di variazione
totale di una misura (vedi[6.1.7) segue immediatamente che se ||v|| (F), per ogni S € Mg
vale che ||v(S)]| =0, da cui v(S) = 0. L’altra implicazione ¢ analoga.

Esempio 6.1.11. Sia v : M — [0, +00] una misura non negativa. La definizione di
variazione totale (vedi ha senso anche per v; del resto, dalla finita additivita e
dalla positivita di v, si deduce che v = ||v]].

Esempio 6.1.12. Sia v : M — R una misura con segno finita con segno; per il teorema
di decomposizione di Jordan (vedi[5.2.8), esistono delle misure v, v~ : M — [0, +00)
mutualmente singolari tali che v = v™ — v~. Vogliamo mostrare che ||v| = vT + v~.
Sia B € M; fissata una partizione {By;...; By} C M di B, vale che

Z v

||
M=

v*(Bi) — v (B))]

1

7

vH(By) + v (By)

'MZ

=1

— v (B)+ v (B).

Passando all’estremo superiore sulle partizioni finite di B, si ottiene che ||v| < vt 4+ v~.

Vogliamo provare la disuguaglianza opposta. Per fissare la notazione, supponiamo
che vt sia supportata in AT € M e che v~ sia supportatain A~ € M, con ATNA™ =0
e ATUA™ =X. Osserviamo che {AT N B; A~ N B} C M ¢ una partizione di B. Per le
ipotesi su vt e v, vale che

v (B) + v (B) = (BN AT) + v(BN A7) < |[v| (B).

Osservazione 6.1.13. Notiamo che la definizione di variazione totale (vedi|6.1.7) ha senso
anche se v : M — R & una misura con segno, non necessariamente finita. Considerando
la, decomposizione di Jordan di v in misure mutualmente singolari come v = v+ — v~

(vedi]5.2.8)), ¢ facile provare che

vl = v+ v,
ragionando come nell’esempio [6.1.12]
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6.1. Definizioni e prime proprieta

Sulla finitezza della variazione totale

Lemma 6.1.14. Se E ha dimensione finita. FEsiste una costante C' > 0 dipendente

solo dalla dimensione di E tale che per ognin € Nt per ogni vy,...,v, € E vale che
) < C )
2l <€ amax 1D v
=1 1€B

Dimostrazione. Essendo E uno spazio di Banach di dimensione finita (a meno di costanti
universali), possiamo supporre che E coincida con R e che sia dotato della norma

[oll, =
intendendo che v = (v';...;v™). Possiamo procedere per induzione su M. Supponiamo
M = 1; sia {vq;...;v,} € R. Definiamo l'insieme

C={ie{l;...;n} | v; <0}

Notiamo che

Z\vw!vaz 2 v

ieC eCe
< max E v;| + max g V;
BC{1;...;n} |4 BC{1;...;n} |
i€eB i€EB
=2 max E ;| .
BC{1;...;n} |
i€EB

Supponiamo che la tesi valga in RM con una costante Cj; e mostriamo che vale in
RM*L Dato v = (v;...;0M; oM+ € RM*L definiamo P(v) = (vi;...;0M) € RM,
Dati vy, ..., v, € RM*! vale che

D lilly = D P@)ll + ) o
i=1 i=1 i=1

< (Cy max E P(v;)|| +2 max E pMH
BC{1;..;n} BC{1;..;n} |
i€B i€EB
< (Cjy max E vill +2 maX E v;
BC{1;...;n} [|4 BC{1;..; -
€8 1 €8 1

=(Cy+2) max
Bc{l, n

dove abbiamo usato l'ipotesi induttiva e il fatto che per ogni w € E vale che

1Py < flwlly

Allora, basta porre Cyry1 = Cyy + 2. O

wM+1| < ||w||1 .
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Capitolo 6. Misure a valori in uno spazio di Banach

Lemma 6.1.15. Se E ha dimensione finita, la misura v : M — E assume valori in
un 1nsieme limitato.

Dimostrazione. Step 1: Iniziamo osservando che se v : M — R é una misura con
segno finita (cioé una misura a valori in uno spazio di Banach di dimensione 1), allora
v assume valori in un insieme limitato. Infatti, per il teorema di decomposizione di
Jordan (vedi[5.2.8), esistono due misure non negative v*, v~ : M — [0, +00] tali che
v =vt —v~. Essendo v una misura finita, ¢ immediato dedurre che anche v e v~
sono misure finite; allora v+ e v~ assumono valori in un insieme limitato. Si ottiene
che anche v ha valori in un insieme limitato.

Step 2: Sia {ej;...;epn} una base di E; per ogni i € {1;...;n} denotiamo con
P, : E — R la proiezione sulla i-esima coordinata. Essendo P; un’applicazione lineare
e continua, P, ov : M — R é una misura con segno; allora esiste [; > 0 tale che
|P;, o v(A)| <1; per ogni A € M. Notiamo che

ol = Y- IP()

é una norma su F e che per ogni A € M vale che

Al < Zl

Essendo E uno spazio di dimensione finita, deduciamo che v é limitata anche rispetto
alla norma di cui F era inizialmente dotato. O]

Proposizione 6.1.16. Se E ha dimensione finita e v : M — E ¢ una misura a valori
in uno spazio di Banach, allora ||v|| (X) < +o0.

Dimostrazione. Sia {Ay;...; A} € M una partizione di X. Per il lemma |6.1.14] esiste

una costante C' dipendente solo dalla dimensione di £ tale che

e ()

icB
Passando all’estremo superiore su tutte le partizioni finite di X formate da insiemi di
M, troviamo che

= (C max
BC{1;...;n

< C sup [v(K)|-

KeM

Z” ) <C max
BC{1;...;n}

v (X) < C sup [[v(K)].
KeM

Allora, la conclusione segue immediatamente dal lemma [6.1.15] O]

6.2 Assoluta continuita di misure

Definizione 6.2.1 (Assoluta continuita di misure). Siano v : M — E una misura a
valori in uno spazio di Banach e p : M — [0, +00] una misura non negativa. Si dice
che v ¢ assolutamente continua rispetto a u e si indica v << p se per ogni A € M tale
che u(A) =0, allora vale v(A’) = 0 per ogni A" € My.

Osservazione 6.2.2. Nel contesto della definizione [6.2.1], vale che v << 1 se e solo se

V]| << p (vedi|6.1.10)).
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6.2. Assoluta continuita di misure

Teorema 6.2.3. Supponiamo che E abbia dimensione finita; siano v : M — E una
misura a valori in uno spazio di Banach e p: M — [0, +00| una misura non negativa.
Sono fatti equivalenti:

o U <<
e per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che se A € M e u(A) <0, allora ||[v(A)]| < e.

Dimostrazione. La seconda condizione implica ovviamente la prima.

Per mostrare ’altra implicazione procediamo per assurdo. Supponiamo che esista
g9 > 0 tale che per ogni n € N esiste 4,, € M tale che u(A4,) < 27" e |[v(A,)| > eo.
Definiamo

Per ogni m > n vale che

60§HVU%H|§HVHV%)SIWH([J-Am>-

m>n

Essendo E uno spazio di Banach di dimensione finita, vale che ||v|| (X) < +oo (vedi
6.1.16)); allora, passando al limite per n che tende a +00, otteniamo che

WM@=1MH%(UA>2@.

m>n
Del resto, per ogni n € N vale che
i(Uan) <X 5
m>n m>n 2m

Passando all’estremo inferiore in n, si ottiene che

1
S) < inf =0
M()_’rlzrélean ’

che é assurdo. O

6.2.1 Misure definite da una densita

Esempio 6.2.4. Siano u : M — [0, +00] una misura non negativa e f : X — R una
funzione integrabile. Detta detta f = f™ — f~ la decomposizione di f in parte positiva

e negativa, si ha che
max{/ fr du;/f du} < +o0.
X X

Dato A € M, definiamo

Per definizione, vale che
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vogliamo provare che v & una misura finita con segno. Ovviamente vale che p(0)) = 0;
data {A,}nen € M una famiglia disgiunta, poniamo A = J, A,. Per il teorema di
convergenza dominata (f & una dominazione ammissibile), vale che

/AfduznezN S

¢ immediato osservare che la serie a destra converge incondizionatamente. Questo ¢
sufficiente a concludere che v é una misura con segno. Per il teorema di decomposizione
di Jordan (vedi |5.2.8), esistono due misure v*,v~ : M — [0, +00) mutualmente
singolari, tali che v = v — v~. Essendo

V(A)=/Af+du—/Af‘ dp

e ricordando che f*, f~ : X — [0, +00] sono tali che f+ = max{f;0}, /= = max{—f;0},
¢ immediato dedurre che

A — + (A} — -
pA)= [ du )= [

sono misure non negative, mutualmente singolari e tali che v = p™ — p~. Per 'unicita
della decomposizione di Jordan, otteniamo che p™ = v e p~ = v~. Per quanto mostrato

in 6.1.12] ¢ immediato concludere che per ogni A € M vale che
vl (A) =t )+ v () = [ dut [ £ au= [ 151 du
A A

Osservazione 6.2.5. Sia f : X — R & una funzione misurabile tale che

min{/xﬁ du;/xf‘ dﬂ} < 4o0.

Le argomentazioni dell’esempio possono essere facilmente adattate per mostrare
che

o) = [ f du

¢& ben definito per ogni A € M e v & una misura con segno a valori in R; detta
f = ft — f~ la decomposizione in parte positiva e negativa, si trova che per ogni
A € M vale che

vl (4) = vt )+ v () = [ dut [ £ au= [ 151 du

Corollario 6.2.6. Siano p: M — [0, +0c] una misura non negativa e f : X — R una
funzione integrabile. Per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che per ogni A € M tale che

p(A) < 6 wale che
/f du‘ < €.
A
8

0




6.2. Assoluta continuita di misure

Dimostrazione. Per ogni A € M poniamo

v(A) = /Af dj.

Abbiamo gia mostrato che v : M — R & una misura finita con segno (vedi [6.2.4]);
in particolare, v é una misura a valori in uno spazio di Banach di dimensione finita,
secondo la definizione [6.1.3] Ovviamente, se u(A) = 0, vale che v(A’) = 0 per ogni
A" € My; quindi v ¢ assolutamente continua rispetto a p. Per quanto provato in m,
per ogni € > 0 esiste § > 0 con la proprieta che per ogni A € M tale che u(A) < § vale
che

‘/f du‘ — [n(A4)| < <.
A
O

Definizione 6.2.7 (Derivata di Radon-Nikodym). Siano p : M — [0, +00] una misura
non negativa, v : M — R una misura con segno e g : M — R una funzione integrabile.
Supponiamo che per ogni A € M valga

V(A) = /A g dp.

Si dice che v ¢ una misura definita da una densita rispetto a p e che g é una versione
della derivata alla Radon-Nikodym di v rispetto a . Siindicav =g-pe g = g—:.

Lemma 6.2.8. Siano p: M — [0, +00] una misura non negativa e v: M — R una
misura finita con segno. Supponiamo che v sia definita da una densita rispetto a p (vedi

6.2.7). Allora la derivata alla Radon-Nikodym 9% ¢ univocamente determinata a meno

m
di insiemt di misura p nulla.

Dimostrazione. Supponiamo che esistano due funzioni integrabili g1, ¢» : X — R tali
che per ogni A € M vale che

/91 dM:V(A):/92 dp.
A A

Poniamo B = {g; < ¢2}; deduciamo che

/gldu—/gzduzo.
B B

Ricordiamo che tutti gli integrali sono finiti, da [2.2.14] segue che

/B(gl —g2) dp = 0.

Questa condizione ¢ incompatibile con il fatto che p(B) > 0; allora deve valere che
u(B) = 0. Analogamente si prova che u({g2 < g1}) = 0 e questo ¢ sufficiente a
concludere. O]

Proposizione 6.2.9 (Formula di integrazione rispetto ad una misura definita da una
densita). Supponiamo che v,y : M — [0, +00] siano misure non negative, eventualmente
infinite. La nozione di derivata alla Radon-Nikodym (vedi ha perfettamente senso
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anche in questo contesto. Supponiamo che esista la derivate alla Radon-Nikodym Z—Z.
Allora Z—Z coincide quasi ovunque (rispetto a p) con una funzione non negativa. Sia
f: X — [0, 400] una funzione misurabile. Allora vale la formula

fro= (%) »

In particolare, se esiste anche la derivata alla Radon-Nikodym 3—5, vale che

du\ "' dv

dv Cdu
Dimostrazione. Step 1: Si osserva immediatamente che Z—Z(x) > 0 per quasi ogni x € X
(rispetto a ). Per ogni insieme A € M vale che

/XILA dy:u(A):/X(]lAj—:> .

Allora la formula di integrazione rispetto ad una misura definita da una densita vale per le
funzioni indicatrici; per linearita si estende alle funzioni semplici. Sia f : X — [0, +o0]
una funzione misurabile; come mostrato in , sia {®n fneny una successione di
funzioni semplici non negative che tende puntualmente a f crescendo. Per ogni n € N

vale che p
X X dp

Passando all’estremo superiore con il teorema di Beppo Levi, si deduce che

d d
/fdyzsup/wn du:sup/ ((pn—y> du:/ (f—y) du.
X neN JX neN JX d,u X d/L

Step 2: Supponiamo che esista %5 per quanto mostrato nel passo precedente, coincide
quasi ovunque (rispetto a v e quindi anche rispetto a pu, per assoluta continuita) con
una funzione non negativa. Per ogni A € M vale che

/ ldv=v(A) = @d,u = / (d_yd_u> dv.
A Adp A \dpdv

Deduciamo che per quasi ogni z € X (rispetto a p o v) vale che

1_d1/

dp
= @(m)—(ﬂc)-

dv

6.2.2 Teorema di Radon-Nikodym

Definizione 6.2.10 (Misure mutualmente singolari). Siano v : M — F una misura a
valori in uno spazio di Banach e 3 : M — R una misura con segno. Diciamo che v, 3
sono mutualmente singolari se esistono A, B € M disgiunti tali che A é nullo per 3, B
é nullo per v e X = AU B. Scriveremo v | .
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Osservazione 6.2.11. Nel contesto della definizione [6.2.10], vale che v L [ se e solo se
lv|]| L 5 (vedi|6.1.10). Inoltre, se v L B e v << f3, allora v = 0.

Lemma 6.2.12. Siano p,v : M — [0, +00) misure non negative finite. Sono alternativi
1 sequenti fatti:

o puluv;
e esiste A € M tale che (i(A) > 0 ed esiste g > 0 tale che vja4 > cofi|a-

Dimostrazione. Per ogni k € N definiamo la misura con segno aj, := v — e % . Osser-
viamo che la successione {ay }ren € ben definita perché le misure pu, v sono finite. Per il
teorema di Hahn (vedi[5.2.4), per ogni k € N esiste una partizione {Py, N} € M di X
tale che P, € positivo per oy e Ny € negativo per ay. Poniamo

P=JP;, N=(F=()Ne
keN keN keN

Osserviamo che N é negativo per «; per ogni k € N. Dunque, vale che
V(N) —e Fu(N) <0

per ogni k € N. Se prendiamo il limite per k che tende a 400, deduciamo che v(N) < 0,
ovvero ¥(N) = 0. Se pu(P) = 0, allora otteniamo che p L v; in tal caso vale la prima
condizione. Altrimenti, p(P) > 0, dunque esiste ng € N tale che p(FP,,) > 0. Del resto,
vale che

0 < Qng|Ppy = V(Poy — € CHPoy s

da cui segue immediatamente la tesi. n

Teorema 6.2.13 (Radon-Nikodym). Siano v, u: M — [0, 4+o00] misure o-finite. Allora
esistono e sono uniche due misure p, A : M — [0, +0o0] non negative e o-finite tali che

P << M
o ALy
o v=\+p.

Infine esiste una funzione g : X — [0, +o00| misurabile tale che p = g -y e g & unica
a meno di insiemi di misura p nulla. In particolare, se v << p, allora A = 0, cioé
v=g- .

Dimostrazione. Step 1: Mostriamo ’esistenza della decomposizione nel caso in cui y e
v siano misure finite. Poniamo

F = {f:X—>[O,+oo]‘fémisurabﬂe, /fd,ugy(A) VAEM}.
A

Osserviamo che F' # (), perché contiene la funzione nulla. Notiamo che se fi, fo € F,
allora fi V fo € F. Infatti per ogni A € M vale che

/fl\/deMZ/ fadu+/ frdp
A An{f1<f2} An{f1>f2}

<pAN{fi < fo}) + (AN {f1 > fo})
= u(A).
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Ragionando ricorsivamente, si mostra che se fi,..., f, € F, allora f; V---V f, € F.
Per ogni f € F osserviamo che

/f dp < v(X) < +o0;
X

a::sup{/fd,u‘feF},
X

deduciamo che a < +o0. Sia {f,}neny C F tale che

dunque, se poniamo

Per ogni n e N poniamo
gn = 1mMax 7 .
k<n K

Osserviamo che {g, }neny € F, & una successione puntualmente crescente e per ogni

n € N vale che
/fndué/gndu-
X X

lim gn di = a.
X

n—-+00

Allora, vale che

Se denotiamo con

g(x) = sup gn(z),
neN

per il teorema di Beppo Levi vale che

/gdu:a: lim n dp.
X X

n—-+4o0o

In maniera analoga, osserviamo che per ogni A € M vale che

n—-+o00

v(A) > lim Agn d,u:/Ag dpu.

In altri termini, abbiamo provato che g € F'. Se poniamo A\ = v — g - u, osserviamo
che v = XA + gu. Osserviamo che A\ ¢ una misura ben definita e, per costruzione, ¢ non
negativa. Vogliamo provare che A L p. Supponiamo per assurdo che non sia vero; allora

il lemma |6.2.12] garantisce 'esistenza di un insieme Ay € M tale che u(Ag) > 0 e di
g0 > 0 tale che A4, > eop1)4,- Abbiamo che v 4, — g - p1a, > €0ft)4,, da cui segue che

ViAo Z €0l Ag T G [ A

Per costruzione vale anche che
Viag 2 9 ag-

Sommando le due disuguaglianze, si deduce che
V=gt eopa, = (9+eolag) - p
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Dunque, vale che g + gl 4, € F; essendo p(Ap) > 0, si ha che

/(g +eola,) du > a,
X

che € assurdo perché contrario alla massimalita di a.

Step 2: Mostriamo I'unicita della decomposizione nel caso in cui p e v siano misure

finite. Supponiamo che esistano due decomposizioni

v=A+g-pu=N+4g-pn,

con g,¢9" : X — [0, +00] funzioni misurabili e \, N : M — [0, +00) misure finite e
mutualmente singolari rispetto a u. Essendo v una misura finita, deve valere che g, ¢’
sono funzioni con integrale rispetto a pu finito. Allora, a meno di modificarle in insiemi
di misura p nulla, possiamo supporre che siano a valori finiti; in particolare, ¢ ben
definita la differenza puntuale g — ¢’ e vale che A — X' = (¢’ — g) - . Dunque A — X
¢ una misura con segno assolutamente continua rispetto a pu; inoltre, ¢ mutualmente
singolare rispetto a p; deduciamo che A — X' = 0. Allora g - u = ¢’ -, da cui segue
facilmente che g(x) = ¢'(z) per quasi ogni x € X.

Step 3: Mostriamo 1’esistenza della decomposizione nel caso in cui p e v siano
misure o-finite. Esiste una partizione {A;}jeny € M tale che v(A;) < +o0, u(A;) < 400
per ogni j € N. Poniamo v; := v|; € p; == i 4;. Essendo misure finite, per ogni j € N
esistono una misura \; : M — [0, 400] e una funzione misurabile g; : X — [0, +o0] tale
che vj = A\j +g;j - ptj e Aj L pij. Possiamo anche supporre che g;(x) = 0 per ogni » € AS,
dal momento che Af ha misura y; nulla. Poniamo

9= g A—ZA

JjEN

Per il teorema di Beppo Levi, vale che

+00 +oo
v=1) v g n= (Z%) p
j=0 J=0

Allora, concludiamo che

V—ZVJ ZA +gin=A+g-p

7=0

Infine, si verifica facilmente che AL .

Step 4: Mostriamo 'unicita della decomposizione nel caso in cui p e v siano misure
o-finite. Supponiamo che esistano due misure A\, N : M — [0, +00] mutualmente
singolari rispetto a p e che esistano due funzioni misurabili g, ¢’ : M — [0, +00] tali che

v=A+g-p=XN+g-p
Sia {A;};en € M una partizione di X tale che v(4;) < +00 e pu(A4;) < +0oo per ogni
J € N. Per restrizione ad ogni insieme Aj;, deduciamo che A 4, = XLA e (g ), =
(9" - 1) |a,; allora Gla, = g| per quasi ogni z € A;. Deduciamo che g = ¢’ per quasi
ogni x € X. Inoltre, per il teorema di Beppo Levi, vale che
A=D May =D A, =
jeN jeN

Questo conclude la dimostrazione. O
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Corollario 6.2.14. Siano v : M — R una misura con segno o-finita e w:M —
[0, +oo]_ una misura o-finita. Allora esistono e sono uniche due misure o-finite p, X :
M — R tali che

P <<y
o \ L u;
e v=\+p e la somma ¢ ben definita.
Infine esiste una funzione g : X — R misurabile con le sequenti proprieta:

e detta g = g* — g~ la decomposizione di g in parte positiva e parte negativa, vale

che
min{/gJr du;/g d,u} < +00;
X X

o p=g-u, osservando che la misura g - é ben definita per quanto precisato nel
punto precedente;

e g ¢ unica a meno di insiems di misura i nulla.
In particolare, se v << p, allora A =0, cioé v =g - p.

Dimostrazione. Step 1: Per il lemma , possiamo supporre che v(M) C (—oo, +o0]:
infatti, se fosse (M) C [—00, +00) potremmo ragionare in maniera totalmente analoga.
Per il teorema decomposizione di Jordan (vedi , esistono due misure v : M —
[0, +00], v~ : M — [0, +00) mutualmente singolari e tali che v = v+ — v~ Si osserva
facilmente che v* ¢ una misura o-finita; ovviamente v~ ¢ una misura finita. Per il
teorema di Radon-Nikodym (vedi , esistono delle misure AT, A7 : M — [0, +0o0]
e delle funzioni misurabili g%, g9~ : M — [0, +0o0] con le seguenti proprieta:

e v =X gt vt =0 g7
® gt << g <<
o AT Ly, AT Ly

e gt ¢~ sono uniche a meno di insiemi di misura p nulla.

Osserviamo che A~ & una misura finita non negativa. Se poniamo A := AT — A7, &
immediato verificare che A ¢ una misura a valori in (—oo, +00].

Per fissare la notazione, supponiamo che v* sia supportata in AT € M e v~ sia
supportata in A~ € M, con AT U A~ = X; essendo v e v~ mutualmente singolari,
si puod supporre che AT N A~ = (). Osserviamo che g* - 1 & supportata in A™ e che
g~ - p & supportata in A~; allora (a meno di modificare g, ¢~ in insiemi di misura p
nulla), possiamo supporre che g™ (x) = 0 per ogni x € A~ e g~ (z) = 0 per ogni = € A™,
Essendo v~ una misura finita, vale che

/g_ dp < +00.
X

Se poniamo ¢ := g* — ¢, osserviamo che ¢ ¢ una funzione misurabile puntualmente ben
definita (e che g*, g~ coincide con la sua decomposizione in parte positiva e negativa).
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Si osserva facilmente che g - 1 & una misura con segno a valori in (—oo, 00| e che
g-pu=g"pu—g -p Allora otteniamo che

v=vT v =N = A )+ (g g o p)= A+
Step 2: Supponiamo che esistano due decomposizioni di v, cioé
At pr=v =X +p,

con A, Ao, p1, p2 aventi le proprieta indicate nell’enunciato del teorema. Per il teorema
di decomposizione di Jordan (vedi[5.2.8)), esistono misure non negative tali che

M=M= A 4o =,
Aot pr =23 — Ay +p3 —py.
Allora, si ha che
A\ +p0) = (AL F o) =v =03 +p3) = (A5 +p2).
Per l'unicita della decomposizione di Jordan per v (vedi[5.2.8]), si ottiene che
M ol =vi =2 +p;,
AL +pr =V =X+

Osservando che le proprieta delle misure introdotte permettono di applicare il teorema

di Radon-Nikodym (vedi [6.2.13), si conclude che
pL =03, pL =y
AN =21, A =)y,

da cui segue che p; = ps € A\; = Ao.
L’unicita a meno di insiemi di misura y nulla della funzione g puo essere dedotta in
maniera totalmente analoga. O]

Corollario 6.2.15. Supponiamo che E sia uno spazio di Banach di dimensione finita.
Siano v : M — E una misura a valori in uno spazio di Banach e p: M — [0, +00] una
misura o-finita non negativa. Allora esistono e sono uniche due misure p,\ : M — E
a valori in uno spazio di Banach tali che

P << M
o AL
o v=M\+p.

Infine esiste una funzione g : X — E misurabile e integrabile tale che p=g-p e g é
unica a meno di insiemi di misura i nulla. In particolare, se v << u, allora A = 0,
cloe v =g - li.

Dimostrazione. Sia {ey;...;e,} una base di £; denotiamo con P; : E — R la proiezione
sulla i-esima componente. Essendo P, lineare e continua, la mappa v; .= Pjov: M — R
¢ una misura con segno a valori in R. Per il corollario [6.2.14} esistono \;, p; : M — R
tali che
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o P << M
o\ L u;

e U, = )\z + p;-
Inoltre esiste una funzione ¢g; : X — R misurabile tale che p; = giit. Essendo v; una
misura con segno finita, ¢ immediato dedurre che p;, \; sono misure finite e che g; ¢ una
funzione integrabile.

Per ogni A € M poniamo

A(A) = Zei)\i(A), p(A) = Zeipi(A).

Si verifica immediatamente che A\, p : M — E sono misure a valori in uno spazio di
Banach; inoltre, p << pe A L p. Se poniamo

g::igiei:X%E,

i=1
notiamo che g ¢ misurabile (infatti g;e; : X — E & misurabile) e per ogni A € M vale
che

n

MMZX%MMZi}@A%@=[XEEM>WZAQW

i=1
Inoltre g ¢ integrabile perche, per 'equivalenza delle norme in uno spazio vettoriale di
dimensione finita, esiste una costante C' > 0 tale che

Jlal awzc [ gl du=c [ Slal du=C [ ol du<+oc
X X £z i=1 /X

]

Proposizione 6.2.16. Siano p: M — [0, +00] una misura non negativa, E uno spazio
di Banach di dimensione finita, v : M — E una misura a valori in uno spazio di
Banach assolutamente continua rispetto a . Detta g : X — E una versione della
densita di v rispetto a ., vale che

1Nl = gl = 1gl -
In particolare, se p = ||v||, si deduce che |g(x)| =1 per quasi ogni z € X.

Dimostrazione. Notiamo che g : X — E & ben definita e integrabile per quanto provato
in [6.2.15} allora possiamo assumere che sia finita ovunque.
Step 1: Per ogni A € M vale che

llv]| (A) = sup {Z lv(A)|| ‘ {A1;...; An} € M ¢ una partizione di A}
i=1

.

=1

/ g duH ‘ {Ay;...;A,} € M ¢ una partizione di A}
A;

< sup {Z/A lg| du ' {A1;...; An} € M & una partizione di A}
i=1 /A

:Amwmzmmmy
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Deduciamo che ||v|| < |g| p.

Step 2: Mostriamo che per ogni A € M vale che ||v|| (A) > |g| u(A). Sia {Lp}hen
un sottospazio numerabile denso nella sfera unitaria di £’ (duale topologico di E):
Iesistenza di tale sottoinsieme segue dal fatto che E’ & uno spazio metrico separabile,
essendo E uno spazio di Banach di dimensione finita. Ricordiamo che per ogni y €
vale che

ly| = sup Ln(y);
heN

questo fatto é una conseguenza immediata del teorema di Hanh-Banach. Fissiamo
e > 0; per ogni y € F esiste h € N tale che

Li(y) > (1 —¢) |yl

Notiamo che & possibile definire una partizione {X,},en in insiemi misurabili (a due a
due disgiunti) tali che per ogni h € N vale che

Xp CH{z e X[ Ln(g(2)) = |g()| (1 — )}

Fissiamo A € M; notiamo che
A=|JANX,
heN

e l'unione ¢ disgiunta. Osserviamo che dalla definizione di variazione totale di una
misura (vedi[6.1.7]) segue che per ogni h € N vale che

v (HAHX,JH.

D I (ANX| < (vl (4);

k<h

Il (A) = ) (AN Xl +

k<h

Dunque, si ha che

passando all’estremo superiore in h, si trova che

AN < vl (A).

keN

Ricordiamo che, essendo in uno spazio di Banach di dimensione finita, per ogni
applicazione lineare e continua L e per ogni A € M vale che

L(/Agdu)=/AL(g)du-

Per ogni h € N vale che

IWANKY] > L (W(ANK) = Ly ( [ du)

=/ Ln(g) dMZ/ (1=¢)lgl du
ANXy, ANXp,
—(-9) [ lal d

ANXy,
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Segue che

WW&EXN%MKMEEXFd/

heN heN AN

lg] dp=(1— 6)/ lg] dp.
Xp, A
Essendo ¢ arbitrario, deduciamo che

HNUDEAMMM=MWM)

Step 3: Abbiamo gia osservato che v << ||v|| (vedi|7.3.4); detta g = d‘%”, vale che
vl = llg vl = lgl Il ;
in particolare, si ha che |g(z)| = 1 per quasi ogni x € X. ]

Esempio 6.2.17. In uno spazio di Banach di dimensione infinita non vale un analogo
del teorema di Radon-Nikodym (vedi[6.2.13). Sia X = [0, 27] dotato della misura di
Lebesgue my; sia M la famiglia degli insiemi misurabili secondo Lebesgue in [0, 27]; sia
E = ¢y lo spazio delle successioni a valori complessi infinitesime. ¢y dotato della norma

[{xn b ren|l = Sup ||

¢ uno spazio di Banach; ovviamente ¢y ha dimensione infinita. Dato A € M poniamo

v(A) = </1dt;/e”dt;...;/emtdt;...).
A A A

Per il lemma di Riemann-Lebesgue, v : M — ¢ € ben definita. Inoltre, ¢ immediato
verificare che v ¢ una misura a valori in uno spazio di Banach. Notiamo che se A € M
¢ tale che my(A) = 0 allora v(A) = 0; quindi v ¢ assolutamente continua rispetto a
my. Se valesse una versione del teorema di Radon-Nikodym, esisterebbe una funzione
misurabile e integrabile a valori in ¢ tale che

v(A) = / f dmy.
A
Si vede facilmente che 1'unica possibilita per f ¢ che
ft) = (1€ e ).
Tuttavia, f non assume valori in cg.

Duale di L?, con p € [1, +00)

Teorema 6.2.18. Siano (X, M, 1) uno spazio mensurale o-finito, p € [1,400), q €
(1, +00] l’esponente coniugato di p e L : LP(X) — R un funzionale lineare continuo.
FEsiste un unico elemento g € L9(X) tale che

190l Lagy = 1Ll o)y

e per ogni u € LP(X) vale che

L(u) = /Xug dp.
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6.2. Assoluta continuita di misure

Dimostrazione. Sia {X;} ey una partizione misurabile di X tale che p(X;) < +o00 per
ogni j € N.
Step 1: Supponiamo p = 1. Fissato j € N, per ogni £ € M, poniamo

l/j(E) = T(]lEij).

Essendo L : £P(X) — R lineare e continuo (e p < +00), v; € una misura con segno
su M; inoltre ¢ ovvio che v; ¢ assolutamente continua rispetto a p. Per il teorema
di Radon-Nikodym esiste g; € £'(X; i) tale che v; = g; - . Osserviamo che per ogni
E € M tale che EF C X vale che

/Egj du‘ = y(B)| = |L(Lgnx,)| = 1L(1e)| < Ll gy el -

Da cio segue che

- ||L||(L1(X))’ u(E) < /Egj dp < ||L||(L1(X))/IU(E)
per ogni ¥ C X tale che ¥ € M. Allora troviamo che per quasi ogni x € I vale che

195 (@) < Ll £y -

In maniera del tutto analoga si mostra che per ogni £ C X7 tale che £ € M vale che

/gjd/L:O,
E

da cui segue che g;(r) = 0 per quasi ogni x € X§.
A meno di cambiare rappresentante, possiamo supporre che g;(z) = 0 per ogni
v ¢ X; e che |g;(z)| < |[L|| (11 x), per ogni z € X;. Allora, se poniamo

g = Zgj,

jEN
osserviamo che la somma ¢ ben definita e che

19/l zoo sty < 1Ll 2209y -
Sia E € M tale che p(E) < +00. Per il teorema di Beppo Levi la successione

{ Z 1 pnx; }
J=0 neN

converge in L'(X) a 1g. Essendo L : L'(X) — R lineare e continua e utilizzando il
teorema di convergenza dominata (infatti |g| - 15 € L*(X)), si ha che

Hiz)= hn.t (Z ﬂ)
= 1 A,
i /X;% %08 A

= /g]lE dp.
X
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Capitolo 6. Misure a valori in uno spazio di Banach

Definiamo il funzionale L : L'(X) — R tale che per ogni f € £(X) vale che
L(f) = / fg dp.
X

Per la disuguaglianza di Holder, L ¢ ben definito ed ¢ continuo; inoltre, ¢ ovviamente
lineare. Abbiamo mostrato che L e L coincidono sulle funzioni indicatrici di insiemi di
misura finita; per linearita, allora, coincidono sulle funzioni semplici in L'(X). Poiche
Pinsieme delle funzioni semplici appartenenti a L'(X) ¢ denso in L*(X) (vedi [3.2.12)),
L ed L sono funzionali continui che coincidono su un sottospazio denso; pertanto,
coincidono su L(X).

Dobbiamo mostrare che [|g|| o > [[L|| 11(x),- Notiamo che dalla rappresentazione

integrale di L e dalla disuguaglianza di Holder segue che per ogni u € L'(X) vale che

L(w)| = \ [ du‘ < Nl o Nl -

Per definizione di norma operatoriale, vale che [|g|| . > |l 115y -
Per quanto riguarda 'unicita della rappresentazione, supponiamo che esista h €

L>(X) tale che
/hudu:L(u):/gudu
X X

per ogni v € L'(X). Si verifica facilmente che per ogni j € N vale che g(x) = h(z) per
quasi ogni « € X;; allora g e h coincidono quasi ovunque in X.

Step 2: Supponiamo che p € (1,4+00). Fissiamo j € N; per ogni u € LP(X),
osserviamo che u - 1y, € LP(X;); essendo pu(X;) < 400, abbiamo che u - 1k, € L'(X;).
Osserviamo che la restrizione a X; delle funzioni in LP(X) forma un sottospazio denso in
LY(X;); allora, & possibile estendere L ad un funzionale lineare e continuo L; : L*(X;) —
R. Sia g; € L>(X) tale che

L;(Tx,u) —/ ug; dp

X

g = Zgj,

JjEN

per ogni u € LP(X). Poniamo

e mostriamo che g € L(X). Fissiamo n € N; osserviamo che
- 1
hy = Z]lxj lgj|7=7 sgn(g;) € LP(X).
=0

Allora, vale che

n

LI oy 1ol o) = L) = Li(1x, 195177 sgn(g;))
j=0

_ i a »_
= Z/ |97 sgn(g;)g; d = Z/ 971 dp
j=0 7%, j=0 7%
- _p_
= Z |g;[7 1 dp = ||hn‘|]£p(x) ’
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6.2. Assoluta continuita di misure

da cui segue che
halToe) < LN oy

Essendo p € (1,+00) e ¢ = 57, osserviamo che

p

n p—1 n
(Lol X)—/ <Z|9j|> dﬂz/Zlgjlpl dpu
X =0 Xj:[)
n n q
=/Z|gj|q duz/ (Z Igj|> du
£ j=0 X \j=0
n q

La(X)
Essendo p # +00, troviamo che
Z 1951 < HL“ (LP (X))
=0 Ma)

Passando all’estremo superiore in n e utilizzando il teorema di Beppo Levi, si conclude
che

Hg”Lq(X) < ||LH(LP(X))’

Sia u € LP(X). Osserviamo che la successione

£
J=0 neN

converge a u in LP(X) (perché p < 4+00). Utilizzando la linearita e continuita di L e il
teorema di convergenza dominata (infatti |gu| € L'(X) per la disuguaglianza di Holder),
otteniamo che

b = i ¢ (zﬂx u) - e Tt

7=0
= / gu dp.
X
Per verificare 'unicita di g (a meno di insiemi di misura nulla) e il fatto che [|g[| ;. x,
HLH( Le(x)y St puo procedere come nel passo precedente. O

Corollario 6.2.19. Siano (X, M, u) uno spazio mensurale o-finito, p € [1,+00), q €
(1, +oc] lesponente coniugato di p. La mappa J : LY(X) — (LP(X))' tale che per ogni
g € LUX) per ogni v € LP(X) wvale che

Jg(u) :/gu dp
X
¢ ben definita ed & un’isometria lineare bigettiva.
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Capitolo 6. Misure a valori in uno spazio di Banach

Dimostrazione. Per ogni g € LX) la mappa J, ¢ ben definita e continua per la
disuguaglianza di Holder. Inoltre ¢ immediato verificare che J, ¢ un’applicazione lineare
su LP(X). Quindi J é ben definita a valori in (LP(X))’. Si verifica banalmente che J &
l%neare. .Dal te(?rema segue che HgHLq(X).: HJQH(sz(X))/' Allora J & un’isometria
lineare; in particolare € iniettiva. La surgettivita segue immediatamente dal teorema
6.2.18 [

6.3 Appendice: cenni sull’integrale di Bochner

Siano dati uno spazio mensurale (X, M, u), con u : M — [0,+00] una misura non
negativa, e uno spazio di Banach FE.

Definizione 6.3.1. Sia f : X — E una funzione misurabile (come nella definizione
2.1.1)); diciamo che f ¢ integrabile se vale

/ 1]l du < +oo.
X

Osservazione 6.3.2. Nel contesto della definizione [6.3.1}, osserviamo che la funzione
-] : £ — [0, +00) & continua, pertanto ¢ boreliana; allora la funzione || f|| : £ — [0, +00)
¢ misurabile (vedi[2.1.11]). Allora Iintegrale

JR?

é definito nel senso dell’integrazione secondo Lebesgue.

Vogliamo dare un senso alla scrittura

/de/w,

introducendo la nozione di integrale secondo Bochner.

Definizione 6.3.3. Sia ¢ : X — E una funzione misurabile. Come nella definizione
2.1.16| si dice che ¢ & una funzione semplice se assume un numero finito di valori. In

tal caso si scrive
n
Y = E Ui]]-Eiv
i=1

dove gli insiemi Fy, ..., E, € M sono a due a due disgiunti e vy, ..., v, sono elementi
non nulli in E.

Osservazione 6.3.4. Dalle definizioni e si ha che se

n

QY = sz]lEz

=1

¢ una funzione semplice (Ey, ..., E, € M sono a due a due disgiunti e vq,...,v, €
E\ {0}) ed ¢ integrabile, allora vale che p(E;) < +o0o per ogni i € {1;...;n}.
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Definizione 6.3.5. Sia ¢ : X — E una funzione semplice (vedi|6.3.3]) tale che

Y= Z Ui]lEiv
=1

dove gli insiemi Fy, ..., E, € M sono a due a due disgiunti e vy, ..., v, sono elementi
non nulli in £. Supponiamo che ¢ sia integrabile nel senso della definizione [6.3.1] Si

pone
/cp dp = Z%‘M(Ez’) €FE.
X i=1

Osservazione 6.3.6. Ragionando come in [2.2.2] si verifica facilmente che, se ¢ : X — F
¢ una funzione semplice integrabile, allora [, f du non dipende dalla rappresentazione
scelta per .

Osservazione 6.3.7. Dalla definizione [6.3.5] segue immediatamente che se ¢, : X — F
sono funzioni semplici integrabili e «, 8 sono numeri reali, allora ayp + S € semplice e
integrabile e vale

[@or sy du=a [ au+p [ v
X X X
infatti basta ragionare come in[2.2.11] Inoltre, dalla disuguaglianza triangolare si deduce

immediatamente che
H/ / duH < [ 150 dw
X X

Definizione 6.3.8 (Integrabilita secondo Bochner). Sia f : X — E una funzione
integrabile (vedi [6.3.1)); diciamo che f & integrabile secondo Bochner se esiste una
successione di funzioni semplici {¢,, }neny da X in E (vedi|6.3.3)) con le seguenti proprieta:

e {©n(T)}nen converge a f(z) in E per ogni z € X;
e vale che

i [ llea =S dn =0
n—-+oo X

Osservazione 6.3.9. Nel contesto della definizione [6.3.8] utilizzando la disuguaglianza
data da m, si trova che la successione {p,},en € formata da funzioni semplici
integrabili. Inoltre, per ogni n,m € N, osserviamo che

‘/son dﬂ—/% dMH = /(sﬁn—som) duH
X X X

< / low — omll du
X

S/Ilf—sonH du+/||f—90m|| .
X X

Deduciamo che la successione { fx On d,u}n oy € di Cauchy in F, pertanto ammette un
limite in F.

Definizione 6.3.10 (Integrale di Bochner). Siano f : X — E una funzione integrabile
secondo Bochner (vedi e {¢n }nen una successione di funzioni semplici come nella
definizione |6.3.8] Si definisce I'integrale secondo Bochner di f in X come

/fdu:: lim o, dp € E.
X X

n—-+o00
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Capitolo 6. Misure a valori in uno spazio di Banach

Osservazione 6.3.11. Sia f : X — E una funzione integrabile secondo Bochner e siano
{©n}nen € {¥n }nen successioni di funzioni semplici tra X ed E convergono puntualmente
a f per ogni x € X; supponiamo che

n—-+o0o

iim_ [ liow = fll du =t [ Jou = 1 du=0.
X el Jx

Vogliamo provare che

lim ©n dp = lim /wn du,
X n—+oo [y

n—-+o0o

in modo che la definizione [6.3.10] sia ben posta. Abbiamo gia osservato che i due limiti
esistono in F (vedi|6.3.9). Vale che

/X(wn Un) duH —nirfoofx”% Unl| dp
< dim_ [ llou= £l dut tim [ lon = 11 du=o.
X n—+o0o fx

n—+00

lim
n—-+00

Questo ¢é sufficiente a concludere.

Osservazione 6.3.12. Sia f : X — E una funzione integrabile secondo Bochner (vedi
6.3.8]). Vogliamo mostrare che la sua immagine ¢ un sottoinsieme separabile di E. Sia
{¢n }nen una successione di funzioni semplici che converge puntualmente a f per ogni
x € X come nella definizione [6.3.8, Per ogni n € N I'immagine di ¢,, &€ formata da un
insieme finito. Notiamo che
F(X) € | e(X);
neN

pertanto f(X) é separabile perché sottoinsieme (in uno spazio metrico) di un insieme
separabile.

Definizione 6.3.13 (Funzioni fortemente misurabili). Sia f : X — FE una funzione
misurabile e tale che f(X) ¢ un sottoinsieme separabile di E. Diciamo che f ¢ una
funzione fortemente misurabile.

Esempio 6.3.14. Se X = B, M = B(X), p: B(X) — [0, +00) ¢ una misura finita ed £ ¢
uno spazio di Banach non separabile, 'identita id : £ — F € una funzione misurabile
ma non fortemente misurabile.

Lemma 6.3.15. Sia f : X — E una funzione fortemente misurabile. FEsiste una
successione {@y tnen di funzioni semplici tra X ed E con le sequenti proprieta:

e [[on()ll < || f(2)|| per ognin € N per ogni x € X;
e per ogni v € X wvale che
lim ¢,(z) = f(z).

n—-+oo

Dimostrazione. Sia S := f(X) U {0}; essendo separabile, sia C' C S un sottoinsieme
denso numerabile. Definiamo

C={qc|qeqQ, ceC}.
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Per ogni y € S per ogni e > 0 esiste w € C tale che ||w|| < ||y|| e ||lw — y|| < e. Possiamo
numerare gli elementi di C, ovvero C' = {y; | j € N}, con yy = 0. Per ogni n € N per
ogni z € X si pone
An(z) = {7 <n | fly;ll < )1}
Osserviamo che 0 € A, (x) per ogni n € N, essendo yo = 0. Per ogni n € N per ogni
x € X definiamo
en(@) =1y,

tale che y; realizza il minimo

min{{ly, — f(2)[| [k € An(2)}.

Se tale minimo ¢é realizzato da in y; e yy, si pone @, () = y;, assumendo che i < 7.
Verifichiamo che ¢,, & una funzione semplice. Innanzitutto osserviamo che, fissato
n € N per ogni x € X si ha che

Pertanto la funzione ¢,, assume un numero finito di valori. Fissiamo J C {0;...;n} e
consideriamo l'insieme

By ={reX|A,(z)=J}.

Notiamo che

By = (gl < IF @I () Lyl > 1 @)1}

jeJ jeJe

pertanto, B; ¢ un insieme misurabile. Se fissiamo j € {0;...;n}, notiamo che vale

on ({yi}) = {z € X | on(z) = y;}
= J fzeBsIvke J |If(2) =yl < (@) = will}

N{z e By [Vk <j ke |[f(x) =yl > [[f(x) = ell}-

Essendo f: X — FE e ||f]| : X — R funzioni misurabili, si ha che ¢, !({y;}) ¢ un insieme
misurabile.

Siano € X ed ¢ > 0. Per costruzione, esiste y; € C tale che |y;|| < | f(z)] e
inoltre

1 (@) = en(@)l| < [If(z) —y;]l <e,

se n > j. Questo ¢ sufficiente a concludere. m

Teorema 6.3.16. Sia f : X — E una funzione integrabile e fortemente misurabile;
allora f ¢é integrabile secondo Bochner.

Dimostrazione. Per il lemma [6.3.15] esiste una successione di funzioni semplici {¢, }nen
che converge puntualmente ad f per ogni x € X e inoltre ||¢,(z)| < ||f(z)|| per ogni
n € N per ogni z € X. Per il teorema di convergenza dominata (con dominazione 2 || f||)
vale che

i [ llea =S dn =0
n—-+oo X
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Capitolo 6. Misure a valori in uno spazio di Banach

Un approccio alternativo all’integrale di Bochner

Proposizione 6.3.17. Siano (X, M, 1) uno spazio mensurale completo e f : X — E
una funzione misurabile. Supponiamo che esista una successione di funzioni semplici
{¢n}nen che converge a f puntualmente per quasi ogni x € X. Valgono i sequenti fatti:

e per ogni applicazione lineare e continua | : E — R wvale che lo f : X — R ¢
misurabile;

o csiste un insieme Z € M trascurabile e tale che f(X \ Z) ¢ separabile.

Dimostrazione. Per il primo enunciato, ¢ immediato notare che per ogni [ € E* vale
che {l o ¢, }nen € una successione di funzioni semplici che converge quasi ovunque a
[ o f; per la completezza dello spazio, possiamo concludere che [ o f ¢ una funzione
misurabile.

Per il secondo enunciato, detto Z l'insieme (misurabile, per la completezza dello
spazio) in cui {p,} converge puntualmente a f, vale che

FXN\Z) | eaX)\ 2),
neN

che & un insieme separabile perché ¢,, assume un numero finito di valori per ogni n € N
(ricordiamo che f(X'\ Z) ¢ separabile perché in uno spazio metrico ogni sottoinsieme di
un separabile & separabile). ]

Osservazione 6.3.18. Ricordiamo che E* dotato della norma operatoriale é uno spazio
di Banach; inoltre, per ogni = € X vale che

2]l = sup{[i()| | 1€ E", ||i|

g <1,

Ricordiamo anche che se Ey ¢ un sottoinsieme chiuso separabile in F, esiste una
successione {li }rep+ tale che per ogni x € E vale che

2]l g = sup [l ()]
keN

Supponiamo che (X, M, p) sia uno spazio mensurale completo; sia f : X — F
una funzione tale che esiste un sottoinsieme Z € M trascurabile tale che f(X\ Z) ¢
separabile e per ogni [ € E* vale che fol ¢ misurabile. Per quanto osservato, deduciamo
che esiste una successione {l}ren € E* tale che per ogni x € X'\ Z vale che

1 ()]l = suply o f(z).
kEN

Da questo fatto e dalla completezza dello spazio segue che per ogni v € E' la funzione
|f — v|| ¢ misurabile. Notiamo che esiste una successione {yx}ren tale che per ogni
e > 0 vale che

FXN\ 2) € | Blyrie).

keN

Per ogni k£ € N poniamo



6.3. Appendice: cenni sull’integrale di Bochner

Essendo la funzione || f — yj|| misurabile, deduciamo che Ay ¢ misurabile. Notiamo che
{Ag }ren & un ricoprimento di X'\ Z; a patto di considerare

Ak = /Ik \ U /L‘,
i<k

otteniamo che { Ay }ren € una partizione di X\ Z misurabile. Poniamo

p(x) = Tl @)y

keN

vale che ¢ si puo estendere ad una funzione misurabile (infatti (X; M; p & uno spazio
mensurale completo) tale che

sup [[(z) — f(@)]| < e.
X\Z

Se potessimo troncare la serie mantenendo I'approssimazione, otterremmo una successio-
ne di funzioni semplici che converge a f uniformemente su X\ Z e potremmo introdurre
una nozione di integrale. In ogni caso, non aggiungiamo ulteriori dettagli.
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Capitolo 7

Misure e topologia

In questo capitolo assumiamo che sia dato un insieme X.

7.1 Misure boreliane

7.1.1 Definizioni e prime proprieta

Definizione 7.1.1 (Misura esterna regolare). Sia pu : P(X) — [0, 400] una misura
esterna. Sia M la classe degli insiemi misurabili definita dal teorema di Carathéodory
(vedi [1.2.7); diremo che p ¢ regolare se per ogni S € P(X) esiste A € M tale che S C A
e u(A) = pu(S). A é detto coperchio misurabile di S.

Osservazione 7.1.2. Sia p una misura esterna regolare su X. Sia {5, },en una successione
crescente di insiemi in P(X); sia
S = J S

neN

allora vale che

p(S) = Tim p(Sy).

n——+o00

Sia M la classe degli insiemi misurabili prodotta dal teorema per ogni n € N
esiste A, € M tale che S,, C A,, e u(A,) = u(S,). Per ogni n € N poniamo

FnZ: mAjEM.

jzn

Vale ovviamente che S,, C F,, C A,,. La successione {F),},cn € crescente e denotiamo

F::UFn.

neN

Ovviamente vale che pu(F,) = u(S,) per ogni n € N e per la continuita di x4 in M si ha
che
p(F)= lim wp(F,) = lm u(S,).

n—-+o0o n—-+o0o

Per monotonia, vale che u(S) < p(F); del resto, per ogni n € N vale che u(S,) < u(S);
questo é sufficiente a concludere.
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Definizione 7.1.3 (Misura esterna boreliana). Siano (X;7) uno spazio topologico,
p o P(X) — [0, +00] una misura esterna e M la classe degli insiemi misurabili prodotta
dal teorema di Carathéodory . Diremo che p é boreliana se B(X) C M; diremo
che é boreliana regolare se per ogni S € P(X) esiste B € B(X) tale che S C B e

n(B) = pu(S).

Osservazione 7.1.4. Nel contesto della definizione [7.1.3] se p : P(X) — [0, +-00] ¢ una
misura esterna boreliana, allora per ogni S C X vale che j 5 : P(X) — [0, 4+00] ¢ una
misura esterna boreliana (¢ immediato verificare che gli aperti godono della proprieta
del buon sezionamento rispetto a jg). Inoltre, se u ¢ boreliana regolare e S ¢ un
insieme boreliano, allora p1 5 ¢ una misura boreliana regolare.

Esempio 7.1.5. Dati S un qualsiasi sottoinsieme di P(X) taleche ) € Seu: S — [0, +o0]
una qualsiasi funzione d’insieme tale che () = 0, abbiamo definito in [1.2.3]

w'(E) = inf {Z u(Ey)

keN

EC U Ey, {Ek}tren C 5}
kEN

per ogni F € P(X). Abbiamo provato in che p* : P(X) — [0, 400] ¢ una misura

esterna. Detta M la o-algebra costruita nel teorema di Carathéodory (vedi|1.2.7]), per

costruzione p* ¢ una misura esterna regolare. Infatti, dato A € P(X), se u*(A) = +o0,

allora ©*(X) = +o00 e X € M; se u*(A) < 400, per ogni n € N esiste una collezione
{Sk:n}tren C S tale che

S (Si) < i (A) + 27

keN

Poniamo

S = ﬂ U Skin-

neN keN

Essendo & C M, si deduce immediatamente che S € M; ovviamente A C S. Inoltre,
per ogni n € N vale che

p(A) < pr(S) < (U Sk;n)

keN

< ZM*(Sk;n) < ZH(Sk;n>

keN keN
< pr(A)+27"

Passando all’estremo inferiore in n, si trova che p*(A) = p*(.5).

Se (X;7T) e uno spazio topologico e S C B(X), per quanto provato, u* é una misura
esterna boreliana regolare. Se i ¢ una premisura su S, vale anche che p* coincide con p
su S per il teorema di estensione di Carathéodory-Hahn (vedi [L.2.20).

Proposizione 7.1.6. Siano (X;T) uno spazio topologico e p : P(X) — [0, +00] una
misura esterna boreliana su X. Valgono i sequenti fatti:

e per ogni v > 0 la funzione f : X — [0, +00] tale che

f(@) = p(B(x;7)))

¢ sequenzialmente semicontinua inferiormente;

101



Capitolo 7. Misure e topologia

o se i & finita sugli insiems limitati, la funzione F : X — [0, 4+00) tale che
F(z) = w(B(x;r))

¢ sequenzialmente semicontinua inferiormente e per ogni x € X per quasi ogni
r > 0 vale che

p({y e X |d(x;y) =r}) =0.

Dimostrazione. Step 1: Mostriamo il primo enunciato. Siano T € X e {2, }nen una
successione in X che tende a T; siccome consideriamo palle aperte, per ogni y € X vale
che

lyllr_rggof ]IB(zn;T) (y> > 16(5;?‘)(3/)'
Allora, per il lemma di Fatou (vedi [2.2.9) vale che

liminf f(z,) = lim inf/ 1Bz, dpe
X

n—-+o0o n—-+00

> /lim inf 13z, dp
X

n—-+0o0o

X

Step 2: Mostriamo il secondo enunciato. Siano T € X e {z, },en una successione
in X che tende a T; a meno di eliminare i primi termini della successione, possiamo
supporre che B(z,;r) C B(T;2r) per ogni n € N. Denotiamo con

A, = B(T;2r) \ B(x,;T).

Denotiamo

Ao = B(z;2r) \ B(T;7).
Essendo {A,, },en una successione di aperti e A,, un aperto, ragionando come nel passo

precedente, si mostra che
liminf p(4,) > p(As).
n—-—+0oo

Essendo p una misura finita sugli insiemi limitati, possiamo scrivere che
lim inf p(A,) = lim inf (B(T; 2r)) — p(B(zs; 7))
> (B(; 2r)) — p(B(T; 7)) = u(Ax),

da cui segue che

limsup u(B(zn; ) < B 1),

n——+0o00
ovvero che F' é sequenzialmente semicontinua superiormente.
Step 3: Supponiamo ancora che p sia finita sugli insiemi limitati. Dati x € X e
r > 0, poniamo

Su(@) = {y € X | d(w;y) =},
Fissiamo x € X e R > 0; per ogni n € N denotiamo con
Toair = {r € (0, R) | p(S,(x)) = 27"}.

Poiché vale che
+00 > pu(B(z; R)) > Z p(Sr(x)),

TGTn;I;R
(intendendo la somma ben definita anche se T,,.,.g ¢ pit che numerabile) si deve avere
che T),.,.r € un insieme finito. Questo é sufficiente a concludere. O
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7.1.2 Teoremi di approssimazione

Vogliamo mostrare che in uno spazio topologico (con qualche proprieta aggiuntiva)
dotato di una misura boreliana & possibile approssimare con precisione arbitraria (in
termini di misura) certi insiemi dall’interno e dall’esterno con aperti e chiusi.

Definizione 7.1.7. Si dice che uno spazio topologico (X;7) ¢ numerabilmente chiuso
se per ogni O € T esiste una successione {F, },en di chiusi tale che

O:UFn.

neN

Definizione 7.1.8. Diremo che uno spazio topologico ¢ (X;7) ¢ LCHN2 se ¢ uno
spazio topologico localmente compatto, di Hausdorff e in cui vale il secondo assioma di
numerabilita (cio¢ possiede una base numerabile di aperti).

Esempio 7.1.9. Sia (X;d) uno spazio metrico; allora ¢ numerabilmente chiuso. Infatti,
se O é un aperto diverso da X, possiamo scrivere

O = U {z € O | dist(z;0°) > 27"},
neN
che é unione numerabile di chiusi, perché la distanza da un sottoinsieme ¢ una funzione

continua.

Esempio 7.1.10. Sia (X;7) uno spazio LCHN2. Si puo mostrare facilmente che X
ammette un’esaustione in compatti. Inoltre, per ogni aperto O € T, esiste una
esaustione in compatti.

Approssimazione interna

Teorema 7.1.11. Siano (X;7T) uno spazio numerabilmente chiuso, p : P(X) — [0, 400]
una misura esterna boreliana su X (vedi[7.1.3). Se B € B(X) e u(B) < +o0, per ogni
e > 0 esiste un chiuso C C B tale che u(B\ C) < e.

Dimostrazione. Step 1: Sia B € B(X) fissato tale che ;(B) < 400; poniamo v = pp:
¢ una misura esterna boreliana finita. Poniamo Fp C P(X) la collezione degli insiemi
D C X tali che per ogni € > 0 esiste un chiuso C' C D tale che v(D \ C) < e. Se
mostriamo che Fg contiene una o-algebra che contiene 7, allora Fj contiene B(X),
allora B € F'g, cioé per ogni € > 0 esiste un chiuso C' C B tale che

w(B\C)=v(B\C)<e.

Step 2: Verifichiamo che Fp ¢ chiusa per unione numerabile. Sia {S;},en C Fp;
per ogni i € N esiste un chiuso C; C S; tale che v(S; \ C;) < e27""1. Per monotonia e
subadditivita, vale che

ieN ieN ieN ieN
Del resto, vale che
J
v (USZ\UC’) = lim v (USZ\UG’)
ieN ieN I7ree s \iew i=0
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(notiamo che non possiamo applicare immediatamente la proprieta di continuita di
una misura finita per successioni decrescenti, perché v ¢ una misura esterna e non
¢ detto che gli insiemi (J,c S \ Ul_y Ci siano misurabili). Se poniamo S = J;cy Si
e denotiamo v = v|g, allora 7 ¢ una misura esterna finita tale che i boreliani sono
p-misurabili (infatti é facile vedere che gli insiemi v-misurabili sono anche P-misurabili).
Allora vale che

n J
v (U SZ-\UCZ) .y (ﬂc) = lim 7 (ﬂc) :jggloou (U Si\ Uc)
€N ieN €N =0 1€EN 1=0

(adesso possiamo applicare la proprieta di continuita per successioni decrescenti di una
misura finita: gli insiemi ()_, C¢ sono r-misurabili). Allora esiste j € N tale che

V<Usi\00i> <e.

ieN i=0
Ricordiamo che le unioni finite di {C;};en sono insiemi chiusi.
Step 3: Mostriamo che Fj ¢ chiusa per intersezione numerabile. Sia {S;}ien € Fp;
per ogni i € N esiste un chiuso C; C S; tale che v(S; \ C;) < 2771 Procedendo come
nel passo precedente, troviamo che

V<ﬂSi\ﬂCi> SV(USi\Ci> <e.

Step 4: Per costruzione, i chiusi sono contenuti nella famiglia Fz; essendo lo spazio
numerabilmente chiuso e Fg chiusa per unioni numerabili, vale che 7 C Fg. Poniamo

Gp={F € Fp | F° € Fg}.

Osserviamo che G contiene i chiusi ed é ovviamente stabile per complementazione.
Mostriamo che & una o-algebra. Sia {G;};en € G . Osserviamo che

Ua = (ﬂG;)C.

ieEN
Inoltre G € Fp; allora
ﬂ G; € I'p,
i€N
da cui si deduce che
(G:i€Gs.
i€N

Osserviamo che 7 C G C Fp; allora B(X) C G C Fp; in particolare, B € Fp. O

Teorema 7.1.12. Siano (X;T) uno spazio numerabilmente chiuso, p : P(X) — [0, +0o0]
una misura esterna boreliana regolare (vedi su X e M la classe degli insiemz
misurabili prodotta dal teorema di Carathéodory (vedi . Sia E € M tale che
p(E) < +00. Per ogni e > 0 esiste un chiuso C C E tale che u(E\ C) < e.

Dimostrazione. Sia B un boreliano tale che £ C B e p(E) = p(B). Sia B’ un boreliano
tale che B\ E C B" e u(B') = (B \ E) = 0. Dato € > 0, per il teorema [7.1.11] esiste
un chiuso C' C B\ B’ tale che p((B\ B’) \ C) < €. Osserviamo che C C F ¢

pENC) =p((B\B)\C)+u(B'NE) <e.
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Approssimazione esterna

Teorema 7.1.13. Siano (X;7T) uno spazio topologico numerabilmente chiuso e sia
p o P(X) — [0, +00] una misura boreliana. Supponiamo che esista una successione

{Vilnen di aperti tali che
X=JW

neN
e (V) < +oo per ogni n € N. Allora per ogni boreliano B per ogni e > 0 esiste un
aperto W tale che BC W e u(W \ B) < e.
Dimostrazione. Fissiamo un boreliano B e ¢ > 0. Osserviamo che BNV, &€ un boreliano

di misura finita per ogni n € N. Allora esiste un chiuso C,, C V,, N B¢ tale che

£

(Ve N BN Cn) < 57

Osserviamo che W,, :=V,, \ C,, é un aperto; poniamo infine
W = U w,.
neN
Si mostra facilmente che B C W; inoltre vale che

WA\ B) < 3 pu(Wa\ B) = u((Va NB)\Co) < 3 55 = <.

neN neN neN

]

Teorema 7.1.14. Siano (X;T) uno spazio topologico numerabilmente chiuso e i :
P(X) — [0, 4+00] una misura boreliana regolare. Supponiamo che esista una successione

di aperti {V,, }nen tale che
X=JW

neN

e 1(Vy) < +oo per ogni n € N. Allora per ogni insieme misurabile E e per ogni € > 0
esiste un aperto W tale che E CW e uy(W\ E) < e.

Dimostrazione. La dimostrazione € analoga a quella del teorema [7.1.13] utilizzando il
teorema [(.1.12 [l

7.1.3 Criterio di Carathéodory

Teorema 7.1.15 (Criterio di Carathéodory). Siano (X;d) uno spazio metrico e p :
P(X) — [0, +00] una misura esterna. Supponiamo che p sia additiva sui distanti, cioé
che per ogni coppia di insiemi non vuoti A, B C X tali che dist(A; B) > 0 vale che

1(AU B) = pu(A) + p(B).
Allora p & una misura boreliana.

Dimostrazione. Dobbiamo provare che i boreliani sono misurabili; & sufficiente provare
che gli aperti sono misurabili. Sia €2 un aperto: dobbiamo mostrare che €2 gode della
proprieta del buon sezionamento, cioé¢ che

p(NS) + p(Q°NS) < p(s)
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per ogni S C X. Definiamo il chiuso F := Q¢; possiamo assumere che Q¢ # (), altrimenti
2 = X e la conclusione ¢ banale. Per ogni n € N possiamo ben definire

Q, ={x e Q|dist(z; F) >27"}.

Possiamo anche supporre che p(S) < +oo, altrimenti la conclusione ¢ banale. Per
continuita della funzione "distanza da un sottoinsieme", gli insiemi {2, sono aperti e

inoltre vale che
0= U 0.

neN

Proviamo che

lim p(SNQ,) =pup(SNQR).

n——+o00

Definiamo le corone
By = {reX| 27" < dist(z; F) < 27%}.
Osserviamo che per ogni n € N vale che
Q=0,Uul B
k>n
Per la numerabile subadditivita di y vale che
pQNS) < p(Q,NS)+> BN S) <p(SNQ)+ > u(BrNS).
k>n k>n

Se proviamo che

> u(SNBy) < +oo,
keN

deduciamo che

lim > " (SN By) = 0.

n—-+00
k>n

In tal caso, concludiamo che

lim p(Q2,NS)=p(2NS).

n—-4o00

Osserviamo che per ogni ¢+ € N le corone B; e B, sono a distanza positiva; utilizzando
I'ipotesi di additivita sui distanti, ¢ immediato mostrare che per ogni m € N vale che

Z p(Boky1 NS) = <U (Baks1 N S)) < u(S) < +o0;

passando all’estremo superiore in m, si trova che

> i(BariaNS) < p(S) < +oo.

keN

Ragionando in maniera del tutto analoga, si mostra che

ZM(B% NS) < pu(S) < oo,
keN
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da cui segue immediatamente che
> (BN S) < +oo.
keN

Utilizzando 'ipotesi di additivita sui distanti, si trova che per ogni n € N vale
p(SN Q) +p(SNEF) = p(SN(Q, UF)) < p(S).
Passando all’estremo superiore in n si trova che

p(SNQ) +pu(SNF) < p(S).

Applicazione alla misura di Lebesgue

Proposizione 7.1.16. Sia m,, : P(R") — [0, +00] la misura di Lebesque (vedi[1.5.3);
my, € una misura esterna boreliana regolare.

Dimostrazione. Abbiamo gia provato che m, ¢ una misura esterna (vedi . Per
mostrare che é boreliana é sufficiente verificare che é additiva sui distanti; in tal
caso, potremmo concludere applicando il criterio di Carathéodory (vedi . Siano
A,B C R”" insiemi non vuoti e tali che dist(A; B) > 0. Dobbiamo mostrare che
mp(A) + my,(B) = m,(AU B). Ricordando la notazione introdotta in [1.3.1] denotiamo
con S la collezione dei rettangoli in R™ e con v, : S — [0, +00] la funzione che associa
ad ogni rettangolo il suo volume. Supponiamo che A, B siano rettangoli disgiunti. In
tal caso, é facile verificare che

mp(A) + m,(B) = m,(AU B).

Ragionando induttivamente, la proprieta si estende ad un numero finito di rettangoli
disgiunti.

Siano A, B C P(R™) due insiemi qualsiasi aventi distanza positiva. Sia { Ry }ren una
famiglia di rettangoli che copre AU B. Essendo dist(A; B) > 0, si verifica che ¢ per
ogni k € N ¢ possibile decomporre il rettangolo Ry in una quantita finita di rettangoli
disgiunti { Ry s }ser, con la proprieta che se Ry s interseca uno tra A e B, allora Ry s non
interseca l’altro. Questo induce una partizione degli indici in tre sottoinsiemi finiti:

o sc A seesolose RN A#;

e s € By seesolose Rys N B #0;

e s€Cyseesolose R, ,N(AUB)=10.
Notiamo che per ogni k € N vale che

Un(Rk) = mn(Rk) Z mpy ( U Rk7s U U Rkﬁ)

sEA SEBy

= ma(Ris) + Y ma(Res)

SEA seBy,

= Z Un (R s) + Z Un (R, s)-

SEAL seBy,
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Allora troviamo che

D vn(Bi) =)D va(Ris) + YD vn(Ris) = mu(A) + ma(B),

keN keN se€ Ay keN seBy,

infatti { Ry s bren sea, € un ricoprimento di rettangoli di A e {Ry s }ren sen, € un ricopri-
mento di rettangoli di B. Passando all’estremo inferiore sui ricoprimenti di rettangoli
di AU B si trova che

mn(AU B) > m,(A) + m,(B);

Ialtra disuguaglianza é sempre verificata, essendo m,, subadditiva.
In conclusione, notiamo che il fatto che m,, sia boreliana regolare segue da quanto

provato in [7.1.5] N

Teorema 7.1.17. Sia E un insieme in M(R™). Per ogni e > 0 esiste un chiuso C C F
tale che mp,(E\ C) < €.

Dimostrazione. Introduciamo le corone circolari
Cr={xeR" | k<|z|<k+1}.

Notiamo che gli insiemi C} sono aperti; inoltre é facile mostrare che

My, (R"\ U Ck> =0.

keN

Infatti R™\ |J Cy ¢ unione di sfere concentriche Sy di raggio k. Ovviamente m,,({0}) = 0;
per la proprieta [I.3.5] ¢ sufficiente provare che

Si={zeR"| |z| =1}

ha misura nulla (vedi [7.1.6)).

Fissiamo un insieme misurabile £ C R", eventualmente di misura infinita, e £ > 0.
Ricordando che m,, & una misura boreliana regolare (vedi[7.1.16)), per il teorema [7.1.12
per ogni k € N esiste un chiuso By C E N Cj, tale che

Definiamo

B = U Bk;
keN
¢ immediato notare che B C E' e m,,(E\ B) < €. Per la costruzione effettuata, notiamo

che B ¢ chiuso (¢ facile verificarlo per successioni; in effetti, B ¢ unione numerabile di
chiusi disgiunti ben distanti tra loro). O

Corollario 7.1.18. Sia E C R™ un insieme misurabile secondo Lebesque. Per ogni
e > 0 esistono un chiuso C' ed un aperto A tali che C CE C A em,(A\C) <e.

Dimostrazione. Abbiamo provato che m,, & una misura boreliana regolare (vedi [7.1.16]).
Si nota immediatamente che R™ verifica tutte le ipotesi di teoremi[7.1.17e[7.1.14] Allora
la tesi segue immediatamente dall’applicazione dei due teoremi appena ricordati. [
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7.2 Misure di Radon

7.2.1 Definizioni e prime proprieta

Definizione 7.2.1 (Misura di Radon). Siano (X;7) uno spazio topologico e p : X —
[0, +00] una misura boreliana. Si dice che p ¢ una misura di Radon se valgono le
seguenti proprieta:

e per ogni compatto K vale che u(K) < +oo;

e per ogni insieme E misurabile vale che

u(E) =sup{u(K) | k C E, K & compatto};

e per ogni S € P(X) vale che

pu(S) =1inf{u(V) | S CV, V é& aperto}.

Osservazione 7.2.2. Nel contesto della definizione se 1 € una misura di Radon, allora
¢ boreliana regolare (come si evince immediatamente dalla terza proprieta elencata).
Inoltre, se X & uno spazio topologico che ammette un’esaustione in compatti (per
esempio, X ¢ LCHN2) e p & una misura di Radon, allora p é o-finita e X & unione
numerabile di aperti aventi misura finita.

Proposizione 7.2.3. Siano (X;7) uno spazio topologico e p : P(X) — [0, 4+00] una
misura esterna boreliana. Supponiamo che:

e per ogni compatto K C X vale p(K) < +00;
e per ogni aperto V' wvale che

uw(V) =sup{u(K) | K CV, K é compatto};

e per ogni S € P(X) vale che

pu(S) =inf{u(V) | S CV, V ¢é aperto}.

Allora per ogni insieme misurabile E tale che u(E) < 400 vale che
u(E) =sup{u(K) | k C E, K ¢é compatto}.
Inoltre, se v e o-finita, p & una misura di Radon.

Dimostrazione. Step 1: Sia E C X un insieme misurabile di misura finita. Fissiamo
e > 0; esiste un aperto V tale che £ C V e u(V) < pu(E) + . Essendo tutte le
misure finite, vale che u(V \ E) < e. Per ipotesi esiste una compatto K C V tale che
w(V) < u(K) + ¢, ovvero pu(V \ K) < e. Dalle ipotesi segue anche che esiste un aperto
U taleche K\ ECUeulU) <u(K\E)+e.
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Notiamo che I'insieme K \ U ¢ compatto (infatti un chiuso in un compatto & sempre
compatto). Inoltre vale che K\ U C E. Infine osserviamo che vale che

p(E)

n(ENK)+ p(B\ K)
(ENK)\U)+wENKNU)+ p(V\K)
K\U)+nU) +e
K\U)+ K\ E)+ 2¢
K\U)+u(V\E)+ 2
)

(
(
(
(
(
(K\U)+ 3e.

VAN VAN VAN VAR VAN
T E T T E

Allora deduciamo che
u(E) =sup{u(K) | K C E, K & compatto}.

Step 2: Sia F C X un insieme misurabile qualsiasi. Per I'ipotesi di o-finitezza,
esiste una successione crescente {E, }nen di insiemi misurabili aventi misura finita tale

che
E=|JE.
neN

Si verifica facilmente che valgono le seguenti disuguaglianze:

u(E) = sup p(E,)

neN

= supsup{u(K) | K C E,, K & compatto}
neN

<sup{u(K) | K C E, K é compatto}
< u(E).

Questo é sufficiente a concludere. n

Teorema 7.2.4. Siano (X;T) uno spazio LCHN2 e p una misura boreliana regolare
su X. Supponiamo che p(K) < 400 per ogni insieme compatto K C X. Allora p é una
misura di Radon.

Dimostrazione. Step 1: Dobbiamo provare che per ogni S C X vale che
w(S) = inf{u(Q2) | S CQ, Q¢ aperto}.

Sia S C X tale che u(S) < +oo; per il teorema [7.1.13] (le ipotesi su X consentono di
applicarlo), dato € > 0, esiste un aperto W tale che B C W e u(W \ B) < . Allora
abbiamo che

inf{p(Q2) | S CQ, Qeéaperto} < p(W)=pn(W\ B)+ u(B)
< e+ p(B) =¢e+ u(S)
<e+inf{u(2) | S CQ, Qé aperto}.

Dall’arbitrarieta di € segue che
w(S) = inf{u(2) | S C Q, Q¢ aperto}.

Se u(S) = +o0, allora la conclusione & ovvia.

110



7.2. Misure di Radon

Step 2: Dobbiamo mostrare che per ogni insieme misurabile £ C X vale che
w(E) =sup{u(K) | K C E, K & compatto}.

Dalle ipotesi si deduce che p € o-finita: infatti X ammette un’esaustione in compatti
{K,}nen € 1 compatti hanno misura finita. Allora ¢ sufficiente provare la tesi per ogni
insieme misurabile E tale che u(E) < +oo; Uestensione agli insiemi misurabili di misura
infinita puo essere ottenuta come nella proposizione [7.2.3]

Dunque, supponiamo che E sia misurabile e p(F) < +oo Fissiamo ¢ > 0; per il
teorema|7.1.12] esiste un chiuso C' C E tale che u(E '\ C) < . Per ogni n € N definiamo
il compatto C,, = C' N K,,: ovviamente si ha che

c=Jcu

neN

allora segue che
lim 4(Cy) = sup u(Cy) = p(C).

n—-+o0o neN

Concludiamo che

sup{u(K) | K € E, K ¢ compatto} < u(E) = u(E\ C) + pu(C)

<e+u(C) =e+supp(Cy)
neN

<e+sup{u(K) | K CE, K ¢ compatto}.
Essendo ¢ arbitrario concludiamo che
w(E) =sup{u(K) | K C E, K & compatto}.
[

Esempio 7.2.5. Se (X;7T) ¢ uno spazio LCHN2 e p : B(X) — [0, +00] ¢ una misura finita
sui compatti, abbiamo mostrato che & una misura di Radon (vedi . In particolare,
se i ¢ lestensione di Carathéodory-Hahn (vedi di una premisura definita sui
boreliani e finita sui compatti, allora p ¢ una misura di Radon.

Corollario 7.2.6. Siano (X;d) uno spazio metrico localmente compatto e separabile e
p una misura boreliana regolare su X tale che pu(K) < +oo per ogni compatto K. Allora
W e una misura di Radon.

Dimostrazione. Basta osservare che X é uno spazio topologico LCHN2 e applicare il
teorema [7. 2.4l [

Osservazione 7.2.7. La misura di Lebesgue é una misura di Radon. Infatti R™ & uno
spazio LCHN2, m,, ¢ una misura boreliana regolare (vedi|7.1.16)) ed ¢ finita sugli insiemi
limitati. Allora basta applicare il teorema [7.2.4]

Densita in L?

Ricordiamo il seguente risultato.

Teorema 7.2.8. Siano (X;T) uno spazio topologico localmente compatto di Hausdorff,
K un compatto e V' un aperto tali che K CV. Esiste una funzione continua v :V —
[0,1] a supporto compatto tale che y(x) =1 per ogni x € K.
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Teorema 7.2.9. Siano (X;T) uno spazio topologico localmente compatto di Hausdorff,
p una misura di Radon suX e p € [1,400). Per ogni f € LP(X) per ogni e > 0 esiste
una funzione continua a supporto compatto g : X — R tale che

1f = 9||Lp(x) <é&.

Dimostrazione. Sia f € LP(X); considerando la decomposizione f = f* — f~ possiamo
limitarci ad assumere f > 0. Per il teorema di approssimazione con funzioni semplici
(vedi[2.1.18)), esiste una famiglia numerabile { Ay }ren di insiemi misurabili tale che per
ogni = € X vale che

f) =0 1)

k>1

Ovviamente, per ogni n > 1 per ogni x € X vale che

Inoltre, per ogni n > 1 vale che

n p
1 1
—j(A,) < “a | du< [ frd ,
ol )_/X<Zk Ak> u_/xf j < +00

da cui segue che u(A,) < +oo per ogni n > 1. Essendo f? € L}(X), per il teorema di
convergenza dominata, vale che

n p p
. 1 , 1
Jim g (f - 31 Eu(z‘h)) dp= lim g ( > ﬂm) dp = 0.

Fissiamo € > 0; esiste N € N tale che

Essendo p una misura di Radon, per ogni k < N esistono un compatto Cj e un aperto
Qk tali che CK - Ak - Qk e

(A \ Cr) < (ﬁ)pv p(€% \ Ag) < (ﬁ)p

Essendo X uno spazio localmente compatto di Hausdorff, per il teorema per ogni
k < N esiste una funzione continua 7 : {2 — [0, 1] avente supporto compatto in € e
tale che v, (z) = 1 per ogni « € Cy. Inoltre, possiamo estendere le funzioni v, a 0 su Qf
e trovare ancora funzioni continue. Definiamo la funzione
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Osserviamo che g ¢ ancora una funzione continua a supporto compatto in X. Conclu-
diamo con la stima seguente:

If _gHLP(X) = Z k,]lAk Z k;%
k>1
Lp(X)
< Z T4, + Z ”]lAk /yk‘HLP(X)
k>N Lr(
c N
< §+Z(/|1Ak Vel? du)
k=1
2 %
< -+ (/ L4, — el dM)
2 ; Q\Cx ’
9 al 1
<5 D> n(\ Ci)v
k=1
9 al 9
<Z Lo
<3ty =c

?T‘

=1

7.2.2 Teorema di Lusin

Teorema 7.2.10 (Lusin). Siano (X;7T) uno spazio topologico, p una misura boreliana
regolare su X, A C X un insieme misurabile e tale che p(A) < +oo, Y uno spazio
metrico separabile e f : A — Y una funzione misurabile. Fissiamo € > 0; valgono 4
sequenti fatti:

o se X ¢ numerabilmente chiuso, esiste un chiuso C' C A tale che u(A\ C) <c¢ e
Jic : C =Y e continua;

e se X ¢ T2 e p & una misura di Radon, esiste un compatto K C A tale che
WA\ K) <ee figk : K =Y ¢ continua.

Dimostrazione. Step 1: Essendo Y uno spazio metrico separabile, per ogni 7 > 1 esiste
una famiglia numerabile di palle {B;;}ien di raggio 2% che ricopre Y. Per ogni ¢ > 1
poniamo Y;.p := B;.; per ogni %, k > 1 poniamo

zk zk\Ule
<k

Per ogni ¢ > 1 la famiglia {Y.x}ren € formata da boreliani a due a due disgiunti e
ricopre Y. Per ogni i > 1 per ogni k € N poniamo A; == f~!(Y;). Osserviamo che per
ogni ¢ > 1 la famiglia {A;x }ren ¢ formata da insiemi misurabili a due a due disgiunti e
ricopre A. Ovviamente vale che p(A;x) < +00 per ogni i > 1 per ogni k € N. Fissiamo
e > 0; valgono le seguenti alternative:

e se X ¢ numerabilmente chiuso, per il teorema [7.1.12| per ogni ¢ > 1 per ogni k € N
esiste un chiuso C;, C A, tale che

p(Aig \ Cip) < 2775 e
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e se 1 ¢ una misura di Radon, per la definizione [7.2.1] per ogni ¢ > 1 per ogni k € N
esiste un compatto Cj, € A tale che

M(Ai;k \ Ci;k> < 2_i_k_15‘

In ogni caso, per ogni ¢ > 1 vale che

M (A\ U C’i;k> < ZN(Ai;k \ Cix) < 27%.

keN keN

Allora, per ogni ¢ > 1 esiste k; € N tale che, detto

D, = U Ciy,

I<k;

vale che (A \ D;) < 27%. Osserviamo che nel primo caso {D;};>1 ¢ una successione di
chiusi; nel secondo caso, invece, {D;};>1 ¢ una successione di compatti. Poniamo

C = ﬂDi;

i>1

in entrambi i casi C' é un chiuso; se X é uno spazio T2, allora C' ¢ anche un compatto.
Vale che

u(A\C)=u<A\ﬂDi) =M<AHUDE> <> WA\D;) <e.

1>1 1>1 i>1

Step 2: Dobbiamo provare che fic: C' — Y ¢ una funzione continua. Ricordiamo
che per ogni i > 1 la famiglia {C; }ren € formata da chiusi a due a due disgiunti. Per
ogni 7 > 1 per ogni k € N scegliamo un punto v, € Y. Fissato i > 1, definiamo la
funzione ¢; : D; — Y tale che per ogni x € C;y, vale che ¢;(z) = y;. Osserviamo che la
funzione g; & ben definita ed é continua. Per costruzione, per ogni i > 1 per ogni k € N

vale che 1
diam(f (Ax)) < diam (Vi) < =

segue che
1

1

per ogni x € A; . Allora, se x € D;, esiste k, € {0;...;k;} tale che x € Ci, C Ajg, -
Allora vale che

. 1

d(Yin,; [ () = d(gi(z); f(2)) < diam(Yig, ) < -

(4

Abbiamo ottenuto che 1

sup{d(gi(x); f(x))} < -.

$€Di [/

Ovviamente la restrizione di g; a C' & ancora una funzione continua; pertanto, abbiamo
che {g;};>1 ¢ una successione di funzioni continue che converge uniformemente in C' a
f. Questo ¢ sufficiente a concludere che f|p ¢ una funzione continua. m
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7.3 Rappresentazione di funzionali localmente limita-
ti
In questa sezione, supponiamo che siano dati uno spazio topologico (X;7") e uno spazio

di Hilbert di dimensione finita H uno spazio di Hilbert di dimensione finita. Denotiamo
con con C.(X;H) I'insieme delle funzioni continue tra X e H aventi supporto compatto

in X.
7.3.1 Variazione totale di un funzionale

Definizione 7.3.1 (Funzionale localmente limitato). Sia L : C.(X;H) — R un
funzionale. Diremo che L ¢é localmente limitato se gode delle seguenti proprieta:

e ¢ additivo;
e per ogni compatto K C X vale che

sup{L(f) | f € C.(X;H), |f(z)| <1Vx e K} < +o0.

Definizione 7.3.2 (Variazione totale di un funzionale). Siano L : C.(X;H) — R un
funzionale e V' C X un aperto non vuoto. Si pone

(V) = sup{L(f) | f € Co(V:H), |f(z)] <1Vz eV

definiamo iz, (()) := 0. Dato un insieme S C X qualsiasi, definiamo la variazione totale
di L in S come
pr(S) =inf{a (V)| S CV, V & aperto}.

Osservazione 7.3.3. Nel contesto della definizione essendo L un funzionale local-
mente limitato, per ogni aperto V' C X contenuto in un compatto vale che fi, (V) < 400
e per ogni insieme S C X contenuto in un compatto vale che ur(S) < +oc.

Proposizione 7.3.4. Nel contesto della definizione se A C B C X, allora
pr(A) < pr(B); inoltre, per ogni aperto Q@ C X wvale che pup () = g ().

Dimostrazione. Dalla definizione [7.3.4] segue immediatamente che se A C B C X,
allora pp(A) < pr(B).

Sia  un aperto. Ovviamente vale che pr(2) < fir(2). Notiamo che se €' ¢ un
aperto contenente (2, vale che C.(Q; H) C C.(§¥;H); allora fir(2) < fir,(€2"). Passando
all’estremo inferiore sugli aperti €’ contenenti €2, si deduce che iy (Q2) < pr(£2). O

Ricordiamo i seguenti fatti.

Teorema 7.3.5. Se (X;T) e uno spazio topologico localmente compatto di Hausdorff,
K C X ¢ un compatto e Uy, ...,U, sono aperti che ricoprono K, esistono delle funzioni
continue a supporto compatto v; : U; — [0, 1] tali che per ogni v € K wvale

Z%‘(ﬂ?) =1

Diremo che {~;...;v} € una partizione dell’unita su K subordinata al ricoprimento
{Ui;.. . Un}
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Teorema 7.3.6. Supponiamo che (X;T) sia uno spazio topologico di Hausdorff. Sono
equivalenti i sequenti fatti:

e X ¢ localmente compatto;

e per ogni x € X per ogni U intorno di X esiste un aperto V' tale che V ¢ compatto
exeVCVCU;

e per ogni compatto K per ogni aperto U tale che K C U esiste un aperto V tale
che Ve compatto e K CV CV CU.

Proposizione 7.3.7. Siano (X;7T) uno spazio localmente compatto di Hausdorff, L :
Co(X;H) — R un funzionale localmente limitato e pr, fif, come nella definizione .
Valgono 1 sequenti fatti:

e se U,V sono aperti disgiunti, allora
L (U) + i (U) < (U U V);
e se U,V sono aperti qualsiasi allora

aL(UUV) < fg(U) + an(U);

e per ogni aperto €2 vale che

fr(Q) =sup{ii (A) | A é aperto, A € Q}.

Dimostrazione. Step 1: Siano U, V aperti disgiunti. Siano f € C.(U;H) e g € C¢(V;H)
tali che |f(x)] < 1 e |g(x)| <1 per ogni z € X. Ovviamente f + g € C.(U U V;H);
essendo U NV = (), si ha che |f(z) + g(z)| < 1 per ogni x € X. Per additivita di L vale
che

L(f) + L(g) = L(f + g) S U UYV).

Passando all’estremo superiore su f e g, si trova che
fr(U) + (V) < i (UUV).

Step 2: Siano U,V aperti qualsiasi. Sia ¢ € C.(U U V;H) tale che |o(x)| <1 per
ogni x € X. Denotiamo con K il supporto di ¢; per ipotesi K ¢ compatto e {U;V} & un
ricoprimento aperto di K. Per il teorema esiste una partizione dell'unita {yy;yv}
di K subordinata a {U;V'}. Osserviamo che ¢yy € C.(U;H) e |p(z)yy(z)| < 1 per
ogni z € X analogamente ¢y, € C.(V;H) e |p(x)yy(x)] < 1 per ogni x € X. Per
additivita di L vale che

L(p) = L(pw) + Llpw) < pr(U) + far(V).
Passando all’estremo superiore su ¢, si trova che
ar(UUV) < i (U) + pr(V).

Step 3: Siano 2 un aperto in X tale che fi,(©2) > 0 (altrimenti & banale) e
0 < M < (). Per definizione di fiy, (vedi [7.3.2), esiste f € C.(Q2;H) tale che
|f(z)] < 1perognizeXelL(f)e (M, uL()]. Essendo (X;7) uno spazio localmente
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compatto di Hausdorft e il supporto di f un compatto (che ‘denotiamo con K ), per il
teorema esiste un aperto A tale che K C A C A C Qe A é compatto. Allora vale
che

M < L(f) < fr(A) < fir(92).

Questo ¢ sufficiente a concludere che
fr(Q) = sup{ii (A) | A ¢é aperto, A € Q}.
O

Teorema 7.3.8 (De Giorgi-Letta). Siano (X;d) uno spazio metrico, T C P(X) la
topologia indotta dalla distanza d, fn : T — [0,4+00] una funzione con le sequenti
proprieta:

o (D) =0;
o se Ay, Ay sono aperti disgiunti allora
fi(A1) 4+ i(Az) < [i(A1 U Ag);
e se A1, Ay sono aperti qualsiasi allora
[i(A1U Az) < (Ar) + [i(Az);
e per ogni aperto A vale che
a(A) =sup{i(Q) | Qe T, Qe A}
Se poniamo per ogni S C X
u(S) = inf{ji(4) | S C A, Ae T},
allora p é una misura esterna boreliana regolare che estende fi.

Dimostrazione. Step 1: Per verificare che fi(A) = pu(A) per ogni aperto A si puo
procedere come in [7.3.4]

Step 2: Mostriamo che fi ¢ numerabilmente subadditiva. Siano A € T e {4;};en
un ricoprimento aperto di A. Sia 2 un aperto relativamente compatto in A. Allora
esiste una famiglia finita 7 C {A; | j € N} tale che

aclr

Utilizzando la finita subadditivita di /i e la monotonia di i (che segue banalmente dalla
quarta proprieta di fi) deduciamo che

A <a U A < X aA) <) a4,
Passando all’estremo superiore su 2 e applicando la quarta proprieta di i, troviamo che

A(A) =swp{a(Q) | Qe T, Qe A} <Y fl4).

j€EN
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Step 3: Verifichiamo che p € numerabilmente subadditiva, cioé che ¢ una misura
esterna. Siano S C X e {S;} ey un ricoprimento di S formato da insiemi qualsiasi.

Dobbiamo mostrare che
u(S) <> ul(S)).
jEN
Possiamo anche supporre che

> ul(S;) < +oo,

jeN
altrimenti la conclusione ¢ ovvia. Fissiamo € > 0; per costruzione, per ogni 57 € N esiste
un aperto {2, tale che S; C (2 e inoltre

(82) < u(S;) +e2777h

Utilizzando la definizione di u, il fatto che fi e pu coincidono sugli aperti e la numerabile
subadditivita di ji, otteniamo che

u(S) < (U Qj) <Y Q) e+ ) ulS).

jEN jEN jeN
Essendo ¢ arbitrario, si conclude che
u(S) < u(S)).
jEN

Step 4: Mostriamo che p € boreliana tramite il criterio di Carathéodory; allora ¢
sufficiente provare che p ¢ additiva sui distanti. Siano F, S C X tali che dist(F;S) > 0.
Per continuita della funzione "distanza da un sottoinsieme", esistono due aperti disgiunti
Qp, Qg tali che FF C Qp e S C 2g. Abbiamo gia osservato che fi ¢ monotona. Sia 2 un
aperto che contiene F'U S essendo i additiva sugli aperti disgiunti, vale che

Q) > QN (Qs U Q)
— AN Q) + 42N Q)
> u(F) + u(S).

Passando all’estremo inferiore su €2, si trova che u(F U S) > pu(F) + u(S). Essendo p
subadditiva, concludiamo che

p(EFUS) = u(F) + p(S).

Step 5: Per provare che p € regolare, osserviamo che per ogni S C X per ogni
n € N esiste un aperto V,, che contiene S ed é tale che

(V) < p(S) +27"

V= ﬂ Vo,

neN

Se poniamo

é ovvio che V sia un boreliano che contiene S; inoltre, per ogni n € N vale che
u(S) < p(V) < (V) = (Vo) < p(S) +277

segue immediatamente che u(S) = p(V). O
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Teorema 7.3.9. Siano (X;d) uno spazio metrico localmente compatto, L : Co(X;H) —
R un funzionale localmente limitato e py la variazione totale associata a L. Allora p é
una misura esterna boreliana regolare.

Dimostrazione. Come mostrato in [7.3.4] la variazione totale p, rispetta le ipotesi del
teorema di De Giorgi-Letta (vedi|7.3.8). O

Teorema 7.3.10. Siano (X;d) uno spazio metrico localmente compatto e separabile,
L: C.(X;H) — R un funzionale localmente limitato e uy, la variazione totale associata
a L. Allora pp é una misura di Radon.

Dimostrazione. Per il teorema (4, € una misura boreliana regolare. Inoltre, ¢ finita

sui compatti; quindi g ¢ una misura di Radon (vedi|7.2.4)). O
Si puo dimostrare il seguente enunciato.

Teorema 7.3.11. Siano (X;7T) uno spazio topologico LCHN2, L : C.(X;H) — R un
funzionale localmente limitato e uy la variazione totale associata a L. Allora py é una
misura di Radon.

7.3.2 Teorema di rappresentazione di Riesz

Definizione 7.3.12. Siano (X;7) uno spazio topologico e f : X — R una funzione
misurabile. Si dice che f € Li (X) se f € L'(K) per ogni compatto K C X.

loc

Lemma 7.3.13. Siano (X;7T) uno spazio localmente compatto di Hausdorff, i é una
misura di Radon e f € L} (X). Supponiamo che per ogni p € C.(X) vale che

loc
/ fe du=0.
X

Allora f(x) =0 per quasi ogni x € X.

Dimostrazione. Sia M = f~1(R\ {0}); notiamo che M ¢ misurabile. Supponiamo per
assurdo che p(M) > 0; essendo p una misura di Radon, esiste un compatto K C M
tale che 0 < u(K) < +o0o. Notiamo che le funzioni f,sgn(f) € L'(K). Essendo X uno
spazio localmente compatto di Hausdorff, esiste un aperto V taleche K CV C VeV
¢ compatto (vedi @ . Notiamo che u(V) < u(V) < +o0. Per il teorema esiste
una successione {¢, }nen contenuta in C,(V') che converge alla funzione 1x sgn(f) in
LY (V). A meno di sottosuccessioni, possiamo supporre che la convergenza sia per quasi
ogni x € V; inoltre, a meno di troncare ¢, tra i valori 1 e —1, possiamo supporre che
lon(x)| < 1 per quasi ogni @ € V. Per il teorema di convergenza dominata, vale che

du = g du= 1l L di = 0.
/Klfl v /stgn(f)x 1 nirfw/vfw 0

Tuttavia, questo ¢ incompatibile con il fatto che pu(K) > 0 e che f(z) # 0 per ogni
r e K. [

Teorema 7.3.14 (Rappresentazione di Riesz). Siano (X;7T) uno spazio topologico
LCHN2, L : C.(X;H) — R un funzionale lineare localmente limitato e puy, la variazione
totale associata a L. Esiste una funzione 7 : X — H boreliana con le sequenti proprieta:
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e per ogni f € C.(X;H) vale che

L(f):/x<f,7> dur;

o |T(x)| =1 per quasi ogni x € X.
Dimostrazione. Step 1: Definiamo
CH(X) = {p € Cu(X) | p(z) > 0 Vz € X}.
Per ogni ¢ € CF(X) definiamo
T(p) =sup{L(f) | f € C(X;H), |f(2)] < p(x) Vo € X}.

Vogliamo provare che T & additivo. Siano ¢,1 € CF(X) e f,g € C.(X;H) tali che
|f(x)] < p(z) e lg(z)| < P(z) per ogni z € X. Osserviamo che per ogni x € X vale che

|f(x) + g(@)] < |f(2)] + [g(2)] < () + ().
Essendo L lineare, vale che

L(f)+ L(g) = L(f +9) < T(¢ +¥).
Passando all’estremo superiore su f e g, si trova che
T(p) +TW) <T(p+1).
Sia f € C.(X;H) tale che |f(z)| < ¢(z) + ¥ (x) per ogni z € X. Introduciamo Iaperto
Q={zeX|p)+¢(x) >0}

Possiamo ben definire le funzioni

i f’ f2::]lﬂ w

=1
S oty o+Y

Vogliamo mostrare che sono continue; essendo (X; 7") uno spazio N2, possiamo verificare
la continuita sequenziale. Siano x € X e {z, },eny una successione che tende a z in X;
dobbiamo verificare che

i filw) = filo)

L’unico caso non banale & quello in cui {z, }neny C Q2 e x € 09. Per le assunzioni su f,
osserviamo che |fi(z)] < ¢(z) per ogni x € X allora vale che

lim [fi(z,)] < lim @(z,) =0 = fi(z).

n—-+o0o n—-+o00

Dunque f; é continua; analogamente si verifica che fs € continua. Inoltre, & ovvio
che siano supportate in insiemi compatti e che fi(x) + fo(z) = f(x) per ogni x € X,
Essendo L lineare, abbiamo che

L(f) = L(f1) + L(f2) < T(p) + T(¥).
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Passando all’estremo superiore su f, troviamo che

Tlo+¢) <T(p) +T(¥).

Inoltre, dalla linearita di L segue immediatamente che per ogni ¢ > 0 vale che

T(cp) = cT'(p).

Step 2: Vogliamo provare che per ogni ¢ € C.(X)* vale che

ﬂ@zéwwp

Fissiamo ¢ € CF(X) e ¢ > 0. Sia
A= max

possiamo supporre A > 0, altrimenti la conclusione ¢ ovvia. Vogliamo costruire una
discretizzazione dello spazio. Siano

0:t0<t1<"'<tN_1<)\<tN

tali che t; —t;_1 < e e u(p'(t;)) = 0 per ogni j € {1;...; N}. La scelta di questi
punti & possibile perche i punti ¢ > 0 tali che uz(¢~*(t)) > 0 sono in quantita al piu
numerabile. Infatti, se consideriamo la funzione ¢ — (¢~ ((0,¢))) ¢ monotona non
decrescente e limitata (infatti il supporto di ¢ ha misura finita perché é compatto e p ¢
una misura di Radon); allora ha una quantita al pitt numerabile di punti di discontinuita
e (e 1(t)) > 0 se e solo se t ¢ un punto di discontinuita per la suddetta funzione.
Sia K il supporto di ¢ (& compatto). Per ogni j € {1;...; N} definiamo l'aperto

Uj =@ H((tj-1, ;).

Per quanto provato in mostrato in e per le definizioni di g e T vale che

pL(Uj) = i (Uj)
=sup{L(f) | f € C(U;; H), |f(z)] <1Vx €U}
= sup{T'(¥) | ¥ € CH(Uj), ¥(x) < 1Va € U},

Allora per ogni j € {1;...; N} esiste h; € C.(Uj;[0,1]) tale che

~ €
T(hy) 2 peUs) = -
oz, € una misura di Radon; dunque, per ogni j € {1;...; N} esiste un compatto K; C U;

tale che
€

pL(U;\ Kj) < N

Essendo X uno spazio localmente compatto di Hausdorff, per il teorema [7.3.6] esiste
un aperto €2; a chiusura compatta tale che K; C €2; C Q; C Uj. Per il teorema [7.2.8
esiste una funzione h; € C.(Uj;[0,1]) tale che h;(z) =1 per ogni z € ;. Se poniamo

hy = max{h;; by},
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Capitolo 7. Misure e topologia

abbiamo che h; € C.(U;;[0,1]) e inoltre Q; C {z € U; | hj(x) = 1}. Essendo
h;(z) > h;(z) per ogni x € X, dalla definizione di T' deduciamo che

T(h;) > T(h;) > pr(U;) — N

Definiamo l'aperto A; == {z € X | p(x) > 0}; siano Zy :== 0A; e Z1 = o ({t1;...;tn}).
Per la scelta di {¢;...;tx}, abbiamo che uy(Z;) = 0. Inoltre vale che

N
A1:Z1UUU1',

i=1

K = supp(go) :A1 :A1U8A1 == ZoLJZlU U Uz
i €N

Essendo A; compatto, i, una misura di Radon e ¢ una funzione continua, esiste un
aperto )y a chiusura compatta tale che Zy C Qq, u(Q0 \ Zo) < € e () C [0,¢]. Siano
Q2 un aperto tale che K C Q e n € C.(€;[0,1]) tale che n(xz) = 1 per ogni z € K (vedi
[7.2.8). Sia {70;71} una partizione dell’'unita di K subordinata al ricoprimento {€; A; }.
Definiamo

N N
0 =nne (1—2@-) =M (1—Zhj> .
j=1

j=1

Osserviamo che se

allora vale che

x € supp(71)

\\Cz

Inoltre, abbiamo che supp(y1) C A; e supp (1) N Zy = 0. Segue che

N N N
supp (n% (1_Zhj>> C supp (1) U S\ 20\ | J K.
j=1

Jj=1
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7.3. Rappresentazione di funzionali localmente limitati

Allora vale che

r0) <o (im (1-31) )
< Aug (Q\ZO\L]\JKJ>

<A up(Q\K) + g <K\Z0\UKj>>

<Ae+u (Zlu <ng\QKj>>>

<A e+ pr(Zy) + Z:U’L(Uj \ Zj))

j=1

N
<A 6—1—2%) ~ e,
j=1

Pertanto, abbiamo che
N N
T(e)=T (so— sozhj) +T (@Z%)
j=1 j=1

SEENREENRES

N
< T(p%) +2eA+ Y T(ph;)
j=1
N
< eT(y0) + 2Xe + ) T(tshy)
j=1
N
< €,UL(QQ) + 2Xe + thﬂL(Uj)

j=1

<e(pp(K)+e)+ 22+t (U;)

J=1

N
< Ce+ ) tur(Uy),

j=1

dove C' é una costante indipendente da €. Se poniamo

N
U= U Uj,
j=1
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Capitolo 7. Misure e topologia

abbiamo che

T(p) — /80 dpr, =
X
],UL Z/ (2 d/LL + Ce

essendo ¢ arbitrario, si trova che

T(SO)—/SOCULL <0.
X

Ricordanco che per ogni j € {1;...; N} vale che

3
T(phy) > T (hy) >t (1 (U)) = <)
possiamo verificare I'altra disuguaglianza:
T(p) — /soduL >T<wzh ) /soduL
Jj=1 X
N
> Y Tehy) - [ o dus
i=1 %
N
>t (ML(Uj > > i
j=1
N
= _Z<tﬂ i) (Uj) — de > C7
j=1

dove C’ & una costante indipendente da . Essendo ¢ arbitrario, si deduce che
T(p) = / @ dpr,.
X
Step 3: Fissiamo un vettore unitario e € H; per ogni ¢ € C.(X) vale che
Lol <T(w) = [ 4] du.
X

Fissiamo un aperto V' a chiusura compatta in X; essendo p; una misura di Radon,
abbiamo che pr (V) < +oo. Sia ¢ € C.(V); per la disuguaglianza di Hélder, vale che

Liwe)| < /V ] diz < /A7) 19l
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7.3. Rappresentazione di funzionali localmente limitati

Per densita di C.(V) in L?(V) (vedi , possiamo definire un funzionale lineare
continuo Ly : £*(V) — R tale che per ogni ¢ € C.(V') vale Ly(¢)) = L(ey)) e per ogni

Y € L*(V) vale che
| Lo(0)] < v e (V) 191l 2 v

Per il teorema di rappresentazione di Riesz negli spazi di Hilbert (che si dimostra in
maniera totalmente indipendente da questo teorema), esiste una funzione boreliana
gV € L*(V) tale che per ogni ¢ € L?(V) vale che

La(w) = [ g0 dus.
v
Per ogni M > 0, sia
Ey ={zeV|g)l(x)> M}

Fissato M > 0, esiste una successione di funzioni {¢x }xen € C.(V') che converge a 1g,,
in L*(V). Essendo ur (V) < 400, la convergenza ¢ anche in L'(V). Abbiamo che

1 Ly(1g,)
w(En) < U /VQZ]IEM dpg, = i
1 1
= M o Lo(ge) = 7 tim L(vxe)

<— hm /WH duL

ML(EM
M

Allora, se M > 1, si deve avere che uy(F)) = 0. Analogamente si prova che per quasi
ogni x € V vale che gV (x) > —1. Allora, concludiamo che

l9e [l ey < 1.

Se W ¢ un altro aperto a chiusura compatta tale che V.C W e ¢ € C.(V) C C.(W),

vale che
L(te) Z/Qevw dpr, =/geWw dur;
X X

dal lemma [7.3.13| deduciamo che g¥ (z) = ¢! (x) per quasi ogni x € V. In altri termini,
possiamo definire un’unica funzione 7. : X — R boreliana, tale che ||7|[ ) < 1€

tale che per ogni aperto V' a chiusura compatta vale che 7.(z) = gV (z) per ogm reV
(ricordiamo che X ammette un’esaustione in compatti, dunque esiste una successione
crescente di aperti a chiusura compatta che coprono X). Inoltre, per ogni ¢ € C.(X)
vale che

Lite) = /X b dus.

Fissiamo una base ortonormale {ej;...;e,} di H; definiamo la funzione boreliana

T::Zn:Tejej X — H.

Jj=1
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Capitolo 7. Misure e topologia

Notiamo che 7 é essenzialmente limitata percheé HTej HLOO(X) <1 perognije{l;...;n}.

Data una funzione f € C.(X;H), per ogni j € {1;...;n} poniamo f; =< f,e; >€
C.(X). Ricordando che
F=Y_fie
j=1

vale che

L(f) = ZL<fj€j) = Z/ JiTe; dpir,
j=1 j=17%
:;/X<f,ej>76j dpL:/X<f,7'> dur,.

Step 4: Abbiamo mostrato che 7 é boreliano, essenzialmente limitato e per ogni
f € C.(X;H) vale che

L(f)z/x<f,f> .

Rimane da provare che |7(z)| = 1 per quasi ogni x € X (rispetto alla misura pr).
Sia S la sfera unitaria in H; denotiamo con

D={v | keN}CS
un sottoinsieme denso numerabile. Per ogni k£ € N poniamo
G, ={reX| <7(z),v >> 1}.

Definiamo anche

G={reX]| |r(x) >1}.

Dalla continuita del prodotto scalare segue immediatamente che

g:ng-

keN

Se ur(G) > 0, allora esiste K € N tale che ur(Gx) > 0.
Sia ¢ € CF(X); ricordando che

7o) = sup{L(f) | 1 € CLK D), |f(@)| < ple) Vo € X} = [ ¢ dpu.
e che abbiamo provato l'uguaglianza
L(pvg) = /X < YUk, T > dp = /XSD < 1,0 > dur,
deduciamo che
/Xso dpp =T(p) > L(pvk) = /Xso < T,k > dp.

Questo dice che < 7(x),vx >< 1 per quasi ogni x € X (rispetto a pr), contro I'ipotesi
che /LL(gK) > 0.
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7.3. Rappresentazione di funzionali localmente limitati

Infine, dobbiamo provare che 'insieme {x € X ||7(x)| < 1} & ur-trascurabile; ¢
sufficiente provare che per ogni aperto V' C X tale che pur, (V) < 400, vale che

p(Vn{zeX| |r(x)] < 1)} =0.
Infatti g7, ¢ una misura di Radon (vedi[7.3.10)) e X ammette un’esaustione in compatti.
Fissato un aperto V' di misura gy, finitae e € (0,1), sia B. ={x € V | |7(x)] <1 —¢€}.
Se u(B:) > 0, essendo p una misura di Radon, esisterebbe un compatto K. C B. tale

che u(K.) > 0. Allora, per ogni f € C.(V;H) tale che |f(x)] < 1 per ogni z € V
avremmo che

L(f):/v<f’7_> dML
S/V\Kf fr> duL+/E<1—e> s

<pr(V\K)+ (1 —e)ur(Ke)
= pr(V) —epr(Ke).

Passando all’estremo superiore sulle funzioni f € C.(V;H) tali che |f(z)| < 1 per ogni
xr € V, troviamo che

pr(V) < pr(V) —epr(Ke),
che & assurdo (vedi la definizione [7.3.2). Allora ur(B:) = 0, da cui segue che

pL(V n{z e X | [r(z)] <1}) = 0.

Osservazione 7.3.15. Nel contesto del teorema [7.3.14] vale che

[Tiee0 || = 171 beise) = o),
dove la seconda uguaglianza ¢ stata dimostrata in [6.2.16]

Corollario 7.3.16. Nel contesto del teorema[7.3.14), il campo vettoriale limitato T &
univocamente determinato.

Dimostrazione. Supponiamo che esista campo vettoriale o limitato tale che per ogni
f € Cu(X;H) vale che

L(f):/<f,7> d,uL:/ < f,o0 > dur.
X X
Abbiamo che per ogni f € C.(X;H) vale che

/ < f,r—0o> dup =0,

X

da cui segue che 7 e o coincidono quasi ovunque in X (vedi lemma [7.3.13)). [
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Capitolo 7. Misure e topologia

Duale di C

Osservazione 7.3.17. Siano (X;7T) uno spazio topologico e H uno spazio di Hilbert di
dimensione finita. Ricordiamo che la chiusura dello spazio C.(X;H) rispetto alla norma
del sup coincide con lo spazio

Co(X;H) = {u € C(X;H) ‘ Ve > 0 3K, compatto t. c¢. sup |u| < e} .
X\K-

Definizione 7.3.18. Denotiamo con B(X;H) lo spazio delle misure boreliane su X a
valori in H.

Osservazione 7.3.19. Notiamo che B(X;H) ¢ uno spazio vettoriale reale. Inoltre &
immediato verificare che la variazione totale di X (ovvero la funzione ||-|| (X) : B(X; H) —
[0, 4+00)) ¢ una norma su B(X;H). Allora (B(X;H); ||-||) ¢ uno spazio normato. Si puo
verificare che é anche uno spazio di Banach: in effetti, questo segue dal teorema
che descrive B(X;H) come duale di Cy(X;H) (ricordiamo che ogni spazio duale di uno
spazio normato & uno spazio di Banach).

Definizione 7.3.20. Siano (X;7) & uno spazio topologico e H é uno spazio di Hilbert
di dimensione finita. Siano p : B(X) — H una misura a valori in uno spazio di Hilbert
di dimensione finita e f € Cy(X;H). Poniamo

n n
I/:ZVJ'GJ', f:ijej,
i=1 j=1

con v; ;=< v,e; >e f; =< f,e; >. Poniamo

@qwaé<ﬁw>=i;4ﬂw¢

Osservazione 7.3.21. Nel contesto della definizione osserviamo che f; € L*(X;v;)
e che v; ¢ una misura finita; dunque la scrittura che definisce J,(f) ¢ ben posta (vedi
5.2.10)).

Si puo verificare che J,(f) non dipende dalla scelta della base di H. Ricordiamo che
i << ||u|| (vedi[7.3.4); per il teorema di Radon-Nikodym (vedi esiste 7 : X — H
integrabile tale che v = 7 ||v||. Poniamo 7; =< 7,e; >. Ovviamente vale che v; = 7; ||v||;
utilizzando la formula di integrazione rispetto ad una misura definita da una densita

(vedi[6.2.9) allora si ha che
[ <=3 [ pan vl =3 [ 5 vl = [ < fr>dlwl.
X o1 /% o1 % X

che é una scrittura indipendente dalla base.

Teorema 7.3.22. Supponiamo che (X;T) sia uno spazio topologico LCHNZ2. La mappa
J: B(X;H) — Co(X;H) tale che per ogni € B(X;H) per ogni f € C.(X;H) vale che

I = [ < >

X

¢ ben definita ed & un’isometria lineare e bigettiva. Per la precisione, vale che
||<]uH(co(X;H))/ = ||l (X).
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7.3. Rappresentazione di funzionali localmente limitati

Dimostrazione. Step 1: Mostriamo che .J € ben definita. Data una misura boreliana

v : X — H ed una funzione f € Cy(X;H), sia 7 = ﬁ. Ricordiamo che |7(z)| = 1 per

quasi ogni = € X rispetto a ||v|| (vedi[6.2.16)); allora si ha che

/<f, dv > /<f,7> d||v||

X X

s/|<f,r>| d|lv| s/mm a|v]
X X

- / A1 Al < 1l ean 171 ().

[ ()] =

Quindi 'applicazione J,, € continua e vale

HJV“(CO(X;H))/ < vl (X).

Allora I'applicazione J € ben definita.

Step 2: J € ovviamente lineare. Mostriamo che € un’isometria surgettiva; allora
I'iniettivita segue immediatamente dalla linearita e dalla surgettivita.

Sia L : Cy(X; H) — R un funzionale lineare e continuo; L si restringe ad un funzionale
lineare e continuo su C.(X;H). Per il teorema di rappresentazione di Riesz (vedi|7.3.14)),
detta pp, la variazione totale di L, esiste 7 : X — H boreliana e tale che |7(z)| =1 per
quasi ogni = € X (rispetto a py) tale che per ogni f € C.(X;H) vale

L(f):/ <f7T> d,uL:/ <f77-,uL|_B(X) >= JT#LLB(X)(f)'
X X

Se poniamo v = Tur|5x), allora si ha che

L(f) = /X < fov>=J(f).

Per continuita vale che L e J, coincidono sulla chiusura di C.(X; H) rispetto alla norma
del sup; in altri termini, J,(f) = L(f) per ogni f € Co(X; H).

Ovviamente v é una misura boreliana su X a valori in H; per quanto mostrato in
si ha

Il = 17l ie s = prise
da cui segue che
V[ (X) = pr(X)
=sup{L(f) | f € Ce(X;H), |f(z)] <1Va2 e X}
= HLH(CO(X;H))’

- ||JVH(CO(X;H))’ :
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Capitolo 8

Proprieta fini delle funzioni di
variabile reale

8.1 Teoremi di ricoprimento
Sia (X;d) uno spazio metrico. Denoteremo con
B(w;r) ={y € X | d(z;y) <r},

B(z;r) = {y € X | d(z;9) <}

rispettivamente la palla aperta e la palla chiusa di centro = e raggio r. Dato A > 0, si
pone
AB(z;1) = B(x; Ar), AB(x;r) = B(x; Ar).

Dato un insieme B, diciamo che ¢(B) € X ¢ un centro di B e p(B) ¢ un raggio di B se
vale

B={yeX|d(c(B);y) <p(B)}

In generale il centro e il raggio di un insieme non sono unici; inoltre vale che
B(c(B); p(B)) € B < B(c(B); p(B)).

Teorema 8.1.1. Sia F una famiglia di palle (aperte o chiuse) in X tale che

sup p(B) < +oc;
BeF

esiste un insteme G C F di palle a due a due disqiunte tali che

JBclsB

BeF Beg

Dimostrazione. Sia = C P(F) la classe delle sottofamiglie di F tali che R € = se e solo
se valgono le seguenti proprieta:

e R ¢ disgiunta;

e se esiste B € F tale che BN (|JR) # 0, allora esiste B’ € R tale che BNB # 0 e
o(B) > 1p(B).
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8.1. Teoremi di ricoprimento

Osserviamo che Z # () perché per ipotesi esiste By € F tale che

(o) > 5 sup p(B)

BeF

e R = {By} € Z. Possiamo ordinare parzialmente = per inclusione; inoltre, se C &
una catena, allora ¢ superiormente limitata dall’'unione |JC (¢ banale verificare che
I'unione suddetta ¢ ancora in =). Per il lemma di Zorn, esiste un elemento massimale G
rispetto all’ordinamento introdotto in F. Vogliamo mostrare che per ogni B € F vale
che BN|JG # (. Supponiamo per assurdo che esista By € F tale che BN|JG = 0.
Allora vale che

Ny = {B’e]—"‘B’ng:@}%@;

pertanto, esiste B; € N tale che

p(B1) > = sup p(B).

1

2 BeNy
Poniamo G’ == G U {B;}; ¢ immediato verificare che G’ € Z. Ovviamente, questo
é assurdo perché é contrario alla massimalita di G. Concludiamo mostrando che G

soddisfa la tesi. La famiglia é disgiunta per costruzione; inoltre se x € B € F, esiste
B’ € G tale che BNB' # 0 e p(B') > 5p(B). Sia p € BN B'; osserviamo che

d(z; c(B)) < d(w;p) + d(p; c(B')) < 2p(B) + p(B') < 5p(B).
Precisiamo che la disuguaglianza ¢ stretta se le palle sono aperte. O]

Definizione 8.1.2 (Spazio doubling). Sia (X;d) uno spazio metrico dotato di una
misura esterna p boreliana regolare e non nulla. Si dice che (X;u;d) & uno spazio
doubling se esiste C' > 0 tale che per ogni x € X per ogni r > 0 vale che

u(B(x;2r)) < Cu(B(z;r)) < 400.

Proposizione 8.1.3. Sia (X; pi;d) uno spazio metrico completo e doubling (vedi[8.1.9);
allora (X;d) & localmente compatto e separabile.

Dimostrazione. Step 1: Assumiamo che per ogni z € X per ogni r > 0 si abbia che
B(x;r) ¢ un insieme totalmente limitato. Essendo (X;d) uno spazio metrico completo,
otteniamo che B(z;7) ¢ un intorno compatto di z, ovvero che (X;d) ¢ localmente
compatto. Inoltre, dalla totale limitatezza di B(z;r) segue che B(x;r) & separabile.
Essendo X unione numerabile di palle aperte, deduciamo che (X;d) ¢ uno spazio metrico
separabile. Dobbiamo provare che B(z;7) é totalmente limitato. Ricordiamo che questo
¢ equivalente a provare la totale limitatezza di B(z;r).

Step 2: Sia B(z;7) una palla aperta in X; fissiamo ¢ € (0,2r) e consideriamo la
famiglia di palle

F =A{B(y;e) | y € B(z;r)}.

Tale famiglia rispetta ovviamente le ipotesi del teorema di ricoprimento (vedi|8.1.1));
allora esiste una sottofamiglia di palle disgiunte

G :={Blyise) |icl} CF
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tale che
B(x;r) €| JF < | JB(yi5e).
iel
Allora, é sufficiente provare che la famiglia G ¢ finita. Ricordiamo che in uno spazio
metrico doubling (vedi tutte le palle aperte hanno misura finita e strettamente
positiva. Fissiamo i € [; notiamo che B(z;r) C B(y;; 2r). Essendo (X;d) uno spazio
metrico doubling (vedi [8.1.2), esiste una costante C(e;r) > 0 (indipendente da z, y;)
tale che
p(B(x;r)) < p(Blyi; 2r)) < Clesr)u(B(yi;€))

da cui segue che
pu(B(z;7))

Cler)
Supponiamo per assurdo che esista I’ C I numerabile. Essendo G una famiglia disgiunta,
vale che

w(B(yise)) >

p(B(z;r +€) > p (U B(y¢;€)> > 4 (U B(yi;€)>

iel iel’
1
_ Zu(s(yi; £)) > e Zmzs(x;r)).
iel’ iel’
Essendo I’ infinito, si ottiene banalmente ’assurdo. O

Teorema 8.1.4 (Vitali). Siano (X;u;d) uno spazio metrico doubling (vedi|[8.1.9) e
A C X un insieme (non si richiede che sia misurabile) tale che u(A) < +oo. Sia F
una famiglia di palle chiuse di raggio positivo tali che per ogni a € A, detto

Fo.={B|acBeF},

vale che F, # 0 e
inf p(B) = 0.

BeF,

Allora esiste una famiglia disgiunta e numerabile G C F tale che

uw(A\Jg) =o.

Dimostrazione. Essendo p una misura esterna boreliana regolare, esiste un boreliano
T tale che A C T e pu(A) = pu(T). Per il teorema di approssimazione [7.1.13] esiste un
aperto {2 tale che ACT C Qe u(Q) <pu(T)+1=p(A)+ 1. Essendo Q un aperto, &
immediato osservare che esiste una sottofamiglia 7' C F con le proprieta:

e AC|UF CO;

e sup p(B) < 1;
BeF!

e per ogni a € A, detto
F.={B|aeBeF},

vale F, # 0 e

ath, B =0
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Per il teorema di ricoprimento (vedi[8.1.1]), esiste una sottofamiglia disgiunta G C F’

tale che
UrclsB
Beg

dall’inclusione insiemistica segue che

1 (U g) < () < 4o0.

Osserviamo che in uno spazio metrico doubling tutte le palle chiuse di raggio positivo
hanno misura positiva (infatti, se ci fosse una palla di raggio positivo avente misura
nulla, si otterrebbe facilmente che tutto lo spazio ha misura nulla, contro la definizione
. Vogliamo provare che la famiglia G ¢ al piti numerabile. Sia n € N; poniamo

A, ={BeG|uB)>2"}.

Se A, fosse infinito, a meno di selezionare una ulteriore sottofamiglia, possiamo supporre
che sia numerabile; ricordando che le palle sono disgiunte, otterremmo

+00 = 22*” < Z w(B) < u() < +oo;

keN BeA,

questo ¢ assurdo. Concludiamo che G é al pitt numerabile. Per fissare la notazione,
diciamo che

G = {B(zj;r;) | j € N}.
Fissiamo N € N; sia

a€ A\ U (xj575).

J<N
Osserviamo che esiste g > 0 tale che

B(a;ro) N U B(xj;r;) = 0.

J<N

Per costruzione di F' esiste una palla By € F' tale che a € By, p(By) < %; allora
abbiamo che By C B(a;rg). Segue che

Dal teorema di ricoprimento (vedi 8. si deduce che esiste B € G tale che BN By # ()
e p(B) > p(BO . Ovviamente, B # IB%(xJ, r;) per ogni j < N. Sia p € BN By; vale che

d(a; ¢(B)) < d(a;p) + d(p; c(B)) < 5p(B).

Allora otteniamo che

A\ U B(z;;r5) C U B(xy; 5ry).

j<N I>N

Ricordiamo che
> u(B(sirs)) < p(Q) < +oo.

jeN
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Utilizzando 'ipotesi di spazio doubling, otteniamo che

] (A\ U me) <Y Bla5r) < O3 _Blaim)

J<N I>N I>N

che ¢ infinitesimo perché ¢ la coda di una serie convergente. Dall’inclusione insiemistica
(non serve che A sia misurabile) segue che

I (A\ UM%WD) < Inf p (A\ U B(fﬁj;rj)) =0.

[]

8.2 Alcune proprieta delle funzioni di variabile reale

8.2.1 Funzioni monotone
Sulla derivabilita quasi ovunque

Proposizione 8.2.1. Siano I C R un intervallo e f : I — R una funzione monotona
(crescente o decrescente). Allora f & boreliana.

Dimostrazione. Notiamo che per ogni intervallo J C R vale che f~'(.J) & un intervallo
contenuto in I; questo é sufficiente a provare che per ogni boreliano B C R vale che
f~YB) é un boreliano in 1. O

Definizione 8.2.2 (Numeri derivati). Siano I C R un intervallo, f : I — R una
funzione qualsiasi. Si dice che A € R é un numero derivato di f in = se esiste una
successione {h, }neny € R\ {0} infinitesima tale che

lim f(% + hn) B f(l’)

n—-+oo hn

si denota con D f(x) I'insieme dei numeri derivato di f in x.

Osservazione 8.2.3. Nelle notazioni della definizione [8.2.2] vale che D f(z) # 0): basta

osservare che, se x é interno a [, allora

flz+h) - f(z) flx+h) = fx)

lim sup , lim sup ,
h—0t h/ h—0— h/
lim inf fleth) - f(w), lim inf fle+h) = fz)
h—0+ h h—0~ h

sono elementi in D f(x); del resto, se x & un punto estremale di /, allora soltanto due
dei suddetti numeri sono in D f(x).

Lemma 8.2.4. Siano I C R un intervallo compatto, E C I un insieme qualsiasi non
vuoto, f: I — R una funzione monotona e n > 0.

o Se Df(x)N[0,n] # 0 per ogni x € E, allora my(f(E)) < nmy(E);

o se Df(x)N[n,+o0] # 0 per ogni x € E, allora mi(f(E)) > nmy(E).
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Dimostrazione. Step 1: Mostriamo il primo enunciato. Siano 7, > n, € > 0, 2 un
aperto tale che £ C Qe
mi() < mi(E) +e;

un aperto {2 con queste proprieta esiste perché m; ¢ una misura di Radon (vedi|(7.2.7)).
Sia x € E; per definizione, esiste una successione infinitesima e mai nulla {h, , },en tale
che per ogni n € N vale

|f($ + hx,n) - f(m)l <M |h:c,n| :

Definiamo gli insiemi
Jom ={x +thy, | t €[0,1]},

Sen = {f(@) + t(f (@ + hop) — f(x)) | T €0, 1]}
Segue che
ml(SJfﬂl) = |f(x+ hﬂc,n) — f(@)] <m |hx7n| = nlml(Jx,n)-
Introduciamo la famiglia
F={Sn|x€E, neN, |hynl <1, Jpn CQ}.

Osserviamo che per ogni x € E vale che

inf diam(S,,) = 0;

Szn€F

infatti la successione {h; , fnen € infinitesima (mai nulla) e © aperto. Ricordando che
my(f(E)) é finito perché I & compatto e f ¢ monotona, per il teorema di Vitali (vedi
8.1.4)), esiste una sottofamiglia G C F disgiunta e al pitt numerabile tale che

m (FE)\J9) =0

Per fissare la notazione, poniamo

g= {Sﬂfw"j }jeN ;

essendo G una famiglia disgiunta, per monotonia di f si deduce che anche {ij,nj }]EN e
una famiglia disgiunta. Essendo tutte le misure finite, otteniamo che

mi(f(B) <mi (JG) +mi (F(B)\J9)
= Zml(sxj,nj) <M Zml(ij,nj)

jeEN jEN
=Tmm (U JCEj,TLj) S nlml(Q) S nl(ml(E) + 6)'
JEN
Passando al limite per € — 0% e 1, — 1™, si ottiene la disuguaglianza cercata.
Step 2: Per il secondo enunciato, si procede in maniera del tutto analoga, prendendo
ne € (0,7), notando che
ml(s;r,n) > nlml(Jm,n)
e definendo
F={Sin|x€E, neN, |hyn| <1, Jpn, CQ}.
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Teorema 8.2.5 (Derivazione di Lebesgue). Siano I C R un intervallo, f : I — R
monotona; allora f é derivabile quasi ovunque in I.

Dimostrazione. Senza perdita di generalita possiamo assumere che [ sia compatto e
che f sia non decrescente. Dati p,q € Q N[0, 400), con p < ¢, poniamo

flx+h) - f(x) f(2?+h)—f($)}
h h '

E,, = {x el ‘ lim sup

> q > p > liminf
h—0 h—0

Dal lemma si deduce che
mi(f(Epg)) < pmi(Eyg) < +00,

+00 > my(f(Epq)) = qma(Ep,).

Da cio segue che
pma(Epg) 2 qmi(Epy);
allora
(p — @)mi(Epy) > 0.

Essendo p — ¢ < 0, si trova che

my (Ep7q) =0.
Si conclude osservando che I'insieme N dei punti di non derivabilita di f coincide con
I'unione degli insiemi E, ; al variare di p,q € QN [0, 400) e p < gq. O

Funzioni BY

Definizione 8.2.6 (BY). Siano I = [a,b] C R un intervallo chiuso, (X;d) uno spazio
metrico, f : I — X una funzione. Diciamo che f & una funzione a variazione limitata se

esiste M > 0 tale che per ogni n € N per ogni partizione a =ty < --- <t, =bdi [ si
ha che

> d(f(t:); (i) < M.
i=1
La costante ottimale é chiamata variazione di f nell’intervallo I ed & denotata con
V=Vt
La classe delle funzioni a variazione limitata forma I'insieme B)Y (bounded variation).

Esempio 8.2.7. Se f & una curva in R", la variazione lungo l'intervallo [a, ] ¢ la sua
lunghezza.

Lemma 8.2.8. Siano a < b < ¢ numeri reali e f : [a,c] — R una funzione qualsiasi.
Allora vale che

Vif =Vif+ Vit

Dimostrazione. Data una partizione a =ty < --- < t,, = b di [a, b] e una partizione
b=sy<---<sy=cdi|[bc|, produciamo una partizione di [a, ¢] giustapponendo le
due partizioni. Dalla definizione di variazione totale su [a, ¢| otteniamo che

m

D dlf (L) F(t0)) + D d(f(s); Flsi0)) < Vit
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8.2. Alcune proprieta delle funzioni di variabile reale

Passando al sup su tutte le partizioni di [a,b] e [a, ¢], otteniamo che
Vof+ Vi f S VET.

Mostriamo che vale la disuguaglianza opposta. Sia a = tg < - -- < t,, = ¢ una partizione
di [a,c]; sia i € {1;...;n} tale che b € [t;_1,1;); dalla disuguaglianza triangolare e dalla
definizione di variazione totale su [a, b] e [b, ¢| otteniamo che

—_

11—

Z d(f(tj-1); f(t5) < )Y d(f(t-1); f(t5)) +d(f(ti1); £(D))

j=1

+d(fO); f(t) + > d(f(ti-1); f(t5)

j=i+1

<VIF+VES
Passando al sup sulle partizioni di [a, ¢] si ottiene che
Vif SVIf+ VS
O

Proposizione 8.2.9. Sia f : [a,b] — R una funzione in BY. Esistono due funzioni
g1, 92 : [a, b] = R monotone non decrescenti tali che f = g1 — ga.

Dimostrazione. Per ogni t € [a, b] definiamo

at)=V,f.

Essendo f € BV, la funzione ¢; € ben definita; per il lemma [8.2.8, abbiamo che ¢; &
monotona non decrescente. Infatti, dati a < t; < ty < b, vale che

Vef=Vaf+ Vi =2Vt

Poniamo

g2(t) = gi(t) — f(1);
dobbiamo provare che g, ¢ monotona non decrescente. Dati a < t; < ty < b, per il
lemma [8.2.8] vale che

ga(ta) — ga(tr) = Vi2 f = (f(t2) — f(t1)) > 0

per la definizione di variazione di f su [tq,ts] (infatti {¢1;¢2} € una specifica partizione
di [t1,t2]). O

Corollario 8.2.10. Sia f : [a,b] — R una funzione in BY. Allora é boreliana, é
derivabile quasi ovunque e f' é una funzione misurabile.

Dimostrazione. 11 fatto che f sia boreliana segue da e da [8.2.1} la derivabilita
quasi ovunque segue da e Sia N l'insieme dei punti di non derivabilita e
poniamo D := [a,b] \ N/. Poniamo

) f(@) sex€la,b],
glw) = {O se x ¢ [a,b].
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Per ogni n € N definiamo

sex €D,
0 se x € N.

Essendo ¢ una funzione misurabile e la misura di Lebesgue completa, si deduce che
{gn}nen € una successione di funzioni misurabile che converge puntualmente a f’ in D
e a 0in N; allora f’ ¢ una funzione misurabile (per la precisione, la sua estensione a 0
fuori da D ¢& misurabile). O

Proprieta integrale delle funzioni monotone

Proposizione 8.2.11. Sia f : [a,b] — R una funzione monotona non decrescente.
Allora vale che

[ 7w i< 1) - )

Dimostrazione. Notiamo che per lipotesi di monotonia, f'(t) > 0 per quasi ogni
t € [a,b]. Definiamo la funzione

f(b) sex>b,
g(z) =< f(x) sex € la,b],
fla) sez<a.

Per ogni n € N poniamo
gz +e™) — g(a)
= .
Abbiamo provato (vedi che {gn}nen tende puntualmente a f' per quasi ogni
x € [a,b]. Applicando il lemma di Fatou otteniamo che

gn(T) =

b b b
/ . . ..
/a f(t) dt = /a nl_l}r_’l_loo gn(t) dt < lrlzgligof/a gn(t) dt

= lim inf e”/ lg(t+e™™) —g(t)] dt

n—+00
bte " b

= lrlbr_rggof e" /a+e—n g(t) dt —/a g(t) dt)
bte ™ ate "

= lrllr_rggof e" /b g(t) dt —/a g(t) dt)

n——+0o

= liminfe™ | e " f(b) — /a+€ f(t) dt)

= f(b) — limsupe" /a+€ f(t) dt

n—-+o0o
dove l'ultimo passaggio segue dal fatto che f € monotona. O]
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Figura 8.1: Scala di Cantor

FEsempio 8.2.12. Esiste una funzione f : [0,1] — R monotona non decrescente tale che

1
| roa< - so)
0
Descriviamo ’esempio della funzione di Cantor. Consideriamo l'insieme

Xi={f:[0,1] = [0,1] | f€C°([0.1]), f(0)=0, f(1) =1}

e sia d la distanza del sup in X; (X;d) & uno spazio metrico completo. Sia T': X — X
la mappa tale che

B9 el
[Tfl(x) =43 sex € [5,2],
T+ —f(?"zfz) se x € [%, 1] .

Si verifica facilmente che T' é ben definita ed & una mappa %—lipschitziana. Allora
la mappa T ammette un unico punto fisso 1 tale che per ogni f € X la successione
{T™(f)}nen converge uniformemente a 1. Se scegliamo f(z) = x, osserviamo che
[T f](z) = & per ogni z € Qf == [4, 2]; inoltre [T f](x) = § per ogni z € Q] per ogni
n > 1. Analogamente, [T f](x) & costante in degli intervalli disgiunti Q5 di misura e
per k € {1;...;n} per ogni j € {1;...;2*}; se m > n T™f mantiene lo stesso valore
costante nei suddetti intervalli.

Siccome 1 ¢ il limite uniforme delle iterazioni (vedi[8.1)), deduciamo che ¢ costante

nell’insieme .
gk—1
D = U U Qf

k>1 j=1
Possiamo facilmente calcolare che
2kt ok—1
mi(D) => ") my () =) =1
k>1 j=1 k>1
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Allora v é costante quasi ovunque in D; essendo D unione di intervalli, per quasi ogni
x € D vale che ¢/(x) = 0. Abbiamo che

/0 P'(t) dt =0 < 1=1(1) —(0).

Del resto, la funzione v ¢ monotona non decrescente e continua, perché ¢ limite uniforme
di funzioni con queste proprieta.

8.2.2 Funzioni assolutamente continue

L’esempio della funzione di Cantor (vedi mostra che la classe delle funzioni
monotone non coincide con quella delle funzioni per cui vale il teorema fondamentale
del calcolo integrale. Vogliamo individuare le funzioni che si possono caratterizzare in
questo modo.

Definizione 8.2.13 (Assoluta continuita). Siano (X;d) uno spazio metricoe f : [a,b] —
X una funzione. Si dice che f ¢ assolutamente continua (scriveremo che ¢ AC) se per
ogni € > 0 esiste 0 > 0 tale che per ognin € N e per ogni a < a; < b < ag < by <

- < a, < b, <b tale che
Do 1b—al<d
j=1

vale che
n

> d(f(by); flay)) <e.

j=1
Osservazione 8.2.14. Nel contesto della definizione [8.2.13] una funzione f : [a,b] — X
in AC é uniformemente continua ed ¢ in BY. L’uniforme continuita & ovvia; mostriamo
che f € BV. Siaa =1ty <t <---<t,=>buna partizione di [a,b]. Fissiamoe =1 ¢
consideriamo il § corrispondente a ¢ nella definizione di assoluta continuita. Dividiamo
I'intervallo [a, b] in N intervalli di lunghezza al piu 4, introducendo i punti

a=38<8 <---<Sy_1<sy=b.

Osserviamo che, aggiungendo punti alla partizione, la variazione di f lungo la nuova
partizione € maggiore di quella lungo la precedente. Quindi, dovendo studiare un estremo
superiore, a meno di raffinarla, possiamo supporre che la partizione data contenga
i punti s; introdotti in precedenza. Associando le somme in ciascun sottointervallo,
osserviamo che

D dlf(t); f(t;)) < ) e = Ne =N,

che é una limitazione indipendente dalla partizione. Pertanto f & una funzione in BYV.

Esempio 8.2.15. La differenziabilita quasi ovunque delle funzioni AC vale in dimensione
finita (I’abbiamo dimostrata in dimensione 1). Infatti, se I C R ¢ un intervallo, (X;d) ¢
uno spazio metrico di dimensione infinita e f : I — X & una funzione AC, é possibile
che f non sia differenziabile in alcun punto. Sia f: (0,1) — L!((0,1)) tale che

f(t) = ]l (0,t)-
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Notiamo che f é un’isometria; in particolare, f € una funzione assolutamente continua;
tuttavia non ¢é differenziabile in alcun punto. Infatti, dato ¢t € (0,1) e h > 0 abbastanza
piccolo tale che t + h € (0,1), vale che

fleem = 1) 1,
h ~ [t,t+h)-

Prendendo il limite per / che tende a 0%, notiamo che +1;445) non ha limite in L'((0,1)).

Teorema 8.2.16 (Fondamentale del calcolo integrale). Sia f : [a,b] — R una funzione
misurabile. Sono fatti equivalenti:

o f ¢ AC,

e esiste h € L'((a,b)) tale che per ogni o, B € [a,b] con a < 3 wale che

In tal caso h(x) = f'(x) per quasi ogni x € |a, b.

Dimostrazione. Step 1: Supponiamo che f sia AC; per [8.2.14] e [8.2.9] esistono due
funzioni g1, ¢> : [a,b] — R monotone non decrescenti tali che f = g; — go. Per la

proposizione [8.2.11] vale che
b
0< [ Gi(t) dt < u(t) - ula) < +ox.

Dunque ¢} € L'((a,b)); analogamente si prova che g, € L'((a,b)). Per differenza,
"€ L'((a,b)). Vogliamo provare che per ogni a, 8 € [a,b], con a < 3, vale che

B
| 7w de= 1) - s
Senza perdita di generalita, possiamo supporre a = a e b = . Definiamo

fla) sez<a;
g(z) =< f(x) sex € |a,b];
f(b) sex>h.

Osserviamo che anche g é una funzione AC. Per ogni n € N definiamo

gl + ) — gla)

gn (x) =

Abbiamo gia mostrato che {g, },en converge puntualmente a f’ per quasi ogni x € [a, b]
(vedi [8.2.10). Fissiamo € > 0 e consideriamo § > 0 corrispondente a ¢ nella definizione
di assoluta continuita (vedi . Per il teorema di Egorov (vedi , esiste un
compatto K C [a,b] tale che m([a,b] \ K) < 6 e {gn}nen converge uniformemente a f’
in [a,b] \ K. Osserviamo che per ogni n € N vale che

/ gn(t) dt = / gn(t) dt+/ gn(t) dt.
[a"b} [avb]\K K
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Per convergenza uniforme vale che
lim [ gu(t) dt = / f(t) dt.
n—-+o0o K K

Osserviamo che
b

lim gn(t) dt = lim e”/ lg(t+e™™) —g(t)] dt

n—-+oo n——+0o

be " b
= 1 n —
lim e /a+€n g(t) dt /a g(t) dt

bte " a+te
= lim e”/ g(t) dt —e" g(t) dt
b

n—+oo a
= 9(b) — g(a)
= [(b) = f(a),

dove il passaggio al limite segue dal teorema della media integrale (infatti g & continua).
Infine, studiamo 1'ultimo addendo. Essendo [a,b] \ K un aperto, esiste una famiglia
al pitt numerabile {J;},c; di intervalli aperti e disgiunti tali che

[a. 0]\ K = JJ.

Per ogni | € I poniamo «; = inf J; e §; = sup J;. Fissiamo n € N; essendo ¢g una
funzione limitata e [a, b] \ K un insieme di misura finita, applicando ripetutamente il
teorema di convergenza dominata otteniamo che

/[a,b]\K (1) dt' - lez, /Jl (1) dt
B
- Ze”/ gt + ™) — g(1)] dt
lel R
Bite ™ ate "
= " t) dt — t) dt
;e /ﬂ, g(t) /al g(t) >|
= Zen /08 9(y+ﬁz)dy—/6 g(y+al)dy>‘
lel a
= Z e" /e lg(y+ B1) — g(y + )] dy)
lel 0
Se"/e D lgly+B8) = gly + )| dy
0 lel
<e /0 e dy

I'ultimo passaggio segue dal fatto che g ¢ AC e abbiamo scelto i punti «y, £; in modo
tale che

S 18—l = ma ([a, 8]\ K) < 6.

lel
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Osserviamo che la proprieta di assoluta continuita puo facilmente essere riformulata
con le somme numerabili. Dalla definizione di assoluta continuita, ¢ ovvio che possiamo
supporre che 6 < e. Abbiamo provato che per ogni € > 0 esistono § > 0 e un compatto
K C [a,b] tale che my([a,b] \ K) < < ¢ e inoltre

'[f(b) - r@)- [ N0 dt\ < ‘[f(b) ~r@)- [ 1w dt\

/ab £t dt — /Kf’(t) dt‘

< e+/ |f(®)] dt.
[a.b\K]

Ricordando che f" € L'((a,b)) e passando al limite per ¢ che tende a 0", otteniamo che

+

‘[f(b) — fla)] = /ab f't) dt‘ < 0.

Step 2: Supponiamo che esista h € L'((a,b)) tale che per ogni a < 3 in [a, b] vale
che

dobbiamo provare che f ¢ AC. Sia € > 0; per l'assoluta continuita dell’integrale (vedi
6.2.6]), esiste 6 > 0 tale che per ogni insieme misurabile E C [a, b] tale che m,(E) < 6,

vale che
/ Ih(t)] dt < e.
E

Allora la conclusione ¢ immediata. O
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Capitolo 9

Misure di Hausdorft

9.1 Costruzione di Carathéodory

In questa sezione supponiamo che sia assegnato uno spazio metrico (X;d).

9.1.1 Definizioni e prime proprieta

Definizione 9.1.1 (Funzione gauge). Siano S C P(X) taleche ) € Se(: S — [0, +o0]
una funzione tale che () = 0. Si dice che ¢ ¢ una funzione gauge.

Definizione 9.1.2 (é-ricoprimento). Fissiamo 6 > 0. Diremo che {£}} ey € un delta
ricoprimento di un insieme E C X se

EC|JE
neN
e inoltre diam(£;) < ¢ per ogni j € N.

Definizione 9.1.3. Sia S C P(X) tale che ) € S; sia ¢ : S — [0, 4+00] una funzione
gauge. Sia 0 > 0; per ogni T' C X poniamo

¢s(T) = inf {Z C(Ej) ' {E;}jen € un é-ricoprimento di T} ,

jEN
con la convenzione che inf{()} = +oo. Per ogni T'C X si pone

Te(T) = sup G5(T).

6>0

Osservazione 9.1.4. Nel contesto della definizione [9.1.3] (s ¢ una misura esterna per
ogni § > 0. Basta notare che, detto

Ss ={F €S | diam(F) < §},

(s @ Pestensione di una qualsiasi funzione d’insieme definita come in [1.2.3} allora (s &
una misura esterna per il teorema di Carathéodory (vedi|1.2.7)). Precisiamo anche che
se 0 < 01 < 09 allora (5, > (s,; pertanto, per ogni 7' C X vale che

To(T) =sup 5(T) = lim (5(7).
>0 6—0+
Inoltre 7¢ ¢ una misura esterna, essendo estremo superiore di misure esterne.
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Proposizione 9.1.5. Nel contesto della definizione[9.1.3, la misura T¢ & boreliana.

Dimostrazione. Per il criterio di Carathéodory (vedi , ¢ sufficiente provare che T¢
¢ additiva sui distanti. Siano A, B C X insiemi disgiunti e tali che )\ := dist(A, B) > 0.
Siano § € (0, A\g) € {E} }jen € S un d-ricoprimento di AUB. Per la scelta di §, possiamo
decomporre {E};},en nell'unione di due sottofamiglie disgiunte, ovvero

{Ej}jGN =Fug,

(Ufyu%w,QJ@mAzw

In particolare, F é un é-ricoprimento di A e G é un d-ricoprimento di B. Osserviamo
che

D CE) =D UE)+ Y CE) > G(A) + G(B).

JEN Ej eF Ej €g

Passando all’estremo inferiore al variare dei d-ricoprimenti di A U B, si trova che
G(A) + G(B) < (AU B).
Del resto, (s ¢ subadditiva; dunque
G(A) + G(B) = G(AU B).
Passando al limite per ¢ che tende a 0T, si ottiene che
Te(A) + Te(B) = Te(AU B).
O

Proposizione 9.1.6. Nel contesto della definizione se § C B(X), allora T; &

una misura boreliana regolare.

Dimostrazione. Sia E C X tale che T¢(E) < +oo (altrimenti la conclusione é ovvia,

prendendo X come coperchio boreliano di E). Notiamo che per ogni § > 0 esiste un
insieme As € S,5 C B(X) tale che (5(E) = (5(As) e E C As (vedi|1.2.25)). Poniamo

A= ()45 € Sys € BX).

6>0

In particolare E C A, allora T;(E) < T:(A). Tuttavia, vale anche che

Tc(A) = sup (5(A) < sup (5(As) < supG(E) = Te(E).

6>0 6>0 6>0
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9.1.2 Costruzione della misura di Hausdorff

Definizione 9.1.7. Sia a > 0 fissato. Se a > 0, introduciamo la funzione gauge
¢*:P(X) — [0, +oo] tale che

CY(S) = cy(diamS)®,

dove ¢, > 0 ¢ una costante (che fisseremo in seguito). Se o = 0, si pone ¢? : P(X) —

{0;1} tale che

O(S) = {1 se S # 0,

0 seS=040.

Per ogni > 0, denotiamo la misura approssimante (§' come H§. Si denota la misura
esterna 7¢o come H®: & chiamata misura di Hausdorfl a-dimensionale.

Osservazione 9.1.8. Sia F C X se a > 0, allora
H(E) = sup {inf {Z Co(diamFE;)* ‘ {E;}jen € P(X) & un d-ricoprimento di E}} :
5>0 ,
JEN

Se § = 0, allora H" ¢ la misura che conta i punti. Notiamo che per ogni insieme £ C X
esiste un aperto B tale che £ C B e diam(F) = diam(B). Allora, definendo la funzione
¢“ soltanto sugli aperti, le misure esterne (§' e T¢o date dalla costruzione di Carathéodory
coincidono rispettivamente con H§ e H*. Questo ¢ sufficiente a concludere che la misura

H* & boreliana regolare (vedi [9.1.6]).

Lemma 9.1.9. Siano F C X el < a < f < 4oo.
o Se HY(E) < +o0, allora HP(E) = 0;
e se H/(E) > 0, allora H*(E) = +o0.

Dimostrazione. Fissiamo d > 0; sia {E;};eny un d-ricoprimento di E. Allora vale

s Z(diamEj)'B < 2—555’“ Z Co(diamFE;)”.
jEN @ jEN

Passando all’estremo inferiore sui d-ricoprimenti di E, otteniamo che

HI(E) < L/ H(E).

(67

Passando al limite per § che tende a 0T, otteniamo le due tesi nelle ipotesi diverse. []
Definizione 9.1.10 (Dimensione di Hausdorff). Sia £ C X. Si pone

dimy £ = inf{a > 0 | HY(E) = 0}
la dimensione di Hausdorff di £, con la convenzione che inf(()) = +oo.

Osservazione 9.1.11. Per il lemma [9.1.9] la dimensione di Hausdorff di un insieme &
ben definita; inoltre se 0 < H® < 400, allora o = dimy F. Tuttavia, puo esistere un
insieme £ C X tale che H*(E) =0 e dimy(F) = a.
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9.1.3 Misura di Hausdorff e mappe holderiane

Teorema 9.1.12. Siano (X;d) e (Y;p) due spazi metrici. Siano ACX e f: A—Y
una mappa [-holderiana, cioé esiste una costante L > 0 tale che per ogni x,y € X wvale

che
p(f(2); fy)) < Ld(z;y)".
Allora per ogni o > 0 wvale
HO(F(A)) < = LOH(A);
apf
m particolare vale che

dimi(f(A)) < %dimH(A)-

Dimostrazione. Siano § > 0 e {E; }jey un d-ricoprimento di A. Allora vale che
diamf(E;) < L(diamFE;)’? < L&
Dunque {f(E;)}jen € un L§-ricoprimento di f(A). Segue che

%65 (f(A)) S Z Ca(diamf(Ej))o‘ S CC—OC/BLQ Z cag(diamEj)o‘ﬁ
jEN o jeN

Passando all’estremo inferiore sui d-ricoprimenti di A si trova che

255(f(A4)) < “=LoHGP(A);

Cag
prendendo il limite per ¢ che tende a 0T, si ottiene la tesi. O

Corollario 9.1.13. Nel contesto del teorema supponiamo che f: A — Y sia
lipschitziana, ovvero B = 1. Allora valgono i sequenti fatti:

e H(f(A)) < LoH*(A) e dimy(f(A)) < dimy(A);

e se [ & una mappa 1-lipschitziana (ad esempio una proiezione se f: R™ — R™),
vale che

HO(f(4)) < HO(A).
o se [ ¢ un’isometria, ovvero p(f(x), f(y)) = d(x;y) per ogni x,y € A, allora
H(f(A)) = H(A);
o se \£0, ACR" e f:R" — R" ¢ tale che f(z) = Az, allora
HE(f(A)) = [ATH(A).

Dimostrazione. 1 primi due enunciati sono una ovvia conseguenza del teorema [9.1.12]
Per il terzo e per il quarto enunciato, basta applicare il primo punto alle mappe

f:A—= f(A) e f71: f(A) — A (infatti f ¢ iniettiva). ]

Esempio 9.1.14. Siano A C R* un insieme qualsiasi e f : A — R” una funzione iniettiva
e lipschitziana; supponiamo anche che f~!: f(A) — A sia una funzione lipschitziana.
Applicando il corollario [9.1.13]si deduce che

dimg, (A) = dimy(f(A)).

Notiamo che questo ¢ il caso in cui A & un aperto di RF e f : A — R” ¢ la
parametrizzazione locale di una varieta immersa in R”.
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9.2 Misura di Hausdorff nello spazio euclideo

9.2.1 H" versus m,,

Definizione 9.2.1. Sia n > 1. Poniamo w,, == m,(B(0,1)).

Osservazione 9.2.2. Per quanto mostrato in [1.3.5] per ogni r > 0 vale che
m,(B(0;7)) = r"m,(B(0,1)) = r"w,.

Definizione 9.2.3. Nel contesto della definizione [9.1.7, se H" ¢é la misura di Hausdorft

in R", si pone ¢, = %=,

Teorema 9.2.4 (Disuguaglianza di Brunn-Minkowski). Siano A, B C R" insiemi
misurabili. Allora vale la disuguaglianza

3

mn(A+ B)t > my(A)+ + my(B).

Dimostrazione. Verifichiamo la disuguaglianza soltanto nel caso in cui A, B siano
rettangoli. Ricordiamo che la misura di Lebesgue ¢ invariante per traslazione; inoltre la
frontiera di un rettangolo in R™ ha misura di Lebesgue n-dimensionale nulla. In altri
termini, possiamo supporre che

A: [0,0[1] X X [Oaan]7

B =10,p1] x -+ x [0, B,].

Osserviamo che
A+ B= 0,01+ A %o % (0,00 + .

Allora, dobbiamo provare che

(ﬁ(@i + @)) " > (ﬁ Oéz) : + (ﬁ @') " :

Notiamo che questa disuguaglianza ¢ verificata. n

Teorema 9.2.5 (Disuguaglianza isodiametrica). Sia £ C R"™ un insieme qualsiasi.
Vale che

ma(E) < %(diam(E))”.

Dimostrazione. Step 1: Supponiamo che E sia compatto. Poniamo

S::EJF(_E):{C;n‘g,nEE}.

2

Osserviamo che 0 € S. Per ogni (,n € E vale che

¢—mn < diamE‘
2 |7 2

In particolare, otteniamo che
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Dall’inclusione segue la disuguaglianza

M (S) < M (B (0; dme(E))) - %(diam(E)").

Per la disuguaglianza di Brunn-Minkowski si ha che

E+—E%n , EN® |
My Ty Mn{

Step 2: SE E ¢ illimitato la disuguaglianza ¢ ovvia; se E ¢ limitato, basta passare
alla chiusura E e usare il fatto che diam(£) = diam(F). O

m,(S) = >

Teorema 9.2.6. In R", la misura di Hausdorff H"™ ¢é assolutamente continua (come
misura esterna) rispetto alla misura di Lebesgue my,.

Dimostrazione. Step 1: Sia [ = I; x --- x [, un n-intervallo di lati di lunghezze
l; == m4(I;) finite e positive. Definiamo

lyin = min ;.
ie{1;...;n}

Supporre che per ogni i € {1;...;n} valga
Li

lmin

1<

Osserviamo che )
n 2
diam(7) = (Z lf) < 2/ Nl i
i=1
Ricordando che ¢, = 32, segue che

(diamI)" ¢, (diaml)"

n n
2"n2 W2

=1

Step 2: Sia R := R; X --- X R, un n-intervallo di lati di lunghezze r; := m;(R;)
finite e positive. Definiamo

Trin = IIN  T,.
e i€{1;...;n} !
Poniamo
T
pi = .
T'min
Osserviamo che .
pi < Z, <pi+1<2p;
mwn
da cui segue che
T 1
1<t < 2.
Pi  Tmin

Possiamo dividere R; in p; sottointervalli uguali di lunghezza ;—?; in questo modo
decomponiamo R in un numero finito di n-intervalli disgiunti di lunghezza dei lati
{1%; celd ;—2} Ognuno di questi sottointervalli rispetta la condizione punto precedente.
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Step 3: Sia A C R" tale che m,,(A) = 0. Per la definizione di misura di Lebesgue in
R™ come misura esterna (vedi|l1.3.3)), esiste una famiglia al pitt numerabile di n-intervalli
{I;}ics che ricopre A ed é tale che

Z mn(I;) < e.

icJ
A meno di raffinare gli intervalli, si pud supporre che sia a due a due disgiunti e che
ciascuno abbia lati di lunghezze finite e positive.
Fissiamo § > 0; a meno di raffinare ulteriormente gli n-intervalli, possiamo supporre

che {I;};cs sia un d-ricoprimento di A. Per quanto mostrato nel secondo step, a meno
di dividere ulteriormente ogni n-intervallo, possiamo supporre che per ogni ¢ € J valga
¢, (diaml;)"
(1) > Coldioml)”
Wy N2
Allora abbiamo che
1
e > Zmn(h) > - ch(diamli)”.
eJ

2
ieJ WnTl i

Per definizione di misura approssimante (vedi , vale che
HE(A) < ew,n?.

Passando al limite per ¢ che tende a 0T, otteniamo che
H™(A) < ewnn?.

Passando al limite per ¢ che tende a 0", troviamo che

H7(A) = 0.

Teorema 9.2.7. In R", vale che H" = m,, come misure esterne.

Dimostrazione. Step 1: Proviamo che m, < H". Siano A CR", § > 0 e {E,}jey un
d-ricoprimento di A. Per la disuguaglianza isodiametrica (vedi|9.2.5)), vale che

ma(A) <Y ma(B) < %(diamEj)”.

jEN jeN
Ricordando che ¢, = %2 e passando all’estremo inferiore sui d-ricoprimenti di A, si trova
che per ogni § > 0 vale
mp(A) < HF(A) < H"(A).
Step 2: Dobbiamo mostrare che m, > H". Ricordiamo che m,, é una misura di
Radon su R™ (vedi [7.2.7) e che R™ dotato della distanza euclidea e della misura di
Lebesgue & uno spazio metrico doubling (vedi e|1.3.5)).

Sia A C R™ tale che m,(A) < +oo (altrimenti la disuguaglianza ¢ ovvia). Fissiamo
e > 0; per la definizione [7.2.1} esiste un aperto €2 tale che A C Q e m, () < m,(A)+e¢.
Fissiamo 6 > 0 e poniamo

F ={B(z,r) |z € A, r€(0,20), B(x;r) CQ}.
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Per ogni x € A, poniamo
Fo=A{B(y;r) € F |z € B(y;7)}-
Osserviamo che

s =0

Possiamo applicare il teorema di Vitali (vedi|8.1.4]) e otteniamo che esiste una famiglia
disgiunta al pitt numerabile di palle G C F tale che

ma (A\Jg) =0.

Per il teorema [9.2.6], vale che

w(a\Jg) =o.
Hy (4\Jg) =o.

Essendo Hj§ una misura esterna, vale che

Hy(A) <31 (Jg) + i (A\U9)
<D HFB) < 52D (diam(B))"

In particolare, vale che

Beg Beg
= > ma(B) =m, (J9)
Beg

<mp(Q) <mu(A) +e.

Prendendo il limite per 0 che tende a 0", otteniamo che H"(A) < m,,(A) +¢e. Passando
al limite per € che tende a 0%, troviamo che H"(A) < m,(A). O

9.2.2 Frattali

Presentiamo (non sempre in maniera del tutto rigorosa) la costruzione di alcuni frattali.

Esempio 9.2.8 (Insieme di Cantor). Fissiamo a > 2; vogliamo definire I'insieme di
Cantor di proporzione a. Al passo 0 consideriamo X, il segmento [0,1]. Al passo 1
dividiamo il segmento [0, 1] in tre parti, in proporzioni % (per la prima) 1 — % (per quella
centrale) e % (per la terza); rimuoviamo la parte centrale e otteniamo l'insieme X; come
unione del primo e del terzo segmento (si veda la figura . Al passo 2 ripetiamo
questa costruzione su ciascuno dei due segmenti, ottenendo l'insieme Xy che ¢ 'unione
di quattro segmenti di lunghezza a% Iterando questa costruzione, al passo n otteniamo
I'insieme X,, come unione di 2" rettangoli di lunghezza —; denotiamo questi segmenti

a

come {T7";...;Ty.}. L’insieme di Cantor di proporzione + ¢ definito come
C, = ﬂ X,,.
neN

Se prendiamo i rettangoli 7" chiusi, deduciamo immediatamente che C, € un insieme
compatto. Precisiamo che nel caso a = 3 si ottiene 'insieme di Cantor classico (vedi

82.12).
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Capitolo 9. Misure di Hausdorff

Figura 9.1: Insieme di Cantor

Vogliamo calcolare la dimensione di Hausdorff di C,. Sia # > 0; notiamo che per

ogni k € N vale {TF;...;Th} ¢ un aik—ricoprimento di C,; pertanto vale che
2k 5 2k
B § ’ : k _
Hﬁ (C) S Cﬁ _— (dlam(j—; )) = cﬁa’Tﬂ’

che ¢ uniformemente limitato in k se a® = 2, ovvero

_ log2

~loga’
In particolare, vale che H?(C,) < cz. Dal lemma segue che

log 2
dimy(C) < 282,
loga

Vogliamo dimostrare che vale 'uguaglianza. Sia {U;};c; un l-ricoprimento finito di C,,.
Per ogni ¢ € N, esiste k; tale che
1

< diam(U;) < ot

aki+1

notiamo che U; interseca al pitt due elementi di Xj,, altrimenti dovrebbe essere

) 1
diam(U;) > g

deduciamo che per ogni j > k; l'insieme U; interseca al pin 277 %1 rettangoli di X;.
Ricordando che [ é finito, sia

Jj > maxk;.

iel

Dalla stima sui diametri segue che per ogni intervallo T al livello j-esimo esiste un
aperto U;, che interseca in maniera non banale 7. Detto I = {1;...;k} definiamo

N; = #{T al livello j-esimo | TNU; # 0}
e per ogni h € {2;...;k}
h—1
Nj, = # {T al livello j-esimo | TNU, # 0, TN U U = (7)} .
=1
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Da questa costruzione segue immediatamente che

Notiamo anche che per ogni i € {1;...;k} vale che
N,; < 9i—kitl

Se assumiamo che 2 = a”, otteniamo che

B
v = aki

. 1\’ .
:4.21-( k-+1) < 4-2(diam(U;))P.
az

Segue che

si ottiene che

Notiamo che per compattezza (ogni ricoprimento aperto di C;, ammette un sottorico-
primento finito) e per quanto osservato in m possiamo supporre che un qualsiasi
ricoprimento di C, sia formato da un numero finito di aperti. Allora deduciamo che per
qualsiasi 1-ricoprimento {V;};en (non necessariamente aperto) di C, vale che

%ﬁ < Z(diam(‘/}))ﬁ;
ieN

segue immediatamente che
c
H(Co) =

in particolare otteniamo che

_ log2

dim?—[ (Ca)

v
™

~ loga’

Per ogni numero reale s € (0,1) abbiamo costruito esplicitamente un insieme avente
dimensione di Hausdorff s.

Esempio 9.2.9 (Polvere di Cantor). La costruzione di tale insieme puo essere descritta
tramite un processo iterativo. Al passo 0, consideriamo Xq := [0, 1]? il quadrato in R.
Al passo 1, dividiamo il quadrato in sedici parti e prendiamo quattro quadrati come in
figura[9.2 che chiamiamo 77, T3}, T3, T)}. Denotiamo con X; I'unione dei quattro quadrati
selezionati. Al passo 2 dividiamo ciascuno dei quattro quadrati selezionati al passo 1
in quattro sedici quadrati e selezioniamone quattro per ciascuno dei T}'. Otteniamo
I'insieme X, che é formato dall’'unione di sedici quadrati di lato 1—16. Iterando questa
costruzione, al passo n si ottiene un insieme X,, formato dall’'unione di 4™ quadrati
di lato 2. Notiamo che la famiglia {X, },en ¢ decrescente (si dice che ¢ una famiglia
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Figura 9.2: Polvere di Cantor

"nested"), pertanto non abbiamo difficolta a definire
X := U X,,.
neN

Se ad ogni passo selezioniamo dei quadrati chiusi, X ¢ un insieme compatto. Vogliamo
calcolarne la dimensione di Hausdorff. Notiamo che per ogni n € N, si ha che

4
XCX,=J1"
i=1

Essendo diam(7}") = :1/,,?, per ogni o > 0 si ha che

47L
Mo (X) < co Y diam(T}) = ca(V2)*4" .

qn -
=1

Se a = 1, notiamo che per ogni n € N vale che
’Hi@ < V2.
Prendendo 'estremo superiore su n, si trova che
H(X) < V2 < +o0.
Allora dimy (X) <1 (vedi ¢[9.1.9). Per mostrare che vale l'altra disuguaglianza,

notiamo che la proiezione 7 su una coordinata € una mappa 1-lipschitziana e che

7(X) = [0, 1]. Per quanto mostrato in|9.1.13] si ha che
1 = dimy (7(X)) < dimy(X).

Abbiamo costruito un insieme di Hausdorff di dimensione 1 nel piano che é radicalmente
diverso da una curva rettificabile.
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.

.i'i,
£ 00 L 8

Figura 9.3: Triangolo di Sierpinsky

Esempio 9.2.10 (Triangolo di Sierpinsky). Procedendo come nell’esempio [9.2.9] ¢ pos-
sibile definire il triangolo di Sierpinsky come intersezione di una famiglia di insiemi
compatti annidati; a tal proposito, si veda la figura[9.3] Si puo dimostrare che, detto T
il triangolo di Sierpinsky, vale che

ity (T) = 283

~ log?2’

Esempio 9.2.11 (Curva di Von Kock). La figura |9.4] rappresenta la costruzione iterativa
della curva di Von Kock. Al passo 0 consideriamo Xj il segmento [0, 1]; al passo 1
dividiamo questo segmento in quattro parti e sostituiamo quella centrale con altri
due segmenti, come in figura [9.4] ottenendo la spezzata X;. Al passo 2, dividiamo
ciascun segmento in quattro parti e operiamo la trasformazione descritta al passo 1 in
ciascuno dei quattro pezzi che formano X;, ottenendo la spezzata X,. Iterando questa
costruzione, otteniamo una successione di spezzate; vorremmo dire che al limite questo
processo si assesta intorno ad una certa figura. Osserviamo che la famiglia di spezzate
{Xk }ren non ¢ annidata, quindi non ha senso definire 'insieme limite come intersezione
delle spezzate (come é stato fatto negli esempi e . Per formalizzare questa
costruzione € necessario introdurre una struttura metrica sull’insieme dei compatti
di R? e ottenere 'esistenza dell’insieme limite X, come punto fisso di un’opportuna
contrazione su tale spazio. In ogni caso, ¢ possibile dimostrare che

_ log(4)
log(3)

Introduciamo la nozione di distanza di Hausdorfl ed enunciamo i risultati che
consentono di formalizzare le costruzioni illustrate negli esempi precedenti.
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A
Y
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Figura 9.4: Curva di Von Kock

Definizione 9.2.12 (Distanza di Hausdorff). Siano (X;d) uno spazio metrico, t > 0 e
S C X. Si pone
I;(S) = {z € X | dist(z; S) < t}.

Siano A, B insiemi limitati; definiamo la distanza di Haurdorff tra A e B:
dyu(A;B) =inf{t >0 | AC I,(B), BC I,(A)}.

Osservazione 9.2.13. Si pud mostrare che dy é una distanza sullo spazio degli insiemi
limitati di X.

Teorema 9.2.14 (Blaschke). Se (X;d) & uno spazio metrico compatto, detta Cx la
classe degli insiemi compatti di X, allora (Cx;dy) € uno spazio metrico compatto.

Teorema 9.2.15. Siano Si,...,S, : R* — R"™ mappe lipschitziane con costanti di
Lipschitz Ay, ..., A\ € (0,1). La mappa S : Cx — Cx tale che per ogni compatto K vale

& una contrazione rispetto alla distanza dy.

Teorema 9.2.16 (Hutchinson, 1981). Siano Si,...,S,, : R" — R" similitudini, ovvero
|Si(x) — Si(y)| = \i|lx —y| per ogni z,y € R™ con \; € (0,1). Supponiamo che sia
verificata la condizione dell’insieme aperto, cioé esiste un aperto non vuoto e limitato
tale che

O Si(V)cV.

Allora la mappa S : Crn — Cgn tale che
S(K) = Si(K)
i=1

ammette un unico punto fisso F' che soddisfa la sequente condizione:
0 < HP(F) < 400,
dove [ ¢& tale che

iAf = 1.
=1

Osservazione 9.2.17. Notiamo che per tutte le costruzioni presentate é possibile applicare
il teorema di Hutchinson.
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9.2.3 Formula dell’area in R"

Definizione 9.2.18. Sia J : R" — R" un’applicazione lineare. Fissata una base
B di R", sia A la matrice n x n che rappresenta J rispetto alla base B. Si pone
det(J) = det(A).

Osservazione 9.2.19. Essendo il determinante di una matrice invariante per similitudine,
la definizione [9.2.18| & ben posta, cioé non dipende dalla base B che abbiamo fissato.

Osservazione 9.2.20. Dati un aperto A C R¥ e una funzione f : A — R™ una mappa in
C1(A;R™), ricordiamo che per ogni x € A il differenziale di f in z ¢ un’applicazione
lineare D(x) : R¥ — R" che si rappresenta rispetto alle basi canoniche di R* ed R”

con la matrice
_(9fi
71(a) = (F2o))

di taglia n x k.

Definizione 9.2.21. Siano A C R* un aperto, f € C1(4;R") e x € A. Si pone

Jp(x) = /det(Dy(z)* o Dy(x))
dove Dy(x) : R* — R ¢ il differenziale di f in z, Dy(x)* & Pomomorfismo aggiunto di
Df(l’)

Osservazione 9.2.22. Nel contesto della definizione [9.2.21] se f : R* — R™ & una mappa
affine, il suo differenziale in qualsiasi punto coincide con la sua parte lineare. In tal
caso, scriveremo che J¢(z) = J; per ogni x € R”.

Enunciamo i seguenti risultati di algebra lineare.

Teorema 9.2.23. Sia L : R* — R" applicazione lineare iniettiva (in particolare
n > k) tale che per ogni v € R¥, vale L(x) = Az, dove A ¢ una matrice a coefficienti
reali di taglia n X k. Per ogni scelta di

1<y <---<ig<n

poniamo A" la matrice quadrata avente per j-esima colonna la i;-esima colonna di
A. Allora, vale che

Jp = > (det(Aiin))2,

1<ip<--<ig<n

Teorema 9.2.24 (Decomposizione polare). Siano L : R¥ — R"™ un’applicazione li-
neare iniettiva. Esistono due applicazioni lineari J : R¥ — R™ ortogonale (cioe
< J(x),J(y) >=< x,y > per ogni v,y € R¥) ¢ S : R* — R* autoaggiunta (cioé
< S(x),y >=<x,S(y) > per ogni x,y € R*) tali che L =J0oS.

Teorema 9.2.25. Sia L : R* — R" un’applicazione lineare e iniettiva (k < n). Per
ogni A C R vale che

HE(L(A)) = Jp - mu(A).
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Capitolo 9. Misure di Hausdorff

Dimostrazione. Per il teorema di decomposizione polare, esistono J, .S come nel teorema
0.2.24, Essendo J : R¥ — R" ortogonale, detto J* : R® — R* "'omomorfismo aggiunto

di J, vale che J\T](Rk) . J(RF) — R* ¢ un’isometria. Valgono le seguenti uguaglianze:

= |det(A)| 7" (0" (4))
= |det(A)| 7" (4)
= [det(A)[ mx(A)

© 00 ~J O O = W N =

© © v o ’c s s v
N N o e e e e T N N N

o

o
=
(¢]
Q
~
—
N
N~—
~—
—~
ppAAAAAAAAA
—_ =
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In , e abbiamo utilizzato il comportamento della misura di Haurdorff
rispetto alle isometrie (vedi ; in abbiamo utilizzato il fatto che L = Jo S
(vedi|9.2.24); in (9.3)) abbiamo usato il fatto che J‘*}(Rk) oJ=JoJ=1Id:RF — R
essendo J ortogonale (vedi[9.2.24)); in (9.4 abbiamo utilizzato il fatto che, essendo
S : R¥ — R* autoaggiunta (vedi [9.2.24)), per il teorema spettrale é ortogonalmente
diagonalizzabile (O : R¥ — R* ¢ ortogonale, OT ¢ I'endomorfismo aggiunto di O,
A : RF — RE ¢ un’applicazione lineare diagonale); in , e abbiamo usato
il fatto che my e H* coincidono come misure esterne in R*; in abbiamo usato la
proprieta di riscalamento della misura di Lebesgue (vedi|l.3.5)); in (9.11]) abbiamo usato
il fatto che

Jr = /det(L* o L) = \/det(S* o J* 0 J 0 ) = y/det(5*) det(S) = |det(A)].
O

Lemma 9.2.26. Siano A C R* un aperto, f : A — R"™ una funzione di classe C°(A; R™).
Per ogni boreliano B C A, wvale che f(B) é un boreliano R™. Se f é anche iniettiva
HE & numerabilmente additiva sugli insiemi della forma {f(B) | B € B(A)}, cioé se
{Bh}hen sono boreliani a due a due disgiunti in A, allora {f(Bp)}nen € una famiglia di
boreliant in R™ a due a due disgiunti e vale che

H (U f(Bh>) = S M (Ba).

Dimostrazione. Essendo f una funzione continua, per ogni K C A compatto in A vale
che f(K) é compatto in R"; in particolare, f(K) & un boreliano. Osservando che ogni
aperto {2 in A ammette un’esaustione in compatti, possiamo scrivere f(£2) come unione
crescente di boreliani; pertanto, f(£2) & un boreliano in R"™. Notiamo che la famiglia

F ={BeP(A) | f(B) € BR"}
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9.2. Misura di Hausdorff nello spazio euclideo

é chiusa per unione numerabile; in particolare, F & una o-algebra. Avendo verificato
che F contiene gli aperti, deduciamo che contiene i boreliani di A.

Ricordiamo che H* & una misura esterna boreliana regolare su R” (vedi [9.1.6)); per-
tanto, la o-algebra dei misurabili secondo H* contiene i boreliani di R™. In conclusione,
se f ¢ anche iniettiva deduciamo che H* ¢ numerabilmente additiva sugli insiemi della
forma

{f(B) | B eB(A)}

nel senso specificato. O

Teorema 9.2.27 (Formula dell’area). Siano A C R un aperto, Q C A un k-intervallo
compatto e f € C*(A;R™) tale che fiq sia iniettiva e Dg(z) : R¥ — R™ sia iniettivo per
ogni x € ). Allora vale che

HE(F(Q)) = / J(x) d.

Q

Dimostrazione. Essendo Dy(x) iniettivo per ogni = € Q, dalla compattezza di Q x S*~1
e dalla regolarita di f segue che esiste a > 0 tale che

a:= min |Dg(x)v|.
z€Q, |v|=1

Fissiamo € € (0, a); essendo f di classe C'(A;R™) e Q compatto in A, esiste d. > 0 tale
che per ogni x, 2’ € @ tali che |z — 2’| < J. vale che

|[Jp(2) = Jp(a)] <&, [ Ds(x) = Dy(@)]| <e,

dove [|-|| & la norma matriciale indotta dalla norma euclidea. Possiamo introdurre una
famiglia finita F di rettangoli relativamente compatti in () a due a due disgiunti tali
che @ = |JF e per ogni C € F vale che diam(C') < ..

Fissiamo C' € F e ¢ € C. Definiamo la mappa affine T : R¥ — R" tale che

T(x) = f(&) + Dy ()(x = &)
Essendo Dy(z) iniettivo, possiamo definire
oo = foT;(lc) :T(C) — f(O).

Dati y,y' € T(C), siano z,2" € C tali che y = T'(z),y’ = T'(2'); utilizzando il teorema
fondamentale del calcolo integrale, si trova che

ec(y) = ecy)] = [f(z) = f(2)]
< |(f(x) = f() = (T(x) = T()) + ly =¥/

Dy + t(x — ) (x — a') dt — /0 Dy(&)(x —a') dt

+ly— 9]
<elr—a|+y—9].

0

Notiamo anche che
ly =9yl = [Ds(§)(x —2')| > a |z — ' ;
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allora otteniamo che
€
lpc(y) — woly')| < (1 + E> ly =]

Definiamo la mappa ¢ = T o f‘}(lc) . f(C) = T(C). Dati z,2" € C, utilizzando il
teorema fondamentale del calcolo integrale, si ottengono le seguenti stime:

|f () = f(a)] =

/0 Dy(a' + tla — o)) (x — ') dt — Dy(') (@ — ') + Dy(a’) (x — )

/0 (D" +t(z — 2)(w — a') = Dy(a")(w — 2")] di + Dy(2')(z — 2)

> —clr— 2|+ alr— 12

=(a—¢)lz—2a].
Siano y,y" € f(C); detti z,2" € C tali che f(x) =y, f(z') =/, si ha che

Ve (y) = vey)] = [T(z) = T(2')]
<|(f(z) = f(2) = (T(z) = T + y — /|

Di(a" +t(x — ")) (x — 2") dt—/ Ds(&)(x —2') dt

0
+ 1y — |
<elr—a|+ [y -

B

Utilizzando la proprieta della misura di Hausdorff rispetto alle mappe lipschitziane

(vedi]9.1.13)) e il teorema [9.2.25] si ottiene che

HE(F(0)) = HE(f o Tl (T(C))) = HE(pe(T(C)))

<(1 +%)kﬂk(T <1+%>kJT~mk(C)
1+§>k[/c JT—Jf(x)der/CJf(a;) dx}
1+§)k[5mk )+ [ ) dx].

Per concludere, si ha che

HA@) < () = (1+.5)' |emt@) + [ o) a].

CeF

Prendendo il limite per € che tende a 0, troviamo che

HE(F(Q)) < /Q Ji(z) da.

160
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In maniera completamente analoga, si ottengono le disuguaglianze seguenti:

/ij(x) dr = Z/ij@) dx

CeF

< em(Q) + Z Jr - mg(C)

CeF

— emi(@) + 3 HAT(0))

CeF

=emi(Q) + Z HE (Ve (F(C)))

CeF

< emi(Q) + <1 + O:g) > HMNF(O)

CeF

9
a_

= em(@+ (14 - ) U@

Precisiamo che nell’ultimo passaggio abbiamo usato 'iniettivita di f e il fatto che i
rettangoli sono a due a due disgiunti (vedi[9.2.26)). In ogni caso, prendendo il limite per
e che tende a 0", otteniamo che

lé#@MMSHWﬂ®>

]

Corollario 9.2.28. Siano A C R* un aperto, f : A — R™ una funzione iniettiva di
classe C*(A;R™) tale che Dy(z) : R¥ — R™ ¢ iniettivo per ogni x € A. Allora per ogni
E C A che sia boreliano vale la formula

[ 91w do =),

Dimostrazione. Step 1: Supponiamo che €2 sia un aperto contenuto in A. Esiste una
famiglia al pitt numerabile F di rettangoli disgiunti e relativamente compatti in 2 che

copre €2. Per il teorema [9.2.27 per ogni C' € F vale che
[ 310 do =),

Utilizzando U'iniettivita di f (se C; # Cy, allora f(C; N Cy) = 0) e il teorema di Beppo
Levi (infatti J; ¢ una funzione non negativa) si trova che

[ arta) do =37 [ ayte do= 37 HHC)) = HAS@).
@ cer’C CeF

Precisiamo che I'ultima uguaglianza segue dal fatto che gli insiemi f(C') appartengono
alla classe degli insiemi misurabili secondo #* in f(A) (vedi[9.2.26).

Step 2: Utilizzando le stesse argomentazioni esposte nel primo passo, si verifica
facilmente che la famiglia

F = {E CA ’ E & misurabile, [EJf(:E) dr = Hk(f(E))}
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é una o-algebra; avendo verificato che F contiene gli aperti, deduciamo che F contiene
i boreliani di A.
Step 3: Sia £ C A un insieme misurabile. Essendo mj; una misura boreliana

regolare (vedi [7.1.16]), per il teorema [7.1.14] esiste un boreliano B € B(A) tale che
ECBCAemg(B\ E)=0. Valgono le seguenti uguaglianze:

[ sty do = [ Jsta) do =2 1(B)).

Per concludere ¢ sufficiente mostrare che H*(f(B)) = H*(f(E)). Dal contenimento
segue immediatamente che
HE((E)) <H*(f(B)).
Essendo f iniettiva, vale che f(B)\ f(F) = f(B\FE). Essendo f localmente lipschitziana,
possiamo scrivere
B\E=|]c;,
jeJ

dove J ¢ un insieme al pitt numerabile, C; ¢ un insieme misurabile secondo Lebesgue e
f ¢ lipschitziana in C; con costante di Lipschitz L;. Notiamo anche che m(C;) = 0
per ogni j € J. Per il comportamento della misura di Hausdorff rispetto alle mappe

lipschitziane (vedi[0.1.13) e per il teorema[9.2.6] vale che
HAf(B)\ f(E) =H"f(B\ E)
<Y HMI(G)
jeJ
<> LHNC) =0.
jeJ

In conclusione, abbiamo che

HF(B) < HA(f(B)\ [(E) + H(f(E)) = HN(f(E)).

Misura d’area su una varieta

Siano A un aperto di R* e f : A — R™ una funzione di classe C*(A;R") iniettiva, tale
che Dy(x) : R¥ — R" ¢ iniettivo per ogni z € A. Vogliamo definire la misura d’area
sulla varieta f(A).

Considereremo lo spazio mensurale (f(A); B(f(A)); #*); per quanto provato in [9.1.6}
H* & una misura esterna boreliana regolare su R"; pertanto la sua restrizione ai boreliani
di f(A) (che sono boreliani di R", perché f(A) ¢ un boreliano, come mostrato in
é o-additiva.

Avendo dotato f(A) di una struttura di spazio mensurale, possiamo definire l'inte-
grale di funzioni misurabili (rispetto alla o-algebra introdotta) e introdurre gli spazi
LP(f(A)) e £2(f(A)) (vedi [-213 e B13).

Vogliamo dare una formula di calcolo I'integrale di funzioni misurabili su f(A).

Sia © un boreliano in f(A). Essendo f una funzione boreliana, f~!(£2) ¢ un boreliano
in A. Dal corollario [9.2.28] segue che

/ Ji(x) dv = H* ().
A (0)
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9.2. Misura di Hausdorff nello spazio euclideo

Possiamo scrivere equivalentemente

/ ]lf—l(Q) : Jf dx :/ ]lQ d,Hk
A f(A)

Notando che 1;-1(q) = 1 o f, otteniamo che

/]lgOf-dex:/ 1o dH".
A )

Se g : f(A) — R & una funzione misurabile (rispetto alla o-algebra introdotta su
f(A)), notiamo che go f: A — R ¢ una funzione boreliana (vedi[2.1.11)).
Vogliamo mostrare che per ogni g : f(A) — [0, 400] misurabile vale che

/ gd'Hk:/(gof)-deI.
£(4) A

Abbiamo provato che la formula per le funzioni indicatrici; per linearita si estende a
tutte le funzioni semplici non negative. Per il teorema di Beppo Levi, si estende a tutte
le funzioni misurabili non negative. Infine, notiamo che se J; € L>(A), la formula si
estende immediatamente a tutte le funzioni g € L(f(A)).

Concludiamo notando che se h : A — [0, +00] & una funzione boreliana non negativa
vale che h o f71 : f(A) — [0,+0c] ¢ una funzione boreliana non negativa (infatti,
abbiamo provato in che f=1: f(A) — A ¢ boreliana). Allora vale che

/th dx:/ ho f~t dH".
A ey

Ovviamente, la formula si estende anche al caso in cui h sia boreliana e appartenga a
LY(A) e Jg sia in L=(A). Questa @ la nota formula del cambio di variabili.

Concludiamo dicendo che questa costruzione puo essere adattata anche al caso in
cui f sia una mappa lipschitziana.
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