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Notazione

Definizione 0.0.1 (Aperto regolare).

Diremo che un aperto Q C R" & di classe C* se 9Q # () ed ¢ localmente il grafico di
una funzione di classe C* (in altri termini, richiediamo che 9 sia una varieta di classe
C* di dimensione n — 1).

Dato €2 un aperto di R", utilizzeremo la seguente notazione:

C*(Q; R™) indica I'insieme delle funzioni di classe C* su Q a valori in R™;

C*(€;R™) indica I'insieme delle funzioni di classe C* su Q a valori in R™ aventi
supporto compatto in €2;

C*(€; R™) indica I'insieme delle funzioni di classe C* su €2 a valori in R™ uniforme-
mente continue con tutte le derivate uniformemente continue, cioé che ammettono
un’estensione continua a €2;

data ug in C*(2; R™), CSO(Q; R™) indica I'insieme delle funzioni f € C*~1(Q; R™)N
C*(Q; R™) tali che
olel f Ol
r) —

oz Oz
per ogni z € J€2 per ogni multi-indice o € N" tale che |a| < k — 1,

T

LP(2;R™) indica lo spazio delle funzioni in LP rispetto alla misura di Lebesgue
su 2 a valori in R™;

W1P(Q; R™) indica lo spazio di Sobolev delle funzioni da € in R™ con sommabilita

p (sulle funzioni e sulle derivate);

data ug € WHP(Q; R™), W, P(€; R™) ¢ il sottospazio di WP(€Q; R™) delle funzioni
aventi traccia ug sul bordo di €.

Se omettiamo 'indicazione dello spazio di arrivo, si sottintende che sia R.

il






Capitolo 1

Metodo indiretto

1.1 Introduzione

Siano X un insieme e F' : X — (—00, +00] una funzione; supponiamo che F' ammetta
minimo in xy. Vogliamo determinare condizioni necessarie su xy. Ovviamente, in questa
generalita non si puo dire nulla.

Esempio 1.1.1. Se X = R", F : R" — R ¢ una funzione di classe C*(R") e x¢ ¢ un
punto di minimo, allora xy ¢ un punto stazionario, cioé risolve I’equazione

VF(zo) = 0.

In generale non vale I'implicazione inversa, cioé non ¢ detto che tutti i punti stazionari
siano punti di minimo. Tuttavia, cid ¢ vero se F' ¢ anche convessa. In tal caso vale che

xo € argmin F' <= VF(z() = 0.

In dimensione infinita valgono risultati analoghi, a patto di introdurre un contesto
ragionevole in cui ambientare il problema.

Nel seguito assumeremo che X sia uno spazio affine con spazio vettoriale di riferimento
V e che F': X — R sia una funzione.

Definizione 1.1.2 (Derivata direzionale).
Siano u € X e v € V. Si dice che F' ammette derivata in u nella direzione v se esiste ed
é finito il rapporto incrementale

d
EF(U + tv)

t=0

Osservazione 1.1.3. Nel constesto della definizione 1.1.2, notiamo che se u € X ev € V
vale che u 4 tv € X per ogni t € R, essendo X uno spazio affine con spazio vettoriale di
riferimento V.

Definizione 1.1.4 (Derivabilita secondo Gateaux).
Sia u € X. Supponiamo che per ogni v € V sia definita la derivata di F' in u nella
direzione v (vedi 1.1.2). Si dice che F' & derivabile secondo Gateaux in u; la mappa

oF d
veV—R> %(u) = aF(u—i-tv)

t=0

é detta variazione prima di F' in wu.



Capitolo 1. Metodo indiretto

Definizione 1.1.5 (Punto stazionario).
Sia u € X; supponiamo che F' sia derivabile secondo Gateaux in u (vedi 1.1.4). Si dice
che u é un punto stazionario per F' se vale che

g—f(u) —0VveV. (1.1)

La condizione 1.1 é detta equazione di Eulero-Lagrange.

Teorema 1.1.6 (Condizioni di ottimalita).
Sia u € X un punto in cui F' & differenziabile secondo Gateaux.

e Se u ¢é minimo direzionale per F', allora u é un punto stazionario per F (vedi
1.1.5).

e Se F' ¢ convessa e u € un punto stazionario, allora u € punto di minimo globale
per Fin X. Se F' ¢é strettamente convessa, u € ['unico punto di minimo globale di
F in X.

Dimostrazione. Mostriamo il primo enunciato. Sia v € V; consideriamo la funzione
o(t) = F(u+ tv).
Per ipotesi, ¢ ha minimo locale in t = 0 ed ¢ derivabile in t = 0. Allora vale che

d d _OF

0 o (t) @ (u+ tv) T (u)

Mostriamo il secondo enunciato. Sia w € X; poniamo v = w — u € V. La funzione
o(t) = Flu+ o)

¢ convessa ed ¢ derivabile in ¢ = 0. Allora vale che

oF
p(1) 2 9(0) + 1-¢(0) = p(0) + Z-(u) = ¢(0). (1.2)
Infine notiamo che ¢(1) = F(w) e ¢(0) = F(u). Per concludere, precisiamo che se F' ¢
strettamente convessa, ¢ € strettamente convessa, pertanto la disuguaglianza (1.2) &
stretta se v # 0, ovvero u # w. m

1.2 Equazione di Eulero-Lagrange

Abbiamo introdotto I’equazione di Eulero-Lagrange di un funzionale F' definito su uno
spazio affine X (vedi (1.1)). Tuttavia, la forma presentata é ancora troppo generale e
vogliamo limitare la nostra indagine a funzionali integrali per dare formule pit esplicite
possibile.

In questa sezione lavoreremo sotto le seguenti assunzioni, che permettono di
giustificare i calcoli che presenteremo:

e 0 C R4 un aperto limitato e di classe C* (vedi 0.0.1) se d > 2; Q C R un intervallo
aperto (vogliamo applicare la regola di integrazione per parti oppure il suo analogo
multi-dimensionale, ovvero il teorema della divergenza);

2



1.2. Equazione di Eulero-Lagrange

e si possa sempre derivare sotto il segno di integrale (ipotesi necessarie e abbastanza
generali sulle funzioni integrande sono date nel teorema 6.1.3).

In ogni caso, queste assunzioni sono abbastanza generali e coprono la quasi totalita
dei casi rilevanti. Precisiamo anche che lo spirito di questa sezione ¢ quello di trovare
condizioni necessarie sui punti di minimo (stazionari, per la precisione) di funzionali
integrali, senza indagare la loro esistenza a priori. Quindi, i calcoli che presentiamo
possono anche essere intesi in maniera formale perché permettono di individuare un
insieme abbastanza ristretto di candidati punti di minimo che, pero, bisogna testare in
un secondo momento.

Considereremo funzionali del tipo

F(u) = /Qf(x,u, Vu) dz,

dove f: Q x R™ x R™*™ — [0, +-00], definiti in C'(Q; R™) (per coprire il caso vettoriale
e quello scalare), eventualmente imponendo il valore di u al bordo di €. Precisiamo che
denoteremo x € Q, u € R™, £ € R™*" le variabili di f; dato i € {1;...;m}, si denota
con &; l'i-esima riga della matrice £.

Richiediamo che f sia boreliana in modo che la composizione con u e Vu sia boreliana
e che f sia a valori non negativi per evitare problemi di integrabilita. Ovviamente questa
assunzione si puo indebolire ed & possibile studiare anche il caso in cui f assume valori
negativi: tuttavia, bisogna prestare particolare attenzione alla buona definizione del
funzionale F. In ogni caso, nelle nostre ipotesi il funzionale F' & ben definito in C°(€; R™)
e assume valori in [0, +00]; se imponiamo il dato al bordo, tutte le considerazioni fatte
rimangono valide.

1.2.1 Condizioni di Neumann e di Dirichlet

Alcuni esempi fondamentali

Iniziamo esaminando il caso in cui non imponiamo il dato al bordo.
Esempio 1.2.1. Sia u € CHQ;R™) (t_ale insieme ¢ uno spazio vettoriale); data v €
C1(©2;R™), notiamo che u + tv € C*(£;R™) per ogni t € R. Supponiamo che f sia di
classe C'!. Potendo derivare sotto il segno di integrale, troviamo che

iF(u—i—tv) = % {/ f(z;u+ tv; Vug + tVo) dx}
Q

dt

t=0 t=0

dx

t=0

_ / @ (st to; Vu+ £V0)}
o dt

),

Precisiamo che la scrittura V,, f indica il vettore (m-dimensionale) delle derivate parziali
di f rispetto alle variabili u; analogamente V¢, f indica il vettore (n-dimensionale) delle
derivate parziali di f rispetto alle variabili &;; inoltre v; indica 1’i-esima componente del
campo vettoriale v. Abbiamo provato che f é derivabile secondo Gateaux in u (vedi
1.1.4) e che per ogni v in C*(Q; R™) vale la formula

o=/

< Vuf(z;u; Vu),v > —1—2 < V¢, f(z;u; Vu), V; >] dx.
i=1

=1

< Vuf(z;u; Vu),v > +Z < V¢, f(z;u; Vu), V; >] dx.



Capitolo 1. Metodo indiretto

Sia u € C*(Q;R™) un punto stazionario per F (vedi 1.1.5). Vale che

-],
(1.3)

La relazione (1.3) & nota come ’equazione di Eulero-Lagrange nella prima forma integrale.
Notiamo che fino a questo punto abbiamo soltanto utilizzato la regolarita C! di f e il
fatto di poter derivare sotto il segno di integrale.

Per ottenere una formula piu esplicita dobbiamo fare qualche altra assunzione.
Supponiamo che u sia di classe C?(Q;R™) e f sia di classe C2(Q x R™ x R™*")
(I'ipotesi in grassetto & veramente cruciale). Supponiamo n > 2: il caso uni-dimensionale
é pitt semplice e va trattato a parte. Utilizzando le proprieta di €2, di v e di f, possiamo

utilizzare la formula della divergenza nell’equazione (1.3) e troviamo che per ogni
v € C(Q;R™) vale che

< Vuf(z;u; Vu),v > —|—Z < Ve, f(a;u; V), Vo, > | dz Yo € CH;R™).

i=1

0 :/ < Vuf(z;u; Vu),v > +Z < Ve, f(z;u; Vu), Vo, >
Q

i=1

dz

:/ < Vuf(x;u; Vu),v > —Zdiv (Ve, f(x;u; Vu)) v;
Q

=1

dx

—i—/ Z < vV, f(o;u; Vu),v > dH™!
09

i

= i/ v; (g—l{(:v;u; Vu) —div (Ve f(z; u; Vu))) dx
i=1 /@

+ ZU" < Ve f(zyu; Vu),v > dH", (1.4)

=1

dove v indica la normale esterna a 0f2. La relazione (1.4) ¢ chiamata equazione di
Eulero-Lagrange nella seconda forma integrale. Vorremmo, infine, dedurre una relazione
differenziale. Se ci limitiamo alle funzioni v € C}(2; R™) deduciamo che

0= i;/gvi(vuf(az; w; Vu) — div (Ve f(z; u; Vu))) da;

applicando il lemma 6.2.1 (bisogna ragionare componente per componente), deduciamo
che per ogni i € {1;...;m} vale che

of
(9ui
La relazione (1.5) é nota come equazione di Eulero-Lagrange in forma differenziale.

Otteniamo che il primo addendo in (1.4) ¢ identicamente nullo (anche se v €
C1(©;R™)). Deduciamo che per ogni v € C*(2; R™) vale che

(z;u(x); Vu(z)) — div (Ve, f(z;u(x); Vu(z))) =0 Vo € Q. (1.5)

0= v; < Ve flz;u; Vu),v > dH" . 1.6
&i

La relazione (1.6) ¢ nota come homogeneous Neumann boundary condition ed ¢ sorta
dalla minimizzazione del funzionale F' in uno spazio in cui non abbiamo prescritto il

4



1.2. Equazione di Eulero-Lagrange

valore delle funzioni né quello delle derivate al bordo. Questo fenomeno é veramente
significativo.
Applicando il lemma 6.2.1, si trova che per ogni i € {1;...;m} vale che

< Vg, f(z;u(x); Vu(z)), v(xz) >=0 Vo € 0.
Abbiamo trovato che u soddisfa il seguente problema differenziale

%(x; uw(x); Vu(z)) — div (Ve f(z;u(x); Vu(z))) =0 x € Q,

< ZVgif(x; u(z); Vu(z)),v(x) >=0 x € 02

per ogni i € {1;...;m}.

Per concludere, precisiamo che se n = 1 si procede in maniera totalmente analoga
utilizzando la formula di integrazione per parti al posto del teorema della divergenza. In
ogni caso, si ottengono gli stessi risultati (per unificare la notazione, se {2 = (a,b), puod
essere conveniente definire la normale esterna a Q in {a; b} come v(a) = —1 e v(b) =1).

Esaminiamo il caso in cui imponiamo il dato al bordo.

Esempio 1.2.2. Sia uy € C'(Q; R™); introduciamo
X = C’io (LR™), V= Cy(R™).

Notiamo che X & uno spazio affine con spazio vettoriale di riferimento V. Sia u € X;
data v € V, notiamo che u + tv € X per ogni ¢t € R. Procedendo come nell’esempio
1.2.1 troviamo che

Abbiamo provato che f ¢ derivabile secondo Gateaux in u (vedi 1.1.4) e che per ogni
v € V vale che

Sew=

Sia v € X un punto stazionario per F' (vedi 1.1.5); come nell’esempio 1.2.1, otteniamo
la prima forma integrale dell’equazione di Eulero-Lagrange (vedi (1.3), con l'unica
differenza che la classe delle funzioni test v ammissibili & V, lo spazio vettoriale di
riferimento di X), ovvero

d
EF(U + tv)

< Vuf(x;u; Vu),v > +Z < Vg, f(z;u; Vu), V; >] dx.
i=1

< Vuf(z;u; Vu),v > —1—2 < Vg, f(z;u; Vu), Vo, > | dz.
i=1

0:/ [< Vuf(x;u;Vu),v>+Z<V§if(x;u;Vu),Vvi> dr Vv eV.
Q

=1

Supponiamo che u sia di classe C2(Q;R™) e f sia di classe C?(Q x R™ x R™*")
(I'ipotesi in grassetto ¢ veramente cruciale). Supponiamo n > 2: il caso uni-dimensionale
¢ piu semplice e va trattato a parte. Come nell’esempio 1.2.1 (vedi (1.4)), otteniamo
che per ogni v € V vale che

0= ZZ:?/Q% (g—i(m,u, Vu) — div (Vg f(z; u; Vu))) dz,

5



Capitolo 1. Metodo indiretto

che ¢é la seconda forma integrale dell’equazione di Eulero-Lagrange. Utilizzando il
lemma 6.2.1, otteniamo ’equazione di Eulero-Lagrange in forma differenziale (vedi
(1.5)), ovvero che per ogni ¢ € {1;...;m} vale che

of
8ui

(z;u(z); Vu(z)) — div (Ve, f(z;u(x); Vu(x))) =0 Vo € Q.

Abbiamo trovato che u soddisfa il seguente problema differenziale

gi (z;u(x); Vu(z)) — div (Vg f(z;u(x); Vu(z))) =0 z € Q,

wi(z) = (up)i(x) x € 02

per ogni i € {1;...;m}.
La relazione
uan = (to)o0 (1.7)

¢ detta non-homogeneous Dirichlet boundary condition (se ug = 0, & chiamata ho-
mogeneous Dirichlet boundary condition). Notiamo che, a differenza dell’esempio
1.2.1, la classe delle funzioni test v ammissibili non & abbastanza ampia da far nascere
un’ulteriore informazione su u)pq.

Per concludere, precisiamo che se n = 1 si procede in maniera totalmente analoga
utilizzando la formula di integrazione per parti al posto del teorema della divergenza.

Esempio 1.2.3. Nel contesto degli esempi 1.2.1 e 1.2.2, supponiamo m = 1; se

i) = 516 + ol

dove p: Q@ — [0,+00) ¢ una funzione boreliana, 1’equazione di Eulero-Lagrange (nella
forma differenziale) che si ottiene dallo studio dei punti stazionari (a noi interessano i
punti di minimo) del funzionale

1
F(u) = / {— |Vu|? —i—p(m)u} dx
Q2
(cioé calcolando la derivata direzionale rispetto a v € C}(€2)) é Pequazione di Poisson
Au(z) = —p(x) = €9,

che rappresenta il potenziale elettrico di una distribuzione di cariche con densita p. Tale
equazione ¢ accompagnata dalla condizione di Neumann o di Dirichlet, a seconda che si
minimizzi il funzionale F in C} (Q) o in C'(€).

Alcune varianti degli esempi presentati

E possibile studiare moltissime varianti degli esempi precedenti, in cui ci siano condizioni
al bordo miste oppure nel caso in cui I'integranda f abbia una forma particolare. Il
processo di derivazione dell’equazione di Eulero-Lagrange ¢ del tutto analogo a quello
illustrato dettagliatamente negli esempi 1.2.1 e 1.2.2; pertanto non riportiamo tutti i
dettagli, ma ci limitiamo ad esaminare gli aspetti essenziali. In particolare, ¢ importante
capire (a seconda delle condizioni al contorno imposte) quale sia la classe V delle
funzioni test v ammissibili. Per la precisione, se vogliamo studiare i punti stazionari

6



1.2. Equazione di Eulero-Lagrange

di un funzionale F' : X — R, dove X é un opportuno spazio di funzioni, dato u € X,
vogliamo cercare u tale che

d
0=—F(u+tv) Yv e V.
dt o

Indipendentemente da chi sia u e dal fatto che il limite del rapporto incrementale esista,
dobbiamo essere sicuri che per ogni v € V esista ¢ > 0 tale che per ogni t € (—¢,¢) la
funzione u + tv sia in X. In altri termini, questa necessita fornisce un criterio operativo
per individuare I'insieme V.

Ricordiamo che per giustificare pienamente tutti i passaggi ci vuole qualche ipotesi
su f, su Q e, soprattutto, si deve richiedere che u € C2?(Q2;R™): questa ri-
chiesta & davvero forte, perché i funzionali integrali che consideriamo sono
naturalmente definiti in sottoinsiemi di C'(Q; R™).

Esempio 1.2.4. Sia I' C 02 un sottoinsieme chiuso. Sia
X:={ue Q) | ur =0}

consideriamo il funzionale
F(u) = / f(z;u; Vu) dx
Q

definito in X. In questo caso, 'insieme delle funzioni test ammissibili coincide con X
(infatti, X & uno spazio vettoriale). Allora, I’equazione di Eulero-Lagrange e le condizioni
al contorno che si ottengono sono

fu(z;u; Vu) = div (Ve f(z;u; V) z € Q,
u(z) =0 xel,
< Vef(zryu; Vu), v >=0 redQ\T.

In dimensione 1, la condizione ur = 0 corrisponde ad aver imposto il valore di » in un
estremo. Nell’altro estremo nasce la condizione di Neumann fe(z;u(x); Vu(x)) = 0.

Notiamo anche che, a parte che in dimensione 1, la presenza di condizioni miste
(Neumann e Dirichlet) in sottoinsiemi disgiunti di 92 ¢ molto difficile da conciliare
(infatti u deve essere di classe C2(f2)).

Esempio 1.2.5. Sia
1
F(u) = / = |Vul® de,
Q2

definito in C1(;R™) e |-| ¢ la norma euclidea di una matrice m x n (ricordiamo che
Q) C R"). Vogliamo ricavare I'equazione di Eulero-Lagrange. Data v € C!(Q;R™),
ragionando come in 1.2.1 e utilizzando funzioni test v € C!(Q;R™) si deduce che per
ogni i € {1;...;m} vale che

Au; =0

nell’aperto 2 che é un sistema di equazioni differenziali completamente disaccoppiato.
Supponiamo che n = m; consideriamo il funzionale

G@):%/g

2

T
Vu—+ V'iu dr.

2
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definito in C'(Q;R"). Si tratta del funzionale che descrive I’energia nei problemi
di elasticita linearizzata. Utilizzando come come variazioni ammissibili funzioni in
CL(;R"), si trova che per ogni i € {1;...;n} vale che

Aui—i—diV(au) =0
8@

nell’aperto €2, che é un sistema di equazioni differenziali non disaccoppiate.

Esempio 1.2.6. Siano X := {C'([a,b]) | v/(a) = o, v'(b) = B} e

b
F(u) = / f(z;u;u) de.
In questo caso 'insieme delle funzioni test ammissibili é lo spazio vettoriale
V= {v e C'([a,b]) | v(a) = v(b) = 0}.

Allora, I'equazione di Eulero-Lagrange e le condizioni al contorno che si ottengono sono

fulz;uyu) = %fg(x;u;u’) x € Q,

fe(z;u(z);u/(2)) =0 x € {a; b}
Ricordando che deve valere anche u/(a) = v e v/(b) = 3, il problema é generalmente
sovradeterminato, cioé abbiamo imposto troppe condizioni. Questo fenomeno & davvero
significativo e proveremo a spiegarlo nei capitoli seguenti.

Esempio 1.2.7. Consideriamo il funzionale
F(u) = [ fasu) da,
Q

definito in C°(Q; R™). Notiamo che non c’¢ dipendenza dalle derivate di u (per questo
motivo, F' ha senso per le funzioni C%). In questo caso, la classe delle variazioni
ammissibili coincide con C°(; R™). L’equazione di Eulero-Lagrange che si ottiene &

fulz;u) =0 z € Q.

Notiamo che questo ¢ un problema di funzione implicita, che non é interessante in
questo contesto. Per questa ragione, tratteremo sempre funzionali dipendenti dalle
derivate. Finora abbiamo studiato il caso di funzionali dipendenti dalle derivate di
ordine 1; naturalmente, la teoria si estende (con le stesse idee e ulteriori assunzioni) al
caso di funzionali dipendenti da derivate di ordine superiore, cioé

F(u) = / f(z;u; Vu; Vs ... Vi) da,
Q

definito su sottoinsiemi opportuni di C*(Q;R™). Come verificato esplicitamente nel
caso in cui k = 1 (vedi 1.2.6), si possono imporre condizioni su u, Vu, ..., V¥"lu, ma
non su V*u: in tal caso, il problema risulta generalmente sovradeterminato.
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Esempio 1.2.8. Siano 0 C R? un aperto limitato e di classe C' e g : 9Q — R una
funzione continua. Consideriamo il funzionale

1
F(u) ::/—|Vu|2 dx—l—/ gu dH™ 1.
Q2 o0

Notiamo che F' ¢ ben definito in X := C'*(Q); precisiamo che X & uno spazio vettoriale,
pertanto 'insieme delle funzioni test v ammissibili coincide con X. Limitandosi alle
funzioni test v € C1(Q), si trova che I'equazione di Eulero-Lagrange ¢

Au(z) =0 z € Q.

Se u risolve tale equazione, prendendo v in C*(Q), si trova che

:/ < Vu,Vv > dx—l—/ gu dH™ !
t=0 Q o9
ou 1
=— | vAudx + —+g|vdH"
0 o0 \OV
= / (@ + g) v dH"
a0 8y

Utilizzando il lemma 6.2.1, si deduce che

d
EF(U + tv)

a—“+g=0 x € oS
v

Questa condizione ¢ chiamata non-homogeneous Neumann boundary condition.
Consideriamo il funzionale

1 1
F(u) = / ~|Vul? do ~|—/ —u? dH"!
a2 o0 2

definito in C*(Q). Procedendo in maniera completamente analoga, si trova che
I’equazione di Eulero-Lagrange ¢

Au(z) =0 z €

la condizione al bordo, invece, &

u—l—%:() z € 0f).
ov

Esempio 1.2.9 (Problema con ostacolo).
Siano © C R? un aperto limitato e di classe C', E C Q un insieme compatto e
ug : F — R una funzione continua assegnata. Sia

X :={u e C;(Q) | u(x) > up(r) Vr € E}.
Vogliamo ricavare I’equazione di Eulero-Lagrange per il funzionale
1 2
F(u) ::/—|Vu| dx.
Q2

9
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Notiamo che X non € uno spazio affine. Introduciamo l’insieme
Vi={velyQ) |v(x)>0VxecE}

e il suo sottinsieme
V' i={u € CyQ) | v(xr) =0 Vr € E}.
Al contrario di V, V' & uno spazio vettoriale. Supponiamo che u sia un punto di minimo

per F' in X. Notiamo che per ogni v € V' per ogni t € R vale che u + tv € X. Allora,
possiamo ben definire la funzione ¢ : R — [0, +00) tale che

o(t) = F(u+ tv).

Essendo t = 0 punto di minimo per ¢ in R, deduciamo che

d
OZEF(u—I—tv)

:—/UAudx:—/ vAu dx,
Q O\E

dove abbiamo supposto che u € C?(£2) e abbiamo usato il fatto che vig = 0. Utilizzando
il lemma 6.2.1, deduciamo che

:/ < Vu,Vv > dx
t=0 Q

Au(z) =0 z € Q\ E.
Tuttavia, questo non ci da informazioni sul comportamento di w in FE. Sia v € V;

osserviamo che per ogni t € [0, 4+00) vale che u + tv € X. Allora possiamo considerare
la funzione ¢ : [0, +00) — R tale che

o(t) = F(u+ tv).

Essendo ¢ = 0 punto di minimo per ¢ (che ¢ definita su una semiretta destra), vale che

d
0 < —F(u+tv) :/<Vu,Vv> dx
dt -0 Q

:—/vAud:v:—/vAudas,
Q E

dove abbiamo utilizzato il fatto che Au(z) = 0 se z € Q\ E. Utilizzando il lemma 6.2.1,
deduciamo che

—Au(z) >0 z € E.

In conclusione, u soddisfa il seguente problema differenziale:

Au(z) =0 ze€Q\E,
Au(z) <0 z€E,
u(z) =0z €.



1.2. Equazione di Eulero-Lagrange

1.2.2 Variazione interna

Negli esempi presentati finora abbiamo calcolato la variazione esterna di un funzionale
integrale. Ci sono casi, come quello presentato nell’esempio 1.2.10 in cui, ’equazione
di Eulero-Lagrange che ne deriva non é abbastanza esaustiva, perché il contesto ci
suggerisce che ci sia qualche condizione piu stringente. Per questa ragione, si introduce
la nozione di variazione interna.

Esempio 1.2.10. Siano (a,b) un intervallo limitato in R e X l'insieme delle funzioni
u : [a,b] — R aventi al pitt un punto di discontinuita di (a,b) (dipendente da u) e di
classe C! nella chiusura dei due intervalli in cui ¢ diviso (a,b). Osserviamo che X non
¢ uno spazio affine. Sia f : [a,b] x R x R — R una funzione continua; possiamo ben
definire

F(u) = /abf(x;u;u) dx

per ogni u in X. Supponiamo che u minimizzi il funzionale F' in X. Supponiamo che u
abbia un punto di discontinuita, diciamo in ¢ (ne ha al pitt uno). Per ogni v in C'°(]a, b])
per ogni t in R, u+tv appartiene a X. Pertanto possiamo calcolare la variazione esterna
di F'in v lungo v. Ragionando esattamente come nell’esempio 1.2.1 e assumendo che f
e u siano di classe C?, si trova che u deve soddisfare separatamente i seguenti problemi
differenziali:

{d%fm; u(@);i(e)) = fulz;u(z); a(z) se z € (a,c),

felasu(a)tsala)) = fe(e;ule)~5alc)™) = 0;

{%fg(:r; (@) i(x)) = ful;ule); a(x)) se x € (¢,b),
fe(c;u(e)ta(e)™) = fe(byu(b)~;u(b)”) = 0.

Abbiamo denotato il limite destro e sinistro nel modo ovvio. Possiamo aspettarci di
ottenere un’altra condizione nel punto di discontinuita di u: a questo proposito, data
una funzione n in C2°((a, b)), consideriamo la variazione interna di F' in u nella direzione
n. Per ogni ¢ in R definiamo la funzione @, : [a,b] — R tale che

®y(z) =z + tn(x).
Se t & abbastanza piccolo, ®; ¢ un diffeomorfismo di [a, 8] in [a,b]. Data la funzione u,
se t & abbastanza piccolo, possiamo ben definire la funzione
U = uo P, 1
La variazione interna di F' nel punto u é definita come

d
%F(Ut)

t=0

Vogliamo svolgere questi conti:

Flu) = / Py wn(y): () dy =
b 1
<I>;<<I>t1<y>>> %

- [ (vtsatay it ) ait)
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Capitolo 1. Metodo indiretto

dove abbiamo effettuato il cambio di variabile y = ®;(z) e dy = ®}(x)dz. Osserviamo
che vale
®i(x) = 1+t (),
0
9 () = n(a),
o ., .
9 ) (x) = ().

Essendo f abbastanza regolare da poter derivare sotto il segno di integrale, abbiamo

che
| - [ i [ (wputsite) ) @it
= [ (vwiater it 5 ) it

— F(u) dx
+/ab {fx ((I)t(x);u(as);u(:r)q)l )%@(w)} Py (z)

t=0

dt
@)
b wx) 2! (x
+ [t (Bt ) (—%@;m)

b
=/ Lf (s w; w)) + folasw i)y — fe(zuya)un) do

b
- / o+ (f — fet)i] da.

Essendo u discontinua nel punto ¢ (la discontinuita é fissa perché abbiamo cambiato
variabile), possiamo integrare per parti spezzando I'integrale:

@ )

dt :/ Lfan + (f = few)n] dx

b
a

t=0

= [+ (¢ = feioi) da [+ (f — feioi) d

-/ (fz ~ - f@)) yda + [(f - f@)n]

c—

a

b

4 / b (fx - - fgm) 0 dr + [(f - faﬂ)n}

= [ (- = s ) o+ [ (7 - sein] a

— /abu (%fg — fu) dx + {(f - fgu)ﬁ} - + {(f - fsﬂ)n}

a

ct

+ |7 = fea

b

c—

ct
b

ct

Nell’'ultimo passaggio abbiamo sviluppato le derivate. Essendo u un punto di minimo,
abbiamo gia mostrato che risolve 1’equazione di Eulero-Lagrange separatamente in
(a,c) e (c,b); inoltre abbiamo trovato delle condizioni al bordo di Neumann. Pertanto,
otteniamo che

d -

= [(f - ff@)n}

t=0 c+

12
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per ogni funzione 7 in C*°((a,b)). Quindi, possiamo facilmente concludere che la
funzione
flayus ) — fe(wyusa)i

é continua nel punto c¢. Questa ¢ la condizione aggiuntiva data dal calcolo della variazione
interna: infatti, abbiamo studiato la variazione del funzionale per cammini in X ottenuti
traslando "orizzontalmente" il grafico di u, cioé muovendo il punto di discontinuita
(calcolare la variazione esterna, invece, significa studiare la variazione del funzionale
lungo cammini ottenuti traslando "verticalmente" il grafico di u).

Notiamo che se u non ha punti di discontinuita, il calcolo della variazione interna non
aggiunge condizioni a quelle ricavate annullando la variazione esterna; per la precisione,
u soddisfa il problema differenziale

d%fg(:l:;u(:v);u(x)) = fu(z;u(z);u(z)) se x € (a,b),
fe(a;ufa);i(a)) = fe(bsu(b); a(b)) = 0;
Osservazione 1.2.11. Riportiamo alcuni commenti a margine dell’esempio 1.2.10

e Considerando lo stesso problema in cui u ¢ a valori vettoriali ed & regolare in [a, b],
dal calcolo della variazione esterna si ottiene

{%fs(fv; u(x);i(z)) = fulz;u(z);alr))  sex € (a,b),

fe(z;u(x);u(x)) =0 se x € {a;b};
invece, dal calcolo della variazione interna si ottiene
folz;u(z);ulz)) = %(f(x;uw);u(x))— < fe(z;u(z);i(x)), u(x) >) x € (a,b).

Nel primo caso otteniamo un sistema di equazioni differenziali, nel secondo caso
nel otteniamo soltanto una: questo non € sorprendente, visto che calcolando la
variazione esterna trasliamo il grafico di u in tutte le direzioni, mentre calcolando
la variazione interna la traslazione avviene soltanto in una direzione.

e Nel caso scalare in cui f non dipende da x e u é regolare in [a, ], il calcolo della
variazione interna porta a

[ Fuw): i) — elula); ia)yita)] = 0 2 € (a,)

da cui segue che
flu(z);i(z)) — felu(z); u(z))i(z)
é costante in (a, b). Notiamo che ¢ possibile ottenere questa condizione anche senza

supporre che u sia di classe C? (infatti a priori non ¢ richiesta questa regolarita).
Abbiamo ottenuto che per ogni n € C!((a,b)) vale che

d

b
— [ (¢ = feiyi da
=0 Ja
applicando il lemma di Du Bois-Reymond (vedi 6.2.3), si ottiene che
flul); () = fe(u(x); a(z))i(r)

¢ costante in (a,b). Per la verita, avremmo potuto ottenere questa informazione
anche dallo studio della variazione esterna, procedendo in maniera totalmente
analoga.
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1.2.3 Moltiplicatori di Lagrange

Siano dati due funzionali F', G definiti su un insieme X a valori in (—oo, +00]. Vogliamo
minimizzare F' nel sottoinsieme di X vincolato a G, cioé in

X = {ueX|Gu)=0}

Si tratta di una generalizzazione della classe di problemi che in dimensione finita ¢
possibile affrontare tramite il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Supponendo
che F, G siano derivabili alla Gateaux (vedi 1.1.4) e che uy minimizzi F' in X, si puo
dimostrare che vale una delle seguenti alternative:

e G(up;v) = 0 per ogni direzione v ammissibile;

e csiste A in R tale che

per ogni direzione v ammissibile (A ¢ detto moltiplicatore di Lagrange).

In ogni caso, non vogliamo sviluppare questa teoria. Ci limitiamo a mostrare un esempio
in cui siamo in grado di dare una dimostrazione dettagliata.

Esempio 1.2.12. Sia © C R? un aperto limitato e di classe C'; possiamo definire i
funzionali

F(u) ::/ \Vul® dz, G(u) ::/u2 dx
Q Q
in C'(2). Supponiamo che F' ammetta minimo nell’insieme
X:={ueC;)|Gu)=1}

e che, detto ug tale punto di minimo, sia di classe C?(Q2). Vogliamo ricavare I'equazione
di Eulero-Lagrange che uy deve risolvere. Dobbiamo considerare delle curve in X e
calcolare la derivata direzionale di F' in ug lungo tali curve. Per ogni v in C2°(Q)
possiamo considerare la curva

up + tv

Uy = ———————
o + [ 120

Dal momento che ||ug|[;2(q) = 1, esiste § > 0 tale che la curva u; ¢ ben definita in
(—6,6) ed é contenuta in X inoltre, al tempo ¢ = 0 coincide con ug. Essendo 1y minimo
globale per F in X| si trova facilmente che

d

t=0

= / 2 <Vuy, Vv > dx — ||Vu0||ig(9) / 2upv dx
Q Q

_ _/ (Ao + o [Vt ) v dir
Q
Applicando il lemma 6.2.1, deduciamo che
Aug + g HVUOHiz(Q) =0, z €.
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Notiamo che la condizione

0= / 2 < Vuy, Vo > dx — HVUOHiQ(Q) / 2upv dx Vv € C°(R2)
0 Q

¢ equivalente a dire che esiste A € R tale che per ogni v € C2°(Q2) vale che

OF oG 00
%(Uo) = /\%<UO) Vv € Cc (Q>7

che ricorda la teoria dei moltiplicatori di Lagrange per problemi in dimensione finita.

1.3 Appendice

Per concludere, presentiamo due esempi particolarmente rilevanti, omettendo i dettagli
di natura geometrica.

Geodetiche su una varieta

Sia M una k-varieta connessa in R™ di classe C2. Siano xg,x; punti in M.

Definizione 1.3.1 (Funzionale lunghezza).
Definiamo l'insieme

X = {u € C*([0,1],M) | u(0) = z¢, u(1) = z1, u'(x) # 0 Vx € [0,1]}
e i funzionali . .
L(u) = / || ds, E(u) = / W/[* ds
0 0
sull’insieme X. L ¢ detto funzionale lunghezza.

Definizione 1.3.2 (Geodetica su una varieta).
Dati zg, 1 € M, una geodetica da xg a x; € una curva che minimizza il funzionale
lunghezza sull’insieme X (vedi 1.3.1).

Osservazione 1.3.3. Ricordiamo i seguenti fatti, utili in questo contesto.

e Data u € X, per la disuguaglianza di Holder vale che

L(u) :/01|u'| ds < (/01|u'|2 ds)é = VE(u)

e 'uguaglianza vale se e solo se |u'| & costante in [0, 1].

e Per ogni u € X esiste una riparametrizzazione o : [0, 1] — [0, 1] che fissa gli estremi
e tale che, detto u; :=w oo , vale che |u}| & costante in [0, 1] (parametrizzazione
per lunghezza d’arco).

e [l funzionale L é invariante per riparamentrizzazione.

Corollario 1.3.4. Se uy minimizza E in X, allora ug minimizza L in X e |uy| é costante
in [0, 1].

15
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Dimostrazione. Dato u € X, sia uy la sua parametrizzazione per lunghezza d’arco. Vale
che

L(u) = L(u1) = V/E(u1) > V/E(u) > L(ug).

Se scegliamo u = ug, tutte le disuguaglianze sono uguaglianze; allora deduciamo che ug
ha velocita costante. O

Osservazione 1.3.5. L & invariante per parametrizzazione; questo fatto crea problemi
dal punto di vista variazionale. Invece E non é invariante per riparametrizzazione:
minimizzare F significa selezionare una curva di lunghezza minima e percorrerla a
velocita costante (in particolare, si sceglie anche una precisa parametrizzazione). Per
questa ragione, minimizziamo F al posto di L.

Teorema 1.3.6. Se u minimizza E in X, allora u”(s) L M per ogni s € [0, 1].

Dimostrazione. Dobbiamo individuare una classe di variazioni ammissibili. Introducia-
mo lo spazio

T(X;u) = {v € C*([0,1];R™) | v(0) = v(1) = 0, v(s) € Tan,) (M) Vs € [0,1]}.

Sia data v € T(X;u); utilizzando la teoria degli intorni tubolari ¢ possibile definire
(almeno localmente) una proiezione regolare (per questo si richiede che M sia di classe
C?) con cui si puo costruire una famiglia di curve

ui(s) = u(s) + to(s) +wit; ),

dove il resto w ha la proprieta che esiste una costante M > 0 tale che per ogni (¢; s)
vale che

< Mt2.

ow
t. t.
|w(75)| ‘88(’8)
Allora, si trova che

0= iF(ut)

_/1d

7
1

:/ <u' v > ds.
0

Se u € C*([0,1]), possiamo integrare per parti e otteniamo che

1
0= —2/ u'v ds.
0

Utilizzando il lemma 6.2.1, deduciamo immediatamente che per ogni s € [0,1] la
proiezione ortogonale di u”(s) su Tan,s) (M) ¢ nulla; questo & equivalente ad affermare
che u”(s) L M per ogni s € [0, 1]. O

t=0

u'(s) + tv'(s) + —w(t, s)
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Superfici minime
Lavoriamo per semplicita con varieta di classe C'*°.

Definizione 1.3.7 (Funzionale area).
Sia X una d-varieta compatta (eventualmente con bordo) in R4, Si chiama

Area(X) = HY(D),
dove H? ¢ la misura di Hausdorff d-dimensionale in R4t!.

Osservazione 1.3.8. Siano Q C R? un aperto limitato, ¥ una d-varieta in R4*! (even-
tualmente con bordo) e ¥ :  — ¥ una parametrizzazione locale di ¥ con jacobiano
limitato. Per la formula dell’area, vale che

Area(\I/(Q)):/Q‘det(\/VT\IJ(a:)-V\IJ(x)) dz,

dove VW¥(z) ¢ la matrice jacobiana di ¥ nel punto z € Q. Utilizzando questa formula e
ricoprendo Y con un numero finito di carte, € possibile trovare una formula integrale
per calcolare 'area di una ipersuperficie compatta in R4*!,

Osservazione 1.3.9. Siano Yy, Y ipersuperfici compatte in R4 (eventualmente con
bordo); supponiamo che ¥ : 35 — ¥ sia un diffeomorfismo. Dalla formula dell’area
segue che

Area(X) :/ 1 dH* = |det(VU(2))| dH,
Dl bl

dove V7 W(x) é la matrice che rappresenta il differenziale di ¥ rispetto a due qualsiasi
basi di Tan,(X) e Tang(y)(31).

Teorema 1.3.10. Sia I una (d — 1)-varieta compatta in R4 ; introduciamo Uinsieme
X == {% d-varieta con bordo compatta in R*™ | 0% =T'}.

Sia X un punto di minimo per il funzionale Area definito su X. Allora Xq ha curvatura
media H identicamente nulla; in altri termini H = 0 ¢ [’equazione di Eulero-Lagrange
del funzionale Area.

Dimostrazione. Presentiamo i passaggi essenziali di una dimostrazione che non faccia
uso delle parametrizzazioni.

Sia 7 la normale unitaria a ;. Sia v : ¥y — R una funzione liscia che sia
identicamente nulla in un intorno di 0%y. Per ogni t € R per ogni x € ¥, possiamo
definire

Oy(2) ==z + to(z)n(z).

Se t ¢ abbastanza piccolo, ®; é un diffeomorfismo, ¥; & una superficie e appartiene a X
(infatti ®; & una piccola perturbazione dell’identita e 3y & compatta). Allora vale che

d
0= E(Area(Zt))

t=0

Calcoliamo Area(>;). Per ogni z € Xy, la mappa &, : ¥y — ¥, ha differenziale
d®.(x) : Tangy(Xg) — Tang,(»)(3:). Fissiamo una base ortonormale /3, di Tan,(%,) e
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completiamola ad una base di R%™! aggiungendo il vettore normale n(z) (possiamo
assumere che [, si muova in maniera liscia rispetto a x). Sia Vo®;(z) la matrice d x d
che rappresenta d®,(x) rispetto alle basi 5, e d®;(S,). Poniamo

J(®y(z)) = ‘det(VTCI;t(x)) :

vale che
Area(X;) :/ J®,(z) dH ().
Yo
Sia V&, () la matrice (d + 1) x d associata al differenziale completo di ®; : ¥y — R+,
Vale che

TP, (z) = det(VTCI;t(:c))’ — /At (VT (z) - Vi (2)).

Avendo che
d®i(x) : h = h+ tn(z)dv,(h) + v(x)dn,.(h),
segue che
Vi, () = I +tVn(z)v(z)
tVou(x)

Notiamo che vale
VI, (z) - VI (z) = I + tv(z) (Vn(z) + Vin(z)) + OF);
passando al determinante, deduciamo che
det(VI®(z) - VI®(2)) = 1 + 2tv(2) Te(Vn(z)) + Ot?) = 1 + tv(z) H(z) + O(?),

ricordando che la curvatura media é per definizione la traccia della matrice jacobiana
del versore normale 7. Segue che

Area(X;) = /2 (1 + 2tv(x)H(z) + O(t?)) dH(x).

Deduciamo che

d
0= EArea(Et)

:/E 2u(z)H(x) dH(z);

questa relazione vale per ogni v € C!(3g; R). Applicando il lemma 6.2.1, deduciamo
che H =0 in Y. ]

t=0

Osservazione 1.3.11. La dimostrazione data, pur non essendo del tutto rigorosa, non
risponde ad una domanda fondamentale: esiste una superficie 3 che abbia I' come bordo?
Abbiamo dato per scontato che la risposta sia affermativa, tralasciando volutamente
una questione molto delicata.
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Capitolo 2

Metodo diretto

Siano dati un insieme X ed un funzionale F': X — (—o00, 4+00|. Vogliamo mostrare che
sotto certe condizioni su F' e su X é possibile dedurre I'esistenza di punti di minimo per
Fin X in maniera completamente astratta. Questo approccio, profondamente diverso
da quello adottato finora, ¢ noto come "metodo diretto" e si é sviluppato a partire
dall’inizio del 1900.

2.1 Un approccio astratto

Vogliamo trovare ipotesi abbastanza generali per dedurre in astratto 1’esistenza di punti
di minimo per un funzionale F' definito su uno spazio X.

Introdurremo nozioni sequenziali di compattezza e semicontinuita inferiore. Questo
approccio é coerente, autocontenuto e descrive bene tutti i casi rilevanti. Ovviamente
le suddette nozioni sono anche di natura topologica, per cui si possono riformulare gli
enunciati con un linguaggio leggermente diverso. Precisiamo anche che i due approcci
non sono del tutto equivalenti.

2.1.1 Teorema di Weierstrass

Definizione 2.1.1 (Nozione di convergenza).

Sia X un insieme e sia X I'insieme delle successioni a valori in X. Una nozione di
convergenza ¢ un qualunque sottoinsieme S di XN x X. Una successione (a,,), si dice
convergente se esiste [ € X tale che ((a,)n;l) € S.

Osservazione 2.1.2. Nella definizione 2.1.1 dichiariamo quali sono le successioni in X
convergenti e quali sono i loro limiti. Non introduciamo alcuna proprieta aggiuntiva,
come 'unicita del limite o la proprieta di passaggio alle sottosuccessioni.

Nel seguito supporremo che X sia un insieme dotato di una nozione di convergenza.
Definizione 2.1.3 (Compattezza e semicontinuita).
e Un sottoinsieme K di X si dice relativamente compatto rispetto a S se per ogni

successione (z,), in K esiste una sottosuccessione convergente rispetto a S (non
necessariamente ad un punto in K).
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e Un sottoinsieme K di X si dice compatto rispetto a S se per ogni successione (),
in K esiste una sottosuccessione e un punto z, in K tale che (z,, ), converge ad
T Iispetto a S.

e Una funzione F': X — (—o0, +00]| si dice semicontinua inferiormente rispetto a S
se per ogni successione (z,), che converge ad ., rispetto a S vale che

liminf F(z,) > F(2s).

n—-+0o00

Teorema 2.1.4 (Teorema di Weierstrass).
Sia F: X — (—o00,+00] una funzione semicontinua inferiormente rispetto a S.
Supponiamo che esista una successione (x,), in X tale che

o lim, , o F(z,) =infx F,
o esiste una sottosuccessione (T, )i convergente rispetto a S ad un punto T in X.
Allora F' ammette minimo in X e x4, € punto di minimo per F' in X.

Dimostrazione. Utilizzando la semicontinuita inferiore di F', si trova che

i%fF < F(2o) < liminf F(x,,) = lim F(z,,)= i%f F.

k——+o0 k—+o00
Allora tutte le disuguaglianze sono uguaglianze e la tesi segue immediatamente. O

Definizione 2.1.5 (Coercivita).
Sia F': X — (—o00, +00] una funzione. Si dice che F' ¢ coerciva se per ogni M € R
I'insieme
Ky ={zeX| Flz) <M}
¢ relativamente compatto rispetto a S (vedi 2.1.3).

Proposizione 2.1.6. Sia F': X — (—00, +00| una funzione. Consideriamo le sequenti
proprieta:

1. F' é coerciva e semicontinua inferiormente rispetto a S;

2. per ogni M € R il sottolivello
Ky ={xeX| F(x) < M}
¢ compatto relativamente a S.

La prima condizione implica la seconda. Supponiamo che la nozione di convergenza S
goda della proprieta di passaggio alle sottosuccessioni (cioe se (xy,)nen CONVETGE A Top
nel senso della definizione 2.1.1 lo stesso vale per ogni sottosuccessione) e di unicita del
limite. Allora la seconda condizione implica la prima.

Dimostrazione. Supponiamo che F' sia coerciva e semicontinua inferiormente. Siano
M € R e (x,), una successione in K);. Dalla relativa compattezza di K, deduciamo
che esiste una sottosuccessione (z,, ), convergente a Z; dalla semicontinuita inferiore
di F' deduciamo che

F(zs) < liminf F(z,,) < M;

k——+oo
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in particolare z,, € K.

Viceversa, supponiamo che per ogni M € R il sottolivello K,; sia compatto; in
particolare, K, é relativamente compatto. Dobbiamo provare che I’ € semicontinua
inferiormente. Sia (z,), una successione in X che converge a x.,; supponiamo per
assurdo che

F(2s) > liminf F(x,).

n—-+4o0o

Poniamo
[ :=liminf F(x,)

n——+o0o
e notiamo che | < +o00. Sia € > 0 tale che | + ¢ < F(z); esiste una sottosuccessione
(@n, )k contenuta in K. Per compattezza, esiste una ulteriore sottosuccessione (xnkh) h
che converge ad un elemento in K, .. Per le proprieta di passaggio alle sottosuccessioni
e di unicita del limite, tale sottosuccessione converge a ., cioe

F(zs) <l4+e < F(2o0).
[

Osservazione 2.1.7. Dato un funzionale semicontinuo inferiormente, la coercivita implica
la compattezza di tutti i sottolivelli (vedi 2.1.6); allora deduciamo le ipotesi del teorema
di Weierstrass (vedi 2.1.4). Generalmente si verifica che F' ¢ semicontinuo inferiormente
e coercivo. Ad essere precisi, ¢ possibile indebolire la richiesta di coercivita richiedendo
che esista almeno un sottolivello relativamente compatto e non vuoto.

Esempio 2.1.8. Siano  C R™ un aperto (eventualmente Q@ = R") e F': Q — (—o0, +0]
una funzione. Ricordando che un insieme K ¢ relativamente compatto in €2 se e solo se
la sua chiusura in R™ & contenuta in €2 ed é limitata, é facile verificare che i seguenti
fatti sono equivalenti:

e [ ¢é coerciva;
e per ogni successione (z,), in €2 tale che F(z,) — 400 vale che

lim |z,| = +occ oppure lim dist(z,;08) =0.
n—-+00 n—-+00

Il teorema di Weierstrass & ’enunciato chiave in questo approccio (il metodo diretto);
é un risultato tanto semplice quanto profondo perché mette in luce le due ipotesi
essenziali che garantiscono l’esistenza del minimo: servono proprieta di compattezza
su X e di semicontinuita inferiore su F' (anche molto blande, ma compatibili).
L’introduzione di queste semplici idee ha aperto la strada al Calcolo delle Variazioni,
rivoluzionando I’approccio allo studio dei problemi di minimo.

Geodetiche in uno spazio metrico

Presentiamo un primo esempio di applicazione del metodo diretto, basato su un risultato
fondamentale di compattezza, il teorema di Ascoli-Arzela.

Sia dato uno spazio metrico compatto (X;d). Sia v : [0,1] — K una funzione
continua. Ricordiamo che la lunghezza di una curva v ¢ definita come

L(v) = sup {Zd(V(ti)W(ti—l)) O=tg <t <---<t,= 1} :

Ricordiamo anche il seguente enunciato.
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Lemma 2.1.9. Sia vy : [0,1] = K una curva di lunghezza finita 1. Esiste un omeomor-
fismo o :[0,1] — [0, 1] che fissa gli estremi ed é tale che v o o ¢ l-lipschitziana. Inoltre,
¢ ovvio che L(vy) = L(yo o).

Proposizione 2.1.10. Siano g, x; punti in K tali che esiste una curva vy di lunghezza
finita | che connette xo e x; (ovvero v(0) = xy e (1) = x,). Esiste una curva di
mintma lunghezza che connette xy e x1.

Dimostrazione. Definiamo l'insieme
X:={0¢€C°[0,1];K) | 6(0) = zo, (1) = z1, 0 & l-lipschitziana} .
Date 60,6, € X, poniamo

D(01;02) := sup d(6:(x); 02(x)).

zeK

Naturalmente (X; D) ¢ uno spazio metrico ed ¢ compatto per il teorema di Ascoli-Arzela.
Notiamo che il funzionale L : X — [0, +00) ¢ semicontinuo inferiormente: infatti, fissata
una partizione P, diciamo 0 =ty <t; <--- <t, =14di [0,1], il funzionale

Lp(0) = Z d(y(ti); v(ti-1))

¢ continuo in (X; D); allora L ¢ semicontinuo inferiormente perché ¢ estremo superiore
di funzionali continui. Per ipotesi X é non vuoto; per il teorema di Weierstrass (vedi
2.1.4), esiste 6y € X che minimizza L in tale spazio. Per concludere, notiamo che se 6 &
una curva che connette xy e x1, vale che

e se L(0) > [, allora L(0) > L(6,);

e se L(A) <, esiste una riparametrizzazione o tale che oo € X e L(6 o) = L(6)
(vedi 2.1.9). Segue che L(6) > L(6,).

]

2.1.2 Compattezza e semicontinuita inferiore negli spazi di Ba-
nach

Sia assegnato E uno spazio normato; denotiamo con [E’ il suo duale topologico dotato
della norma operatoriale. Ricordiamo il seguente teorema fondamentale di compattezza,
che presentiamo nella versione sequenziale (perché cio ¢ sufficiente ai nostri scopi).
Introdurremo le dovute generalizzazione quando sara necessario.

Teorema 2.1.11 (Banach-Alaoglu sequenziale).

Supponiamo che E sia separabile. Allora la palla unitaria chiusa é compatta rispetto
alla convergenza debole*. Equivalentemente, se (Ly), € una successione limitata in B/
esistono una sottosuccessione (Ly, )i, ed un elemento Lo, € E' tale che

o ||Loollp <liminfy i ||Ln,|lg s

o L, = Lo, cio¢ per ogni x € E vale che L,, (z) = Lo(z) (come successione di
numeri reali).
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Corollario 2.1.12. Supponiamo che E sia riflessivo e separabile. La palla unitaria
chiusa in E & sequenzialmente compatta rispetto alla convergenza debole. Equivalente-
mente, se (T,)n € una successione limitata in E, esistono una sottosuccessione (xp, )i
ed un elemento T

o [|Toollg < Timinfy oo (|2, [l

® I, — To, cioé per ogni L € E' vale che L(x,, ) — L(zs) (come successione di
numeri reali).

Per le dimostrazioni di 2.1.11 e 2.1.12, si veda [1].

Nel seguito considereremo le nozioni di compattezza, relativa compat-
tezza, coercivitd e semicontinuita inferiore relativamente alle nozioni di
convergenza debole o debole* (a seconda dei casi).

Proposizione 2.1.13. Supponiamo che E sia riflessivo e separabile. Sia F : E —
[0, +00] un funzionale. Sono fatti equivalenti:

1. F ¢ debolmente coercivo, cioé i sottolivelli sono relativamente compatti rispetto
alla convergenza debole;

2. per ogni successione (), in E tale che ||z,|z — +oo vale che F(x,) — +00.

Dimostrazione. Supponiamo che F' sia debolmente coercivo; sia (x,,), una successione
in E tale che ||z,|[g = +o00. Se fosse liminf,, , . F(z,) < +o00, esisterebbero una
sottosuccessione (z,, )r € M € R tali che F(z,,) < M per ogni k € N. Per coercivita,
esisterebbe una ulteriore sottosuccessione (non rinominata) ed un punto =, € E tale
che x,, — x. Tuttavia, questo ¢ assurdo perché (z,, ), ¢ una successione debolmente
convergente in E e non ¢é limitata in norma.

Vicecersa, sia (z,), una successione in [ tale che F(z,) < M < +oc per ogni n € N.
Per ipotesi, deve valere che (x,), ¢ limitata in norma. Per il corollario 2.1.12, esistono
una sottosuccessione (non rinominata) e un elemento z, in E tale che z,, — ... Quindi
F' ¢é debolmente coercivo. O

Ricordiamo il seguente risultato.
Teorema 2.1.14 (Teorema di rappresentazione di Riesz - 1).
Siano dati uno spazio mensurale (X; M; p) o-finito e p € [1,+00). Detto p' € (1, +oq]

I'esponente coniugato di p, definiamo la mappa J : LP (X) — (LP(X))' tale che per ogni
g € L (X) per ogni f € LP(X) vale che

Jo([f) :Z/Qfg dp.

J ¢ un’isometria lineare bigettiva; in particolare il duale di LP(X) ¢ isometrico a L” (X).
Si denota con

< g, f>=Jy(f) = /Qfg dp

laccoppiamento di dualita. Segque che se p € (1,400), LP(X) é uno spazio di Banach
riflessivo.

Osservazione 2.1.15. Ricordiamo che se Q C R? & un aperto, M ¢ la o-algebra dei
misurabili secondo Lebesgue in Q e p ¢ la misura di Lebesgue su M, lo spazio LP(2) ¢
separabile per p € [1,+00). In particolare, se p € (1, +00) vale il corollario 2.1.12. Se
p = +oo vale, invece, il teorema 2.1.11 (infatti L'(£2) & separabile).
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2.2 Convergenza debole e debole* negli spazi di So-
bolev

Gli spazi di Sobolev costituiscono ’ambientazione naturale per la definizione di funzionali
integrali dipendenti dalle derivate. Inoltre, hanno buone proprieta di compattezza;
vogliamo introdurre una nozione di convergenza che si presti bene allo studio dei problemi
variazionali, che preservi la compattezza e che renda semicontinui inferiormente molti
funzionali.

Definizione 2.2.1 (Convergenza debole e debole* in W1, p(£2)).
Siano  C R? un aperto, p € [1,+00], (uy), € u in WLP(Q).

e Se p < +o0, diremo che (u,), converge debolmente a u in W'?(Q) se u,, — u in
LP(Q) fortemente e Vu,, — Vu debolmente in (LP(9))?; scriveremo u,, — u in

Wie(Q).

e Se p = +oo, diremo che (u,), converge debole* a u in WH>(Q) se u, — u
uniformemente e Vu, — Vu debole * in (L*(Q))?% scriveremo u, — u in

Wie(Q).

Osservazione 2.2.2. Possiamo prendere 2.2.1 come definizione della convergenza debole
e debole* negli spazi di Sobolev, dal momento che lo spazio (W!'?(€))’ non ha una
descrizione semplice. Inoltre, il seguente teorema mostra che la definizione 2.2.1 puo
essere indebolita; tuttavia, abbiamo scelto di presentarla nella forma suddetta per
comodita e semplicita espositiva. Inoltre questa scelta basta ai nostri scopi ed &
motivata dagli esempi seguenti.

Teorema 2.2.3. Siano Q C RY un aperto limitato di classe C1, p € (1,400), (tn)n
una successione in WP(Q) e u una funzione in LP(Q2). Sono equivalenti i sequenti fatti:

1. ue Wh(Q) e u, — u debolmente in WHP(Q);

2. ue Wh(Q) e u, — u debolmente in LP(Q?) e Vu, — Vu debolmente in LP(Q);
3. un — u debolmente in LP(Q) e sup,, [|Vun||5q) < +00;

4. up — u fortemente in LP(Q) e sup,, || V|| 1y q) + 00

Dimostrazione. 1 = 2 L’implicazione & ovvia. 2 = 3) Se u € W'(Q) e u, — u
debolmente in W'?(Q), dalla definizione 2.2.1 segue che Vu,, — Vu debolmente in
(LP(2))%; in particolare (Vuy,), ¢ limitata in norma in LP((2).

3 = 4) Se u,, — u debolmente in LP(2), allora (u,), ¢ limitata in norma in LP(S2).
Dall’ipotesi, allora, segue che (uy), ¢ limitata in norma in W'?(Q). Per il teorema di
immersione compatta (vedi 6.4.48), esistono una sottosuccessione (u,, ), € una funzione
v tale che u,, — v fortemente in LP(2). Siccome u,, — u debolmente in LP(2), segue
che v = u. Per la precisione, abbiamo provato che ogni sottosuccessione ammette una
ulteriore sottosuccessione che converge fortemente a u in LP(2). Concludiamo che tutta
la successione (uy,), converge a u fortemente in LP(£2).

4 = 1) Per il teorema di Banach-Alaoglu sequenziale (vedi 2.1.11), esistono una
sottosuccessione (Vu,, ), e una funzione v tale che Vu,, — v debole in (LP(Q))?. Presa
una funzione test p € C°(Q2) per ogni h € N vale che

/ Up, Vo dv = —/ Vi, o dx.
Q Q
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Passando al limite troviamo che

/quodx:—/wvdx.
Q Q

Precisiamo che il passaggio al limite al right hand side segue dal fatto che Vu,, — Vu
in (LP(Q2))¢, quello al left hand side ¢ giustificato percheé w,, — u fortemente in
L*(Q), quindi in L{ (). Deduciamo che u € W'?(Q). Abbiamo mostrato che ogni
sottsuccessione ammette una ulteriore sottosuccessione che converge a u debolmente in

WhP(Q). Concludiamo che tutta la successione (u,),, converge a u in WhP(Q). O

Osservazione 2.2.4. Nel contesto del teorema 2.2.3, se p > d la convergenza forte in
LP(Q)) diventa uniforme in 2 per il teorema di Morrey (vedi 6.4.41). In questo modo ¢é
possibile trattare anche il caso in cui p = +o0: infatti lo spazio W () si immerge
con continuita in W4(Q), scegliendo ¢ abbastanza grande in modo che sia maggiore
di d. Allora ¢ possibile ottenere un enunciato analogo al teorema 2.2.3 nel caso in cui
p = +00.

Corollario 2.2.5. Siano Q C R? un aperto limitato e di classe C* e p € (1,+00). Gli
insiemi limitati in W5P(Q) sono relativamente compatti rispetto alla convergenza debole
(vedi 2.2.1). Equivalentemente, se (uy), € WIP(Q) una successione limitata, esistono

una sottosuccessione (non rinominata) e una funzione u € WYP(Q) tali che u, — u
debolmente in W'P(Q), cioe

o u, — u fortemente in LP(S2),
o Vu, — Vu debolmente in (LP(Q2))?

Dimostrazione. Per ipotesi vale che

SUp [[tn || 1) + [ Vall 1oy < +o0.

Per il teorema di Banach-Alaoglu sequenziale (vedi 2.1.11), esistono una sottosuccessione
(non rinominata) e una funzione u tale che u, — u in L?(Q2). Notiamo che & verificata
la terza condizione del teorema 2.2.3; deduciamo che u € WP(Q), u,, — u fortemente

in L?(Q) e Vu,, — Vu debolmente in (L?(Q))%. O

Osservazione 2.2.6. 11 corollario 2.2.5 e il teorema 2.2.3 caratterizzano la relativa
compattezza rispetto alla convergenza debole negli spazi di Sobolev. Nelle stesse
ipotesi su () del corollario 2.2.5, si puo ottenere un’analoga caratterizzazione nel caso
p = +oo: data una successione (u,), limitata in W1>(Q), scegliamo ¢ € (d, +00)
a caso; naturalmente W°(Q) si immerge in maniera continua in W14(Q). Per il
teorema di Morrey (vedi 6.4.41), esistono una sottosuccessione (non rinominata) ed
una funzione u € L9(fQ) tale che u, — u uniformemente in . Deduciamo che
u € L>®(Q). Per il teorema di Banach-Alaoglu sequenziale (vedi 2.1.11) esistono una
ulteriore sottosuccessione (non rinominata) ed una funzioni v € L>(Q;R?) tale che
Vu, = v debole * in L>(Q). Si verifica facilmente che v = Vu in senso debole, quindi
u € Whee(Q).

Proposizione 2.2.7. Siano Q C R un aperto limitato e di classe O, p € (1,+00),
X C WhP(Q) un sottoinsieme chiuso rispetto alla convergenza debole in W1P(Q)
(eventualmente X = WP(Q)) e F : X — (—o0,+00] un funzionale. Sono fatti
equivalenti:
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1. F ¢ debolmente coercivo, nel senso che tutti i sottolivelli sono relativamente
compatti rispetto alla convergenza debole in WHP(Q);

2. per ogni successione (uy), C X tale che ||unH1’p7Q — +o00 vale che |F(u,)| — +oo.

Dimostrazione. Supponiamo che F' sia debolmente coercivo. Data (u,,), C X tale che
F(u,) < M < +o00 per ogni n € N, esistono una sottosuccessione (non rinominata)
ed una funzione u € X tale che u, — wu debolmente in W'?(Q). Dalla definizione
2.2.1 segue che (u,), ¢ una successione limitata in W?(2). Dunque, se (u,), ¢ una
successione in X tale che [[u, |, o — 400, deve valere che F'(u,) — +o00.

Viceversa, sia (u,), una successione in X tale che

sup F'(u,) < +oc.

n

Per ipotesi, esiste una sottosuccessione (non rinominata) tale che

sup [[unl]; , o < +o0.
n

A meno di estrarre una ulteriore sottosuccessione, per il corollario 2.2.5, esiste un
elemento u € W' tale che u,, — u debolmente in W'?(Q). Essendo X chiuso rispetto
alla convergenza debole, deduciamo che v € X. Abbiamo mostrato che ogni sottolivello
¢ relativamente compatto in X rispetto alla convergenza debole in WhP(Q). O]

Osservazione 2.2.8. Se p = +oo & immediato adattare la proposizione 2.2.7 al caso di
Whee(Q).

2.3 Norme equivalenti negli spazi di Sobolev
Ricordiamo la disuguaglianza di Poincare classica.

Proposizione 2.3.1 (Disuguaglianza di Poincare).
Siano d > 1, p in [1,+00) e Q un aperto qualunque di R? limitato. Esiste una costante
c(d; p; Q) tale che per ogni u in W,P(Q) vale che

el oy < (s p: ) [Vull e

Dimostrazione. Notiamo che ¢ sufficiente mostrare la disuguaglianza per funzioni u €
C®(Q) e poi estenderla a tutte le funzioni in Wy () per densita.

Step 1: Sia u € C}(2) e supponiamo che Q C (—=M, M)?. Ovviamente, possiamo
estendere u ad una funzione in C}((—M, M)?) in modo che valga 0 fuori da 2. Denotiamo
con (r;y) € R x R4 le variabili da cui dipende u. Per il teorema fondamentale del
calcolo integrale, per ogni = € [—M, M| vale che

T Ou
u(z;y) :/Ma_x(t; y) dt.

Segue che
M1 ou
. < . .
sl < [ |5 a

M
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Integrando entrambi i membri rispetto a (z;y) € [—M, M| x [—=M, M]?~* otteniamo che
falliy = [ lutasy)] dedy
[7M7M}d

M ou
%(t,y)‘ dt) dy

ox 11(9)
Osservando che M dipende dall’ampiezza di €2, abbiamo ottenuto la disuguaglianza nel
caso p = 1.

Step 2: Analizziamo, invece, il caso in cui p > 1. Fissato r > 0 definiamo la funzione
¢r(0) = |o|" o; notiamo che ¢, € C*(R). Data u € C°(Q), vale che ¢, ou € C}().
Per quanto mostrato nel passo precedente, vale che

[pr 0 UHLl(Q) <

Y

LY(Q)

per una costante C'(2) opportuna (dipendente solo da §2). Notiamo che

r41 r+1
lor o ull = [ 1™ dudy = [l

Osserviamo che ¢!.(o) = (r + 1) |o|"; allora segue che

0r e
(r+1) ‘ dxdy
G u | G
<(r+1) (/ Ju|" d:cdy) / — dxdy
Q Q ox
Ju

— (r+ 1) |[ull". au .

(r+ 1) [[ullprsr o 92 || vy

Precisiamo che abbiamo applicato la disuguaglianza di Hélder con esponenti % er+1.
Otteniamo che

ou

r+1 r
[ull 1@y < CEOQ)( + 1) [[ull g e

)
Lr+1 (Q)

semplificando e scegliendo r = p — 1 (ricordiamo che p > 1), abbiamo che

ou

il < pC(E) | 5

Lr(Q) '
]

Osservazione 2.3.2. La dimostrazione data della disuguaglianza di Poincaré (vedi 2.3.1)
non ha nulla a che vedere con la teoria degli spazi di Sobolev, infatti abbiamo usato
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soltanto il teorema fondamentale del calcolo integrale. Ad essere precisi abbiamo
mostrato un risultato piu forte, cioé che é possibile sostituire la norma di tutto il
gradiente con una qualsiasi delle derivate. Per essere precisi, la dimostrazione data ¢
valida anche nel caso in cui €2 non sia limitato, ma ha soltanto una proiezione su un
asse coordinato che sia limitata (I’estensione al caso in cui la proiezione su una retta
qualsiasi sia limitata ¢ immediata).

Per la disuguaglianza di Poincare, se p € [1,400) e © & un aperto limitato, la
quantita [|Vul[,,q) ¢ una norma in W,y P (Q) equivalente alla norma di Sobolev Jully o
Questo principio ¢ molto utile nelle applicazione e ne forniremo una versione molto pit
generale.

Teorema 2.3.3 (Norme equivalenti in W*?((Q)).
Siano Q@ C R? un aperto connesso, limitato e di classe Ct, k € N*, p € [1,+00), E uno
spazio di Banach e T : Wk?(Q) — E un operatore lineare e continuo. Denotiamo con
Ry_1[x] Uinsieme dei polinomi in d variabili a coefficienti reali di grado al pit k — 1.
Supponiamo che

ker(T) N R*![z] = {0}.

Allora
P(u) = ||Tullg + ||vkuHLP(Q)

¢ una norma su W*P(Q) equivalente alla norma Ml p-

Dimostrazione. ® & ovviamente una seminorma; sia u € W*?(Q) tale che ®(u) = 0;
segue che Tu = 0 e V*u = 0. Per il lemma di Du Bois-Reymond (vedi 6.2.3), essendo
2 connesso, u ¢ un polinomio di grado al pit £ — 1. Dalle ipotesi deduciamo che u = 0,
ovvero che ® ¢ una norma. Per la linearita e continuita di 7', é banale dedurre che
esiste una costante C; > 0 tale che per ogni u € W*P(Q) si ha che

®(u) < Crlullypa -

Dobbiamo mostrare che esiste una costante Cy > 0 tale che per ogni u € W*P(Q) vale
che
lully po < Co®(u).

Procediamo per assurdo. Supponiamo che per ogni n € N esista u,, € W*?(Q) tale che
HunHk,p,Q > n®(un).

Per 'omogeneita delle norme, si puo assumere che [|u, ||, , o =1 per ogni n € N; allora
®(u,) < % per ogni n € N. In particolare T'(u,) — 0 in E ¢ V*u,, — 0 fortemente in
LP(€2). Abbiamo che (u,), ¢ una successione limitata in W*?(2); a meno di passare
a sottosuccessioni (non rinominate), si puo assumere che Viu, — Viu fortemente in
LP(Q) per ogni i € {1;...;k — 1} (¢ una versione iterata del teorema di immersione di
Sobolev 6.4.43). Nel nostro caso, perd, abbiamo che u,, — u fortemente in W*?(Q) e
V¥#u = 0. Per il lemma di Du Bois-Reymond (vedi 6.2.3), u ¢ un polinomio di grado al
pitt k — 1. Abbiamo dedotto che u, — u fortemente in W*?(Q). Per continuita di T,
deduciamo che T'(u,) — T(u) = 0 in E. Allora u € ker TN Ry_1[z]; segue che u = 0.
Abbiamo che

L= lim 0 = lullo =0,

che é chiaramente assurdo. O
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2.3. Norme equivalenti negli spazi di Sobolev

Il seguente risultato mostra come costruire una proiezione lineare sullo spazio dei
polinomi.

Lemma 2.3.4. Siano Q C R un aperto limitato, p € [1,+00), k € NT e R;_,[x] lo
spazio dei polinomi di grado al pit k — 1 contenuto in W*P(Q). Esiste un’applicazione
lineare e continua P : WHP(Q) — WkP(Q) tale che

o P(WFP(Q)) C Ry [a],
o per ogni u € Ry_1[z] vale che P, = u.

Dimostrazione. Osserviamo che Ry_;[x] & un sottospazio di dimensione finita di W*»(().
Sia {vi;...;v,} una base di Ry_1[z]; dato u € Ry_1[z] esistono e sono unici dei
coefficienti tali che

n

i=1

Per ogni i € {1;...;n} definiamo ¢; : Rx_;[z] — R tale che ¢;(u) = \;. L’applicazione
(i ¢ continua rispetto alla norma |||, ,, (infatti, tutte le norme in Ry4[z] sono
equivalenti). Per il teorema di Hahn-Banach, ¢; si estende ad un’applicazione lineare
continua definita su W*P(Q). Definiamo

P, = Z i(u)v;.
i=1

E immediato verificare che
o P:WFP(Q) — WFP(Q) ¢ lineare ed ¢ continua,
e P, € Ry_1[z] ed é l'identita su Ry_;[z].
O

Osservazione 2.3.5. Nel contesto del lemma 2.3.4, se k = 1 possiamo scrivere esplicita-
mente una proiezione sulle funzioni costanti. Basta porre

1
P, = m/gu(x) dx.

Corollario 2.3.6 (Disuguaglianza di Poincaré generalizzata).

Nel contesto del teorema 2.5.3, sia A : W*P(Q) — E un operatore lineare e continuo
tale che Ry,_1[x] C ker(A). Esiste una costante C > 0 tale che per ogni u € WkP(Q)
vale che

|Aully < Cf[VFul] g -
Dimostrazione. Sia P : WHP(Q) — WkP(Q) la proiezione data dal lemma 2.3.4 (osser-

viamo che P ¢ lineare e continua anche prendendo W*?(Q), dotato della sua norma,
come spazio di arrivo). Per il teorema 2.3.3, la mappa

O(u) = ||Pullyp0 + HvkuHLP(Q)
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¢ una norma equivalente in W*?(Q). Dalla linearita e continuita di A (rispetto alla
norma |||, ), si deduce che esiste una costante C' > 0 tale che per ogni u € W*?(9)
vale che

[Aully )0 < CP(u).

Per le ipotesi su ker A, per ogni u € W*?(Q) vale che Au = A(u — P,). Segue che
|Aully < C®(u = F) = C|Pu-p,llypa + Cl[Viull gy = C IV ] ey
essendo P,_p, = P, — P, = 0. ]

E possibile utilizzare il corollario 2.3.6 per ottenere una nuova dimostrazione della di-
suguaglianza di Poincare (vedi 2.3.1); vogliamo presentare altre utilissime disuguaglianze
integrali.

Corollario 2.3.7 (Disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger).
Nel contesto del corollario 2.5.6, per ogni v € WP(Q) poniamo

1
Uq = 7@ /Qu(x) dz.

Esiste una costante c(d; p; Q) tale che per ogni u in WHP(Q) vale che
Ju— UQHLP(Q) < c(d;p; Q) Hvu”Ll’(Q) :

Dimostrazione. L’operatore A : WP(Q) — LP(Q) tale che A(u) == u — ugq ¢ lineare
e continuo; inoltre ker(A) contiene le costanti. Si conclude applicando il corollario
2.3.6. O

Corollario 2.3.8 (Disuguaglianza di Poincaré-Sobolev-Wirtinger).
Nel contesto del corollario 2.3.6, se p < d, per ogni q € [1,p*] esiste una costante C' > 0
tale che per ogni u € W'P(Q) vale che

lu = vall o) < ClIVUll Loy »
avendo posto
1 /
uq = u(z) dx.
2 Jo

Dimostrazione. Per il teorema di immersione (vedi 6.4.43), I'operatore A : WP(Q) —
L9(92) tale che A(u) == u — uq ¢ lineare e continuo; inoltre ker(A) contiene le costanti.
Si conclude applicando il corollario 2.3.6. ]

Alcuni esempi significativi

Esempio 2.3.9. Siano Q C R? un aperto limitato e di classe C*, g : © — [0, +o0]
una funzione boreliana e p € (1, +00). Ricordando che ogni funzione in LP(€2) ha un
rappresentante boreliano e che la composizione di funzioni boreliane é una funzione
boreliana (quindi misurabile), per ogni u € W'?(Q) possiamo ben definire il funzionale

Flu) = /Q [Vl + g(z;0)] da.

Supponiamo che per quasi ogni g valgano le seguenti ipotesi:
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e per quasi ogni x € Q) vale che g(z;-) : R — [0, +00] ¢ semicontinua inferiormente;

e csiste una costante C' > 0 tale che per quasi ogni x € €2 si ha che che per ogni
u € R vale che g(z;u) > C |ul’.

Allora F' coerciva e semicontinua inferiormente rispetto alla convergenza debole in
WhP(Q). In particolare, F' ha minimo in W?(Q).

Dimostrazione. Iniziamo verificando la debole semicontinuita inferiore. Siano (uy)n
una successione in Wh(Q) e u € WHP(Q) tale che u,, — u debolmente in W1P(Q).
Dobbiamo provare che

F(u) < liminf F(u,).

n——+o0o

A meno di passare a sottosuccessioni, possiamo supporre che il limite inferiore sia un
limite. Poiché u,, — u fortemente in L”(£2), a meno di ulteriori sottosuccessioni, si puo
anche supporre che u,, — u puntualmente per quasi ogni x € ). Utilizzando il lemma
di Fatou, la semicontinuita inferiore della norma rispetto alla convergenza debole negli
spazi di Banach (vedi [1]) e le proprieta di g, si ottiene che

lim F(u,) >hm1nf/ |V, |” d:B—I—hmmf/ g(x; uy,) do
n—+o0 n—+o0 n—+oo o

2/|Vu]p d:c—i—/liminfg(x;un) dx
Q qQ "o

Z/Q|Vu|p dx+/Qg(x;u) d
— Flu)

Dobbiamo mostrare che F' ¢ debolmente coercivo in WP(Q). Per la proposizione 2.2.7,
possiamo equivalentemente mostrare che se (u,), ¢ una successione in W?(Q) tale che
[unll; o — +00, allora vale che F'(u,) — +00. Per le ipotesi su g, per ogni n € N vale
che

F(u,) > / [[Vun|” 4+ C |u,|’] dz
0
allora, se [luy ||, — +00, deduciamo che F'(u,) — +oc. u

In generale, 'ipotesi che g(x;u) > 0 senza ipotesi di crescita su g non garantisce
I'esistenza del minimo per il funzionale

F(u) = / [Val? + gl )] da

in W1?(Q). Basta considerare il caso in cui g(z;u) := e¢*. Se u,, == —n, vale che

lim F(—n)= lim e " dr=0.

n—-+0o n——+oo Q

Tuttavia, ¢ facile mostrare che per ogni u € W?(Q) vale che F(u) > 0.

Esempio 2.3.10. Siano 2 C R? un aperto limitato e di classe C', g : @ x R = R
una funzione boreliana tale che per quasi ogni z € ) la mappa g(z;-) é semicontinua
inferiormente e ug € W'?(Q2). Consideriamo il funzionale

Fu) = / IVl + g(a; )] d,
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definito in W, ?(€2). Supponiamo che esistano costanti co,c; > 0 e ¢ € [1,p) tali che
per quasi ogni x € ) per ogni u € R vale che

g(z;u) > —cog — 1 ul?.
Allora F' ¢ ben definito e ammette minimo.

Dimostrazione. Innanzitutto dobbiamo mostrare che il funzionale F' ¢ ben definito.
Applicando la disuguaglianza di Poincaré (vedi 2.3.1) e il fatto che u — ug € Wy ()
(vedi 6.4.58), deduciamo che per ogni u € WP(2) vale che

/g(aﬁ;u) dr > —/[CO + 1 [ul?] dx
Q Q

=—cZ(Q) —a HUHLq(Q

> e Z() = (o1 [oll ey + 1 lluo = ey )

> —cg ZL(Q) — 2 —¢3 || V(uo — u)|| 70

> = ZL(Q)—cr—ca ||vu||L1’(Q) =-C' - ”VUH%P(Q) 5

a meno di rinominare opportunamente le costanti. Deduciamo che
Flu) > ||VU'||§,P(Q) - ||VU||%p(Q) -,

da cui segue che il funzionale I’ & ben definito in W,;?().

Innanzitutto osserviamo che W,?(€2) & uno spazio debolmente chiuso in W'?(Q).
Infatti, se (uy), € una successione in W,?(Q2) debolmente convergente a u in W'?(Q),
per definizione (vedi 2.2.1) u,, — u fortemente in LP(Q). Per continuita della traccia, si
ha che Tr(u,) — Tr(u) fortemente in L?(99), cioe u € W,2(Q).

Mostriamo che F & debolmente coercivo in W;?(€2). Per la proposizione 2.2.7, ¢
sufficiente mostrare che se (u,), ¢ una successione in X tale che [[u,||, , o — +00, allora
F(u,) — +oo. Utilizzando la disuguaglianza di Poincare (vedi 2.3.1) e il fatto che
Up — g € WyP(Q) (vedi 6.4.58), otteniamo che

||“nHLp(Q) < “uOHLP(Q) + flun — U’OHLP(Q)
< ol Loy + C IVun = Vol 1y
< ol ooy + C IVuoll oy + C I Vtnll oq) -

Allora, se |[uy||; , o = 400, deve necessariamente valere che ||V, q) — +00. Vale
che
F(un) 2 [Vl = C" IVl 1p9) — €5

essendo p > ¢, segue che F(u,) — +o0, cioé F' & coercivo.

Vogliamo mostrare che F' ¢ semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza
debole in W?(Q2). Sia (uy), una successione in W;?(€2) che converge debolmente a u.
Dobbiamo provare che

F(u) < liminf F(u,).

n—-+00

Per definizione, vale che u,, — u fortemente in L?(§2) e Vu,, = Vu debolmente in LP(£2).
A meno di estrarre una sottosuccessione, si pud supporre che il limite inferiore sia un
limite. Esiste una ulteriore sottosuccessione, non rinominata, tale che w,(z) — u(x)
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puntualmente per quasi ogni z € (). Per la semicontinuita inferiore rispetto alla
convergenza debole della norma in uno spazio di Banach, vale che

liminf/|Vun]p dx2/|Vu|p dx.
Q Q

n—+4o0o

Quindi, ¢ sufficiente mostrare che

o ' S ' .
I%Iill&f Qg(x,un) dx > /Qg(x,u) dx

Notiamo che per quasi ogni x € €2 vale che per ogni v € R si ha
g(w;u) + o+ ¢ ful® > 0;

Applicando il lemma di Fatou, le ipotesi su g e il fatto che se u,, — u in LP(Q)) allora la
convergenza ¢ anche in LY(2) (¢ < p e Z(Q2) < +00), troviamo che

/ lg(x;u) 4+ co + ¢ [ul] de < liminf/ [g(x; un) + co + c1 |un|?] da
0 Q

n——+oo

= {hminf g(x;un) dl’:| —I—/[Co +c |u|q] dx.
Q

n—-+o00 Q

Semplificando i termini ([|ul|qqy < +00) si ottiene la disuguaglianza desiderata.
Applicando il teorema di Weierstrass (vedi 2.1.4), si deduce che F' ha minimo in
W (X). 0

Notiamo che se ¢ > p e A\ & una costante positiva, il funzionale

Flu) = /Q[|Vu|p—/\|u|q] dz

¢ inferiormente illimitato in C2°(Q2). Infatti, per ogni v € C'°(2) tale che u non sia la
funzione identicamente nulla, consideriamo wu,, := nu. Essendo ¢ > p, vale che

i Flun) =l 1 [0l g~ 3 ol = o0

Se, invece, p = q l'inferiore limitatezza e I'esistenza del minimo per il funzionale
Fu) = /[|vu|p—x|u|q] dz
Q

in I/VO1 P(Q) dipende da A e dalla grandezza delle costanti nella disuguaglianza di Poincarée
(vedi 2.3.1) e nei teoremi di immersione di Sobolev (vedi 6.4.57).

Esempio 2.3.11. Siano Q2 C R¢ un aperto limitato e di classe C' e g € L*(Q2). Notiamo
che il funzionale

F(u) ::/Q B|Vu|2+gu1 dz

¢ ben definito in W'?(Q). Osserviamo che se [, g dz # 0, F non ha minimo in W"*(Q)
perché I'estremo inferiore ¢ —oo: notiamo che per ogni n € Z, se u,, ¢ la funzione che
vale costantemente n, allora

F(n):n/ggdx
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che tende a —o0 se n tende a 00, a seconda del segno di fQ g dx.
Supponiamo che fQ g dr = 0. Notiamo che, in questo caso, F' ¢ invariante per
traslazione, cio¢ per ogni u € W12(Q) per ogni ¢ € R vale che

F(u) = F(u+c).

Allora possiamo equivalentemente minimizzare F' nell’insieme

X = {uEWl’Q(Q) ‘ /Qudx:0}.

Mostriamo che F' é coercivo in tale spazio. Osserviamo che X € un sottospazio debolmente
chiuso in W12(2): infatti, data (u,), C X che converge debolmente a u in W1H2(Q),
vale che u,, — u fortemente in L*(Q); ¢ immediato dedurre che

lim [ (u, —u) dz =0,
n—+o0o fo

ovvero che u € X. Per la proposizione 2.2.7, possiamo provare che se (u,), ¢ una
successione in X tale che |lu,l, , o — 400 allora F'(u,) — +00. Posto

(Un)a = %/ﬁun dx,

per la disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger (vedi 2.3.7), per ogni n € N vale che
[un — (Un)Q”B(Q) <C HVUHHL2(Q) 5
per una costante C' > 0 opportuna. Essendo (u,), C X’ vale che
[tnllr20) < ClIVUnll 20 -

Allora, se [luyl|; 5o — +00, deve vale che ||[Vu,l|, , o — +00. Per la disuguaglianza di
Holder, vale che

Flu,) = /Q B|Vun|2—gu} da

1 2
Z5 Va2 — C 9l 2@ Vunll 2y s

segue che F(u,) — +00.
Proviamo che F' é semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza debole in
Wh2(Q). Siano (u,), C X e u € X tale che u,, — u in W?(Q2). Dobbiamo provare che

F(u) < liminf F(uy,).

n—-+oo
Notiamo che
||VUHL2(Q) < 171}_{13(}5 HvunHL?(Q) ’

perché la norma é sequenzialmente semicontinua inferiormente rispetto alla convergenza
debole; inoltre, vale che

/Qg(un —u) dz

Questo é sufficiente a concludere che vale il risultato di semicontinuita inferiore.
Per il teorema di Weierstrass (vedi 2.1.4), F' ammette minimo in X, quindi anche in
Wh2(Q).

lim
n—-4o00

< llgllz2 () Jm [tn = ull f2(q) = 0.
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2.4 Semicontinuita inferiore negli spazi di Sobolev

Vogliamo studiare la semicontinuita di funzionali integrali definiti in spazi di Sobolev
rispetto alla convergenza debole.

Teorema 2.4.1. Siano Q C R? un aperto, p € [1,+0) e f: Q x RM™ — [0, +o0] una
funzione boreliana. Definiamo in LP(2;RM) il funzionale

F(u) = /Q fla;u) do.

o Se f ¢ tale che per quasi ogni x € Q la mappa f(x;-) & semicontinua inferiormente,
allora F' & semicontinua inferiormente rispetto alla convergenza forte in LP(£2; RM).

o Se wvale anche che per quasi ogni x € 2 la mappa f(z;-) & convessa, allora
F ¢ convessa e semicontinua inferiormente rispetto alla convergenza debole in

LP(Q; RM).

Dimostrazione. Notiamo che F' é ben definita perché ogni funzione in L?({2) ammette
un rappresentante boreliano.
Step 1: Mostriamo il primo enunciato. Sia (u,), una successione in LP(Q; RM) che
converge fortemente a u in LP(2; RM); dobbiamo provare che
F(u) < liminf F'(u,).
) < g Fem)
A meno di estrarre una sottosuccessione, si pud assumere che il limite inferiore sia un
limite. A meno di passare a ulteriori sottosuccessioni, possiamo supporre che per quasi
ogni x € Q) vale che u,(z) — u(z). Applicando il lemma di Fatou e la semicontinuita di
f rispetto a u (per quasi ogni = € ), si trova che
liminf F'(u,) = lim F(uy,)

n—-+o0o n—-+o00

n—-+oo

= liminf/ f(z;uy,) dx
Q
>/liminff(x;un) dx

Q n—-+o00

> /Qf(x,u) dx = F(u).

Step 2: Proviamo il secondo enunciato. La convessita di F' segue banalmente da
quella di f (basta integrare la disuguaglianza di convessita nelle variabili (p;&)). La
semicontinuita di F rispetto alla convergenza debole in LP(2; RM) segue dal fatto che
ogni funzionale convesso e fortemente semicontinuo inferiormente definito su uno spazio
di Banach é debolmente semicontinuo inferiormente. ]

Teorema 2.4.2. Siano Q C R un aperto, p € [1,+00), f: Q x RY x RM — [0, +00]
una funzione boreliana tale che per quasi ogni x € € vale che

e la mappa f(x;-;-) e semicontinua inferiormente,

e per ogni u € RN la mappa f(x;u;-) & convessa.
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Denotiamo (z;u;€) € Q x RN x RM Je variabili di f. Definiamo il funzionale
F(u;v) = / flx;u;v) dx
Q

per ogniu € LP(S;RY) per ogni v € LP(Q;RM). Allora F ¢ semicontinuo inferiormente
rispetto alla convergenza forte in LP(Q;RY) e debole in LP(€; RM).

Dimostrazione. Step 1: Vogliamo mostrare che € possibile ridursi al caso in cui f sia
limitata ed equi-lipschitziana in u rispetto alle variabili (z, &), cioé che esiste L > 0 tale
che per ogni = € Q per ogni ¢ € RM per ogni u,u’ € RY vale che

|f(zsu;6) = fla, w56 < Llu—u'].
Per ogni £ > 0 consideriamo la funzione

fewiui€) = it { a5 AT+ Hu- ]}

u/ ERN
Fissiamo (z;€) € Q x R™. Dato v’ € RY, denotiamo con

1 1
Gewre(w) = f(z;u';6) A - + B lu—u'].

Notiamo che g..;..v,¢ ¢ una funzione che assume valori reali ed ¢ %—lipschitziana. Vale

che

fe(myus6) = u,iélﬂgj\, Gesoiurse (W)
E immediato osservare che f. ¢ limitata; inoltre la funzione f.(x;-; &) é estremo inferiore
puntuale di funzioni con costante di Lipschitz %, quindi & %—lipschitziana. In altri
termini, per ogni (z;&) € Q x RM per ogni w,w’ € RY vale che

Luxwa—fmw%ngém—wa

Questa ¢ I'ipotesi di regolarita che vogliamo ottenere.

Utilizzando la semicontinuita inferiore di f quasi ovunque in x rispetto alle variabili
(u; &) (serve soltanto quella rispetto a u), si verifica facilmente che per quasi ogni z € Q
vale che per ogni (u; &) € RY x RM vale che f.(z;u; &) tende crescendo a f(x;u;€) se
e — 0. Inoltre, & immediato verificare che per quasi ogni x € §2 vale che per ogni
u € RY la mappa f.(z;u;-) é convessa. Questo processo ¢ noto come regolarizzazione
di f per inf-convoluzione.

Per ogni € > 0 definiamo il funzionale

F.(u;v) = /Qfg(x;u;v) dx

per (u;v) € LP(Q;RY) x LP(Q; RM). Supponiamo che il teorema valga per F.. Sia
(tn)n una successione in LP(Q; RY) che converge fortemente a u in LP(2; RY); sia (v,),
una successione in LP(£2; RM) che converge debolmente a v in LP(Q; RM). Dobbiamo
provare che

F(u;v) < lminf F(uy,;v,),

n—-4o00
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sapendo che 'enunciato vale per F. per ogni £ > 0. Allora si ha

lim inf F'(u,;v,) > Uminf F.(u,;v,) > F.(u;v) /fE ;U5 v)

n—+o0o n—-+o0o

Passando al limite per € che tende a 0 e utilizzando il teorema di Beppo Levi, troviamo
che

lim inf F'(u,;v,) >sup/fsxuv dx—/supfg(xuv dx—/fxuv F(u).

n—-+o0o >0

Step 2: Possiamo supporre in aggiunta che f sia limitata e equi-lipschitziana in
u rispetto alle variabili (z;&). Sia (u,), una successione in LP(; RY) che converge
fortemente a u in LP(€;RY); sia (v,), una successione in LP(€;RM) che converge
debolmente a v in LP(2; R*). Dobbiamo provare che

. < 3 o . .
F(u;v) < lérili&f F(uy;vp)

A meno di passare a sottosuccessioni, possiamo assumere che il limite inferiore sia un
limite. Allora, a patto di estrarre una ulteriore sottosuccessione, si pud supporre che
un(z) — u(z) puntualmente quasi ovunque in €. Per il teorema di Egorov, esiste una
successione () crescente di sottoinsiemi di €2 tale che

e sup, Z(Q) = Z(Q),
o () < +oo per ogni k € N,
e u, — u uniformemente in £, per ogni k£ € N.

Fissiamo k € N. Sia L > 0 la costante di Lipschitz di f in u uniformemente in (z;¢).
Allora, per ogni n € N per ogni (z;&) € Q x RM vale che

[ (25 un(2); ) = [ u(2); )] < Llun(z) — u(z)]
Fissiamo k € €); per ogni n € N vale che
/Qk |f(@sun;vn) — flasusvn)| de < Llun = ull oo,y £ (O)-
Per il teorema 2.4.1, il funzionale
Gu(v) = f(z;u;v) do
Q
definito in LP(£2,; RM) ¢ semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza debole in

LY?(Qy) (¢ immediato notare che v, — v debolmente in L?(€);,)). Allora vale che

lim inf F'(u,;v,) > hmmf/ f@;un;v,)

n—-+0o n—-+00

> liminf/ f(zyu0,) do — LZ () ([u — tnll poo o)
Qp

n—-+oo
> f(x;u;v) dx.
Qp
Passando al limite per k£ che tende a +o00, per il teorema di Beppo-Levi deduciamo che
liminf F(u,;v,) > sup [ f(x;u;v) doe = / f(z;u;v) de = F(u;v).
n—+00 keN Jq, Q

Questo conclude la dimostrazione. O
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Capitolo 2. Metodo diretto

Corollario 2.4.3. Siano Q@ C R", p € [1,+00), f: Q X R™ x R™™ — [0, +00] una
funzione boreliana tale che per quasi ogni x € §2 vale che

e la mappa f(x;-;-) & semicontinua inferiormente,
e per ogni u € R™ la mappa f(x;u;-) & convessa.

Defintamo il funzionale
F(u) ::/f(x;u; Vu) dx
Q

per ogni u € LP(Q;R™). F & semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza
debole in WHP(Q); per la precisione, se (uy), ¢ una successione in WP(Q) tale che
up, — u in LP(Q) e Vu, — Vu debole in LP(Q2), vale che

liminf F'(u,) > F(u).

n—-+0o0o

Dimostrazione. La tesi é una conseguenza immediata del teorema 2.4.2. O]

Osservazione 2.4.4. E possibile modificare i teoremi 2.4.1, 2.4.2 e 2.4.3 nel caso in cui
p = 400, prendendo la convergenza debole* al posto della convergenza debole. In
questo caso, le dimostrazioni risultano semplificate perché assumiamo la convergenza
uniforme delle funzioni (non soltanto in L? per qualche p € [1,4+00)).

2.5 Semicontinuita nel caso scalare

Consideriamo un funzionale integrale del tipo

F(u) = /Qf(x;u; Vu) dx,

definito in W1P(Q; R™) per qualche p € [1,+00). Abbiamo provato che la semicontinuita
inferiore di f in (u;&) implica la semicontinuita inferiore di F' in W'P(Q; R™) e che
la convessita in ¢ garantisce la debole semicontinuita inferiore di F' in W1P(Q; R™)
(insieme ad altre ipotesi). Vogliamo mostrare che queste condizioni sono sostanzialmente
necessarie nel caso scalare.

Teorema 2.5.1. Siano Q C R? un aperto, p € [1,+00), f : RY — [0, +00) una funzione
boreliana localmente limitata tale che f(0) = 0. Consideriamo il funzionale

Flu) = /Q £(Vu) da

definito in W, P(Q).

1. Se F' ¢ fortemente semicontinuo inferiormente, allora f & semicontinua inferior-
mente.

2. Se F' ¢ debolmente semicontinua inferiormente, allora f é convessa.
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2.5. Semicontinuita nel caso scalare

Dimostrazione. Per le ipotesi di locale limitatezza di f, possiamo ben definire funzione
w : [0,400) — [0, +00) crescente tale che

w(M) = sup [(£).

<

L’ipotesi che f(0) = 0 garantisce che w(0) = 0.
Possiamo anche notare che il funzionale F' ¢ finito su tutte le funzioni di classe
C2(Q): infatti tali funzioni hanno gradiente limitato e nullo fuori da un compatto.
Step 1: Proviamo il primo enunciato. Sia (&,), una successione in R? tale che
&, — &. Dobbiamo provare che

lim inf £(&) > £(€).

Siano xg € Q e B(xg;47)) una palla relativamente compatta in Q. Sia p € C(R%; [0, 1])
una funzione cut-off con le seguenti proprieta:

e p(x) =11in B(xo;2r9));
e p(z) =0in B(xg;3ro)".
In particolare, p € C°(€2;[0,1]). Poniamo
u(z) =< & x> p(x).
Per ogni n € N sia p, € C>(R% [0, 1]) una funzione cut-off con le seguenti proprieta:
e p,(z) =11in B(xg;ro);
e p,(z) =0in B (zo;2r9)

e detto
C, = Supp(pn) \ B(x(J; 710)7

vale che (C,,), & una successione decrescente di corone circolari aventi misura che
tende a 0;

e esiste una costante C' > 0 (indipendente da n € N) tale che per ogni n € N vale

C

Voulo)| < gy

E possibile fare questa costruzione perché il gradiente di p,, & dell’ordine del reciproco del
raggio di C), (che puo essere scelto dell’ordine di |, — £]) e la costante C' puo essere resa
indipendente da n costruendo la successione per riscalamento di un unico profilo. Inoltre,

. . . . 1
a meno di estrarre una sottosuccessione, possiamo supporre che [§, —&| = O \/—ﬁ)

Allora otteniamo che esiste

wmwsgéasdﬂa

per una costante C’ opportuna indipendente da x e da n.
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Capitolo 2. Metodo diretto

Poniamo
Un(2) = u(x) + pp < & — & >

Notiamo che u,, — up in LP(2) (per convergenza puntuale e dominata). Inoltre, vale
che

Vu,(r) = Vug + Vpu () <& — &0 > +p(x) (€ — §).
Notiamo che

nl—lEIi-loo ||10(£n - §)||LP(Q) = 0.

Inoltre, vale che

| e )
i [[Vp, < =& >l < lim CL(C,) =0,

n——+oo

Allora Vu,, — Vug in LP(Q). Dalla semicontinuita forte di F' in W!?(€Q) deduciamo
che

liminf/Qf(Vun) dx > /Qf(Vu) dx.

n—-+00

Poniamo

Cro )= B([L’O; 4T0) \ B([L’O; 3’/“0).
Vale che

/Q f(Vw)do= [ &) da

B(zo;ro0)

+/ f(§+p(§n_§)+vpn<€n_§ux>>dx
Cn

+ / f(Vu) dx.
Q\(CnUB(l‘o;’!‘o))

Precisiamo anche che

lim
n—-+o0o

g fl&+p&n =& +Vp, <& —&x>)de

< lim [ w(|€+p(6n = &) + Von <& — & >]) do

n—-+00 Chn
< lim Z(Cp)w(M) =0,

n—-+00

dove abbiamo usato l'ipotesi che w domini f, sia strettamente crescente e che

sSup ’f—ﬂ(x)(fn—f)ﬂLVpn(ﬂ?) <€n—£,$ >’ SM

neN,z€B(z0;2r0)

per costruzione. Per il teorema di Beppo Levi, vale che

lim f(Vu) de = / f(Vu) dz.
=400 o\ (CrUB(z0;r0)) Q\B(z0;:70)
Allora vale che
liminf F(u,) = Z(B(xg;70)) liminf f(&, +/ f(Vu) dx.
i F () = 2Bl ro) lmnt f&0) + [ g9
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2.5. Semicontinuita nel caso scalare

Ricordiamo che

Flu) = 2(Bin)f(©)+ [ f(Va)de

Q\B(zo;r0)

Essendo u € C°(2), per le ipotesi su F', deduciamo che

/ f(Vu) < +00.
Q\B(zo;r0)

Semplificando i termini, troviamo che

liminf f(&,) > f(£).

n—-+00

Step 2: Siano &, & € R e A > 0. Poniamo

§=Xo+ (1 = N)&;

dobbiamo provare che
F(&) < Af(&) + (1= A)f(&)-

Siano zy € 2,79 > 0, p una funzione cut-off, C,, una corona circolare come nel passo
precedente. Definiamo
u(x) =< z,§> p(a);

notiamo che u € C°(Q).
Sia v : R — R la funzione 1-periodica, continua e affine a tratti, tale che

(2) = Az ze[0,1- )],
TN N e+ (A =12 zel-A1l.

Dato n € Nt sia p, € C®(R% [0,1]) scelta come nel passo precedente; in maniera
analoga definiamo la corona circolare C),. Poniamo

Un(x) = %U(TL < x7€1 - 50 >)

Sia
un () = u() + 0n(2) pn(2)-
Innanzitutto, osserviamo che (u,), ¢ una successione di funzioni continue e in W, ?(Q).

Vogliamo mostrare che u,, — u debolmente in W?(2). Possiamo equivalentemente
mostrare che v,p, — 0 debolmente in W1?(Q). Osserviamo che

- 1
lim f[onpallzag) < lim 2 (B(z0; 210)) = 0.

n——+o0o

Vale che
YV (Unpn) = 0,V pn + pnVug;

In particolare, vale che

. . . C'\/n
N P e P o/ T
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Capitolo 2. Metodo diretto

per come abbiamo costruito la successione (p,),. Essendo Vp,v, identicamente nullo
fuori da B(xg;4ry) deduciamo che v,Vp, — 0 in LP(Q2). Notiamo che Vv, assume
soltanto i valori &, &;. Pertanto la successione (Vv,p,), € limitata in norma L*>(€).
Per il teorema di Banach-Alaoglu (vedi 2.1.11), esistono una sottosuccessione (non
rinominata) ed una funzione w € L®(€;R?) tale che Vu,p, — w in L®(;R?). In
particolare, Vuv,p, — w debolmente in LP(Q;R?) per ogni p € [1,+00). Per il lemma
6.4.5, vale che w = Vu; deduciamo che w = 0.

Per ipotesi F' ¢ debolmente semicontinua inferiormente in W1?(Q); allora vale che

liminf F(u,) > F(u).

n—+00
Notiamo che
& x € A, C B(zg;10),
Vu, — & x € B(xo;mo) \ An,
¢+ puVu, +v,Vp, x€C,,
Vu xz € Q\ B(zo;m0);

abbiamo sezionato B(zg; 7o) con una famiglia finita (dipendente da n) di iperpiani affini
ortogonali alla direzione & — &g; nelle strisce che si formano, Vu,, alterna i valori &, &1;
abbiamo chiamato A,, I'unione delle strisce in cui Vu,, = &. Notiamo che tali strisce
hanno spessore %; le strisce in cui Vu,, = & hanno spessore % Vale che
lim ﬂ =\
n—+oo L (B(x0;70))
Sarebbe facile provare questa affermazione sostituendo B(zg;79) con un cilindro nella
direzione di & — &p. Ricordando che una palla si puo scrivere come unione numerabile
disgiunta di cilindri in direzione & — & (inoltre ogni palla ha misura finita), si estende
facilmente questo risultato anche al caso di B(z; 7).
Deduciamo anche che

lim ZL(B(wo;m0) \ An)

=1-\
n—too L (B(xg;10))

Essendo p, Vv, + v,Vp, limitato in C,, (da una costante M che non dipende da n),
abbiamo che

lim / f(Vu,) de < lim w(M) dx =0,
Cn

n—-+o0o n—-+o0o C
n

dove abbiamo usato la dominazione di f e il fatto che (C,,),, & una successione decrescente
di corone circolari di misura che tende a 0. Per il teorema di Beppo Levi, vale che

lim f(Vuy,) de = lim f(Vu) dx
=+ JO\ (ChUB(z0r0)) n—=+%0 JO\(CrUB(z05r0))

= / f(Vu) du.
Q\B(zo;r0)
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2.5. Semicontinuita nel caso scalare

Per concludere, abbiamo che

n—-4o00 n——4o0o

+ / f(Vu) dx
Q\B(zo;r0)

> (&) Z(B(x;10)) +/ f(Vu) dz

A\ B(zo;ro)

lim inf/Q f(Vuy,) de =liminf[f(&) L (A,) + f(&1) ZL(B(xo;m0) \ An)]

= F(u).

Dalle ipotesi su f e per la costruzione di u segue che

/ f(Vu) dx < +o0.
Q\B(zo;r0)

Allora deduciamo che

lim inf[f (£0) £/ (An) + f(&) £ (B(zo;70) \ An

= f(§o) L (B(zo;70))A + f(§1) Z(B(20570))(1 = A)
> (&) Z(B(zo;70));

La tesi segue immediatamente. Questo conclude la dimostrazione. n
Osservazione 2.5.2. Presentiamo alcune osservazioni a margine del teorema 2.5.1.

e L’ipotesi che f(0) = 0 non ¢é strutturale, ma serve soltanto per garantire che
il funzionale F' ¢ finito sulle funzioni con gradiente limitato e aventi supporto
compatto in . Quindi l'assunzione f(0) = 0 puo essere sostituita con qualsiasi
ipotesi che garantisca la condizione di finitezza di F. F(u) < +oo per ogni
funzione u € C2°(€2) non ¢ tecnica e non strutturale; tuttavia, é importante per
completare la dimostrazione.

e Vale un teorema analogo se F & definito in W,7(Q).

e La dimostrazione data vale anche se il funzionale F' ¢ definito su W'?(Q) (senza
condizioni al bordo) e si adatta al caso in cui p = +00, sostituendo la convergenza
debole con la convergenza debole*.

Utilizzando le stesse tecniche di localizzazione illustrate nel dettaglio nella dimostra-
zione del teorema 2.5.1, possiamo mostrare il seguente risultato.

Teorema 2.5.3. Siano @ C RY un aperto, p € [1,+0), f: Q2 x R x RY — [0, +00)
una funzione boreliana. Sia

F(u) = /Qf(x;u; Vu) dx

un funzionale definito su Wol’p(Q). Supponiamo che
e per ogni u € W, P(Q) valga F(u) < 400;

e ' sia semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza debole in WP(Q),
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Capitolo 2. Metodo diretto

e f sia continua in tutte le variabili.
Allora, per ogni (x;u) € Q X R la mappa f(x;u;-) & convessa.
Dimostrazione. Fissiamo T € Q,u € R",&,& € R e ) € [0,1]. Se poniamo
€= Mo + (1= Ny,
dobbiamo provare che
F@:0;€) < M35 60) + (1= N f(7;8: &)

Fissiamo n > 0. Dall’ipotesi di continuita di f in tutte le variabili, deduciamo che
esistono g, 0 > 0 tali che

e B(x;4ry) é relativamente compatto in €2;
e per ogni (x;u; &) € B(F;4r0) x B(u;00) x B(£;1) vale che
|flasus §) — f(z;:)] < .

Notiamo anche che &y, & € B(€,1). Siano p, (p,), funzioni cut-off, C,,, (C,), corone
circolari, v, (vy,), funzioni affini a tratti come nel secondo passo della dimostrazione del
teorema 2.5.1. Definiamo

u(e) = (@+ < £2 >)p(@), wne) = u(@) + va(2)pn(a).

Abbiamo provato che u,, — u debolmente in W'?(Q). Tuttavia, notiamo che (uy,),
converge ad u uniformemente in 2. In ogni caso, vale che

liminf F(u,) > F(u).

n—-+o00

A meno di restringere dy, possiamo supporre che
u(B(x;10)) € B(u;do).

Notiamo che

F(u) = /Q\B(j;m) f(z;u; Vu) de —i—/ flz;u; &) do

B(z;ro)

> /Q\B(x;ro)f(x;u; Vu) dw—l—/ [f (2@ ) — n] d

B(f;ro)

:/  flww V) de + LB r0))[f(#55:€) — 1.
Q\B(Z;ro)

Ragionando come nel secondo passo della dimostrazione del teorema 2.5.1, deduciamo
che

F(uy) :/ f(z;un; Vuy,) de —i—/ f(z;un; Vuy,) do
O\CrUB(Z;ro) Chn

+ [ f(ziun; &) do +/ f(zyun; &) du.
B(J_J;T’())\An

An
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2.5. Semicontinuita nel caso scalare

Poicheé u,, converge uniformemente a u, vale che

i / flasuio) de <l [ (@06 + ) do
= [f(@ &) +n] lim Z(4,)
= [f(@;u; &) + n]AZL(B(7;7m0));

analogamente, si trova che

lim f(iun; &) do < [f(T:0;6) +n)(1 — ) ZL(B(F;70)).
=+ [ B(#r0)\An
Inoltre, vale che

lim f(z;up; Vuy,) de = lim f(z;u; Vu) dx

=400 o\ (ChUB(#;70)) =+ Jo\ (CUB(3;m0))

= / f(z;u; Vu) dx.
O\B(Z;70)

lim f(z;un; Vuy,) de =0

n—-+00 Ch

Abbiamo anche che

perché (uy)n, (Vu,), sono successioni uniformemente limitate, f ¢ continua in (z;u; €)
quindi ¢é localmente limitata e (C),),, & una successione decrescente di insiemi di misura
che tende a 0. Concludiamo che

/Q\B( )f(x;u; Vu) dx + L (B(Z, 7)) [f(Z: @ €)X + f(Z: @ &) (1 — \) + 1]
> limut Flun)

> F(u)

> [ V) do o+ 2(Bin) e
Q\B(z;r0)

Rl
\.gl
S~—
|
=,

Essendo F' a valori reali, deduciamo che

/ f(z;u; Vu) de < 4o0.
Q\B(Z;r0)
Allora, segue che

L(B(x,710))[f (T3 )X + f(T50:61) (1 — A) + 1] = ZL(B(@;70))[f (%8 €) — s

dividendo per .Z(B(Z;ry)) e utilizzando il fatto che n ¢ arbitrario, si ottiene immedia-
tamente la tesi. ]

Osservazione 2.5.4. Presentiamo alcune osservazioni a margine del teorema 2.5.3.

e Lipotesi che F/(u) < 400 per ogni funzione . € W, *() & tecnica e non strutturale;
tuttavia, € importante per completare la dimostrazione.

e Vale un teorema analogo se F' & definito in W,7(€).
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e La dimostrazione data vale anche se il funzionale F ¢ definito su W'?(Q) (senza
condizioni al bordo) e si adatta al caso in cui p = 400, sostituendo la convergenza
debole con la convergenza debole*.

e L’ipotesi di continuita in tutte le variabili non ¢ necessaria e puo essere indebolita.

Precisiamo che valgono teoremi simili a 2.5.1 e 2.5.3 con le stesse dimostrazioni e
analoghe osservazioni per funzionali integrali definiti in W, *((a, b); R™) (eventualmente
con un diverso dato al bordo, oppure senza imporre condizioni al bordo, oppure se
p = +o0o sostituendo la convergenza debole con quella debole®).

In ogni caso, possiamo riassumere che nel caso scalare la variabile £ gioca un ruolo
fondamentale nella semicontinuita rispetto a (x; u).

2.6 Semicontinuita nel caso vettoriale

Nel caso vettoriale si verificano fenomeni pitt complessi rispetto a quello scalare; la
convessita dell’integranda garantisce la semicontinuita inferiore dei funzionali integrali
rispetto alla convergenza debole negli spazi di Sobolev, tuttavia ¢ ben lontana dall’essere
necessaria. Bisogna indebolire la definizione di convessita e introdurre alcune nozioni
intermedie. Le definizioni seguenti sono state date da Morrey; tuttavia la terminologia
che useremo ¢ quella di Ball.

Adotteremo la seguente notazione: data una matrice £ € R™*™ poniamo M (§) il
vettore dei determinanti di tutti i suoi minori.

2.6.1 Policonvessita

Definizione 2.6.1 (Policonvessita).
Sia f : R™" — R U {400} una funzione; detto D il numero dei minori di §& € R™ ™ si
dice che f ¢ policonvessa se esiste una funzione g : RP® — R U {+00} convessa tale che

f(&) = g(M(9))
per ogni £ € R™*",

Osservazione 2.6.2. Ovviamente una funzione f : R™*" — R U {400} convessa ¢
policonvessa. Supponiamo, pero, che n = m > 1: la funzione

f(&) = det(€)

¢ policonvessa ma non convessa.

Vogliamo mostrare che la policonvessita implica la debole semicontinuita inferiore
di funzionali integrali definiti su spazi di Sobolev.

Lemma 2.6.3. Siano m =n, p € [n,+00), @ C R™ un aperto, (ug)r una successione
in WHP(Q;R™) e u € WHP(Q; R™). Supponiamo che uy — u debolmente in WhHP(£; R™)
(vedi 2.2.1). Allora vale che det(Vu,) — det(Vu) debolmente in L= (Q). Se p = 400
vale lo stesso risultato sostituendo la convergenza debole con quella debole*.
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Dimostrazione. Innanzitutto notiamo che il determinante dello jacobiano di una funzione
in W'?(Q; R™) appartiene a L (). Supponiamo anche p < +oo0; il caso p = 400 pud
essere ottenuto con le ovvie modifiche degli argomenti che esporremo.

Step 1: Esaminiamo il caso in cui m = n = 2. Data u € C?*(2; R™) vale che

det(Tur) = ou' ou* 9wt Ou' 9 ol ou*\ 0 L ou?
n 8x1 8x2 (9961 8.772 n 8x1 81’2 8@ 81’1 ’

Integrando per parti, possiamo facilmente verificare che per ogni funzione test p € C°(2)
vale che 9 8 9 8
u” op 1 0u” op
det(Vu)p dr = — ! — dz. 2.1
/Q ¢ ( U)QD v /Q |:u 81’2 8171 Y 81‘1 81’2:| v ( )

Vogliamo estendere questa relazione a tutte le funzioni v € WHP(Q; R?). Per il teorema
6.4.23 esiste una successione (uy,), € C=°(RY) tale che u,, — u in W-?(; R?). Fissiamo

¢ € C*(Q). Ricordando che se v,, = v, w, — w in L} () allora v,w, — vw in LI%OC(Q)
(come ovvia conseguenza della disuguaglianza di Holder) e sapendo che la formula (2.1)
vale per u,, per ogni n € N, possiamo passare al limite sotto il segno di integrale: infatti,
detto €)' un aperto relativamente compatto in €2 in cui é supportata ¢, tutti gli integrali
sono in §'; notiamo anche che la convergenza di tutte le integrande ¢ in L*(€Y') (p e
tutte le sue derivate sono uniformemente limitate).

Sia u, — u debolmente in W'P(Q;R?) (vedi 2.2.1); proviamo che det(Vu,) —
det(Vu) debolmente in L2 (), cioé che per ogni funzione test ¢ € C>°(Q) vale che

lim det(Vuy,)p dx = / det(Vu)p dz.
Q

n——+o0o Q

Fissiamo una funzione test ¢ € C'2°(Q); per la formula (2.1), possiamo equivalentemente
mostrare che

lim ul Ouy, O —ut Ouy, O dr = / UlaU2 Op _ u18u2 dp
n—+00 [ " 0wy 02y "Oxq 01 n Q 0xs 011 Oy Oxo

de. (2.2)

Per definizione (vedi 2.2.1), vale che u} — u' fortemente in LP(€)). A questo punto, &
facile verificare che

ou? 0
lim ,11 Un TP der = | u'l=—=2
n—+oo [o 8372 8x1 QO 8[E2 8:L‘l

dx.

In maniera del tutto analoga, possiamo verificare che

lim 1 8ui 8—90 dr = ut Ou? Op

—— dx.
n—too o " 0wy Oxg q O0r1 01y

Step 2: Il caso n = m > 2 puo essere dimostrato per induzione, utilizzando
una diversa identita, che € possibile ottenere con strumenti di algebra multilineare.
Ci limitiamo ai passaggi essenziali della dimostrazione. Se u € C?(€);R"), possiamo
scrivere

det(Vu)dzy A -+ Adwy, = du' A--- A du”
:al(u1 du2/\~~~/\du").
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Capitolo 2. Metodo diretto

Questa formula puo essere estesa a tutte le funzioni in WH?(2; R™) intendendola in
senso distribuzionale. Sappiamo che uj, — u' fortemente in LP(£'). Per ipotesi induttiva,
possiamo assumere che

dui A« Aduff — du® A--- A du”
debolmente in L71(£2): segue che
wp, (du A= Adup) =t (du® A Adu™)
debolmente in LP(2). O

Osservazione 2.6.4. 1l risultato del lemma 2.6.3 & sorprendente, perché generalmente se
v, — v non vale che v2 — v2.

Teorema 2.6.5. Siano f : R™"™ — [0, +00| una funzione policonvessa, 2 un aperto
limitato in R™ e min{m;n} < p < 4o00. Il funzionale

Flu) = /Q £(Vu) da

definito in WHP(Q;R™) ¢ debolmente semicontinuo inferiormente. Se p = +oo il
funzionale F & debole* semicontinuo inferiormente in Who°(Q; R™).

Dimostrazione. Sia g : RP — [0, +00] convessa tale che per ogni £ € R™*™ vale che

Supponiamo p < +00; sia (u); una successione in W?(Q; R™) che converge debol-
mente a u in W1P(Q; R™). Per il lemma 2.6.3, il vale che M (u,,) — M(u) debolmente
in L'(Q): infatti il determinante di ciascun minore di taglia s converge debolmente in
L%(Q); essendo I'aperto limitato, deduciamo che i determinanti di tutti i minori (indi-
pendentemente dalla taglia) convergono debolmente in L!(Q2). Per quanto dimostrato
in 2.4.3, vale che

lim inf F(u,) = lim inf/Qg(M(un)) dr > /g(/\/l(u)) dr = F(u).

n—-4o00 n—-400 Q

Il caso p = +00 € completamente analogo. O

2.6.2 Quasiconvessita

Introduciamo la seguente definizione, per individuare una classe di funzioni di cui faremo
uso in questa sezione.

Definizione 2.6.6 (WW,>(Q)).
Dato un aperto Q C R”, si definisce W, ™(€Q;R™) come la chiusura di C°(Q;R™)
rispetto alla convergenza debole * in W1H(Q) (vedi 2.2.1).

Osservazione 2.6.7. Dalla definizione 2.6.6 segue che u € W, >°() se e solo se esiste una
successione (u,), C C>(Q) tale che u,, — u uniformemente e Vu,, — Vu debole * in L.
Supponiamo che § sia limitato: se esiste p € (1, +00) tale che u € Wy (Q) N W2 ()
allora u € VVO1 °(Q). Innanzitutto possiamo supporre p > d; per definizione esiste una
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2.6. Semicontinuita nel caso vettoriale

successione (u,), € CX(Q) tale che u, — u e Vu, — Vu in LP(Q); essendo p > d,
per il teorema di immersione compatta (vedi 6.4.48, per questo assumiamo che () sia
limitato), possiamo assumere che u,, — u uniformemente in Q2. Inoltre, abbiamo che
Vu,, — Vu debolmente in LP. Essendo Vu € L>(£2;R"), deduciamo che Vu, — Vu
debole * in L.

Definizione 2.6.8 (Quasiconvessita).

Siano f : R™*™ — R una funzione boreliana e localmente limitata e A € R™*". Si dice
che f ¢ quasiconvessa in A se per ogni aperto limitato 2 C R” per ogni ¢ € VVO1 2(Q;R™)
vale che

]ﬁ f(A+ V) do > f(A).

Osservazione 2.6.9. Il ruolo di 2 nella definizione 2.6.8 ¢ fittizio. Sia {20 C R™ un aperto
limitato. Tramite un argomento di riscalamento e un cambio di variabili, si nota che é
possibile equivalente richiedere che la disuguaglianza valga per ogni ¢ € VVO1 (Q; R™).
In altri termini, si puo supporre che €2 abbia la forma desiderata (nel seguito €2 sara un
cubo o una palla).

Vogliamo mostrare che la policonvessita implica la quasiconvessita.
Lemma 2.6.10. Sia B(0;1) la palla unitaria in R™. Per ogni v € Wy >°(B(0;1); R™)
per ogni & € R™*™ wale che

][ det(§ + Vv) dz = det(§).
B(0;1)

St dice che il determinante e una lagrangiana nulla.

Dimostrazione. Step 1: Esaminiamo il caso in cui m = 2. Per ogni u € C*(B(0; 1); R?)
vale che

det(V) = Ou' Ou®  Ou?ou' 0 u16u2 0 . ou?
N 61’1 8@ 8ZE1 8x2 N 8m1 8x2 6@ 81'1 ’

Se u € C>°(B(0;1); R?), integrando in B(0;1) ed utilizzando la formula della divergenza,
deduciamo che

9, ou? 9, ou?
det() da = ) - (w5 )] o
/3(0;1) Vu) du /B(O;l) {axl <u 02 02 ! Oy !

Se u € Wy ™ (B(0;1); R?), sia (u,), € C°(B(0;1); R?) tale che u, — u uniformemente
e Vu, — Vu debole * in L*®. Per il lemma 2.6.3, abbiamo che det(Vu,) - det(Vu)
debole * in L*°; allora vale che

0= lim det(Vu,) dr = / det(Vu) dx.

n=+00 J B(0;1) B(0;1)

Presi ¢ € R?*2 ¢ u € Wy™°(B(0;1); R?), notiamo che

1 2 1

u _ 20u
31 9% + det(Vu)| dz

2 ou ou
2 el
Ty +& ox & ox

2 (B(0: 1)) det(€) = /

B(0;1)

= / det(¢ + Vu(x)) du.
B(0;1)

det(e)+ €1

1 1
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Capitolo 2. Metodo diretto

Step 2: Nel caso generale, in cui m > 2, utilizzando 'algebra multilineare e il
teorema di Stokes, per ogni u € C°(R™; R™) possiamo scrivere

/ det(Vu(z)) dx = / du' A--- A du”
B(0;1)

B(0;1)

:/ d(uldu2/\~--/\du")
B(0;1)
:/ wup du A -+ A du.

aB

La formula trovata si estende al caso in cui u € Wy *°(B(0;1); R"), intendendola in
senso distribuzionale. In altri termini, la quantita [ B(0:1) det(Vu(x)) dx dipende soltanto

dalla traccia di u al bordo di B(0;1), per ogni funzione u € W, (Q; R™).
Siano £ € R™™ e u € Wy (B(0;1); R™); poniamo v € W1>°(B(0;1); R™) tale che
v(x) = u(x) + &x;
sia w € C°(R™;R™) tale che
w(x) = Ex;

notiamo che Vu(z) = Vu(z) + &, Vw(x) = € e che w coincide con v su 0B(0;1). Per
quanto mostrato, deduciamo che

][ det(§ + Vu(z)) dx = ][ det(§) dx = det(§).
B(0;1) B(0;1)

]

Teorema 2.6.11. Sia data una funzione f : R™*"™ — R policonvessa e localmente
limitata. Allora f é quasiconvessa.

Dimostrazione. Sia g una funzione convessa tale che f(§) = g(M(&)) come nella
definizione 2.6.1; ¢ immediato notare che g assume valori reali, quindi € localmente

limitata (infatti g ¢ una funzione convessa a valori reali). Siano u € W, *°(B(0;1); R™)
e £ € R™*™; vale che

f F(€ + Vu(x)) dr = f g(M(E + Vu(x)) du
B(0;1)

>4 ( o) M€+ Vu(x)) dm)

= g(M(¢))

= f(6),
dove abbiamo utilizzato la disuguaglianza di Jensen (cio ¢ possibile perché tutti gli
integrali sono finiti) e il lemma 2.6.10. O

Teorema 2.6.12. Siano Q@ C R? un aperto e f : R™? — [0,+00) una funzione
boreliana e localmente limitata. Supponiamo anche che f(0) = 0. Definiamo il funzionale

F(u) = /Qf(Vu) dx

in WHo°(Q;R™) e supponiamo che sia semicontinuo inferiormente rispetto alla conver-
genza debole® in W (vedi 2.2.1). Allora f ¢ quasiconvessa in ogni punto.
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2.6. Semicontinuita nel caso vettoriale

Dimostrazione. Denotiamo con @ (0,1) il cubo di lato 1 centrato nell’origine contenuto
in RY. Fissiamo & € R™*? e ¢ € Wy ™(Q(0,1); R™); dobbiamo provare che

f F(A+ V) da > f(A).
Q(0,1)

Notiamo che a meno di sottrarre una costante ad f, possiamo assumere che f(0) = 0.
Sia (), un cubo di lato r contenuto in €2. Fissiamo n € N, denotiamo

Ty = —
n

e partizioniamo @, in n? cubi di lato ,,, che denotiamo con (Q,,.;):; per ciascun cubo
Q. denotiamo con z; il suo centro. Definiamo la funzione

TP <xr_—x> se esiste ¢ tale che z € Q,,, 4,
Son(x) = "

0 altrove.

E facile verificare che ¢, € W, °(Q;R™). Notiamo che ¢, — 0 uniformemente in ;
inoltre, vale che

Ve (@) se esiste 7 tale che z € Q,,, 4,
Vion(z) = { "

altrove.

Allora la successione (V,), ¢ limitata in L>*(Q;R™). Per il teorema di Banach-
Alaoglu (vedi 2.1.11), esistono una sottosuccessione (non rinominata) ed una funzione
v € L>®(Q;R™) tali che Vip,, — v in L®(; R™). E immediato dedurre che v = 0 (vedi
6.4.5); otteniamo che ¢, — 0 in W1°(Q; R™) come nella definizione 2.2.1.

Sia ¢ € C(Q;[0,1]) una funzione cut-off tale che ¥ (z) = 1 se x € Q,. Per ogni
n € N definiamo

un () = () (Az + ¢n(2)).

Notiamo che la successione (uy,), & contenuta in W, °(€; R™). Detta
Uoo (1) 1= () Az,

é evidente che u,, — 1, uniformemente in €2; inoltre é facile mostrare che Vu,, A Vg
in L>®(Q;R™). Possiamo dedurre che u,, — uy in WH(Q;R™) (vedi 2.2.1). Per le

ipotesi su F' deduciamo che

liminf F(u,) > F(us).

n—-+o0o

Detto €' C Q il supporto di %, notiamo che
Fus) = / f(Vus(x)) de
Q

= f(A) dx +/ f(Vus(z)) dz + f(0) dx
Qr Q\Qr O\

= f(A) dx —i—/ f(Vus(z)) dz,

Qr Q\Qr
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Capitolo 2. Metodo diretto

avendo osservato che possiamo assumere f(0) = 0.
Per ogni n € N vale che

F(uy,) = /Qf(Vun(:)s)) dx

ATt o (2) de / F(V(Ar@) dot [ F(0) da
Qr Q\Qr O\

= f(V(Az + pp(x))) dx —I—/ f(Vus(x)) dx
Qr Y\Qr

= f(A+ Ve, () de+ /Q/\Q f(Vueo(z)) da

Qr
nd R
B ;/Wif (A+V90( o )) der/Q/\QTf(Vuoo(x)) dx

=S /Q L (AT dr [ ey

=1 Q/\Qr

_ d
=7 /Q(O?l) F(A+Vpla)) do+ | T @) d

avendo effettuato un cambio di variabili. Ricordiamo che f ¢ localmente limitata e che
0 ¢ un aperto limitato; pertanto deduciamo che

/ f(Vus(z)) de < 400.
o\Q,

Potendo semplificare i termini (tutti gli integrali sono finiti), troviamo che

i / f(A+ Vp(a)) dz > rif(A),
Q(0,1)

da cui segue la disuguaglianza desiderata. O]

Teorema 2.6.13. Siano f : R™" — [0,400) una funzione quasiconvessa e §) un
aperto di R™. Il funzionale

Flu) = /Q F(Vu) da

¢ semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza debole™ in WH(Q; R™).
Se, invece, esistono p € (1,400) e C > 0 tale che per ogni & € R™ ™ wvale che

f(&) < ¢+ ¢,
allora F ¢ semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza debole in W1P(Q; R™).

Dimostrazione. Ci limitiamo soltanto a mostrare le idee principali della dimostrazione
del primo enunciato. Supponiamo che u, — u debole* in W1(Q; R"); dobbiamo
provare che

F(u) < liminf F(u,).

n—-+00

Per definizione (vedi 2.2.1), abbiamo che u,, — u uniformemente e Vu, — Vu debole *
in L>(Q).
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2.6. Semicontinuita nel caso vettoriale

Assumiamo ulteriormente che 2 sia una palla e che u sia una funzione affine, diciamo
u(z) = &x + &, con £ € R™™ e & € R™; per semplicita, possiamo assumere che (2 sia
la palla unitaria. Definiamo

en = [[n — &2 — ol ooy ;
per ipotesi, e, — 0. Definiamo una successione di funzioni cut-off (o), con le seguenti
proprieta:
e 0, € CX(B(0;1—4/g,);[0;1]) per ogni n € N;
e 0,(x) =1 per ogni z € B(0;1 —2,/¢,) per ogni n € N;
e esiste una costante C' > 0 tale che per ogni n € N vale che

C

La costruzione di una successione con queste proprieta € possibile riscalando un unico
profilo in maniera opportuna: le prime due richieste sono immediate da soddisfare;
tramite riscalamento di un profilo fissato é possibile soddisfare anche la terza (infatti, il
gradiente ¢ dell’ordine del reciproco del raggio della corona circolare in cui avviene la
transizione da 0 a 1). Per ogni n € N definiamo

Vol <

Uy = Op(Uy — Ex — &).

Notiamo che v, + &z + &y = u,, in B(0; 1 —2,/¢,); segue che in tale palla vale Vo, + & =
V,. Precisiamo anche che v, € W, (). Dalla quasi-convessita di f si deduce che
per ogni n € N vale

L Q) < / F(E+ V) do

B(0;1)
Allora, per ogni n € N abbiamo che

CELCEY .

< / f(Vuy,) dx + f(&+ on(Vu, — &) + (u, — Ex — &) Voy,) dr.
Q Ch

f(Vu,) dz +/ f(&+ Vu,) dx
Cn

Se mostriamo che

EIE f(&+ o, (Vu, — &) + (u, — Ex — &)Vo,) de =0,
n o0 Cn
passiamo al limite inferiore nella relazione precedente e deduciamo immediatamente

che vale
F(0) < liminf F(uy,).

n—-+o0o

Notiamo che (C),),, ¢ una successione decrescente di insiemi di misura che tende a 0;
ricordiamo che f ¢ una funzione localmente limitata (vedi 2.6.8). Se mostriamo che la
successione (£ + 0, (Vu, — &) + (uy, — &x — &)V0o,), ¢ limitata in L*>°, deduciamo che

lim / FE+ 0n(Vitn — €) + (tn — £ — £)Vor) da = 0.
Cn

n—-+o0o
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Capitolo 2. Metodo diretto

Notiamo che (Vu,), ¢ una successione debole * convergente in L>°, quindi ¢ limitata in
L>; allora (0,(Vu, — §)), & una successione limitata in L>°; per costruzione, per ogni
n € N vale che

C

(un = &2 = E0)VOull (@) < —€n = CV/eu;

quindi anche la successione ((u,, — &x — &) Vo, ), € limitata in L. Questo é sufficiente
a concludere la dimostrazione in questo caso. O

Osservazione 2.6.14. Per completare la dimostrazione del teorema 2.6.13 nel caso in €2 ¢
un aperto qualsiasi e u ¢ una qualsiasi funzione in W5 (Q; R™) bisogna utilizzare il fatto
che le funzioni in W1 sono differenziabili quasi ovunque; allora ¢ possibile ricoprire 2 (a
meno di un insieme di misura piccola) con palle in cui u é "approssimativamente affine";
a questo punto, ci si riconduce al caso mostrato esplicitamente nella dimostrazione del
teorema 2.6.13.

2.6.3 Rango 1-convessita

Definizione 2.6.15 (Rango 1-convessita).
Sia f : R™*™ — R U {+00} una funzione; si dice che f é rango 1-convessa se per ogni
&0, & € R™ ™ tali che rk(§ — &) = 1 per ogni A € [0, 1] vale che

FO&G + (1= A)&o) < Af(&) + (1 = A)f(&)-

Teorema 2.6.16. Sia f : R™" — R wuna funzione quasiconvessa. Allora f é rango
I-convessa. In particolare, se min{n;m} =1, f & convessa.

Dimostrazione. Siano &1, &y € R™*" tali che rk(&;—§y) = 1; per questa ragione, possiamo
scrivere & — & = a ® b (utilizzando la notazione del prodotto tensoriale), con a € R™
(vettore colonna) e b € R (vettore riga). Sia A € [0, 1]; detto £ = X + (1 — A\)&y,
dobbiamo provare che

F(&) < Af(&o) + (1 = A)f (&)

Come nella dimostrazione del teorema 2.5.1, consideriamo una funzione v : R — R
1-periodica, continua e affine a tratti, tale che

(2) = Az ze[0,1— )],
TEYO Dz (A =12 zel -1l

Dato n € N*, sia p, € C®(R% [0,1]) scelta come nel primo passo della dimostrazione
del teorema 2.5.1; in maniera analoga definiamo la corona circolare C,,. Poniamo

v () = %av(n < b,z >).
Notiamo che
Vuu(x) = (a@b)v'(n < byx >) = (& — &)v'(n < b,z >).
A questo punto, poniamo
Un () = u() + vn (@) pn(2)

e la dimostrazione procede in maniera identica a quella del secondo passo del teorema
2.5.1. m
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2.6. Semicontinuita nel caso vettoriale

Osservazione 2.6.17. Tutte le implicazioni inverse tra le nozioni di convessita presentate
sono generalmente false se min{n;m} > 1: il determinante ¢ un esempio di funzione
policonvessa ma non convessa; esistono controesempi di funzioni quasiconvesse ma
non policonvesse; se n > 2 e m > 3 i famosi controesempi di Sverak mostrano che la
convessita rango 1 non implica la quasiconvessita (se n = m = 2 troviamo un problema
aperto di grande importanza).

Vale anche il seguente risultato di regolarita delle funzioni rango 1-convesse.

Teorema 2.6.18. Sia f : R™" — R una funzione rango 1-convessa. Allora f é
localmente lipschitziana e, in particolare, & continua.

Dimostrazione. Essendo f rango 1-convessa, allora é convessa su tutte le rette generate
da matrici di rango 1 e, in particolare, ¢ localmente lipschitziana su tali rette. Prese due
matrici qualsiasi, é possibile connetterle con segmenti di rango 1 (basta "aggiustare"
un’entrata per volta) in modo tale che la lunghezza totale sia paragonabile alla distanza
delle matrici. A questo punto, sfruttando il fatto che le funzioni convesse sono localmente
lipschitziane (e che si utilizzano sempre le stesse rette per connettere due matrici) si
conclude. O
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Capitolo 3

Misure di Young

3.1 Costruzione

Siano © C R¢ un aperto e (u,), una successione di funzioni da €2 in R che converge
puntualmente (oppure quasi ovunque) ad una funzione u. Allora, per ogni g € C(R) vale
che g ou,, — gowu puntualmente (oppure quasi ovunque). Sia p € [1, +00); supponiamo
che u, — u debolmente in LP(Q) e sia ¢ € C(R) una funzione continua. E vero che
(g ouy), converge a g ou in qualche senso? La domanda ¢ mal posta e, in generale, non
¢’é convergenza a meno che g non sia affine. Le misure di Young sono uno strumento
particolare per studiare il comportamento al limite della successione (g o u,), quando g
non ¢ affine.

Esempio 3.1.1. Definiamo la funzione u : R — R tale che
1 ze€2k2k+1) keZ,

u(z) =
—1 ze2k+1,2k) ke Z.

Dato n € N definiamo
un(x) = u(nz);

consideriamo la restrizione di u, allintervallo [0,1]. Fissato p € [1,400), vale che
Up — Us = 0 debolmente in LP((0,1)). Tuttavia, se g(x) = 22, si ha che g o u,(x) =1
per ogni n € N per ogni x € R, quindi la successione (g o u,), non pud convergere a
g 0 Us = 0 in nessun senso ragionevole.

Vogliamo introdurre la nozione di misura di Young, che ¢ uno strumento fondamentale
per trattare in maniera elegante il problema appena esposto. Ci limiteremo al caso in
cui p = 400 e u, — u in L>(€). I risultati che presenteremo si possono riprodurre
anche nel caso di p € [1, 400).

Nel seguito, siano dati un aperto  C R¢ e uno spazio metrico compatto (K;d) (in
particolare K ¢ separabile); denotiamo con &(K) lo spazio delle misure boreliane su
K che siano misure di probabilita. Ricordiamo che per il teorema di rappresentazione
di Riesz, lo spazio delle misure boreliane su K a valori in R (con la distanza della
variazione totale), che denotiamo con .Z(K), ¢ isometrico al duale di C(K); essendo
Z(K) un sottoinsieme di tale spazio, possiamo dotarlo della topologia debole*.

Definizione 3.1.2 (Debole*-boreliana).
Si dice che una funzione u : Q — #(K) & debole*-boreliana se ¢ boreliana, avendo
dotato Z(K) della topologia debole*.
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Osservazione 3.1.3. Se p : Q@ — #(K) é una funzione debole*-boreliana, per ogni
g € C(K) la mappa di valutazione

QB:B—)/ ) du.(y) € R

¢ boreliana.

Prima di presentare il risultato fondamentale sulle misure di Young, ricordiamo
alcuni fatti.

Teorema 3.1.4. Sia E uno spazio di Banach separabile; il duale di L*(Q; E) coincide
con L2 (Q; E') (funzioni boreliane rispetto alla o-algebra generata dalla topologia debole*
in E' che siano limitate quasi ovunque). Date u € L*(Q2; E) e v € L2°(Q; E') si pone
l’accoppiamento di dualita

<v,u >::/ <v(z),u(xr) > dz,
Q

dove il simbolo < -,- > dentro l'integrale indica la valutazione di v(x) (elemento di E')
in u(z) (elemento di E).

Osservazione 3.1.5. Se E & uno spazio di Banach separabile, le topologie debole e forte
definiscono la stessa o-algebra su E (segue dalla caratterizzazione duale della norma).

Osservazione 3.1.6. Lo spazio C'(K) ¢ separabile; lo spazio L'(Q; C(K)) ¢ separabile.
In particolare, possiamo utilizzare la versione sequenziale del teorema di Banach-
Alaoglu (vedi 2.1.11) nel duale di L'(Q; C(K)) che coincide con L (Q; C(K)'), ovvero
Ly (; A (K)).

Teorema 3.1.7 (Teorema fondamentale delle misure di Young).

Sia v, : Q@ — K una successione di mappe boreliane. FEsistono una sottosuccessione
(non rinominata) ed una mappa pu : Q@ — M (K) debole*-boreliana tale che p, € P (K)
per quasi ogni x € €2 con le sequenti proprieta:

1. per ogni g : Q2 x K — R boreliana tale che g(x;-) é continua per quasi ogni x € €
e

[ suplgtain)] do < +ox.
QyeK

| st (o) dH/(/ xydpx()> dz;

2. per ogni g € C(K;R) wvale che

gouv,(z = / ) dpa(y

3. per ogni g : QX K — R boreliana, globalmente limitata e tale che g(x;-) & continua
per quasi ogni x € ) vale che

gm%u»iﬁmxwmuw

st ha che

debole* in L>°(Q);

debole* in L>°(Q).
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Capitolo 3. Misure di Young

Se K C R™, vale anche che
4 vp(x) > / Y dp(y) = voo(x) (baricentro di u,) debole* in L>®(Q);
K

5 se supponiamo anche che Q abbia misura finita, la misura p, coincide con 0y (x)
per quasi ogni x € € se e solo se (v,), converge in MiSUTe @ Vs -

La mappa pp: Q — P(K) é chiamata misura di Young generata dalla (sotto)successione
(Vn)n-
Dimostrazione. Punto 1: Per ogni n € N definiamo la mappa p" : Q — Z(K) tale
che

tg = Ou,(a)-
Notiamo che (p,,), € una successione di mappe in L°(2; . (K)) uniformemente limitata;
possiamo applicare il teorema di Banach-Alaoglu (vedi 2.1.11) e deduciamo che esistono
una sottosuccessione (non rinominata) ed una mappa p € L (Q; #(K)) tale che
p" = pin L(Qs 4 (K)) = Lo(Q; C(K)'). Scriviamo esplicitamente cosa abbiamo
trovato: una mappa G € L'(Q; C(K)) corrisponde ad una mappa g : Q x K — R
boreliana tale che g(x;-) & continua per quasi ogni x € Q) e inoltre

/SUPIQ(I;y)I dx < +o00.
Q

yeK

La convergenza debole™ in L (€); . (K)) implica che

lim < pr,G(x)> dx :/ < pz, G(x) > dz,

n—-+00 Q Q

dove il simbolo < -,- > dentro gli integrali indica ’accoppiamento di dualita di C'(K)
con 4 (K), ovvero I'integrale di G(z) (che ¢ un elemento di C(K)) rispetto a pl} o p,
(che sono misure su K). In altri termini, vale che

Jim Qg(fv;vn(%’)) dx:/ﬁ(/}{g(x;y) dux(y)) da.

A questo punto, possiamo dedurre che p, ¢ una misura di probabilita per quasi ogni
z € Q. Sia a € L'(Q); testando la convergenza debole* con g(z;y) = a(z), troviamo
che

/Qa(x) de =lim [ g(z;v,(x)) dz

n— Q

~ [ ([ o) duut) o

- [ ety de

Essendo a una funzione arbitraria in L'(€2), deduciamo facilmente che y,(K) = 1 per
quasi ogni = € €). Dalla semicontinuita inferiore della norma rispetto alla convergenza
debole* segue che

16l oo 00y < Mminf [| ™| pec 0. ey = 1-
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3.1. Costruzione

In altri termini, per quasi ogni x € () vale che la variazione totale di p, ¢ minore o
uguale di 1. Poiché pu,(K) = 1 per quasi ogni x € €, si ha che per quasi ogni x € Q) deve
valere che (i, € una misura non negativa (se p,(A) < 0 per qualche insieme boreliano A,
la variazione totale di p, sarebbe maggiore di 1).

Punto 2: Siano g € C(K) e a € L}(2). La funzione ® : 2 x K — R definita da

O(z;y) = a(r)g(y)

¢ boreliana, per ogni z € € vale che ®(x;-) & continua e inoltre

[ supl@asy] o < ol g suplo)] < +2c.
QyeK eK

Allora vale che

Jin [ e o= [ ([ o) du) d

In altri termini, abbiamo che

in_ [ a0l (o)) do = [ o) ([ o) duct)) as

n—+o0o [
o) [ ) ol
debole* in L>°(Q).

Punto 3: Si procede in maniera analoga al punto 2, prendendo o € L'(Q) e
osservando che la globale limitatezza di g assicura che ® : Q x K — R tale che

(z;y) = a(z)g(x;y)

Per definizione, vale che

sia una funzione ammissibile su cui testare la convergenza debole*.

Punto 4: Se K C R™, si sceglie o € L'(Q) e si procede come nel punto 2, testando
la convergenza debole® con la funzione ®(z;y) = «a(x)y definita su 2 x K (& una
funzione test ammissibile perché K ¢ compatto) a valori in R™.

Punto 5: Sia ancora K C R™ e assumiamo che () abbia misura finita. Supponiamo
che (vy,), converga a v, in misura. In tal caso, poniamo

D(z;9) = |y — voo(2)] -

Notiamo che ® ¢ boreliana, fissato x €  la funzione ®(z;-) € C(K) e inoltre ¢ ¢
globalmente limitata:

sup  |®(z;y)| < sup |y| +Sup/ ly| du.(y) < 2suply| < +oo,
(z;y)EQXK yeK yeK

essendo K limitato e p, una misura di probabilita per (quasi) ogni x € €. Per il punto
3 vale che

0n(2) — vaol)] /K 1y — Vo) dptaly)
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Capitolo 3. Misure di Young

debole* in L>°(Q)). In particolare, testiamo la convergenza debole* con 1g e troviamo

che
1im/|vn |dx—/</ |y — Voo ()| dpie(y )> dx.
n—+4o00

Notiamo che (v,), & uniformemente limitata (assume valori nel compatto K); la
convergenza in misura implica l'esistenza di una (ulteriore) sottosuccessione, che non
rinominiamo, che converge puntualmente quasi ovunque a v.,. Essendo {2 un insieme di
misura finita, possiamo utilizzare il teorema di convergenza dominata (passando ad una
sottosuccessione) e deduciamo che

- /Q (/K [y = voo(2))] dﬂx(y)) dz.

Allora, per quasi ogni = € ) vale che

/K ly — veo()] dptaly) = 0

denotiamo con €2 'insieme dei punti in 2 con questa proprieta. A questo punto &
immediato dedurre che p, ¢ concentrata in vy (). A meno di intersecare €2y con un altro
insieme di misura piena, abbiamo che p, ¢ una misura di probabilita su K concentrata
in vso (), OVVEro fiy = 0y (2)-

Viceversa, supponendo che p, = 6, ) per quasi ogni x € (2, con le stesse
argomentazioni, si deduce che

lir+n /|Un — Voo (T |d:z—/</ |y — Voo (2)| dpis(y )> dx = 0.

In altri termini, v, — v in L'(Q), da cui segue la convergenza in misura di tutta la
sottosuccessione. [

Esempio 3.1.8. Siano Q =R, A € [0,1], y1,52 € Re f : R — R la funzione 1-periodica

tale che
gz € [Oa )‘)7
flx) =
Yo T €[N 1).
Per ogni n € N poniamo
vp(x) = f(nx).
La successione (v,,), assume soltanto due valori, quindi possiamo applicare il teorema

. . . . *
3.1.7 e dedurre che esiste una sottosuccessione (non rinominata) tale che v, — vy
debole* in L> e vale che

(o) = [ ),

dove K = {y1;92} € u, ¢ una misura di probabilita su K (¢ la misura di Young generata
dalla sottosuccessione). In altri termini, esiste una funzione boreliana 6 : R — [0, 1] tale
che

oy = 0.0, + (1= 0,)dy,, Voo(x) = 0,51 + (1 — 0,)yo

per quasi ogni € R. Se g : K — R ¢ tale che g(y1) = 1 e g(y2) = 0, troviamo che
gova(@) = g(y)bs + g(y)(1 — ;) = 0.
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3.2. Applicazione ai teoremi di semicontinuita

Testando la convergenza debole* con la funzione 1 4, dove A & un qualsiasi intervallo
limitato, troviamo che

lim $($€A|vn(x):y1):/9x dx.
A

n——+00
Del resto, un calcolo diretto (elementare, ma piuttosto laborioso) mostra che

lim Z(x e A|v,(x) =y1) =AZL(A).

n——+oo

Deduciamo che 6, = A per quasi ogni € R. In conclusione, otteniamo che
Mo = >\5y1 + (1 - >\)5y2-

Precisiamo che avremmo potuto anche mostrare in maniera diretta che per ogni funzione
g € C.(R) vale che

govn = Ag(yr) + (1 — N)g(ye),
senza utilizzare uno strumento potente come il teorema 3.1.7.

Esempio 3.1.9. Siano 2 =R e u : R — R una funzione 1-periodica e limitata; per ogni
n € N sia

un(z) = u(nz).
La successione (u,), assume valori in un insieme limitato; pertanto si puo applicare
il teorema 3.1.7. Deduciamo l’esistenza di una misura di Young associata ad una
(sotto)successione; si pud verificare che per quasi ogni = € (2 vale che

e = ux(Ljo1)

ovvero il push-forward tramite u della misura di Lebesgue in [0, 1]); in particolare i, &
quasi ovunque indipendente da x.

Osservazione 3.1.10. Se sostituiamo nel teorema 3.1.7 K con R™, bisogna lavorare
con la compattificazione ad un punto di R™; si ottiene l'esistenza di una mappa
Q= Z(R™U{oc}). Restringendo queste misure a R™, si ottiene una mappa
w0 — A (K) con proprieta simili a quelle delle misure di Young introdotte nel teorema
3.1.7, con l'unica differenza che in generale u, ¢ una sub-probabilita. Aggiungendo
qualche ipotesi sulla successione (v,), (ad esempio, una limitazione in L? per qualche
p > 1), si riesce a provare che p, ¢ una probabilita per quasi ogni = € Q.

3.2 Applicazione ai teoremi di semicontinuita

Sia €2 C R™ un aperto; possiamo utilizzare le misure di Young per dare una dimostrazione
alternativa dei teoremi di semicontinuita inferiore per funzionali integrali, almeno nel
caso in cui siano definiti in Wh*(Q, R™).

Lemma 3.2.1. Siano (K;d) uno spazio metrico compatto, Q@ C R™ un aperto e f :
Q x K — [0,+00] una funzione boreliana. Per ogni funzione boreliana u : Q@ — K
possiamo ben definire il funzionale

F(u) = /Qf(:zc,u(x)) dx.

Sia u, : Q0 = K una successione di funzioni boreliane. Supponiamo che esista una
misura di Young associata alla successione, come nel teorema 3.1.7, che denotiamo con

peQ— Z(K).
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Capitolo 3. Misure di Young

1. Se f(x;-) é semicontinua inferiormente per quasi ogni x € ) ed é tale che
sup,ex [f(59)| € LY(R2), vale che

i inf F(u) > | ( | fas) dux<y>) dz.

2. Supponiamo in aggiunta che K C R™ e f(z;-) sia convessa; per (quasi) ogni
x € Q) definiamo il baricentro di p,, ovvero

wele) = [ v o)
K
Vale che u, = uq in L=(Q) e inoltre

liminf F'(u,) > /Qf(x;uoo(:v)) dx.

n—+oo

Dimostrazione. Punto 1: Ragionando come nel primo passo del teorema 2.4.2 (le
argomentazioni presentate si adattano facilmente), esiste successione di funzioni ®; :
2 x K — [0,400) boreliane con le seguenti proprieta:

e per quasi ogni x € €) vale che per ogni ¢ € N la funzione ®;(x;-) ¢ continua;
e per quasi ogni x € {2 vale che per ogni y € K per ogni ¢ € N si ha
0 < @i(w;y) < Piga(w;y)
e inoltre
sup ;(z;y) = f(z;y).
ieN

Dalle proprieta di integrabilita di f segue che per ogni ¢ € N

/sup\fl)i(:c;yﬂ dx < 4o00.
QyeK

Allora possiamo applicare il teorema 3.1.7 e troviamo che

D;(; vn () = /Kfl%-(a?;y) dpia(y).

Sia € un insieme in Q limitato; testando la convergenza debole* con 1¢ troviamo che

liminf F'(u,) > lim inf/ D, (x5 uy(z)) do

n—-400o n—-4o00

- /g (/K i(z;y) %(y)) d.

Poiche €2 ammette un’esaustione in compatti, utilizzando il teorema di Beppo Levi,

troviamo che
liminf F'(u,) 2/ (/ O, (x;y) d,uz(y)) dx;
n——+0o0 Q K
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3.2. Applicazione ai teoremi di semicontinuita

passando all’estremo superiore in 4 con il teorema di Beppo Levi, troviamo

tint Fu) > [ ([ fte) aneto)) e

Punto 2: Se K C R™, segue immediatamente dal teorema 3.1.7 che u, A U
Ricordiamo che p, ¢ una misura di probabilita su K per quasi ogni = € €Q; utilizzando
la disuguaglianza di Jensen troviamo che

lininf F(u,) > /Q ( /K F(:y) duz(y)> da

>/ f(:c; I dum<y>) da
- [ 1wiusta)) .

]

Teorema 3.2.2. Siano Q2 C R"™ un aperto limitato, f: Q x R™ x R™*™ — [0, +00] una
funzione boreliana. Possiamo ben definire il funzionale

F(u) = /Qf(x;u; Vu) dx

nello spazio WH=(Q; R™). Supponiamo che f goda delle sequenti proprieta:
o f(x;-;-) & semicontinua inferiormente per quasi ogni x € §Q;

e per ogni compatto K C R™ x R™™ [a funzione

sup |f(u;6)|

(w;6)eK
appartiene a LY(Q);
o per quasi ogni x € Q wvale che per ogni u € R™ la funzione f(x;u;-) é convessa.

Allora il funzionale F' & semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza debole™® in
WI’OO(Q; R™).

Dimostrazione. Sia (u,) una successione in W (€2; R™) che converge debole* a u;

dobbiamo provare che
F(us) < liminf F'(uy,).

n—-+00

Innanzitutto osserviamo che, a meno di passare a sottosuccessioni, possiamo supporre
che il limite inferiore sia un limite. La successione (u,,), converge ad u uniformemente;
la successione (Vuy,), converge in debole® in L>°(2; R™). Deduciamo che tali successioni
assumono valori in due insiemi limitati, diciamo K C R™, H C R™*". A patto di
estrarre ulteriori sottosuccessioni, per il teorema 3.1.7, possiamo considerare le misure
di Young p: Q — Z(K) ev:Q — HP(H) associate rispettivamente alle successioni
(tun)n € (Viuy)n. Dal punto 5 del teorema 3.1.7 segue che i, = 6, () per quasi ogni
z € Q. Notiamo che (u,; Vu,), ¢ una successione che assume valori in K X H; a meno
di passare a ulteriori sottosuccessioni, sia A : Q — Z(K x H) la misura di Young
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Capitolo 3. Misure di Young

associata alla successione (u,; Vuy,),. Si verifica facilmente che per quasi ogni « €
vale che

)\m = Uy @ Vy = 5uoo(x) R V.

Concludiamo con le seguenti disuguaglianze:
lim inf F'(uy,) 2/ (/ flz;u; &) dhg(u; f)) dx (3.1)
Q KxH

- - /Q ( /H F (@5 une2); €) dux<£>) da (3.2)

> /Q f(x;uoo@); /H 5%(&)) da (3.3)

:Af(x;um(x);Vuw(x)) dx. (3.4)

In (3.1) abbiamo utilizzato il lemma 3.2.1 e l'ipotesi di integrabilita su f; in (3.2)
abbiamo utilizzato la forma di A, per quasi ogni z € ); in (3.3) abbiamo utilizzato il
fatto che v, ¢ una probabilita su H per quasi ogni x € {2 e la disuguaglianza di Jensen.
In (3.4) abbiamo utilizzato il teorema 3.1.7 perché

Vun(o) > [ € duale)
H
tuttavia, per ipotesi vale che Vu, — Vue. Allora deduciamo che

Vit (1) = /Q € dyuy(©)

per quasi ogni x € ). O

Le misure di Young sono lo strumento essenziale per dare una dimostrazione elegante
(evitando eccessivi tecnicismi) del teorema seguente, che enunciamo per completezza.

Teorema 3.2.3. Siano Q C R™ un aperto e f : QX R™ X R™*"™ — [0, +00) una funzione
boreliana con le sequenti proprieta:

o per quasi ogni x € Q, la funzione f(x;-;-) é semicontinua inferiormente;

e per ogni compatto K C R™ x R™™ [a funzione

sup |f(5u;8)|

(wé)eK
appartiene ad L'(Q);
e per quasi ogni x € ) vale che per ognip € R™ la funzione f(x;p;-) é quasiconvessa.
Allora, il funzionale

F(u) = /Qf(:c;u; Vu) dx

¢ semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza debole in W1°°(Q; R™).
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3.2. Applicazione ai teoremi di semicontinuita

Osservazione 3.2.4. Si consideri la misura di Young = — u, generata dalla successione
(Vuy,), (che ¢ uniformemente limitata in L>°(£2; R™)). Allora per quasi ogni x € Q2 la
misura di probabilita p, appartiene alla classe

{(T)4(V0) 2 | v e Wy™(B;R™), £ € R™"},

dove T¢ ¢ l'operatore di traslazione di vettore £ su R™*" e .Z ¢ la misura di Lebesgue
rinormalizzata sulla palla. Data una funzione v € VVO1 °(B;R™), si ha che

/Vvd:v:(),
B

ovvero la misura di Young generata dalla successione ha baricentro 0 per quasi ogni
x € Q. Segue che una funzione f : R™*" — [0, +00) quasiconvessa soddisfa la condizione

/B f(€+ 1) d(Vo)e 2 > F(€)

per ogni v € Wy ™°(B;R™) per ogni & € R™*", che ¢ una disuguaglianza di tipo Jensen.

Osservazione 3.2.5. Utilizzando le misure di Young generate da una successione limitata
in LP per qualche p € (1,+00) & possibile dimostrare la semicontinuita inferiore rispetto
alla convergenza debole in W1?(Q; R™) di funzionali integrali del tipo

F(u) = /Qf(:v;u; Vu) dx,

con f che soddisfa ipotesi nello spirito di quelle del teorema 3.2.2.
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Capitolo 4

Rilassato

4.1 Definizioni e proprieta elementari

Nel seguito supponiamo che sia assegnato uno spazio metrico (X;d); sia F' : X — [0, +o0]
un funzionale qualsiasi. Precisiamo che la nozione di rilasssato si puo introdurre anche
in un contesto topologico; tuttavia, seguiremo un approccio diverso, unitario, coerente
e motivato dalle applicazioni. Inoltre, ci limiteremo ad analizzare il caso di funzionali
non negativi per comodita, nonostante questo non sia davvero restrittivo.

Definizione 4.1.1 (Rilassato).

Introduciamo il funzionale F : X — [0, +-0c] tale che

F(u) = inf {lim inf F'(vy,)

n—-+o0o

vn—>u}.

Osservazione 4.1.2. Per il rilassato F, vale generalmente che

Si dice che F' ¢ il rilassato di F in X.

F(u) < liminf F(v);

v—u

infatti, in questo caso si esclude la successione costante e pud succedere che

F(u) < liminf F(v),

V—=U

mentre nella definizione di rilassato (vedi 4.1.1), anche le successioni costanti sono
competitori ammissibili. In generale vale che

Esempio 4.1.3. Se consideriamo la funzione F': R — R tale che

Fo={g 170

¢ immediato notare che

F(0) =0 < 1 = liminf F(z).

z—0
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4.1. Definizioni e proprieta elementari

Definizione 4.1.4 (Inviluppo semicontinuo inferiore).
Introduciamo il funzionale G : X — [0, +00] tale che

A

F(z) = sup {¢(z) } ¢ < F, ¢ ¢ semicontinua inferiormente} .

1l funzionale F' ¢ detto inviluppo semicontinuo inferiore di F'.

Osservazione 4.1.5. L’inviluppo semicontinuo inferiore di F' ¢ sempre ben definito; infatti
la funzione identicamente nulla ¢ un minorante semicontinuo inferiormente di F'. Ricor-
diamo anche che I'estremo superiore puntuale di una famiglia di funzioni semicontinue
inferiormente ¢ ancora una funzione semicontinua inferiormente. Allora 'inviluppo
semicontinuo inferiore di F' ¢ la pitl grande funzione semicontinua inferiormente che ¢
puntualmente minore o uguale ad F'.

Lemma 4.1.6. Siano F : X — [0, +oc] una funzione e F il suo rilassato. Per ogni
x € X per ogni € > 0 per ogni r > 0 esiste y € X tale che

d(z;y) <r Fly) < F(x) +e.

Dimostrazione. Per definizione di F', esiste una successione (y,), che tende ad z tale

che
liminf F(y,) < F(x) +¢.

n—-+o0o

Notiamo che questa caratterizzazione vale anche nel caso in cui F(x) = +00. Segue che
F(ya) < F(z) +¢

frequentemente in n. Allora basta scegliere y = 1,, con n abbastanza grande tra quelli
che realizzano la stima suddetta. [

Proposizione 4.1.7 (Esistenza della recovery sequence).

L’estremo inferiore nella definizione di rilassato (vedi 4.1.1) & un minimo, cioé per ogni
u € X esiste una successione (uy), in X tale che u, — u e F(u,) — F(u). Si dice che
(Un)n € una recovery sequence per .

Dimostrazione. Fissiamo x € X. Applicando il lemma 4.1.6 con ¢, = r, = % troviamo
che esiste una successione (z,,) in X tale che

. Fly) < Fla)+ .

: <
d(zy;z) < "

S|

Passando al limite, troviamo che

x, — x, liminf F(x,) < F(z);

n—-4o00

essendo I'altra disuguaglianza ovvia per definizione, deduciamo che vale la tesi. O]

Proposizione 4.1.8 (Caratterizzazione del rilassato).
1l rilassato F coincide con inviluppo semicontinuo inferiore di F'; in particolare F' ¢
semicontinuo inferiormente.
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Capitolo 4. Rilassato

Dimostrazione. Denotiamo con F I'inviluppo semicontinuo inferiore di F. Proviamo
che F' > F'. Siano = € X e (x,), una successione in X che converge a x. Vale che
liminf F(z,) > liminf F(z,) > F(z),
n—-+o0o n—-+o0o

essendo F' semicontinuo inferiormente. Passando all’estremo inferiore sulle successioni
che convergono a z troviamo che

Fz) > F(x).

Per mostrare la disuguaglianza opposta ¢ sufficiente provare che F ¢ semicontinuo
inferiormente ed é maggiorato da F. Scegliendo per ogni x € X la successione costante,
troviamo immediatamente che F' < F. Siano = € X e (z,), una successione in X che
converge a x; dobbiamo provare che

F(x) < liminf F(z,).

n—-4o0o

1

n

Applichiamo il lemma 4.1.6 con &, =1, =
per ogni n € N esiste y,, € X tale che

scegliendo x,, come punto; deduciamo che

 Fl) < Fla) +

S|

(3 yn) <
Si nota immediatamente che y,, — x; inoltre si ha

— — 1 —
F(z) <liminf F(y,) < liminf F(z,) + — = liminf F(z,,).

n—-+4o0o n——4oo n n—-+4o0o
]

Definizione 4.1.9 (Denso in energia).
Sia D C X. Si dice che D ¢ denso in energia per F se per ogni u € X esiste una
successione (d,), in D tale che d, — u e F(d,) — F(u).

Proposizione 4.1.10. Sia G : X — [0, 4+00] una funzione con le sequenti proprieta:
e G Iy
e (G ¢ semicontinua inferiormente;

o esiste D C X denso in energia per G (vedi 4.1.9) tale che per ogni d € D esiste
(un)n € X tale che
un, — d limsup F(u,) < G(d);

n—

i altri termaing, richiediamo l’esistenza della recovery sequence in D.
Allora G ¢é il funzionale rilassato di F.

Dimostrazione. Le prime due ipotesi garantiscono che G ¢ minore o uguale dell’inviluppo
semicontinuo inferiore di F'; allora G < F per la proposizione 4.1.8. Proviamo la
disuguaglianza opposta; siano d € D e (u,), una successione in D come nella terza
ipotesi. Allora vale che

F(d) <liminf F(u,) < limsup F(u,) < G(d);

n—+00 n—+00
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deduciamo che F < G in D. Siano x € X e (z,), una successione in D tale che
z, = v G(z,) — G(x).
Si ha che B B
F(z) <liminf F(z,) < liminf G(z,) = G(z).

n—-+o0o n—-+o0o

Proposizione 4.1.11 (Stabilita per perturbazioni continue).
Supponiamo che G : X — [0, +00) sia una funzione continua. Allora vale che

F+G=F+G.

Dimostrazione. Osserviamo che F' + G & una funzione semicontinua inferiormente
maggiorata da F' 4 G; deduciamo che

F+G<F+G.

Siano dati z € X e (z,,),) una recovery sequence per x relativa a F' (vedi 4.1.7); vale che

F+G(z) < lim F(z,)+ G(z,) = F(z) + G(x),

n—-+oo
essendo G una funzione continua. OJ

Proposizione 4.1.12. Vale che
inf F(u) = inf F(u).

ueX ueX

Inoltre, se F' & coercivo in X, allora anche F ¢é coercivo in X. In particolare F ha
minimo in X.

Dimostrazione. Essendo ovviamente F' < F (basta scegliere per ogni =z € X la
successione costante), si deduce che

inf F(u) < inf F(u).

ueX ueX

Sia (x,), una successione in X tale che
lim F(z,) = i%f F(x).

Applichiamo il lemma 4.1.6 con ¢, = %, r, = 1 scegliendo come punto z,. Deduciamo
che per ogni n € N esiste y,, € X tale che

— 1
Awusn) 1, Flun) < Flaa) + -
Deduciamo che
_ 1 _
inf £ <liminf F(y,) < lim F(x,)+ — = inf F.
reX n—-+0oo n——+o0o n rzeX

Supponiamo che F' sia coercivo (vedi 2.1.5), cioé che per ogni M > 0 il sottolivello

Ky ={zeX| Flz) < M}
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Capitolo 4. Rilassato

¢ relativamente compatto. Fissato M > 0, sia (z,), una successione in X tale F'(z,) <
M per ogni n € N. Applicando il lemma 4.1.6 con ¢, =1, r, = % e scegliendo come
punto x,, troviamo che per ogni n € N esiste y,, € X tale che

1 —
d(xn;yn) < o F(y,) < F(zn) + 1.

Deduciamo che (y,), € nel sottolivello K41 relativo a F. Per ipotesi, esiste una
sottosuccessione (non rinominata) convergente a y; ¢ immediato notare che anche (),
converge a y. Concludiamo osservando che, in questo caso, F' ha minimo in X, essendo
una funzione coerciva e semicontinua inferiormente. [

Corollario 4.1.13. Supponiamo che F ammetta un sottolivello non vuoto (cioé che
non ¢ identicamente +00) e che F' sia coercivo.

1. Consideriamo una successione (uy), in X tale che

lim F(u,)= inf F(z).
n——+00 zeX
Esistono una sottosuccessione (non rinominata) e un punto u € X tali che u,, — u
e u € punto di minimo per F'.

2. Sia u un punto di minimo per F in X; esiste una successione (uy), in X tale che
Uy, —> U €
lim F(u,) = inf F(z).

n—+00 reX

3. I ha minimo se e solo se esiste u € X che sia punto di minimo per F ed ¢ tale
che F(u) = F(u).

Dimostrazione. 1): Sia (u,), una successione come nel primo punto; allora (u,),
appartiene definitivamente ad un sottolivello di F' relativamente compatto. A meno di
sottosuccessioni, possiamo assumere che u,, — u; per definizione, vale che
F(u) < liminf F(u,) = inf F = inf F,
n—+4o00 zeX zeX
avendo usato la proposizione 4.1.12; deduciamo che u ¢ punto di minimo di F.
2): Sia v un punto di minimo in X per F’; consideriamo una recovery sequence (uy)n
per u (vedi 4.1.7). Notiamo che
lim F(u,) = F(u) =min F = inf F,
n—-+o00 rzeX zeX
avendo usato ancora la proposizione 4.1.12.
3): Supponiamo che esista v € X che sia punto di minimo per F' e F(u) = F(u);

deduciamo che B B
F(u) = F(u) = min F' = inf F}

rzeX zeX

allora v € punto di minimo per F'. Viceversa, se u € punto di minimo per F, si ha che

F(u) < F(u) = min F = inf F;

zeX zeX

si deduce che F(u) = F(u) e che u & punto di minimo per F. O
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Osservazione 4.1.14. 11 corollario 4.1.13 puo essere utilizzato per mostrare che F' non
ha minimo in X.

Concludiamo questa lista di semplici risultati (che abbiamo dimostrato utilizzando
soltanto le definizioni introdotte) enunciando un teorema generale, la cui dimostrazione
é piuttosto complessa.

Teorema 4.1.15. Siano f : R™ — [0, +00) una funzione semicontinua inferiormente,
p € (1,400) e Q@ CR"™ un aperto limitato. Possiamo definire il funzionale

F(u) = /Qf(Vu) dx

nello spazio WP(Q). Supponiamo che F sia coercivo. Il rilassato di F rispetto alla
convergenza debole in W'P(Q) ¢ il funzionale

Flu) = / 9(Vu) de,

dove g : R™ — [0, +00) & linviluppo convesso di f.

Osservazione 4.1.16. A margine del teorema 4.1.15, precisiamo che la coercivita di F
segue da qualche ipotesi di crescita su f; inoltre, non & affatto ovvio che F abbia una
rappresentazione integrale. Tuttavia, la tesi del teorema ¢ del tutto ragionevole: il
funzionale

G(u) = /Qg(Vu) dx

¢ semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza debole in W?(Q) perche g &
convessa; in qualche senso, g ¢ la piti grande integranda che assicura la semicontinuita in-
feriore rispetto alla convergenza debole in W1?(£2) di un funzionale integrale dipendente
solo dal gradiente.

4.2 Estensione di funzionali integrali

Siano € un aperto limitato e di classe C*; consideriamo il funzionale
1 2
Fu) = [ =|Vu|” dx
Q2

che ¢ ben definito in X := C} (Q). Abbiamo mostrato (vedi 1.7) che se v minimizza F
in X ed ¢ di classe C?(Q), allora risolve il seguente problema differenziale:

Au=0 z€Q,
u=uy x € Q.

Tuttavia, non c¢’é garanzia che tale punto di minimo regolare esista. Una possibile
strategia per affrontare il problema é la seguente: si puo estendere F' a WT}(’)Q(Q), provare
Iesistenza del minimo in questo spazio tramite il metodo diretto e, infine, mostrare che
i punti di minimo sono regolari. Questo approccio sembra vantaggioso perché gli spazi
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Capitolo 4. Rilassato

di Sobolev hanno buone proprieta di compattezza (a differenza degli spazi di funzioni
tradizionali, come C'). L’estensione naturale di F' a W,-*(Q) ¢ la seguente:

1
F(u) ::/§]Vu]2 dx,
Q

dove il gradiente & inteso in senso debole (ricordiamo che il gradiente classico coincide
con quello debole sulle funzioni di classe C'). Procedendo come in 2.3.10, si ottiene
facilmente l'esistenza del minimo in W,?(Q2). Dalla stretta convessita del funzionale
segue anche 'unicita del punto di minimo, che chiamiamo w. Rimane da studiare la
regolarita di u: questo ¢ il passo piu difficile, che affronteremo in seguito. Esistono
teoremi che, sotto qualche ipotesi aggiuntiva su €2, garantiscono che @ € regolare.

In generale, siano X' uno spazio di funzioni regolari e F' un funzionale su X'. Lo
spazio X’ non ha buone proprieta di compattezza; allora si possono cercare uno spazio X
che contenga X’ (per il quale si abbiano teoremi di compattezza abbastanza generali) ed
un funzionale F,,; che estende F' a X. Se F,,; € coercivo e semicontinuo inferiormente,
allora ammette minimo u € X. Infine, vorremmo mostrare che u & regolare, cioé
appartiene allo spazio X': in tal caso, v minimizza F' in X'. Tuttavia, questo programma
presenta alcune notevoli difficolta:

e la teoria della regolarita é piuttosto difficile;

e la regolarita puo fallire, cioé puo accadere che i punti di minimo di F,,; non diano
informazioni sull’estremo inferiore di F' in X'. In altri termini, vorremmo che
esista un legame tra i punti di minimo di F,,; in X e i punti di accumulazione
delle successioni (uy,), in X’ tali che

lim F(u,)= inf F(zx)

n—+00 rzeX/’
Queste proprieta ricordano il risultato ottenuto nel corollario 4.1.13.

In maniera del tutto esplicita, un’estensione ragionevole puo essere costruita nel
modo seguente. Siano dati uno spazio metrico X, un sottoinsieme X’ di X e un funzionale
F:X —[0,4+o00].

Definizione 4.2.1. Si consideri in funzionale

[F) zex,
Cla) = {+oo reX\X.

Allora si pone N
Fext = G.

Osservazione 4.2.2. Dalla definizione di rilassato (vedi 4.1.1), ricordiamo che

inf {limian(un) Up —> U, (Up)n C X} ueX
Fext(u) =

n—-4o0o

+o0 u€ X\ X,

Le domande cruciali sono le seguenti: é vero che F,,; € un’estensione di
F, cioé che coincide con F sullo spazio X'? E possibile dedurre informazioni
sull’estremo inferiore di F in X’ e sulle successioni che lo realizzano studiando
i punti di minimo di Foy in X (ammesso che esistano, ovviamente)?
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4.2.1 Alcuni esempi significativi

Presentiamo alcuni esempi di particolare rilevanza. E dato un funzionale F definito su
uno spazio X' di funzioni regolari; lo estendiamo ad un funzionale G su uno spazio di
Sobolev X ponendolo 400 fuori da X e rilassiamo il funzionale G, trovando Fj,; come
nella definizione 4.2.1. Vogliamo calcolare Fyy.

Nei prossimi esempi, assumiamo che siano dati un aperto limitato @ C R? di classe
C* ed una funzione ug : R? — R di classe C°°(R?). Ovviamente queste ipotesi possono
essere indebolite, ma non vogliamo indagare questi aspetti perché non sono essenziali in
questo contesto.

Esempio 4.2.3. Siano X' := C*®(Q), X := W?(Q) e g : @ x R — [0, +00) una funzione
tale che g(x;-) ¢ continua per quasi ogni x € ). Supponiamo anche che esista una
costante C' > 0 tale che per quasi ogni x € (2 vale che

glz;u) < C(1+ |uf?)

per ogni u € R. Consideriamo il funzionale
1
F(u) = / {5 Vu|? —i—g(m;u)] dx
Q

definito sullo spazio C*(€2). Vogliamo provare che F,, definito su W'2(Q), rispetto
alla convergenza forte, ¢ il funzionale

D) = [ [51vu + gl a

dove il gradiente ¢ inteso in senso debole.

Dimostrazione. Poniamo

/ E IVul® + g(z; u)] dr ue C=(Q),
Q pa—
+00 u e Wh2(Q)\ C=(Q).

G(u) =

Dobbiamo mostrare che D = G, dove il rilassato ¢ fatto rispetto alla convergenza
forte in W12(Q). Osserviamo che D < (G; ¢ banale osservare che D ¢ semicontinuo
inferiormente rispetto alla convergenza forte in W1H2(Q) (in realtd ¢ semicontinuo
inferiormente rispetto alla convergenza debole); segue che D < G.

Per la regolarita di 2, per ogni u € W12(() esiste una successione (u,), in C*>°(Q)
tale che u, — w in W2(Q). In particolare, vale che G(u,) — D(u): & sufficiente
verificare che

lim / lg(x; uy) — g(z;u)| doe = 0. (4.1)
n—-+oo Q

Possiamo equivalentemente mostrare che per ogni sottosuccessione esiste una ulteriore
sottosuccessione per cui vale (4.1). Fissata una sottosuccessione (non rinominata), esiste
una ulteriore sottosuccessione (non rinominata) tale che u,, — u puntualmente quasi
ovunque in €2 ed esiste una funzione w € L?*(2) tale che per quasi ogni z €  vale che
|un(z)| < w(zx) per ogni n € N. Notiamo che g(x;u,(z)) — g(z;u(x)) per quasi ogni
z € Q. Allora, utilizzando il teorema di convergenza dominata (con dominazione w) e
I'ipotesi di crescita di g, troviamo la relazione (4.1) per 'opportuna sottosuccessione
estratta. Concludiamo che D = G per la proposizione 4.1.10. O
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Precisiamo che I'ipotesi di continuita di g nella seconda variabile puo essere indebolita
(¢ sufficiente la semicontinuita inferiore) utilizzando strumenti nello spirito del teorema
di Lusin.

Esempio 4.2.4. Siano X' := C°(Q) e X := W*(Q). Consideriamo il funzionale

1
= §/Q|vu12 dx

definito sullo spazio X'. Vogliamo provare che Fiy definito su W(Q2), rispetto alla
convergenza forte, é il funzionale
1
== / \Vu|? dz,
2 Ja

dove il gradiente ¢ inteso in senso debole.

Dimostrazione. Poniamo

1 _
§/Q|VU|2 dr ue Cr(5),
+00 ue Wr2(Q)\ C2(Q).

G(u) =

Dobbiamo mostrare che D = G, dove il rilassato ¢ fatto rispetto alla convergenza forte
in W;:2(Q). Osserviamo che D & continuo rispetto alla convergenza forte (in realta
¢ semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza debole) e D < G; segue che
D < G Per la regolarita di Q, W2?(Q) ¢ uno spazio affine di giacitura Wy?(Q) (per
6.4.58 e le proprieta di linearita della traccia in 6.4.50). Sia u € W,?(2); vale che
u—uy € Wy*(Q). Per definizione, esiste una successione (u,), in C°(Q) tale che
U, = u— g in WH2(Q). Per la regolarita di uo, la successione (u,, + o), ¢ in C2(€)
(per la precisione, per ogni n € N esiste un intorno di 052 in cui u,, + uy coincide con
up). Ovviamente vale che u, + ug — u fortemente in W12(Q2). In particolare, vale che
G (un + ug) — D(u). Concludiamo che D = G per la proposizione 4.1.10. O

Esempio 4.2.5. Siano X' := C2°(Q) e X := W'?(Q); consideriamo il funzionale

1
= §/Q|Vu]2 dx

definito sullo spazio X'. Il funzionale F., definito sullo spazio X rispetto alla convergenza
forte in WH2(Q) ¢ tale che

/|Vu] de ue Wi2Q),
u € WH2(Q) \ W,2(92).

ext

Per verificarlo si pud procedere come nell’esempio 4.2.4, notando che W;:#(2) & un
chiuso in W'?(Q) (infatti Poperatore traccia & continuo).

Esempio 4.2.6. Consideriamo lo spazio

X = {uecw(ﬁ) g:;() %7“7‘70( )xE@Q},
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4.2. FEstensione di funzionali integrali

dove g—z indica la derivata normale. Denotiamo con X := W*(Q2). Consideriamo il

funzionale ]
F(u) = —/ \Vul|® dzx
2 Ja

definito in X’. Analizzando le argomentazioni esposte nell’esempio 4.2.4, notiamo che
abbiamo provato che F. definito su W}?(2), rispetto alla convergenza forte, & il
funzionale

D(u) = %/Q|Vu]2 dx.

Nella definizione dello spazio X’ abbiamo imposto condizioni al bordo di Dirichlet e di
Neumann. B
Notiamo che ¢ possibile costruire v € C50(€2) tale che per ogni z € 9 vale che

ov

La costruzione é totalmente elementare in dimensione 1 (in tal caso, infatti, 2 & un
intervallo limitato). Se d > 2, per il teorema dell’intorno tubolare, esiste § > 0 tale che
la mappa @ : 9Q x (—4,6) — R? definita da

O(x;t) = x —tn(x)

¢ un diffeomorfismo (C'* con inversa di classe C*°), dove 7 ¢ la normale esterna a 0fQ.
Denotiamo con Uss(052) 'intorno tubolare di 02 di ampiezza § (cioé I'immagine di
Q2 x (=0, 0) tramite la mappa ®). Poniamo v : Uss(02) — R la funzione definita da

u(y) = uo(m: (271 (y))),

dove m, : X (=6,6) — € & la proiezione sul primo fattore. Notiamo che Uys(2) ¢ un
aperto di R? e v € C(Uy(f2)); inoltre per ogni x € 9n vale che

v(x) = up(x), g—g(:c) = 0.

A questo punto, si puod estendere (per convoluzione, ad esempio) v ad una funzione v;
di classe C°°(R%) in modo che v = v; in Us(99).

Questo fatto, in un certo senso, dice che le condizioni di Neumann e di Dirichlet
che possiamo imporre sulle funzioni regolari sono decisamente slegate, nel senso che
abbiamo moltissima liberta nell’'imporre il valore delle funzioni al bordo e della loro
derivata normale. Tuttavia, per quanto discusso, estendendo il problema in W&éQ(Q) e
rilassandolo, notiamo che i vincoli sulla derivata normale sono completamente ignorati.
Del resto, non ¢’¢ modo di tradurre questa informazione (che ha perfettamente senso
per le funzioni regolari) nel contesto delle funzioni di Sobolev, che sono definite quasi
ovunque; invece la nozione di traccia estende (in maniera consistente) il concetto di
restrizione delle funzioni regolari al bordo nel contesto delle funzioni di Sobolev.

Detto cio, utilizzando il metodo diretto (vedi 2.3.10) abbiamo mostrato che il
funzionale D ammette minimo in W}:*(Q); dalla stretta convessita si deduce facilmente
che il punto di minimo é unico. Utilizzando la teoria della regolarita (lo vedremo
in seguito), si riesce a mostrare che il punto di minimo u appartiene a W2(Q); in

ou

particolare, & ben definita (nel senso di traccia) o Pur riuscendo a dimostrare che u €
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Capitolo 4. Rilassato

in C2(€2), la derivata normale al bordo (che ha senso nella teoria classica) assume un
valore fissato. Quindi, il minimo del funzionale D appartiene allo spazio X’ soltanto in
un caso molto "fortunato". In tutti gli altri, il funzionale F' non ha minimo in X’ (vedi
4.1.13).

In conclusione, notiamo che stiamo esaminando (in maniera del tutto rigorosa) lo
stesso fenomeno che si poneva nell’esempio 1.2.6.

4.3 p-capacita

La nozione di p-capacita sorge naturalmente dallo studio del rilassato di funzionali
integrali in cui si vogliono imporre vincoli puntuali pitt 0 meno stringenti.

Esempio 4.3.1. Siano p € (1,+00), 29 € Q e a € R. Sia
X' = {ue C2(Q) | u(zo) = a}.

Counsideriamo il funzionale

1
F(u) ::—/\Vu|p dx
b Ja

definito sullo spazio X'. Sia X := W?(Q). Consideriamo il funzionale Fey definito sullo
spazio X rispetto alla convergenza forte in W1P(().

1. Se p < d, allora Fi coincide con il funzionale

1
D(u) = —/ |Vul? dx
pJa
definito su tutto lo spazio X, dove il gradiente ¢ inteso in senso debole.
2. Se p > d, introduciamo lo spazio
X" = {u € WoP(Q) | u(zo) = a}.

Notiamo che lo spazio X” ¢ ben definito, perche se p > d lo spazio W'?(Q) si
immerge in C°(Q) (vedi 6.4.43), pertanto ha senso prescrivere i valori puntuali
delle funzioni di Sobolev (intendendo che sono quelli del rappresentante continuo
nella classe di equivalenza). In tal caso Fgy coincide con il funzionale

1
—/|Vu|p de ueX’
=43 PJa
+00 ue X\ X

D(u)

Dimostrazione. Innanzitutto possiamo supporre che xy = 0.
Passo 1: Sia p < d; affermiamo che esiste una successione (v,), € C>(R%) con le
seguenti proprieta:

e v,(0) = a per ogni n € N;
e v, é supportata in B (O; %) per ogni n € N;

e v, — 0 in WhP(R?).

76



4.3. p-capacita

Costruiamo esplicitamente questa successione nel caso in cui p < d. Siav € C(B(0;1))
tale che v(0) = a.. Per ogni n € N poniamo

vp(x) = v(nx).

Osserviamo che le prime due proprieta richieste sono banalmente soddisfatte. Ricordiamo

che
n n

dove wy ¢ la misura della palla unitaria in R?. Inoltre

Wd
||Un||]2p(Rd) < ||U||poo(3(o;1)) nd’

da cui si deduce immediatamente che |[v,||,ga) — 0. Per quanto riguarda i gradienti,
vale che

Vv, [ dx:np/ |Vo(nz)|" dx
R4 B(0

=)
nP
=— Vo(y)l” dy
= JBo;1)

1
= 5 VUL gay

essendo p < d si deduce che [[Vv,|| 5 @a) — 0.

Precisiamo che se p = d, la dimostrazione data fallisce, ma puo essere forzata
scegliendo una successione di funzioni che non siano tutti riscalamenti di uno stesso
profilo. In ogni caso, questo risultato equivale al fatto che se p < d non vale I'immersione
di Sobolev W1P(R?) — C(R?) (ovvero che 'immersione C°(RY) — C°(R?) non &
continua rispetto alla norma di W1P(R?)).

Passo 2: Sia p < d; poniamo

_JF(u) uweX,
G(u).—{+oo ueX\X.

Il funzionale D ¢ fortemente continuo in W P(Q2) (in realta ¢ debolmente semicontinuo
inferiormente) e vale banalmente D < G; segue che D < G. Per concludere, basta
mostrare che per ogni u € X esiste (u,), C X tale che u,, — u in W'P(Q), cioé che
X’ & denso in X, e concludere applicando la proposizione 4.1.10. Abbiamo mostrato
nell’esempio 4.2.4 che C5°(€2) ¢ denso in W2(€2); con le stesse argomentazioni, si mostra
che C2(€) ¢ denso in W'P(Q) per ogni p € [1,+00). Allora ¢ sufficiente mostrare
che, se p < d, vale che X’ ¢ denso in C2(9Q) rispetto alla norma di W'?(2). Siano
u € C2(Q) e sia (vy), la successione costruita nel primo passo, costruita in modo
tale che v,,(0) = a — u(0) per ogni n € N. A meno di eliminare i primi termini della
successione, possiamo supporre che (v,,), sia in C°(2). Per ogni n € N poniamo

un () = u(z) + v, ().
Per costruzione, la successione (u,,),, & contenuta in X’ ed ¢ tale che u,, — u in WHP(Q).
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Passo 3: Sia p > d. Innanzitutto notiamo che lo spazio X” ¢ chiuso in WP(Q):
infatti, per i teoremi di Morrey (vedi 6.4.41) e di Ascoli-Arzela, se u,, — u in Whr(Q),
allora u,, — v uniformemente in 2. Se poniamo

_JF(u) uweX,
G(u>'_{+oo ueX\X,

deduciamo immediatamente che F,(u) = +00 se u ¢ X” (infatti Foyy = G). Ovviamen-
te vale che D < G e inoltre D ¢é semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza
forte in W1?(€)). Dobbiamo provare che per ogni u € X" esiste (uy,), in X’ tale che
u, — u fortemente in W*?(Q). Siano u € X" e (uy,), una successione in C°(Q) che
converge a u in W1P(Q). Come discusso in precedenza, a meno di sottosuccessioni, si
puo assumere che u,, — u uniformemente in Q. Sia & > 0 tale che B(0;¢) C Q. A meno
di passare a ulteriori sottosuccessioni, possiamo supporre che per ogni n € N vale che
per ogni x € B(0;¢) si abbia

Jun () — u(z)] <277

Allora ¢ possibile costruire (per convoluzione, ad esempio) una successione (vy,), €
C>®(B(0;¢)) tale che

e v,(z) = a—u,(0) per ogni n € N per ogni x € B (0; %)7
° |Un($)| C [0,2*”] per ogni n € N per ogni x € B(();g);

e csiste una costante C' > 0 tale che |Vu,(x)] < C27" per ogni n € N per ogni
z € B(0;¢).

In particolare, deduciamo che v,, — 0 in W'?(Q). La successione (u,, +v,), ¢ contenuta
in X’ ed ¢ tale che u, + v, — u in W'?(Q2). Questo conclude la dimostrazione. O

Concludiamo notando che il risultato ottenuto é perfettamente coerente con i seguenti
fatti:

e se p < d non ha senso definire valori puntuali per funzioni in WP (Q)

e se p > d ¢ possibile definire in maniera consistente i valori puntuali di funzioni in

Wie(Q).

Infine, notiamo che nel caso in cui p < d abbiamo provato in 2.3.10 che il funzionale
Fext ha minimo in Wul(’)p(Q) ignorando completamente il vincolo puntuale in zy. Per la
stretta convessita, tale punto di minimo & unico. Se anche riuscissimo a provare che il
punto di minimo ¢ di classe C*(Q) (la teoria di regolarita LP é veramente dura), allora
il suo valore in z( ¢ fissato. Quindi il funzionale F' generalmente non avrebbe minimo

in X’ (tranne in un caso molto "fortunato").

Siano K C Q un insieme compatto e p € [1, +00); definiamo lo spazio
X' ={ueC2(Q) | ux =0}

Consideriamo il funzionale

F(u) ::1/\Vu|p dx
D Ja
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definito sullo spazio X'. Per quali K vale che
1
Foxi(u) = —/ |VulP dx
P Ja

su tutto lo spazio WP(Q2) dotato della convergenza forte? L’esempio 4.3.1 risponde
a questa domanda nel caso in cui K ¢ un punto: la risposta ¢ affermativa se p < d, ¢
negativa se p > d. A tal proposito, introduciamo la nozione di p-capacita: seguiremo
un approccio coerente, ma certamente non il pit generale.

Siano 2 C R? un aperto limitato, K C € un insieme relativamente compatto e
p € [1,4+00). Definiamo gli spazi

X' ={velC>®)|v>1in un intorno di K},

X" :={v e CX(0,1]) | v =1 in un intorno di K},
Y" :={v € Lip.(Q?) | v > 1 in un intorno di K},
Y” := {v € Lip.(2;[0,1]) | v =1 in un intorno di K}.
Sia D : W'?(Q) — R il funzionale

D(u) ::/|Vu|p dx.
Q
Lemma 4.3.2. Vuale che

inf D(u) = inf D(u) = inf D(u) = inf D(u).

ueX’ ue X" ueY’ ueY”

Dimostrazione. Passo 1: Dall’inclusione Y’ C Y’ segue che

. < i '
2, D) = 5, Dl

Sia Tjo1) : Y' — Y” l'operatore di troncamento tra 0 e 1. Notiamo che Tjy;; ¢ ben

definito. Per il lemma 6.4.59 (si veda anche 6.4.29), per ogni u € X’ si ha che per quasi

ogni x € () vale che
VToayu(e)| < [Vu(a)| .

Allora vale che
D(Tjou) < D(u),

da cui segue immediatamente che

] > 1 .
2P 2 5, DL
Passo 2: Dalle inclusioni X” C X' C Y’ e dal passo 1 seguono banalmente le
disuguaglianze
inf D(u) = inf D(u) < inf D(u) < inf D(u).

ueY” ueY’ ueX’ ueX’

Allora ¢ sufficiente provare che

inf D(u) < inf D(u);

ueX’ ueY”

in altri termini, basta mostrare che per ogni u € Y” esiste (u,), C X" tale che
Vu, — Vuin LP(). Sia u € Y”; per il lemma 6.4.59 vale che u € W1°°(); essendo
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Z(Q) < 400 vale che u € WP(Q). Possiamo estendere u a 0 fuori da Q e troviamo
ancora una funzione in W1?(R?) (& facile provarlo per definizione: infatti u ha supporto
compatto in € e si puo scrivere u = ut) dove v & una funzione C°(€2; [0, 1]) che vale 1
sul supporto di u). Sia p un mollificatore (vedi 6.3.2); per ogni € > 0 definiamo

U == U * Pe

come in 6.4.23: vale che u. — u fortemente in W1?(R?). Ricordiamo che

u(r) = 5—151/]1@ u(y —x)p (g) dy;

se € & abbastanza piccolo vale che (u.). € C(Q); siccome u > 0 ovunque (anche
p > 0), vale che u. > 0 ovunque; siccome u = 1 in un intorno di K, per ogni £ > 0
esiste un altro intorno di K (piu piccolo del precedente) in cui u. = 1 (ricordiamo che
p- ha integrale 1). In altri termini, (u.). & contenuta definitivamente in X”. O

Il lemma 4.3.2 motiva la seguente definizione.

Definizione 4.3.3 (p-capacita).
Definiamo la p-capacita di K in €2 come 'estremo inferiore del funzionale D in uno
qualsiasi degli insiemi X', X", Y’, Y”; la denoteremo come Cap,,(K;2).

La nozione di p-capacita ¢ motivata dal seguente teorema, di cui diamo una
dimostrazione parziale, che si applica allo studio dei problemi con ostacolo (vedi
1.2.9).

Teorema 4.3.4. Consideriamo il funzionale

F(u) ::/Q|Vu|p dx

definito sullo spazio B
Z = {ue CE@) | ux = 0}.

_JFu) uweZz,
Glu)= {+oo ue W)\ Z;

Sia

denotiamo con Fey il rilassato di G in W P(Q) rispetto alla convergenza forte.

1. Se Cap,(K;Q) =0, vale che

Fualt) = [ Vul? s
Q
per ogni u € WP ().
2. Se Cap,(K;Q) >0, definiamo
2= {u € WP(Q) | Cap,({r € K | u(z) £ 01,9) = 0},

avendo scelto u approssimativamente continua eccetto che in un insieme di p-
capacita nulla. Vale che

/\Vu|p dr uwelZ,
Fext(“) = Q
+00 ue Wyr(Q)\ Z.
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Dimostrazione. Verifichiamo soltanto il primo enunciato; supponiamo che Cap, (K; Q) =
0. Sia

D(u) ::/Q|Vu|p da

definito su W (€2). 1l funzionale D ¢ continuo rispetto alla convergenza forte e inoltre
D < G. Allora D < G, intendendo il rilassato rispetto alla convergenza forte. Per
concludere che D = F,; ¢ sufficiente provare che, data u appartenente ad un denso in
energia per D (vedi 4.1.9) esiste (u,), C X' tale che u,, — u in W1P(Q); a questo punto,
si puo concludere utilizzando la proposizione 4.1.10. Estendendo le argomentazioni
presentate nell’esempio 4.2.4 nel caso in cui p = 2 al caso di p € [1,400), si trova
che C2°(2) ¢ denso in energia per D in W2P(Q2). Sia u € C2°(Q); per definizione di
p-capacita (vedi 4.3.3), esiste una successione (vy,), € C°(;[0,1]) con le seguenti
proprieta:

e per ogni n € N esiste un intorno aperto U, di K in ) tale che per ogni z € U,
vale che v, (z) = 1;

e vale che [V, 1,q) — 0.

Per ogni n € N poniamo
Up = u(l —vy,);

notiamo che (u,), € Cgo(€2) e u,, = 0 in K per ogni n € N. Per la disuguaglianza di
Poincaré (vedi 2.3.1), vale che

U= un“LP(Q) < ||U||LOO(Q) ||Un||Lp(Q) <C “uHLOO(Q) ||VU7L||LP(Q) ;

[Vu — VUnHLp(Q) < ||an||LP(Q) ||u||L°°(Q) + HVUHLOO(Q) ||Un||Lp(Q)
< IVoull oy (lull 1o () + C VUl 1o ()

per una costante C' opportuna (dipendente soltanto da p e da 2). Allora vale u,, — u
fortemente in WP (). O

Osservazione 4.3.5. La p-capacitd ¢ monotona rispetto all’inclusione: se K1 C Ky C ()
e K, é relativamente compatto in €2, allora vale che

Cap,(K1; Q) < Cap,(Ky; Q).

Notiamo che nell’esempio 4.3.1 abbiamo provato che se p < d ogni punto xg € ) &
tale che Capp(xo; 2) = 0. Supponiamo, invece, p > d e sia xy € { un punto. Data una
funzione u € C°(Q; [0, 1]) tale che u(xg) = 1, per 'immersione in C°(Q) (vedi 6.4.57) e
per la disuguaglianza di Poincaré (vedi 2.3.1) esistono costanti C, C” dipendenti soltanto
ad € e da p tali che

1< fJull ooy < Cllully o < C - C VUl g -

D,

Dalla definizione 4.3.3 segue che Cap,,(xo; 2) > 0.

Infine, esaminiamo alcune proprieta della p-capacita nel caso in cui 1 < p < d.
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Proposizione 4.3.6. Supponiamo che 1 < p < d. Siano Q C R? un aperto limitato e
K C Q un insieme relativamente compatto in 2. Vale che

Cap,(K;Q) = inf{ |Vul? dx
Rd

u € C(R%[0,1]), u=1 in un intorno di K} :

In altri termini, il numero Cap,(K;2) non dipende da Q.

Dimostrazione. Per la definizione data di p-capacita (vedi 4.3.3), vale banalmente che

inf { |Vul? dx
R4

u € C(RY), u =1 in un intorno di K} < Cap,(K; Q).

Dobbiamo provare 'altra disuguaglianza. Sia u € C°(R% [0, 1]) tale che v = 1 in un
intorno di K; ¢ sufficiente mostrare che esiste una successione (uy,), in C(€2; [0, 1])
tale che per ogni n € N esistono

e un intorno aperto di K contenuto in € in cui u, = 1,

e ¢, > 0 tale che
IVuall o) < VUll o) + €n

e la successione (g,), ¢ infinitesima.

Essendo K relativamente compatto in €2, & possibile costruire (per convoluzione, ad
esempio) una successione (¢,), € C*(Q; [0, 1]) con le seguenti proprieta:

e per ogni n € N esistono due aperti K,,, H, tali che
KCK,CH,CQ,

Yn(z) = 1 per ogni x € K, 1, ha supporto compatto in H,, ed esiste una costante
C indipendente da n tale che

1

ZL(H,\ K,) =C—;
(H\ K) = O

e esiste una costante C’ tale che per ogni n € N per ogni = € ) vale che

|Vu(z)| < C'n.

In altri termini, bisogna costruire intorno a K una "corona" di "ampiezza" % in cui

realizzare un raccordo C'™ tra il valore 0 (da assumere intorno al bordo di ) e il valore
1 (da assumere intorno a K). A questo punto, denotiamo

Up = UYy,.

Notiamo che la successione (u,,), ¢ contenuta in C'2°(€2; [0, 1]) e per ogni n € N esiste
un intorno di K in cui u, = 1. Infine vale che

IV (wtpn)ll 1oy < VUl ooy 19l Lo () + 1Vl oy 1ull e @)

, 11
< IVullpog) + CnCr —7 [[ull o o
ne

1—4
< Vull o) + C"n7 [Jull o -

La conclusione ¢ immediata notando p < d e prendendo il limite per n — +oc. O
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Osservazione 4.3.7. Vale un risultato analogo a quello del teorema 4.3.6 nel caso in cui
1 < p = d, nonostante la costruzione fatta non funzioni.

Osservazione 4.3.8. La proposizione 4.3.6 dice che, se p < d, per minimizzare il funzionale
D(u) = / \Vul” dz
Q

tra tutte le funzioni C>°(R?) che valgono 1 in un intorno di K conviene scegliere
competitori aventi un supporto sempre piul vicino a K; se p > d, invece, il risultato si
inverte. Infatti, consideriamo una funzione una funzione u € C2°(B(0;2); [0, 1]) tale che
u(z) =11in B(0;1). Per ogni n € N definiamo

n

Notiamo che (u,), ¢ una successione in C>°(R%;[0,1]) tale che per u,(z) = 1 se
x € B(0;n). Tuttavia, vale che

1
/ |V, dx:/ — (Vu <£) "
R B(0;2n) P n
d
n
=— Vu(y)[” dy;
nP Jpo:2)

essendo p > d segue che

lim [ |Vu,[’ dx=0.
n— R4

Allora, se p > d, deduciamo che per ogni insieme limitato K C R? vale che

inf{/ |Vul? dx
R4

mentre per ogni aperto limitato 2 C R? per ogni insieme K compatto in 2 vale che

u € C(RY), w =1 in un intorno di K} =0

Cap,(K;Q) >0,

come provato in 4.3.5.

La proposizione 4.3.6 giustifica la seguente definizione.

Definizione 4.3.9. Sia 1 < p < d; sia K C R? qualsiasi insieme limitato. Denotiamo
con

Cap, (K) := Cap,(K;Q),

dove ) é qualsiasi aperto limitato in R¢ che contiene la chiusura di K.

Corollario 4.3.10. Supponiamo 1 < p < d. Esiste una costante C' > 0 tale che per
ogni x € R? per ogni r > 0 vale che

Cap,(B(z;r)) = Cri?.
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Dimostrazione. L’invarianza per traslazione di é banale; in altri termini, possiamo
supporre che B(x;r) = B(0;r). Notiamo che per ogni u € C*°(R%; [0, 1]) tale che u = 1
in un intorno di B(0;1) vale che

up(x) = u (rx)

¢ in C%(R%10,1]) e u, = 1 in un intorno di B(0;7). Inoltre, effettuando un cambio di
variabili, si vede facilmente che

rd_p/ Vu, [’ d:z:z/ \Vul? dx.
Rd Rd

Da cio segue facilmente la proprieta di riscalamento, cioé¢ che
Cap, (B(0; 7)) = Cap,(B(0;1))r*

per ogni 7 > 0. Supponiamo che Cap,(B(0,1)) = 0; dalla definizione 4.3.9 segue che
esiste una successione (u,), € C°(B(0;2);[0,1]) tale che per ogni n € N esiste un
intorno aperto di B(0;1) in cui u, = 1 e inoltre Vu, — 0 in LP(R%). In particolare, per
ogni n € N vale che

1
[unll o (B0s2y) = [Z(B(0;1))]7 > 0,
in contrasto con la disuguaglianza di Poincare (vedi 2.3.1). O
Enunciamo il seguente teorema.
Teorema 4.3.11. Supponiamo 1 < p < d. La p-capacita é numerabilmente subadditiva,

cioe se A, (A;); sono insiemi limitati in RY in quantita al pit numerabile tali che

A C Y, Ai, allora vale che

Cap,(A) < Z Cap,(4;).

In particolare, Cap, si estende ad una misura esterna definita su tutti © sottoinsiems di
R? (non soltanto sui limitati).

Corollario 4.3.12. Siano 1 < p < d e A C R? un insieme limitato tale che H*P(A) =
0. Allora vale che Cap,(A) = 0.

Dimostrazione. Sia € > 0. Per definizione esiste una famiglia al pitt numerabile di palle
(B;); che copre A tale che, detto r; in raggio di B;, vale che

d—
E ri P <e.
i

Per il corollario 4.3.10 e per il teorema 4.3.11, esiste una costante C' > 0 indipendente
da ¢ tale che

Cap,(A) < ZCapp(Bi) < ZCT;FP < Ce.
Si conclude con 'arbitrarieta di €. O
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FEsempio 4.3.13 (Relazione con il potenziale elettrostatico).
Siano Q un aperto di R? e K un insieme compatto in . Abbiamo definito

Capy(K; Q) = inf {/ |Vaul|?
0

u e CX(2:;[0,1]), v =1 in un intorno di K} :

Supponiamo che I'estremo inferiore sia un minimo e che sia realizzato da una funzione
di classe C?(92) , cioe che esiste u € C?(Q;[0,1]) tale che w =1 in K e inoltre

Cap,(K;Q) = / \Val|® da.
Q
Per quanto mostrato in 1.2.9, @ risolve il problema differenziale

Au(z) =0 € Q\ K,
(x)=1 =x€K,
(x) =0  x €.

N

I~

Utilizzando la formula della divergenza, si trova che

Cap,(K;€2) = /

< Va, Vi > d:(::—/
Q

uAu dr = —/ At dz.
Q K

Se K ¢ un conduttore su cui poniamo della carica con distribuzione —Auwu, la 2-capacita
di K in © & la minima quantita di carica che bisogna mettere su K (con una distribuzione
—Au) in modo da avere differenza di potenziale 1 tra il conduttore e il bordo di €.
Abbiamo anche visto che Cap,(K;€2) non dipende da €.

4.4 Fenomeno di Lavrentiev
Sia
u) = z:u, Vu) dx
F(u) / F (w50 V)

un funzionale integrale definito su qualche spazio di Sobolev W1?(Q), con p € (1, +00).
Supponiamo che 'aperto € sia limitato, f : Q x R x R™ — [0, +00) sia continua nelle
tre variabili e convessa in &; sotto qualche ipotesi di integrabilita su F', un’applicazione
standard del metodo diretto garantisce 'esistenza del minimo di F' in W?(Q). Con-

sideriamo la restrizione di F' alle funzioni regolari, diciamo C'*°(f2); estendiamo per
rilassamento Flow g a tutto WH(Q) (vedi 4.2.1). Otteniamo ancora il funzionale F'?
Se cosi fosse, il minimo di ' in W'P(2) coinciderebbe con quello su C=(£2) e avremmo
regolarita della soluzione. In caso contrario, invece, possono sorgere fenomeni patologici.
Notiamo che se F' ¢ continuo in W1?(Q), la risposta alla domanda posta & certamente
affermativa (infatti C>(Q) & denso in WP(2), almeno se Q é un aperto regolare). I
controesempi a riguardo sono dovuti a Lavrentiev.

FEsempio 4.4.1 (Mania/Ball - James, dopo Lavrentiev).
Siano «, 8,y > 0 dei parametri (che fisseremo in seguito). Sia p € (1, +00). Introducia-
mo lo spazio

X = {u e W"((0,1)) | u(0) =0, u(l) = 2}.
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Definiamo in X il funzionale
1
Fu) = / 120% — ul’ [a]" da.
0

Scegliamo a € (0,1) tale che u(x) = 22% € X cio ¢ equivalente a richiedere che
ae 0,1— % . Allora il minimo di F'in X & 0 e w € 'unico punto di minimo. Tuttavia,

possiamo scegliere v, 8 > 0 in modo che
inf{F(u) | e W°((0,1)), u(0) =0, u(l) =2} >C > 0.

In questo caso, diciamo che si manifesta il fenomeno di Lavrentiev (I’estensione per
rilassamento della restrizione di F' alle funzioni regolari non coincide con il funzionale
di partenza F', pertanto i punti di minimo non sono regolari). Denotiamo con

W,>((0,1)) == {u € W"((0,1)), u(0) =0, u(1) = 2}.

Innanzitutto notiamo che @ non appartiene a tale spazio. Data u in W}:*°((0,1)), u &
lipschitziana (vedi 6.4.20). Con un argomento di troncamento (non del tutto banale) &
possibile mostrare che esiste una funzione crescente @ € W,;:>°((0,1)) compresa tra 0 e
u tale che

In altri termini, dovendo studiare un estremo inferiore, possiamo supporre che u sia
crescente. Denotiamo con a,, il minimo x € (0,1) in cui u(z) = 2 (dalla lipschitzianita di
u segue che u(x) < x per x abbastanza piccolo; inoltre, poiché u(1) = 2, esiste 7 € (0, 1)
in cui u(Z) = 7). Introduciamo un altro parametro &; se poniamo u(x) = v(x%), da cui
segue u(x) = 2°719(2°), deduciamo che

F(u) 2/ 2% || dxz/ xa5+(5—1)v5v|@(x5)‘7 de.
0 0

Poniamo t = 2%, da cui dt = 62°~" dx; allora vale che
@ (=D(-1)
U af4(y—1)(6—1
F(u) > / o o)) dt
0

Se imponiamo che
af+(y—=1)(0—-1) =0,
OVVero

0= ——+1
1—7+ ’

troviamo che S

F(u) > o1 /0% [o(t)|" dt.

Bisogna anche imporre che v > 1 e § > 0; in ogni caso & possibile scegliere v (in funzione
di ) con queste proprieta. Essendo v crescente, notiamo che

9 1

/0% ()] dt = /0 o(t) dt = v(a®) — v(0) = ulan) = a®.
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Applicando la disuguaglianza di Holder con esponenti v e ﬁ (per questo bisogna

richiedere v > 1), troviamo

ag, al) T (=)
a —/ lo(t)] dt < / lo@)|" dt | auw” ;
0 0

elevando all’esponente « e riordinando i termini, otteniamo che

5
u

at =" g/ lo(t)|" dt.
0

Infine, scegliamo S in modo tale che
ay+4d(1—7v) <0.

Allora otteniamo che

min a0 > C > 0.
a,€[0,1]

Abbiamo dedotto che
F(u)>0"'C>0

per ogni u € W>((0,1)).

Presentiamo un altro esempio importante, di cui diamo soltanto un cenno di
dimostrazione.

Teorema 4.4.2. Siano Q= B(0;1) CR% pe[1,2) e ¢ : R? — [0, +00) una funzione
boreliana tale che () = 0 se e solo se |x| = 1. Sia ug(x) = x; definiamo in WyP(Q; R?)
il funzionale

F(u) = / o(u) |Vul* de.
B
o Vale che
min {F(u) | u € W(B;Q;R?)} =0=F (ﬁ) .
T

o FLisiste C' > 0 tale che

inf {F(u) |ueC, (R} >C>0.

In particolare, si verifica il fenomeno di Lavrentiev.

Dimostrazione. Diamo soltanto un cenno di dimostrazione. Data u € C}, (Q; R?), vale

che
2 2 ou; ?
|Vul|” = E (6u) > 2|det(Vu)]|.

J

1,7=1

Notiamo che

Flu) > /B 20 (u) |det(Vu)| dz > /

o 20(y) dy > 2/ o(y) dy = C > 0.

Q

La seconda disuguaglianza segue dal cambio di variabili y = u(x) e dal fatto che u
in generale non ¢ iniettiva (quindi ¢’¢ una disuguaglianza); la terza, invece, segue dal
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fatto che una funzione continua dalla palla in R? che coincide con l'identita sul bordo
della palla ¢ tale che la sua immagine contiene tutta la palla (¢ un risultato classico
di topologia generale). Notiamo, invece, che u(x) = m € WhP(Q; R?) se e solo se

p € [1,2); infatti, Vu(z) = O <|71‘> e ﬁ € LP(§2) se e solo se p € [1,2): sicuramente
u € WHP(Q\ {0};R?) per p € [1,2); utilizzando la formula della divergenza (si integra
su corone circolari che invadono la palla) & immediato far vedere che il gradiente classico
di u fa funzionare la formula di integrazione per parti anche con funzioni ¢ € C°(Q2)

(limitate, ma non necessariamente nulle intorno a 0). O]

Osservazione 4.4.3. A margine del teorema 4.4.2, precisiamo che, con conti assolutamente
analoghi, si puo ottenere che F'(u) > C > 0 per ogni u € W, >°(€2; R?): serve la formula
di coarea per giustificare il cambio di variabili. La disuguaglianza puo essere estesa anche
a tutte le funzioni v € Wj{;q(Q; R?) per ogni ¢ > 2 (in questo caso, pero, non ¢ semplice
ottenere delle formule di coarea). Infine, il funzionale F' & continuo in W;(€; R?) per
ogni p > 2; in questo caso, quindi, non si manifesta il fenomeno di Lavrentiev.
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Capitolo 5

Variazione prima negli spazi di
Sobolev

5.1 1l caso uni-dimensionale

Presentiamo il problema della regolarita in dimensione 1 con dei semplici esempi.

Esempio 5.1.1. Sia g : [a,b] X R — R una funzione boreliana con le seguenti proprieta:
e g(x;-) ¢ di classe C! per quasi ogni = € [a, b];
e esiste ¢ € L'((a, b)) tale che
max{|g(z; u)|; |gu(z; w)[*} < c(x)
per quasi ogni z € [a, b].

Consideriamo il funzionale

b
1
F(u) = / {ﬁ(u)z +g(:p;u)} dx,
definito in W;*((a,b)). Abbiamo provato che F ¢ ben definito in W;%((a, b)) e ammette
minimo in tale spazio tramite il metodo diretto (vedi 2.3.10). Sia w un punto di minimo
per F in W, ?((a,b)). Osserviamo che per ogni v € C°((a, b)) per ogni ¢t € R vale che
u+ tv € Wa?((a,b)). Essendo u punto di minimo, si deduce che

OZ%F(U—FM)

=0
bd (1

:/ E{5|u—i-252}|2—i—g(x;u—va)} dx
b

:/ [W0 + gy (z;u)v] dx,

dove abbiamo derivato sotto il segno di integrale (cio & possibile perché le ipotesi su g
consentono di applicare il teorema 6.1.3). In altri termini, per ogni v € C2°((a, b)) vale

che
b b
/ wo dr = —/ vgy(z;u) dr,
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Capitolo 5. Variazione prima negli spazi di Sobolev

che ¢ equivalente ad affermare che @ € W'2((a, b)) e che la sua derivata distribuzionale
¢ gu(w;u). Segue che 1 ¢ una funzione continua e, quindi, u ¢ di classe C*((a,b)). Se
gu(z;u) & di classe C%((a, b)), allora deduciamo che % ¢ di classe C'((a,b)) e quindi u &
di classe C?((a,b)). In tal caso, u risolve I'equazione

u' = g(z;u) x € (a,b)

in senso classico, cioé intendendo tutte le derivate in senso forte.

In generale, se g(z;u) ¢ di classe C*((a,b)), vale che 1 ¢ di classe C**1((a,b)) e,
quindi, u ¢ di classe C*2((a,b)). Ovviamente u rispetta le condizioni al bordo di
Dirichlet, appartenendo allo spazio W,((a, b)).

Esempio 5.1.2. Sia ¢ : [a,b] x R — [0,4+00) una funzione boreliana con le seguenti
proprieta:
e esiste una costante C' > 0 tale che per quasi ogni x € €2 si ha che per ogni u € R
vale che g(z;u) > C |ul*;
e g(x;-) ¢ di classe C'! per quasi ogni z € [a, b];
e esiste ¢ € L'((a, b)) tale che
max{|g(z;u)] : [gul; u)|*} < e(2)
per quasi ogni z € [a, b].

Consideriamo il funzionale
b1
F(u) = / {§(u)2 + g(x;u)} dx,

definito in W;*((a,b)). Abbiamo provato che F ¢ ben definito in W'2((a, b)) e ammette
minimo in tale spazio tramite il metodo diretto (vedi 2.3.9). Sia w un punto di
minimo per F in W12((a,b)). Osserviamo che per ogni v € C°((a, b)) per ogni t € R
vale che u + tv € W12((a,b)). Essendo u punto di minimo, procedendo in maniera
totalmente analoga all’esempio 5.1.1, deduciamo che u € W'%((a,b)) e che la sua
derivata distribuzionale ¢ g, (z;u). Segue che % ¢ una funzione continua e, quindi, u &
di classe C''((a,b)). Supponiamo che g, (z;u) sia di classe C°((a,b)); allora vale che 1 ¢
di classe C'((a,b)) e quindi u ¢ di classe C*((a,b)). Allora u risolve 'equazione

u' = g(z;u) x € (a,b)

in senso classico, cioé intendendo tutte le derivate in senso forte.
Se prendiamo v € C*([a, b]) tale che v(a) = 0,v(b) = 1, per ogni ¢t € R vale che
u+ tv € WH2((a,b)); allora si ha che

d
OzaF(u—i-tv)

t=0

ba (1 )

:/ E{§|u+tv| +g(x;u+tv)} dx
o

:/ [00 + gu(x;u)v] do

b
— / (—u" + g(x;u))v dx + [uv]l;

= u(b),
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5.2. Soluzioni deboli

dove abbiamo integrato per parti (cio ¢ possibile perché u € C?((a,b)) N C([a,b])) e
utilizzato il fatto che u risolve 'equazione differenziale

u' = g(z;u) x € (a,b)

in senso forte. Ragionando in maniera completamente analoga, si deduce che u(a) = 0.
Abbiamo ottenuto le condizioni al bordo di Neumann.

Osservazione 5.1.3. Gli esempi 5.1.1 e 5.1.2 formalizzano le idee presentate negli esempi
1.2.2 e 1.2.1, in cui assumevamo l’esistenza del punto di minimo e il fatto che fosse di
classe C? per poter integrare per parti. L’esistenza del minimo ¢ garantita dal metodo
diretto; il passaggio di integrazione per parti ¢ assiomatizzato quando si ambienta il
problema in uno spazio di Sobolev opportuno.

Esempio 5.1.4. Siano g : [a,b] x R — [0, +00) come nell’esempio 5.1.2 e p € (1, +00).
Possiamo ben definire il funzionale

Fu) = / b B fif? + g(z: u)} dx

nello spazio W1?((a,b)). Sia u punto di minimo per F in tale spazio (abbiamo mostrato
che esiste nell’esempio 2.3.9). Notiamo che per ogni v € C2°((a,b)) per ogni ¢t € R vale
che u +tv € W'?((a,b)). Come nell’esempio 5.1.1 troviamo che

d
OzaF(u—i-tv)

t=0

“d (1

:/a E{Z—)m—ktﬂp—i—g(x;u%—tv)} dx
b

:/ [sgn (@) [a["~" 0 + gu(z;u)v] da.

In altri termini, deduciamo che sgn (%) [u["~" € W'((a,b)) e che la sua derivata debole
¢ gu(z;u). Tuttavia, se p # 2, in generale non si puo dedurre nulla su u.

Questa mancanza di regolarita risiede nel fatto che la funzione p(§) = |£|V & di
classe C; tuttavia, se p € (1,2) non ¢ derivabile due volte in 0, se p > 2 ¢ di classe C*
ma ©”(0) = 0. Invece, se p = 2 ¢ di classe C?, con derivata seconda limitata dal basso
da una costante strettamente positiva.

5.2 Soluzioni deboli

Esempio 5.2.1. Siano  C R? un aperto limitato e di classe C'. Sia g : Q2 x R — R una
funzione boreliana con le seguenti proprieta:

e per quasi ogni z € Q vale che g(x;-) ¢ di classe C;
e esiste una funzione ¢ € L'(2) tale che per quasi ogni = € (2 vale che
max{|g(a; u)| 3 [gu (a3 w)|*} < e(x).
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Capitolo 5. Variazione prima negli spazi di Sobolev

Definiamo il funzionale
1
F(u) = / [5 \Vul> + g(z;u)| dx
Q

in W2(€2). Abbiamo mostrato nell’esempio 2.3.10 che F' ammette minimo in W}?(€2).
Sia u punto di minimo per F' in tale spazio; notiamo che per ogni v € C2°(Q2) vale che
u+tv € W(Q). Segue che

d
O:%F(uthv)

t=0

d 1
:/d—{—|Vu+th|2+g(x;u+tv)} dx
o dt 2

:/ [< Vu, Vo > +g,(z;u)v] du,
0

dove abbiamo derivato sotto il segno di integrale (le ipotesi su g giustificano questo
passaggio). Possiamo equivalentemente dire che

/ < Vu,Vv > dx = —/vgu(x;u) dx Vv e C*(Q).
Q Q

Motivati dall’esempio 5.2.1 e dalla formula di Gauss-Green (vedi 6.1.2), possiamo
dare la seguente definizione.

Definizione 5.2.2 (Laplaciano distribuzionale).
Siano Q C R? un aperto qualsiasi, u € W12(Q) e g € L*(2). Si dice che u risolve
I’'equazione

Au =g

in senso debole (o distribuzionale) in €2 se per ogni ¢ € C'°(2) vale che

/<VU,V90> dx:—/gpgdx.
Q Q

In analogia al caso uni-dimensionale, vorremmo mostrare che se u € W?(Q)
Au € L?*(Q) (intendendo il laplaciano in senso distribuzionale), allora u € W%2(Q)
vale una stima del tipo

(S
(§

lullyz.0 < () [llell z0 + 1Au] sy |

per una costante ¢(2) opportuna dipendente soltanto da €. Questo risultato é
generalmente falso; tuttavia, vale qualcosa del genere.

5.2.1 Regolarita interna

Teorema 5.2.3 (Regolarita L? su RY).
Sia u € WH2(RY) tale che ammette laplaciano distribuzionale (vedi 5.2.2) Au € L*(RY).
Allora uw € W*%(R?) e vale che

3
2 2 2
ol oz < 5 [l ey + I Aul e (5.1)
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5.2. Soluzioni deboli

Dimostrazione. Step 1: Sia u € C°°(R%); mostriamo che in tal caso vale la stima (5.1).
Per la regolarita di u, possiamo integrare due volte per parti e, osservando che i termini
di bordo sono sempre nulli, otteniamo che

/ 9%u d%u / ou Pu
dr = — ——— | dz

ra \ 0x;0; Ox;0x; rd \ O1; 8%#9&7?

() (2

a R4 (9%2 asz v

Vale che

[Vl = [ IVl

2
/Rd Z <81‘ 8%) dx
d 2 d
0*u 0%u 0%u
N ZZ/Rd (73) dx—l—i; / (8x18x]> <8xi8xj> dr

d

9%u\ 2 d *u\ [0*u
S [G) w2 [(5) () o
2

Inoltre, per il teorema della divergenza (il termine di bordo ¢ sempre nullo), vale che

||Vu||iz(Rd) = /Rd < Vu,Vu > dr

= —/ uAu dz
]R{d

< [Judull 11 gay

< HU”L?(Rd) HAU”H(W)

IN

1 2 2
> [l + 1Al

dove abbiamo utilizzato le disuguaglianze di Holder e di Young. Allora otteniamo
immediatamente la disuguaglianza (5.1).

Step 2: Sia u € W12(R?), avente supporto compatto. Dato un mollificatore p, per
ogni € > 0 sia p. come nella definizione 6.3.2; sia u. == u % p. € C°(R"). Per il lemma
6.4.22, vale che

V(uxp.)=(Vu)*ps, Aux*p.) = (Au)* p.,

dove Vu, Au sono ovviamente intesi in senso debole. Prendendo il limite per ¢ — 0,
vale che u * p. — u, (Vu) * p. — Vu e (Au) x p. — Au in L*(RY) (vedi 6.3.4). Per
quanto provato nel passo precedente, per ogni € > 0 vale che

3

2 2 2
[uellzp0 < B [uellze) + [Aue |72 ()| -
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Capitolo 5. Variazione prima negli spazi di Sobolev

In particolare, la successione (u.). ¢ di Cauchy in W22?(R%). Segue che u € W??%(R?) e
che vale la disuguaglianza (5.1) desiderata per la funzione u, prendendo il limite per
e — 0.

Step 3: Sia u € WH(RY); sia 0 € C*(R%[0,1]) una funzione cut-off tale che
O(z) =1se|z| <1efb(x)=0se|x| > 2. Perognie>D0,sia

0.(x) = 0(ex).

Poniamo
U = u - b,.

Notiamo che u, € W12(R?) e ha supporto compatto per ogni € > 0. Precisiamo anche

che vale
Vu, = 6.Vu + uVe..

Sia ¢ € C°(R?) una funzione test. Utilizzando le formule di integrazione per parti e la
definizione di laplaciano debole di u, troviamo che

/ <Vo,Vu, > dr = / [< Vp,0.Vu >+ < Vo, uVl. >| dz
Rd

R4

:/ < V(b.¢), Vu > dx—/ ¢ < V0.,Vu > dx
Rd

R4

—I—/ u< Ve, V. > dx
R4

S Au(b.p) dx — / 0 < V0., Vu > dx

R4 R4

+/ < V(pu), VO, > dx—/ v < Vu,Vo. > dz
R4 Rd
= —/ [0-Au+ 2 < 0., Vu > +ulb.] ¢ du;

Rd

in altri termini, u. soddisfa I’equazione
Au, = 0. Au+2 < 0.,Vu > +ulb,
in senso distribuzionale in R?. Inoltre, ¢ immediato trovare che

2 2 2 2 2
[Ate || gay < (1A (gay 10c] oo gy + 2 1V eull 12 gy 1V Oell o0 )
2 2
+ ||u||L2(]Rd) ||A95||L°°(]Rd)

2 2 2
< [|Aullf2gay + cre® [ Vullpagay + c2e® lullzagea)

per opportune costanti positive ¢y, ¢ (dipendenti solo da 6). Per quanto mostrato nel
passo precedente, per ogni € > 0 vale che

3
2 2 2
el e < 5 (el + 180 2 e )
3 2 2
< 5 (Il e + 180l e + O()

La successione (u.). ¢ limitata in W22(R%); per il teorema di Banach-Alaoglu (vedi
2.1.11) esistono una sottosuccessione (non rinominata) ed una funzione v € L2(R% R%)
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5.2. Soluzioni deboli

tale che V2u. — v debolmente in L?>(R%R%). Per il lemma 6.4.5, deduciamo che
u € W22(R?) e che V?u = v. Per la semicontinuita inferiore della norma rispetto alla
convergenza debole vale che

3 2 2

= (Nl sy + 1l e )

che ¢ la disuguaglianza desiderata. O]

2 o 2
||u||272,11§d < hgl_)lglf ||U€||2,2,Rd =

Osservazione 5.2.4. Nel teorema (5.2.3), avremmo potuto provare il primo passo (che
¢ quello decisivo) anche nel modo seguente. Sia u € C%(RY); ricordiamo che la
trasformata di Fourier di u ¢ definita come

Fu(f) = /Rd u(z)e” 5> dx

per ogni & € R%. Vale anche che
F(Vu)(€) = i€Fu(§), F(Vu)(§) = ~£ @ EFu(€), F(Au)(€) = — [ Fu(®).

Per la formula di Plancherel, vale che

1 2
7 7 (A2 gay

W

2
[Au 2 may =

- (2 )d H|£|2 Fu HL?(Rd)

Inoltre, vale che
d d
2 2 4
d_lewel; =) lagl® =gl
ij=1 ij=1
Utilizzando ancora la formula di Plancherel, abbiamo che

1 1 2
||V2UH;(W) = ot Hf(VQU)H;(Rd) = @i €17 Zull o oy = I AUllZ2gay

Per la formula di Plancherel, vale che

- L P 1F O de
< o 3 (1 I Iu@ P ae

1 2 2
= 5 (Il + 180l g

2
IVull 2 ga)

Segue immediatamente la disuguaglianza (5.1)

Corollario 5.2.5 (Regolarita L ).
Siano Q C R un aperto qualsiasi, u € W2 2(Q) tale che Au é definito in senso debole e

loc

appartiene a L} (Q). Allora u € W2 2(Q) e per ogni aperto €Y relativamente compatto

loc

in § esiste una costante c(d;); Q) tale che
2 2
HU”2,2,Q/ < c(d; ;') HUHL2(QI) + ”AUHLQ(Q’)
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Capitolo 5. Variazione prima negli spazi di Sobolev

Dimostrazione. Dato €' un aperto relativamente compatto in €2, sia 6 € C2°(€2; [0, 1])
una funzione cut-off tale che 6(z) = 1 se x € . Introduciamo la funzione v =
Ou € WH2(RY). Con gli stessi calcoli presentati dettagliatamente nel terzo passo della
dimostrazione del teorema 5.2.3, si trova la disuguaglianza desiderata. [

Osservazione 5.2.6. In generale non ¢ possibile migliorare il risultato del corollario
5.2.5; infatti, dato un aperto 2 C R?, in certi casi & possibile costruire una funzione
u € WH2(Q) armonica su €, ma non appartenente a W2(Q).

5.2.2 Regolarita fino al bordo

Presentiamo dei teoremi di regolarita fino al bordo, di cui diamo soltanto dimostrazioni
parziali (esaminiamo i casi significativi per evitare notevoli complicazioni tecniche).

Teorema 5.2.7 (Regolarita fino al bordo con condizioni di Dirichlet).
Siano Q C R? un aperto limitato di classe C?.

o Sia u € Wy*(Q) tale che Au € L*(Q) (in senso distribuzionale). Allora u €
W22(Q) ed esiste una costante c(Q2) > 0 dipendente soltanto da Q) tale che

2 2 2
lull3 o0 < (@) (Ul 5.0 + 180 )

e Seu e W,2(Q), conuy € W>*(Q), e Au € L*(Q) (in senso distribuzionale),
allora v € W?2(Q) ed esiste una costante c(Y) dipendente soltanto da ) tale che

2 2 2 2
lull 5.0 < e(©) (Iluoll3 o0 + Nl o0 + 1Al ) -

Dimostrazione. Il secondo enunciato ¢ una conseguenza immediata del primo, lavorando
con v = u — ug. Mostriamo il primo enunciato nel caso semplificato del semispazio. Il
caso generale si ottiene a partire da questo seguendo questi passaggi, che non svolgeremo
nel dettaglio:

e si "decompone" il bordo di €2 in un numero finito di pezzi (02 ¢ compatto) che
siano diffeomorfi con mappe C? al semispazio;

e si prende una partizione dell’unita relativa a questo ricoprimento di 052 e all’interno
di €2;

2

i (vedi 5.2.5) per stimare u in un aperto

e si utilizza il risultato di regolarita L
relativamente compatto in €2;

e si effettua un cambio di variabile, cioé si studia ’equazione risolta nel semispazio
dalla composizione di u con ciascun diffeomorfismo (in questo punto, la regola-
rita, C? del bordo permette di ottenere un’equazione dello stesso tipo di quella

soddisfatta da u in Q);

e si cambia ancora variabile e si rincollano i pezzi in €2 con una partizione dell’unita.
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5.2. Soluzioni deboli

Quindi, assumiamo che

Q=R x (0, +00).
Per semplicita denotiamo
RL =R¥"" x (0,400), R% :=R"" x (—00,0).

Step 1: Consideriamo 'operatore di estensione per disparita E che, data una funzione
u: Ri — R, associa @ : R — R tale che

u(z;y) y >0,
u(z;y) = —u(z;—y) y <0,
0 y=0.

Ovviamente, se u € C*(R%) vale che @ € C2°(R?); inoltre é banale osservare che

ou
. ——(7;9) y >0,
o ox;
a—(l’; y) = (5.2)
ZT; ou 0
_a z(x> _y) Yy < )
ou
Oy = 1% (53)

Deduciamo che per ogni u € C°(R%) vale che

12 2
HUH1,2;]Rd =2 HUH1,2;R1 :

Da questa stima segue che I'operatore di estensione per disparita ¢ ben definito ed &
continuo da Wy ?*(R%) in W2(R?) e che le formule (5.2), (5.3) valgono per tutte le
funzioni u € W, (R%).

Step 2: Sia data u € I/VO1 ’Q(Ri) tale che Au esiste in senso distribuzionale ed
appartiene ad LQ(Ri). Detta u ’estensione per disparita di u, vogliamo mostrare che
esiste il laplaciano distribuzionale di @, diciamo Au, e vale che At = Au. Sappiamo
che la relazione

/

vale per ogni ¢ € C’E’O(Ri); ¢ immediato notare che questa relazione si estende per
densita a tutte le funzioni test ¢ € Wy (R%).

pAu dxdy
d

+

< Vu,Vgp > dxdy:—/

d
4 R
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Capitolo 5. Variazione prima negli spazi di Sobolev

Prendiamo una funzione test ¢ € C°(R%). Vale che

d—1
/Rd <V, Vi > drdy = /Ri Ll oz, (“"”y)axi (z;y) + 3 (25 y) 3y (:E,y)] dxdy
d—1
ou , o @ a 3_1/1 ‘
+/]Rd g—a—xi(ﬂf, y>8xi<x’y)+ay(x’ Y) ay(x,y)] dxdy
d—1
= /Ri L 8xi($,y)8xi($,y)+ ay(w,y) 3y (m,y)] dzdy
d—1
% )22 (25 —g) + 253 2 s
—l—/Rd+ lz axi(%y)axi(%, y)+ay(:v,y) o (z; y)] dzdy
:/ < Vu,Vy > dxdy,
RS

avendo posto ¢(x;y) = ¢ (x;y) — ¥(x; —y). Notiamo che ¢ € WOLQ(R‘fL); allora vale che

/ < Vu, Vi) > dxdy—/ < Vu,Vp > dxdy
Rd

Rt
=— / A dxdy
R4
4
Rd

dopo aver espanso nuovamente i termini.

Step 3: Abbiamo che @ € WH2(R?) e ha laplaciano distribuzionale ben definito ed
appartenente a L?(R?) (coincide con I’estensione per disparita di Au); per il teorema
5.2.3, deduciamo che @ € W%?(R?) e inoltre vale che

3

~112 ~ 112 ~112 2 2
[all30me < B )72 () + ”AUHLQ(Q)] <3 [HUHL?(Q) + | Aul[72 0 | -
Deduciamo che u € W22?(R%) e che vale la stima

2 2 2
lull o <3 [ellFaqq + 180l 2]
]

Abbiamo discusso come interpretare le condizioni al bordo di Dirichlet anche nel
contesto delle funzioni di Sobolev, considerando 'operatore traccia: in questo modo, ¢
possibile dare senso ad una condizione del tipo ujpq = 0. Esaminiamo, invece, il caso
delle condizioni di Neumann; per una funzione in u € W12(Q) generalmente non &

possibile interpretare la condizione g—:; = 0 su 0N (derivata normale nulla sul bordo)
in termini di traccia; infatti g_:; ¢ solo una funzione L2, per cui non ¢ definita una

traccia. Per procedere in questo modo e sperare che g—:; sia una funzione di Sobolev,

bisognerebbe richiedere che u € W22(Q); tuttavia, questa richiesta ¢ eccessiva e non
si verifica mai nelle applicazioni (anzi, & proprio cid che vogliamo dimostrare). Per
rilassare le condizioni di Neumann bisogna procedere in maniera diversa, ispirandosi
alla formula classica di Gauss-Green.
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5.2. Soluzioni deboli

Definizione 5.2.8 (Laplaciano con condizione di Neumann debole).
Siano 2 C R? un aperto di classe C1, u € WH2(Q) e f € L*(Q); si dice che u soddisfa
I’'equazione

Au = f

in senso debole in €2 con condizione di Neumann omogenea se per ogni funzione test
¢ € C>*(R%) (non si richiede che si annulli vicino a 9€2) vale che

/<Vu,Vg0> dx:—/goAud:v.
Q Q

Teorema 5.2.9 (Regolarita fino al bordo con condizioni di Neumann).

Siano 0 C RY un aperto limitato di classe C?. Sia u € WY2(Q) tale che Au € L*(2)
(in senso distribuzionale) con condizione di Neumann omogenea (vedi 5.2.8). Allora
u € W2%(Q) ed esiste una costante c¢(Q) > 0 dipendente soltanto da Q tale che

2 2 2
lull 5.0 < e(€) (Il o0 + AUl )

Dimostrazione. Supponiamo §2 = Ri (la riduzione a questo caso puo essere svolta come
discusso nel teorema 5.2.7).

Step 1: Richiamando la notazione introdotta nel teorema 5.2.7, introduciamo
I'operatore di estensione per parita P che associa ad ogni funzione u : Ri — R una
funzione 7 : RY — R tale che

u(zyy)  y >0,
u(z;y) = ulz; —y) y <0,
0 y=0.

Si puo verificare (vedi 6.4.35) che operatore P ¢ ben definito da W?(R%) in W2(R%);
inoltre per ogni u € W?(R%) per quasi ogni (z;y) € R? vale che

ou

Py 5%%@ y >0,

u ZT;

3, TY) = 9 (5.4)
mﬁ%—w y <0,
ou

N —(z3y) y >0,

ou oy

5?%@?1 9 (5.5)
—5;a—w y <0,

Deduciamo che per ogni u € C°(R%) vale che
2 2
HUHLQ;Rd =2 ||u||1,2;1[§d+ :

In particolare, I'operatore di estensione per parita ¢ continuo da W, *(R?) in W"2(R?)
(¢ ovviamente lineare).

Step 2: Sia data u € W'?(R%) tale che Au esiste in senso distribuzionale ed
appartiene ad L?(R%) con condizioni di Neumann omogenee (vedi 5.2.8). Detta @
I’estensione per parita di u, vogliamo mostrare che esiste il laplaciano distribuzionale
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di @, diciamo Au, e vale che Au = Au (cio il laplaciano dell’estensione per parita
& Destensione per parita del laplaciano). Prendiamo una funzione test ¢ € C°(R?).
Ragionando in maniera totalmente analoga al teorema 5.2.7 troviamo che

/ < Vu, Vi > dxdy :/ < Vu,Vp > dxdy,
R4

d
RJr

avendo posto p(z;y) = ¥(z;y) + ¥(x; —y). Notiamo che ¢ é una funzione test in
C2°(RY) (potrebbe non avere supporto compatto in R ); avendo imposto condizioni di
Neumann in senso debole (vedi 5.2.8), deduciamo che

/ < Vu, Vi > dredy = / < Vu,Vp > dxdy
Rd R4
= — / pAu dxdy
R

R4

dopo aver espanso nuovamente i termini.

Step 3: Abbiamo che @ € W1%(R9) e ha laplaciano distribuzionale ben definito ed
appartenente a L?(R?) (coincide con I'estensione per parita di Au); per il teorema 5.2.3,
deduciamo che @ € W22(R%) e inoltre vale che

2 3 11~ 112 2 2 2
@20 me < 5 ][ 720y + ||Au||L2(Q)] <3 [||UHL2(Q) + | Aul 720 | -
Deduciamo che u € W%%(R%) e che vale la stima

2 2 2
||u||2,2,Rd <3 ||U||L2(Q + [|Aull7 Q)| -
$ ) (
]

Abbiamo mostrato dei risultati di regolarita L? per '’equazione di Laplace in senso
distribuzionale con condizioni di Dirichlet e di Neumann (opportunamente interpretate).
I risultati presentati possono essere estesi ad una classe molto ampia di equazioni
ellittiche; tuttavia, é conveniente procedere in maniera completamente diversa (si puo
utilizzare il metodo delle traslazioni di Niremberg). E possibile anche sviluppare la
teoria della regolarita LP, per p € (1, +00); tuttavia, & un ambito abbastanza complesso
da studiare e richiede la teoria di Calderon-Zygmund.

100



Capitolo 6

Appendice

6.1 Utili regole di calcolo

Ricordiamo le seguenti formule, di cui faremo larghissimo uso nel seguito.

Teorema 6.1.1 (Formula della divergenza). B
Sia Q C R"™ un aperto di classe C' e limitato; sia U € C*(;R™) un campo vettoriale.
Detta v : 0Q — S*! la normale unitaria esterna a 2, vale la formula

/ <Uv> dH"! :/dw(U) dz,
o0 Q

dove H"™1 ¢ la misura di Hausdorff (n — 1)-dimensionale su OS).

Corollario 6.1.2 (Formula di Gauss-Green). B
Nelle ipotesi del teorema della divergenza (vedi 6.1.1), se v € CY(Q;R) ¢ una funzione
scalare, vale la formula

/ <oU,v> cm"—lzf <Vou,U > dx+/vdiv(U) dx.
o0 Q Q

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ una conseguenza immediata del teorema 6.1.1,
applicando la formula della divergenza a v - U € C*(Q; R™). O

Teorema 6.1.3 (Derivazione sotto il segno di integrale).
Siano 2 C R™ un aperto, I C R un intervallo, g : I x £ — R con le sequenti proprieta:

e g(;x) € CY(I) per ogni x € ;
o esiste tg € I tale che g(to;-) € L' (Q);
e vale che

() = sup|gi(t; )] € LY(Q).

Per ogni t € I poniamo
G(t) ::/g(t;x) dx.
Q
La funzione G : I — R ¢ ben definita, finita e continua. Inoltre G € C*(I) e vale che
G'(t) :/gt(t;x) dr.
Q

Dimostrazione. La verifica segue immediatamente dal teorema di convergenza dominata
e dal teorema di Fubini. O
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6.2 Lemmi variazionali

Lemma 6.2.1 (Lemma fondamentale del calcolo delle variazioni).
Siano (X;T) uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto, p una misura di
Radon su X e f una funzione in Lj,.(X) tale che

/X f(@)p(z) du >0

per ogni ¢ in CO(X) tale che p(x) > 0 per ogni x € X. Allora f(x) > 0 per quasi ogni
x in X. In particolare, se f é tale che

/X f(@)p(x) dp =0

per ogni ¢ € C%(X), allora f(x) =0 per quasi ogni x € X,

Dimostrazione. Sia M = f~1([—00,0)); notiamo che M ¢ misurabile. Supponiamo per
assurdo che pu(M) > 0; allora esiste un compatto K C M tale che 0 < u(K) < 400
(infatti p & una misura di Radon). Essendo (X;7) uno spazio topologico di Hausdorff
localmente compatto, esiste un aperto V tale che K CV C V e V & compatto in X.
Notiamo che (V) < (V) < 4o0. Siccome la funzione sgn(f)1x € L'(V), esiste una
successione (), di funzioni in C?(V') che converge in L'(V) a sgn(f)1x. A meno di
passare a sottosuccessioni, si puo supporre che la convergenza sia puntuale; a meno di
comporre con un operatore di troncamento, si pud supporre che ¢, (z) € [—1,0] per
ogni z € V (per il teorema di convergenza dominata, si mantiene la convergenza in

LY(V)): infatti f(z) < 0 in K. Allora vale che

0< lim [ —p,fdup=— lim / Jon dp
n—-+0o00 v n——+o00 v
— [ tisn(n)f du= [ Ifldn
1% K
Essendo f < 0in K e u(K) > 0 si trova 'assurdo. O

Osservazione 6.2.2. Applicheremo questo lemma al caso in R? con la misura di Lebesgue
oppure su una varieta di classe C! in R? dotata della misura di Hausdorff. Nel primo
caso, é sufficiente richiedere che
/ fodr>0
Q

per ogni ¢ € C°(9) tale che p(x) > 0 per ogni x € Q (oppure che I'integrale vale 0
per ogni ¢ nella stessa classe di funzioni). La dimostrazione data, infatti, si adatta
perfettamente a questo caso: procedendo in modo del tutto analogo (e mantenendo
la notazione), si puo costruire per convoluzione una successione di funzioni (p,), in
C>(; (—0o0,0]) che converge a sgn(f)lx in L'(R?) e puntualmente quasi ovunque.
Allora, ¢ immediato concludere.

Lemma 6.2.3 (Du Bois-Reymond).
Siano Q0 un aperto connesso di R?, n un intero positivo e f una funzione in L, () tale
che per ogni multi-indice o in N? tale che |a| = n wvale che

et
/Q () o) da = 0
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per ogni @ in CX(Q). In altri termini, f & una funzione avente tutte le derivate W-deboli
di ordine n nulle. Allora f coincide con un polinomio di grado al piu n — 1 per quasi
ogni x in §2.

6.3 Prodotto di convoluzione

Definizione 6.3.1 (Esponente coniugato).
Sia p € [1,+o0]. Si dice che p’ ¢ I'esponente coniugato di p se vale la relazione

1 1
p p
Definizione 6.3.2 (Mollificatore).

Sia p una funzione C2°(R%, [0, 1]) con le seguenti proprieta:

o p(xz)=0se|z| >1;

. /R o) do = /B L P =1

La funzione p ¢ detta mollificatore.

Definizione 6.3.3 (Prodotto di convoluzione).
Sia p : R? — R un mollificatore come nella definizione 6.3.2. Per ogni € > 0, indichiamo
con p. la funzione tale che
1 s/
pel) = 20 ()

L (R%), per ogni € > 0, definiamo

loc

ua(y) = u* paly) = / pe(@)uly — ) d.

R4

Data una funzione v in L

La funzione u, ¢é il prodotto di convoluzione tra u e p.. Se u ¢ definita su un sottoinsieme
Q di RY, la convoluzione ¢ definita in modo analogo estendendo u a 0 fuori da €.

Osservazione 6.3.4. Ricordiamo che per ogni € > 0 valgono le seguenti proprieta:

e 1. ¢ ben definita a valori in R ed é misurabile;
e se A ¢ il supporto di u, allora il supporto di u * p. & contenuto in A + B(0;¢);

e u. ¢ una funzione C*°(R?) e per ogni multi-indice o in N? vale che

D*u.(z) = | D*pu(a)uly — ) dr = ux D°p.(x);
Rd

e se u appartiene ad LP(R?) per un certo p in [1, +00], vale che
||u6||LP(]Rd) < ||u||Lp(Rd)§

e se u appartiene ad LP(R?) per un certo p in [1,+00) (+0c & escluso), allora la
successione {u, }.~o converge ad u in LP(RY).

Corollario 6.3.5. Sia Q un aperto di R%. Sia D linsieme delle funzioni limitate a
supporto compatto e denso in LP(QY). Il sottospazio C°(2) é denso in D; dunque C°(2)
¢ denso in LP(S2).
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6.4 Spazi di Sobolev

Presentiamo la teoria basilare sugli spazi di Sobolev, affinché questi appunti siano
il pit possibile autocontenuti; alcuni risultati classici (mai utilizzati nel corso) e le
dimostrazioni di molti fatti enunciati saranno omesse; ci limiteremo a presentare
brevemente solo pochi esempi e a dimostrare soltanto i risultati dimostrati nel corso.
Per una trattazione completa e dettagliata si veda [1].

6.4.1 Definizioni

Formalismo W

Definizione 6.4.1 (Derivata W-debole).
Siano d > 1, Q un aperto in R?, a in N? un multi-indice. Siano u e v funzioni in L{, ().
Si dice che v ¢ la derivata W-debole di u di ordine « se per ogni funzione test ¢ in

C(Q2) vale la seguente formula di integrazione per parti:

/u(:p)DO‘go(x) dr = (—1) / v(x)e(x) do. (6.1)
Q

Q

Osservazione 6.4.2. Nella definizione 6.4.1, la richiesta che le funzioni u, v siano in L{, ()
e che le funzioni test siano limitate a supporto compatto in € ¢ quella minima affinché
gli integrali scritti abbiano senso. Inoltre, utilizzando il lemma 6.2.1, ¢ immediato
mostrare che la derivata W-debole, se esiste, € unica.

Osservazione 6.4.3. Come nella definizione di derivata W-debole (vedi 6.4.1), dati un
aperto Q in R w, v in Ll _(Q) e un vettore non nullo 7 in R¢, diciamo che v ¢ la derivata
direzionale di u nella direzione 1 se per ogni funzione test ¢ in C2°(Q2) vale la seguente

formula di integrazione per parti:

In tal caso, denotiamo

Ovviamente esiste una funzione v con la proprieta di derivata direzionale di u, allora
v € unica. Supponiamo inoltre che u ammetta tutte le derivate parziali W-deboli di
ordine 1 (vedi 6.4.1). Allora, per ogni n in R?\ {0} esiste la derivata direzionale di u
lungo 7 e vale la formula

0
a—z =< Vu,n >,

come ¢ immediato verificare.

Osservazione 6.4.4 (Compatibilita con il caso classico).

Siano o un multi-indice in N? e € un aperto di R¢. Supponiamo che u sia una funzione
di classe Cl*(Q); allora u ammette derivata W-debole di ordine a e questa coincide
con la sua derivata classica di ordine o.

Lemma 6.4.5. Siano Q un aperto di R?, {u,}nen € {Un}nen successioni in L} (),

loc
u,v in L},.(Q) e a in N un multi-indice. Supponiamo che
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e v, sia la derivata W-debole di w,, di ordine o per ogni n in N;

o per ogni sottoinsieme Q' aperto relativamente compatto in Q2 vale che {uy }nen
converge ad u debolmente in L' (') e {v, }nen converge debolmente a v in L' ().

Allora uw ammette derivata W-debole di ordine o e questa coincide con v.

Definizione 6.4.6 (Spazi di Solobev - definizione W).

Siano d > 1, Q un aperto in R%, m > 1 e p in [1,4+00]. Si indica con W™P(Q) I'insieme
delle funzioni u in LP(£2) che ammettono tutte le derivate W-deboli di ordine minore o
uguale a m in LP(Q).

Osservazione 6.4.7. Ovviamente, W"P(Q) ¢ uno spazio vettoriale e le derivate W-deboli
sono operatori lineari.

Formalismo H

Definizione 6.4.8 (Derivata H-debole).
Siano d > 1, Q un aperto in R?, o in N¢ un multi-indice, u, v funzioni in L} (). Si
dice che v & la derivata H-debole di u di ordine « se esiste una successione {uy, }nen in

C*°(Q) tale che per ogni aperto €' a chiusura compatta in 2 vale che {u, }nen converge
ad v in L'(QY') e { D%, }nen converge a v in L'(QY).

Osservazione 6.4.9. Siano Q una aperto di R? e o un intero in N¢. Se u ¢ una funzione in
L}, .(Q) che ammette derivata H-debole v di ordine v (vedi 6.4.8), allora u e v coincidono

quasi ovunque con delle funzioni continue su 2.

Definizione 6.4.10 (Spazi di Sobolev - definizione H).

Siano d > 1, Q un aperto in R, m > 1 e p in [1,+o00]. Si indica con H™? () I'insieme
delle funzioni u in LP()) per le quali esiste una successione di funzioni {u, }nen in
C>(£2) con le seguenti proprieta:

d {un}neN converge a u in LP(Q);

e per ogni multi-indice a in N¢ con |a| < m vale che {D*},cy ammette limite in

LP(Q).

Osservazione 6.4.11. Nella definizione 6.4.10, la successione {u, },en € tale da appros-
simare tutte le derivate H-deboli di u. Dunque, questa richiesta é pit forte della sola
esistenza delle derivate H-deboli.

Osservazione 6.4.12. Nel contesto della definizione 6.4.10, data una funzione u in C*°(£2),
definiamo

ey = D 1Dl oy -

la<m

Definiamo l'insieme
P (Q) = {u e C*(Q) | [ull,,,q < +oo}.

La funzione ||-||,,, , o ¢ ovviamente una norma sull’insieme C™?(Q2). Per la definizione
6.4.10, lo spazio H™?(Q2) ¢ il completamento di C™P(2) rispetto alla norma |[|-[],, , -

105



Capitolo 6. Appendice

Osservazione 6.4.13. Denoteremo con D™ : Q) — R" il vettore avente tutte le derivate
H-deboli di ordine m; se m = 1 denoteremo

D'u = Vu.

Se p < 400, porremo

_ /Z \Du(@)” da |
Lp(Rd) Q

|laj=m

1D ull oy = |10l

dove |v, ¢ la norma p-esima di una vettore in R?. Se p = 400, porremo

D"l gy = pm (1D

Leo(Q)

Ovviamente, per ogni p in [1, +oo] valgono le disuguaglianze

HDmUHLp(Rd) < Z HDaU’HLP(]Rd)'

|al=m

Proposizione 6.4.14 (H C W).

Siano 2 in R? un aperto, u,v funzioni in L}, (Q) e o in N un multi-indice. Supponiamo
che v sia la derivata H-debole di w di ordine «; allora, v & anche la derivata W-debole
di w di ordine «. In altri termini, per ogni intero m > 1 per ogni p in [1,+00] vale la

sequente inclusione
H™P(Q) C W™P(Q).

6.4.2 Il caso speciale di W'((a,b))

Presentiamo brevemente il caso speciale in cui {2 & un intervallo (a, b) in R, eventualmente
illimitato, limitandoci al primo ordine di derivazione.

Esempio 6.4.15. Siano (a, b) un intervallo in R eventualmente illimitato e w : [a,b] — R
una funzione di classe C' a tratti. Per la precisione, supponiamo che u sia continua in
[a,b] e che esista una partizione finita a ==ty < t1--- < t, < t,.1 = b tale che u ¢ di
classe C*([t;, t;11]) per ogni i in {0;...;n}. Si verifica facilmente che la derivata debole
in senso W di u esiste e coincide quasi ovunque con la derivata in senso classico di u
(che & definita ovunque tranne che in un numero finito di punti di (a,b)).

Esempio 6.4.16. Sia H : (—1,1) — R tale che

H(x) 0 sexz<O,
T) =
1 sexz>0.

E facile verificare che tale funzione non ammette derivata debole in senso W.

Osservazione 6.4.17. Siano (a,b) un intervallo in R, eventualmente illimitato, e u una
funzione in L{ .((a,b)). Supponiamo che v ammetta derivata debole v in senso W (vedi

6.4.6) di classe C°((a,b)). Si verifica facilmente che u ¢ di classe C'((a,b)) e v ¢ la
derivata di u in senso classico.
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Lemma 6.4.18. Siano (a,b) un intervallo in R (eventualmente illimitato), u una
funzione in L} ((a,b)) e v la sua derivata debole in senso W (vedi 6.4.6) appartenente

loc
ad L, .((a,b)). Sia zo un punto in (a,b) e definiamo la funzione V : (a,b) — R tale che

V(x) ::/ v(t) dt.
zo
V' e una funzione continua ed esiste una costante ¢ in R tale che
u(x) =V(x)+c

per quasi ogni ¢ in (a,b). In altri termini, una funzione derivabile debolmente in senso
W (vedi 6.4.1) é una primitiva della sua derivata debole.

Teorema 6.4.19 (H=W in dimensione 1).
Siano (a,b) un intervallo limitato in R, p in [1,4+00) (+00 € escluso) e u una funzione
in WHP((a,b)). Esiste una successione di funzioni {u, }nen in C>((a,b)) tale che

o {u,tnen converge ad u in LP((a,b));
o {u) }nen converge a Du in LP((a,b)).
In particolare, gli spazi H*?((a,b)) e W'P((a,b)) coincidono.

Teorema 6.4.20 (Regolarita delle funzioni in W?((a,b))).
Siano (a,b) un intervallo in R (eventualmente illimitato), p un esponente in [1, +0o0], u
una funzione in WHP((a,b)) e Du la sua derivata debole.

e Sep=-+00, u coincide quasi ovunque con una funzione lipschitziana e vale che
u(@) = u()] < lull oo (@ 12— Yl

e sep éin (1,400), detto p' l’esponente coniugato di p (vedi 6.3.1), u coincide
quasi ovunque con una funzione I%—hé'ldem'ana che denotiamo ancora con u e vale
la disuguaglianza

1
u(@) = w(y)| < [1Dull ooy 2 = yl7

ed esiste una costante c(a,b,p) dipende soltanto dal dominio (a,b) e da p tale che
||u||Loo((a,b)) < c(a, b, p) ”qu,p,(a,b) )
o se p =1 esiste una costante c(a,b) tale che
el poo apy €(a: D) < lully g o) -

Inoltre, sono ben definiti i valori

u(a) = mlgﬁ u(x),
u(b) = IIE?_ u(x).

Proposizione 6.4.21. Siano (a,b) un intervallo in R, p in (1,4+00), (¢, d) un intervallo
limitato in (a,b) e u,v funzioni in WP ((a,b)). Allora vale la formula

/ w(x)v' (z) dz = u(d)v(d) — u(c)v(c) —/ o' (z)v(z) do.
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6.4.3 Teoremi di approssimazione
Approssimazioni in aperti a chiusura compatta

Lemma 6.4.22. Siano B un aperto di R?, A un aperto a chiusura compatta in B, u
una funzione in LY(B) e a in N% un multi-indice. Supponiamo che D%u sia la derivata
W-debole di v di ordine o. Sia p un mollificatore e per ogni € > 0 sia u. come nella
definizione 6.3.3. Supponiamo B # RY; sia

0 = min{dist(a; 0B) | a € A}.
Allora, per ogni e in (0,0) per ogni x in A vale che
D%u.(x) = D% % p-(x).
Se, invece, B =R?, per ogni ¢ > 0 per ogni = in R? vale che
D%u.(x) = D% * p(x).

Teorema 6.4.23. Siano Q un aperto di R, m > 1, p in [1,+00) (+o0 ¢ escluso) e u
una funzione in W™P(2). Esiste una successione {uy, }nen in C°(R?) con le sequenti
proprieta:

o {u,}nen converge ad u in LP(Q2);

e per ogni aperto Q' a chiusura compatta in 0 per ogni multi-indice o in N¢ con
la] < m, la successione { D%y }nen converge a D%u in LP(SY).

Se u appartiene ad L>* () per ognin in N vale che
[tn| poo(raty < N1l ooy -
Inoltre, se Q@ = R%, per ogni multi-indice o in N¢ tale che |a| < m vale che { D%y, }nen
converge a D%u in LP(R?).
Approssimazioni globali

Lemma 6.4.24. Siano Q un aperto in RY, m > 1, p in [1,+00], u una funzione in
WmP(Q) e v una funzione in CX (). Allora wip é una funzione in W™P(Q) e vale la
regola di Leibniz per le derivate W-deboli.

Teorema 6.4.25 (Meyers-Serrin, 1964).
Siano Q un aperto in RY, m > 1, p in [1,+00) (+o00 escluso) e u una funzione in
Wmr(Q). Allora esiste una successione {uy, tnen in C°(Q) con le sequenti proprieta:

o {Upn}nen converge a u in LP(2);

o { D%, }nen converge a D¥(u) in LP(2) per ogni o multi-indice in N? tale che
lal < m.

In particolare, vale il contenimento
WmP(Q) C H™P(Q).

Osservazione 6.4.26. Provata 'uguaglianza degli spazi WP () e H™P(Q2), lo spazio
Wm2(Q) ¢ denotato usualmente con H™.
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Teoremi algebrici

Il teorema di Meyers-Serrin (vedi 6.4.25) dimostra 1'uguaglianza degli spazi H™"((Q)
e W™P(Q) per ogni m > 1, per ogni p in [1,+00) e per ogni aperto 2 in R¢, senza
ulteriori ipotesi aggiuntive. Tuttavia, i seguenti teoremi algebrici seguono dal teorema
di approssimazione 6.4.23.

Teorema 6.4.27. Siano 2 un aperto di R?, p in [1, +00|, u,v due funzioni in W1P(Q)N
L>=(Q). Allora uv ¢ una funzione in WYP(Q) e vale la formula di Leibniz per le derivate
deboli, cioé per ognii in {1;...;d} vale che

D,,(uww) = uD,v +vD,,u.

Teorema 6.4.28. Siano Q un aperto in RS, m > 1, p in [1,+00] e u una funzione in
WiP(Q). Sia g : R — R una funzione con le sequenti proprieta:

e g ¢ di classe C*(R);
e g(0) =0 (richiesta superflua @ ha misura finita);
o esiste M in R tale che |g'(s)| < M per ogni s in R.
Allora g(u) appartiene a W'P(Q) e per ogni i in {1;...;d} vale la formula
Dq,g(u) = g'(u) Dy, u.

Corollario 6.4.29. Siano Q un aperto di R, p in [1,+00] e u una funzione in W1P(Q).
Allora |u| & una funzione in WP(Q) e per ogni i in {1;...;d} vale

D,,

u| = sgn(u)D,,u.

In particolare, se v ¢ una funzione in WHP(Q), allora max{u;v} e min{u;v} sono
funzioni in W1P(Q).

Teorema 6.4.30 (Composizione interna).
Siano A, B aperti di R? tali che esiste una mappa ® : A — B con le sequenti proprieta:

o O ¢ invertibile;
e & ¢ d! sono di classe C1;
e JO e JO! sono limitati.

Sia p in [1,+00]. Allora u appartiene a W P(B) se e solo se uo® appartiene a WHP(A).
Inoltre, vale la regola di derivazione a catena:

Ou o CID d ou
ox; z:: 0_ B:EZ (m)
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6.4.4 Estensione di funzioni di Sobolev

Definizione 6.4.31 (Extender).
Siano d > 1 un intero, Q un aperto di R%, m > 1 e p in [1, +o0].

1. Si dice (m, p)-estensione una funzione lineare E,,, : W™P(Q2) — W™P(R?) con le
seguenti proprieta:

e per ogni u in W™P(Q) per quasi ogni x in {2 vale che

Empu(r) = ulz);

e csiste una costante ¢(m;p) dipendente solo da m e p tale che per ogni u in
WmP(Q)) vale che

[l pa < c(msp) [l 0

2. Si dice m-estensione forte una funzione lineare E,, : L _(Q) — LL (R?) tale che

la sua restrizione a W™P(§2) ¢ una (m; p)-estensione per ogni p in [1, +00].

Teorema 6.4.32. Siano d > 1 un intero, Q un aperto di R, m > 1 un intero e p in
[1,400). Supponiamo che esista E,, : W™P(Q) — W™P(RY) una (m;p)-estensione
(vedi 6.4.31). Allora per ogni u in W™P(Q) esiste una successione di funzioni {uy, fnen
in C>(R?) tale che

o {u,tnen converge ad u in LP(S),

e per ogni multi-indice o in N¢ tale che |a| < m vale che { D%, }nen converge a
D%u in LP(Q).

Osservazione 6.4.33. 1l teorema 6.4.32 é il miglior risultato di approssimazione che
si possa dare in questo contesto. L’intento delle prossime sezioni é trovare ipotesi

ragionevoli su 2 che garantiscano 'esistenza di una (m, p)-estensione (come nel teorema
6.4.32).

Estensione nel caso modello

Definizione 6.4.34. Siano A un aperto in R¢"1; poniamo C} = A x (0,1) e Cy =
A x (=1,1) in R? Data una funzione u : C'f — R, definiamo

e l'estensione per parita, cioe Eu : C4 — R tale che

u(z;y) se (z;y) € CF,
[Eul(z;y) = qu(r;—y) sexc A, ye(-1,0),
0 sex €A, y=0;

e l'estensione per disparita, cioée Eu:C4 — R tale che

u(z;y) se (z;y) € C},
[Eu)(z;y) = —u(a;—y) sex €A, ye(—1,0),
0 serxe A, y=0.
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In entrambi i casi, la definizione in A x {0} & puramente convenzionale (infatti A x {0}
ha misura nulla in R?).

Teorema 6.4.35 (Estensione per parita).

Siano d > 1 un intero, A un aperto di R, Cy = A x (—o0,+00) e O} = A x (0, +00)
epin[l,+o0]. Siano E l'operatore di estensione per parita ed E [’operatore di estensione
per disparita (vedi 6.4.534). La restrizione di E: WHP(CF) — WHP(Cy) ¢ ben definita
e lineare; inoltre valgono le sequenti proprieta:

o per ognii in {1;...;d — 1} vale che

OFu ou

e per ogni u in WHP(CT) vale che
1Bl ey < 20l -

Estensione nel caso di aperti regolari

Lemma 6.4.36. Siano Q un aperto di R¢, p in [1,+00] e ¥ una funzione di classe
CH(RY) supportata in Q. Supponiamo che u sia in WIP(Q). Se estendiamo u a 0 fuori
da Q, allora Yu & in WHP(R?).

Teorema 6.4.37 (Estensione per aperti C1).
Siano d > 1 un intero, Q un aperto di R® di classe C* (vedi 0.0.1) tale che OS) &
compatto. Allora esiste una 1-estensione forte nel senso della definizione 6.4.51.

6.4.5 Teoremi di immersione
Immersione nel caso modello

Definizione 6.4.38 (Esponente di Sobolev).
Siano d > 1 un intero e p in [1,d). Sia p* tale che

11 1
p Ty d
equivalentemente, vale che
«_ dp
e

p* & detto esponente di Sobolev relativo a d e p.

Il seguente teorema fondamentale vale soltanto se 'aperto di definizione ¢ R%.

Teorema 6.4.39 (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg).
Siano d > 2 un intero, p in [1,d) e u in WYP(R?). Sia p* Uesponente di Sobolev relativo
aped (vedi 6.4.38). Allora u appartiene ad LP" (RY) e vale

pld—1)
”uHLP*(Rd) < d——p HVUHLP(Rd) :
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Corollario 6.4.40. Siano d > 2 un intero, p = d e u in WIP(R?). Allora per ogni q
in [p, +00) (+0o ¢ escluso) u appartiene ad LY(R?) ed esiste una c(d;p;q) che dipende
da d,p e q tale che

||U”Lq(Rd) < c(d;p;q) Hu“l,d,Rd‘
Teorema 6.4.41 (Morrey).
Siano d > 2 un intero, p un esponente in (d, +00) e u una funzione in W1P(R%); allora
u appartiene ad L= (RY) ed esiste una costante c(d;p) dipendente da p e d tale che

ol e oy < € 2) { Nl gy + 1900 o -

Inoltre, u coincide quasi ovunque con una funzione a-hélderiana che denotiamo ancora

con u, dove aa =1 — %, e per ogni x,y in RY vale

|u(y) — u(@)] < e(d; p) IVull pogay ly — 2]

Osservazione 6.4.42. Un argomento di riscalamento mostra che i teoremi di immersione
(vedi 6.4.39 e 6.4.41) sono possibili soltanto per gli esponenti indicati. In particolare,
d > 1 ¢éun intero, p ¢ in [1,d) e ¢ in [1,4+00); supponiamo che esista M > 0 tale che
per ogni u in W'P(R?) vale che

||u||Lq(Rd) <M ||Vu||LP(]Rd)‘

Allora ¢ deve coincidere con p*, 'esponente di Sobolev relativo a p (vedi 6.4.38). Infatti,
date u in WP(R?) e A > 0, poniamo

uy(x) = u(A\x);

testiamo la disuguaglianza con u) e concludiamo prendendo il limite per A che tende a
0 e A che tende a +oc.

Immersione per aperti regolari

Teorema 6.4.43. Siano d > 2 un intero, Q un aperto di R? e p in [1,+00). Supponiamo
che esista una 1-estensione forte Ey (vedi 6.4.31). Allora valgono le sequenti alternative:

o se p < d, sia p* l’esponente di Sobolev relativo a p,d (vedi 6.4.38); esiste una
costante c(d; p) tale che per ogni u in WHP(Q) vale che

HuHLq(Q) < C<d7p> HU l,p,Q;

e se p=d per ogni q in [p,+00) esiste una costante c(d;p;q) tale che per ogni u in
WhP(Q) wvale che
[l oy < eldsp) [Jull; 0

e Supponiamo p > d. Esiste una costante c(d;p) tale che per ogni u in WP(Q) vale
che

[l () < eldip) [Jully 0

Vale che u appartiene a CH*(Q) con

e per ogni x,y in §) vale che
lu(z) —u(y)| < eld;p) llull, 0|z =yl
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Esempio 6.4.44. Denotiamo con B la palla bidimensionale centrata nell’origine e di

raggio % Definiamo la funzione u : B — R tale che

u(x) = log([log(|z[)])-

Si puo verificare che u & in Wh?(B); tuttavia, & ovvio che u non appartiene a L>(B).

Esempio 6.4.45. Siano d > 2 un intero e p in (1,d). Denotiamo con B la palla
d-dimensionale centrata nell’origine e di raggio % Definiamo

1
u(z) = — :
[+~ log(|])|

La funzione u ¢ in W1?(B), tuttavia per ogni ¢ > p* vale che u non appartiene a Li(B)
(p* & l'esponente di Sobolev relativo a p, vedi 6.4.38).

Esempio 6.4.46. Siano €2 = (—1,0) U (0,1) e u(x) == L(_1,0) — L(o,1). Ovviamente u
appartiene a WP(Q) per ogni p in [1, +o00]; tuttavia, non puo essere estesa ad una
funzione in W™P(R) e non puod essere approssimata con funzioni in C2°(R) nel senso
del teorema 6.4.32.

on+1 ) 2_n
n>1

1 1
Esempio 6.4.47. Sia Q = U < >; possiamo definire

u(z) = Z [Inn| ]I(Znin%n)'

n>1

Allora, & ovvio che u appartiene a WP(Q) per ogni p in [1,4+00); tuttavia u non &
limitata.

Immersione compatta

Teorema 6.4.48 (Rellich-Kondrakov).
Siano d > 2, Q un aperto di R%, p in [1,4+00). Supponiamo che Q sia limitato e vale il
teorema di immersione (vedi 6.4.43). Allora valgono le sequenti alternative:

e sep <d, l'immersione i : WHP(Q) — L4(Q) ¢ compatta per ogni q in [1,p*), dove
p* & lesponente di Sobolev (vedi 6.4.38);

e se p=d, l'immersione i : W'?(Q) — LY(Q) é compatta per ogni q in [p,+00);
e sep>d, Uimmersione i : WP(Q) — C%(Q) ¢ compatta.

Esempio 6.4.49. In generale 'immersione i : W1P(Q) — LP"(Q2) non & compatta; infatti,
é possibile produrre dei controesempi.

6.4.6 Traccia per funzioni di Sobolev

Supponiamo che d > 2 sia un intero, p sia in [1,+00), € sia un aperto C* (vedi 0.0.1)
in R? tale che ) sia compatto oppure sia Q = Ri.
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Lemma 6.4.50. FEsiste una costante c(p; <)) dipendente soltanto da p e da 2 tale che
per ogni u in CH(RY) vale che

[ull ooy < (P ) [lully p0-

Inoltre, se p < d, posto q == (dd_fl)p

. esiste una costante c(p; <)) dipendente soltanto da p
e da Q tale che per ogni u in C(S)) vale che

[l Loy < el Q) [lully 0 -

Teorema 6.4.51 (Traccia per funzioni di Sobolev in W'?(Q)).
Esiste un’applicazione lineare Tr : W'P(Q) — LP(0Q) con le sequenti proprieta:

o csiste una costante c(p; <)) dipendente soltanto da p e da Q) tale che per ogni u in
WhP(Q) wvale che

HTr(u)HLP(aQ) S C<p7 Q) Hu”l,p,Q )

e vale una formula della divergenza, cio¢ per ogni ¢ : RT — R? in C(RY) vale che

/Qudiv(()go) d:p:—/R

dove v & la normale esterna a 0S);

<Vu,g0>dm—|—/ [Tr(u)] < @,v > do,

d
4 o9

e coincide con la restrizione a O per le funzioni continue in WYP(Q) che si
estendono con continuita in §2.

Teorema 6.4.52 (Dipendenza continua della traccia per aperti C*).
Supponiamo che p sia in (1,400). Siano {u,tnen una successione in WHP(Q) e uq
una funzione in LP(Q) tali che

o {uy}nen converge a uy in LP(Q);
e csiste una costante M tale che per ogni n in N wvale che

IVun| ooy < M.

Allora {Tr(up) nen converge a Tr(us) in LP(0N2). Inoltre, vale che

o se p<d la convergenza & in L"(0N2) per ogni r in [1, ’%);

o se p=d la convergenza & in L"(0N) per ogni r in [1,+00);

e sep>d la convergenza é uniforme in 0S2.

6.4.7 Lo spazio W;,""(Q2)

Definizione 6.4.53 (W;""(Q)).

Siano d > 1 un intero, Q un aperto di R%, m > 1 un intero e p in [1, +oc]. Diciamo che
una funzione u ¢ in W;""(2) se esiste una successione di funzioni {u, }nen in C(Q)
che converge ad w in LP(Q2) e tale che {D“u, },en sia una successione di Cauchy in
LP(Q2) per ogni multi-indice o in N tale che |a| < m. In tal caso, denoteremo con D%u
il limite in L? di {D%uy, }nen-
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Osservazione 6.4.54. In maniera del tutto equivalente, possiamo definire Wy""(Q2) (vedi
6.4.53 come il completamento di C2°(€2) rispetto alla norma ||-[|,, . Ricordiamo che
per il teorema di Meyers-Serrin (vedi 6.4.25), lo spazio W™P(Q) ¢ il completamento di

C(Q) rispetto alla norma ||-|,,, , o

Osservazione 6.4.55. Siano d > 1 un intero, p in [1,400), m > 1 un intero; per il
teorema di Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (vedi 6.4.23) vale che WP (R%) = W™P(R%).
In generale, pero, gli spazi W;""(Q) e W™P?(Q) sono molto diversi.

Lemma 6.4.56. Siano Q un aperto di R?, p in [1,400) e u una funzione in W, (Q).
Sia @ Uestensione di u a tutto R?, tale che i(x) = 0 se x non & in Q. Allora @ appartiene
a WhP(RY).

Teorema 6.4.57 (Immersioni a partire da W, (Q)).
Siano d > 1, Q un aperto qualunque di R?.

e Supponiamo p < d: detto p* l’esponente di Sobolev (vedi 6.4.38), esiste una
costante c(d; p) dipendente soltanto da d,p tale che per ogni u in Wol’p(Q) vale che

Jul| oy < eld; p) [Vully g -

e Supponiamo p = d: per ogni q in [p,+00) esiste una costante c(d; p;q) dipendente
soltanto da d,p,q tale che per ogni u in Wol’p(Q) vale che

||U||Lq(Q) < c(d;p; q) ||Vu||1,p,Q'
o Supponiamo p > d: esiste una costante c(d;p) dipendente solo da d,p tale che per
. . l,p
ogni u in Wy*(2) vale che
||U||Loo(9) < c(d; p) ||u||17p,Q;
wnoltre per ogni x,y in € vale che
1—4
[u(z) —w(y)| < cld;p) IVull o) |z —yl 7.
Supponiamo che € sia limitato.

e Sep <d l'immersione
it WyP(Q) — LYQ)
¢ compatta per ogni q in [1,p*).
e Se p=d ['tmmersione
it WyP(Q) — LYQ)

¢ compatta per ogni q in [p, +00).

e Se p>d I'tmmersione B
i WyP(Q) — CQ)
e compatia.

Teorema 6.4.58. Siano d > 2 un intero, p in [1,+00) e Q C R un aperto limitato di
classe C* (vedi 0.0.1) oppure Q@ =R%. Per ogni funzione u : @ — R denotiamo con i
la sua estensione a 0 a tutto RY. Sono equivalenti i sequenti fatti:

1. u appartiene a Wy'(Q);
2. 4 appartiene a WP(R?);
3. Tr(u) = 0.
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6.4.8 Sulla differenziabilita delle funzioni di Sobolev

Teorema 6.4.59. Sia Q C R? un aperto qualsiasi. Supponiamo che Q # RY. Sia
u € Lipy(2) N L>(Q); denotiamo con u : R? — R la funzione tale che

o Ju(r) weq,
ile) = {0 x € °.

Allora u appartiene a WH*(R9) e inoltre vale che
IVl poo (gay < dLip(a),

dove Lip(u) ¢ la costante di Lipschitz di u. In particolare, vale che v € WhH>*(Q) e
IVull ooy < dLip(u).

Se Q =R?, per ogni u € Lip(RY) N L®(RY) vale che u € WH*(RY) e inoltre
||VU||L0<>(Rd) < dLip(u).

Dimostrazione. Esaminiamo il caso in cui 2 # R% se Q = R? i ragionamenti esposti si
adattano facilmente e risultano semplificati.

1 fatto che @ sia in Lip(R%) N L>°(R9) ¢ ovvio. Sia e; un versore della base canonica
di R?% dato h € R\ {0}, introduciamo la derivata discreta in direzione e; di passo h,
ovvero la funzione Dy, : R¢ — R tale che

u(x + he;) — ﬂ(:c)

Dheiﬂ(l') = h

Sia p € C°(R?) una qualsiasi funzione test; ¢ immediato verificare che vale la seguente
formula di "integrazione per parti discreta':

/Rd o(2) Dpe,ti(x) do = — /Rd W(x)D_pe,p(x) d. (6.2)

Dalla lipschitzianita di u segue che la famiglia (D, @), ¢ uniformemente limitata in
L*>(Q2) dalla costante Lip(u). Per il teorema di Banach-Alaoglu, a meno di passare a
sottosuccessioni, esiste una funzione v € L*®(R?) tale che Dy, i — v in L®(R?). In
particolare, segue che per ogni ¢ € C>*°(R?) si ha

lim | () Dpe,u(x) de = / o(x)v(x) d.

h—0 R4 R4

Notiamo che per ogni ¢ € C®(R?) vale che D_j.,p — % uniformemente in R?; essendo
tutti gli integrali su insiemi compatti, deduciamo che

lim [ @(x)D_pe,o(x) doe = /]Rd ﬂ(x)gfz (x) dz.

h—0 R4

Allora, passando al limite nella relazione (6.2), troviamo che

/Rd o(x)v(x) de = — /]Rd ﬂ(x)g;i (x) dz.
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Dal teorema di Banach-Alaoglu segue anche che
[[0]l oo ey < Lip();

allora deduciamo che v ¢ la derivata debole di @ di indice i. Segue che 4 € W1>(R?) e
che

IVl oo (ay < dLip(a).
Concludiamo dicendo che lo stesso risultato vale sostituendo % con u, stimando le norme

in €; infatti ¢ banale notare che Lip(u) = Lip(u). O

Teorema 6.4.60. Siano Q C R? un aperto, p € (d,+oo] eu € WHP(Q)NCY(Q). Allora
u & differenziabile quasi ovunque e il gradiente debole coincide quasi ovunque con quello
classico.

Dimostrazione. Innanzitutto supponiamo che p sia finito. Sia data una funzione v €
Whr(Q) U C%(Q); sia T > 0 tale che B(T;T) sia relativamente compatta in 2. Per il
teorema di immersione di Morrey a partire dalla palla (vedi 6.4.43), esiste una costante
C' > 0 (dipendente soltanto ad T, T, d, p) tale che per ogni r € (0,7) per ogni x € B(T;r)
vale che

_ —_1-4
v(z) —v(@)| < Clz =27 Vol Lo g

1
< 'z -7 <][ Al dx>’°
B(z;r)

per una costante C’ dipendente soltanto da 7,7, d,p. Fissiamo una funzione u €
WhP(Q) N C°(Q). Supponiamo in aggiunta che Z un punto di Lebesgue per |Vul’.
Applicando la disuguaglianza precedente alla funzione

v(z) =u(x)— < Vu(T),z — T >,

si trova che per ogni r € (0;7) per ogni x € B(T;r) vale che

u(@) = u(@)= < Vu(@), e ~T>[ < Ol ~ 7] (]i Vu(z) - Vu(@)” dx>;

(T;r)

Dividendo per |z — 7| e passando all’estremo superiore su B(7;7) \ {0}, troviamo che

lu(z) — w(@T)— < Vu(z),x — T

L e (][ Vu(z) — V(@) dx)p
B(;r)

sup —
B(@r)\{0} |z — 7|

Passando al limite per » — 0, troviamo che

lu(z) — w(Z)— < Vu(T),x — T >| _0

lim sup =
=0 B(z;r)\{0} |z — |

per la scelta di T (ricordiamo che la costante C’ ¢ indipendente da 7). Deduciamo che

u ¢ differenziabile in T e che il suo gradiente coincide con quello distribuzionale in 7.
Il caso in cui p = +0o si ottiene notando che una funzione in W1>°(Q) appartiene a

WP(Q) per ogni p € [1,400) (basta scegliere p € (d, +00)). O

ocC
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