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Notazione

Adotteremo la notazione dei multi-indici. Per la precisione, dato un multi-indice p € N,

si pone
|p| :sz’, p! :Hpi!-
i=1 i=1

Dato £ € N”, si pone

n
& =11
i=1
Dati due multi-indici o, § € N”, diremo che a < 3 se la disuguaglianza vale componente
per componente; diremo che o < 3 ¢’¢ almeno una componente in cui la disuguaglianza
é stretta. Dati due multi-indici o, 8 € N tali che o < 3, si pone

()-11(2)

Dato un multi-indice «, denoteremo con D 'operatore di derivata di ordine «; per le
derivate di ordine 1 o 2, adotteremo la notazione D;, D;;.

Utilizzeremo ampiamente la teoria sugli spazi di Sobolev. Dati un aperto 2 C R"™,
p € [1,+00] e m € N, sia u € W™P(Q); denoteremo con

ey = D D%l oy »

la|<m

|u|m,p,Q = Z HDauHLP(Q) :

|al=m

La quantita [|-[|,, o ¢ la norma di W™?(Q); la quantita ||, o ¢ la seminorma su
Wm™P(Q) che considera soltanto le norme LP delle derivate di ordine massimo.

Se Q C R™ ¢ un aperto limitato, denoteremo con dq, il suo diametro. Per ogni z € Q
per ogni r € (0, dg] poniamo Q,(x) := B,(z) N €. Per ogni u € L'(2) per ogni z € Q
per ogni r € (0, dg] denotiamo con

Uy = ][ u(y) dy.
Qr(z)



Capitolo 1

Definizioni e prime proprieta

1.1 Definizioni di base

1.1.1 Equazioni

Definizione 1.1.1 (Operatore differenziale). Denotiamo un generico operatore diffe-
renziale di ordine [ su un aperto 2 C R" come

A(z, Dyu(z) =~ ay(z)DPu(x),

IpI<l

assumendo che p € N" sia un multi-indice, i coefficienti a, siano definiti in 2 e u sia
una funzione definita su €2 per la quale abbia senso calcolare la derivata di ordine 3. Si

denota
Ao(z, D)u(zx) = Z a,(z) DPu(x)
Ip|=!
la parte principale dell’operatore A. Si dice che
Ao(@;€) = ) ap()€”
Ipl=!
é il polinomio caratteristico associato all’operatore A, con & un vettore in R"™.

A volte ometteremo i simboli x, D, denotando semplicemente con Au I'applicazione
dell’operatore A ad una funzione w.

Definizione 1.1.2 (Ordine di un operatore). Sia A un operatore differenziale su un
aperto €2; si dice che A ha ordine [ se non ci sono coefficienti a, con |p| > [ e se c’¢
almeno un coefficiente a, con |p| = [ che non sia identicamente nullo.

Definizione 1.1.3. Un operatore differenziale A si presenta in forma di divergenza o
variazionale se é del tipo

Au= Y (-1)D*[A,D].
|al,[B]<m
Un operatore differenziale si presenta in forma di non divergenza o non variazionale se
é del tipo
Au = Z A,D%u.

|| <2m
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1.1. Definizioni di base

Osservazione 1.1.4. Le formulazioni in forma di divergenza o di non divergenza (vedi
1.1.3) sono equivalenti (almeno a livello formale) se i coefficienti sono abbastanza regolari
da supportare la derivazione. Tuttavia, lo studio di tali operatori viene svolto in maniera
completamente diversa nei due casi.

Le definizioni date vanno intese soltanto in senso formale (servono soprattutto per
fissare una terminologia); il loro significato sara perfettamente chiarito di volta in volta.

Definizione 1.1.5 (Operatore ellittico). Sia A un operatore differenziale. Si dice che
A ¢ ellittico in x se Ag(z;€) # 0 per ogni £ € R™\ {0}.

Possiamo mostrare un primo semplice risultato sugli operatori ellittici.

Teorema 1.1.6. Siano 2 C R™ un aperto, A un operatore differenziale su Q0 di ordine
[ ellittico in x (vedi 1.1.5). Supponiamo che i coefficienti siano tutti reali, oppure sono
a valori complessi e n > 3. Allora | é pari.

Dimostrazione. Siccome I'operatore ha ordine [, esiste un coefficiente di ordine massimo
che non é identicamente nullo. Per semplicita, possiamo supporre che esista x € (2 tale
che a(,..00(x) # 0 (se cosi non fosse, potremmo ricondurci a questo caso effettuando
un cambio di coordinate). Dato & € R"™!\ {0} posto £ = (¢/,&,) € R"™! x R, sia

P(x,€,&) = Ag(w,€) = Y ap(x)ef* - .
Ip|=t

Step 1): Supponiamo che i coefficienti siano reali. Prendiamo ¢ € R"~!\ {0}.
Detto e, I'n-esimo vettore della base canonica di R", notiamo che

Ao(xa en) = P(:L‘, 07 1) = Q(0,--,0,l) ('Z') = bo(ﬂ?)
Poniamo

P($,£/,£n> = bdl’)fﬁl + bl(xvg)fizil +ooet bl<x7€)7

dove b;(x, ') é un polinomio in ¢ di grado £. Se [ ¢ dispari, essendo by(z) # 0, vale

lim P(x,&,&,) = +o00

En—Fo0
oppure
lim P(z,&.&,) = Foo

&n—Eo0

a seconda del segno di bo(x). In ogni caso, per continuita, deve esiste £, € R tale che
P(z,£,&,) =0 e questo é assurdo.

Step 2): Supponiamo che n > 3 e che i coefficienti siano (eventualmente) in C.
Denotiamo con N (z,&") e N~ (z,€) il numero delle soluzioni in C dell’equazione

P(x,&,&,)=0

rispettivamente con parte immaginaria positiva e negativa, contate con molteplicita.
Per l'ipotesi di ellitticita (vedi 1.1.5) non ci sono soluzioni reali, quindi vale che

N*(z, &)+ N~ (2,8) = 1.
Per concludere la dimostrazione ¢ sufficiente provare che

N*(z,§) = N~ (2,¢).
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Capitolo 1. Definizioni e prime proprieta

Utilizziamo il teorema di Rouche; fissato & € R"!\ {0}, sia T’ una curva contenente tutti
gli zeri di P(z, &), &,) nel semipiano dei numeri complessi con parte immaginaria positiva.
Allora P(xz, &), &,) # 0 suT'; essendo P(z,€',&,) continuo in &', se £ & abbastanza vicino
a &, vale che

|P(2,80,&n) — P2, 60)| < |P(2,§,80)| Vén €T

Applicando il teorema di Rouché (la regione circondata da I" & compatta), deduciamo
che P(z,¢,&,) e P(x,),&,) hanno lo stesso numero di zeri nella porzione di piano
circondata da I'; quindi, se ' ¢ abbastanza vicino a &, vale che

N™(z,&) > N (2,&).
Scambiando &' e &, deduciamo che se &' e £ sono abbastanza vicini, vale che
N (z,&) = N"(z,&);

in altri termini, abbiamo provato che la funzione ¢ — N*(z,¢’) & localmente costante
in R"~1\ {0}; inoltre, tale mappa assume chiaramente valori interi. Se n > 3, allora
R\ {0} ¢ connesso, quindi la quantita NT(xz,£’) & costante al variare di ¢ € R"~1\ {0}.
In modo totalmente analogo, verifichiamo che N~ (z,{’) é costante al variare di £ €
R"1\ {0}. Notiamo anche che

P(z, €, ~&) = (=1)'P(2,€, &)

Quindi, vale che
N (z,¢) = N~ (z, —¢);

concludiamo che
I =N (z,&)+ N (2,§) = N"(2,¢) + N~ (z,=¢') = 2N (z,¢").
O

Osservazione 1.1.7. Se non sono verificate le ipotesi del teorema 1.1.6, & possibile
costruire dei controesempi.
Esempio 1.1.8. L’operatore di Cauchy-Riemann

0,0
ox; 0xs

¢ ellittico in R? ed ha ordine uno. Infatti, il suo polinomio caratteristico &
Ag(x,f) = fl + 252 V£ € ]R2 Vr € RQ.

L’operatore di Laplace
A = —
2 5z

é ellittico in R™ ed ha ordine due; infatti il suo polinomio caratteristico é
Ag(z;8) =) & =1¢? VEeR" Yz eR".
i=1

4



1.1. Definizioni di base

L’operatore bilaplaciano

i=1 i

é ellittico su R™ di ordine quattro. Infatti il suo polinomio caratteristico &

n n n 2
A =3¢ (zs;) _ (z f?) e v R Ve R
i=1 j=1 i=1

D’ORA IN AVANTI, CI LIMITEREMO ALLO STUDIO DI OPERATO-
RI DIFFERENZIALI DI TIPO ELLITTICO A COEFFICIENTI REALI.

Definizione 1.1.9 (Uniforme ellitticita). Siano € C R™ un aperto; un operatore
differenziale A di ordine [ si dice uniformemente ellittico in €2 se esiste v > 0 tale che
per ogni = € () per ogni £ € R” vale che

Ao(z;6) > ve].

Osservazione 1.1.10. Nel caso di operatori ellittici del secondo ordine, i coefficienti
formano una matrice n X n. Possiamo scrivere

Az, Dyu(z) = a;;(x)Ds ju(x),
ij=1
se l'operatore si presenta in forma non variazionale. La condizione di ellitticita uniforme
(vedi 1.1.9) equivale a richiedere che esista v > 0 tale che per ogni z € Q per ogni
¢ € R™ valga

n
Z a;j(1)&& > vEf.
ij=1
Se loperatore ¢ applicato ad una funzione regolare (C? o H?), si puo supporre che
la matrice dei coefficienti sia simmetrica. Denotiamo con A = (a;;) la matrice dei
coefficienti. Poniamo A™ := (azrj), A~ = (a;;) rispettivamente la parte simmetrica e
antisimmetrica di A, cioé

ot (z) = a; ; (%) + aj(z) ()= iy (¥) — aj4(x)

1,5 9 ) 2
Si nota immediatamente che
n n
42 2
> Jad] <D il ;
i,j=1 L>(Q) 1,j=1 L2 (Q)

questa proprieta € utile perché supporremo spesso che la matrice dei coefficienti sia
limitata. Inoltre, per ogni z € {2 per ogni £ € R” vale che

D @) = D0 ag(@Es Y e (@)Eg =0
ij=1 ij=1 4,j=1

Quindi, se A ¢ uniformemente ellittica con costante v, la sua parte simmetrica A* gode
della stessa proprieta; inoltre, A™(x) ha tutti gli autovalori reali positivi e uniformemente
limitati dal basso. Infine, osserviamo che per ogni funzione u regolare (per la quale
abbia senso calcolare due derivate e farle commutare), vale che
n n n
Z a;;(z) Diju(z) = Z a; j(x)D;u(x) Z a; ;(x)Diju(z) = 0.

3,j=1 4,j=1 1,j=1



Capitolo 1. Definizioni e prime proprieta

1.1.2 Sistemi

Definizione 1.1.11 (Sistema in forma di divergenza). Siano Q@ C R™ un aperto,
u:Q—RY e A, 5 € RVY (eventualmente dipendenti da x) multi-indici di lunghezza
n. Introduciamo l'operatore (in forma di divergenza)

A, Dyu= > (=1)ID[A, 5D ).
e, B]<m

L’operatore suddetto definisce un sistema di equazioni differenziali; se N = 1, ovvia-
mente, definisce un’equazione.

Supponiamo assegnato un operatore differenziale A in forma di divergenza come
nella definizione 1.1.11. Introduciamo le seguenti condizioni algebriche sui coefficienti,
che generalizzano quelle imposte in 1.1.5 e 1.1.9 al caso dei sistemi.

Definizione 1.1.12 (Condizione di Legendre). Si dice che un operatore A soddisfa la
condizione di Legendre su €2 se esiste v > 0 tale che per ogni z € Q per ogni £ € RV*"

vale che
vIEP < Y < Aap(@)é | € >,
la|=|8l=m

dove |-| e < - | - > sono la norma euclidea e il prodotto scalare di matrici in N x n.

Definizione 1.1.13 (Condizione di Legendre-Hadamard). Si dice che un operatore A
soddisfa la condizione di Legendre-Hadamard su € se esiste una costante v > 0 tale che
per ogni n € R™ per ogni A € RY per ogni x € Q vale che

vIAPT P < Y < Aas(a)n g > A0t
lal=[Bi=m

Osservazione 1.1.14. Se un operatore A soddisfa la condizione di Legendre-Hadamard
(vedi 1.1.13), tutti gli operatori della diagonale principale sono uniformemente ellittici
(vedi 1.1.9); scegliendo 1 I’h-esimo vettore della base canonica di RY, si deduce che

vIAPT < YD AN VA ER Vr € Q.
|al=[Bl=m

Osservazione 1.1.15. Nel caso di operatori del secondo ordine, la condizione di Legendre
(vedi 1.1.12) si esprime come

N
VZlTi’ Z ZAhk Yk vr e RN vr €
i=1

4,j=1 h,k=1

la condizione di Legendre-Hadamard (vedi 1.1.13) si esprime come

’§| |77’ < Z Z Ahk ﬁzéﬂlhﬁk Vﬁ eR" Vn S RN Vr € Q.

4,j=1 h,k=1

Osservazione 1.1.16. La condizione di Legendre (vedi 1.1.12) implica quella di Legendre-
Hadamard (vedi 1.1.13): basta scegliere 7' = &y, (cioé una matrice di rango 1);
quest’ultima implica 'uniforme ellitticita degli operatori diagonali. Se N = 1, queste

condizioni sono tutte equivalenti. Altrimenti é possibile costruire dei controesempi.
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1.2. Definizioni di soluzione

Esempio 1.1.17. Siano n = N = 2; consideriamo gli operatori

P— A O .
A= (5 1)

(A eD} '
A= <5D§ A>’ le] < 2;

_ A a(Dt = D3)
A= <a(D%—D%) A , ol < 1.

Tali operatori soddisfano la condizione di Legendre, ma gli operatori fuori dalla diagonale
non sono ellittici.

1.2 Definizioni di soluzione

Vogliamo precisare che genere di soluzioni di problemi ellittici ha senso ricercare.
Siano dati un aperto {2 C R™ e un operatore differenziale

A(z, D)u(x) = Z Ay(z)D%.
la|<2m

Definizione 1.2.1 (Soluzione classica). Se A, € C°(Q,RYVN) e f € CO(Q,RY), si
dice che u :  — RY ¢& soluzione classica del problema

A(z, Dyu(z) = f(x)

se ¢ di classe C?™(Q, RY) e soddisfa puntualmente la relazione differenziale. In tal caso,
si dice che il problema é formulato in senso classico.

Definizione 1.2.2 (Soluzione forte). Se 4, € L*(Q,RY*N) e f € LP(Q,RY) per un
certo p € [1,4+00], si dice che u : Q — RY ¢ soluzione forte del problema

A(z, D)u(z) = f(z)

seu € W2mP(Q,RY) e soddisfa la relazione differenziale per quasi ogni z € (2, intendendo
le derivate in senso debole.

In ogni contesto ragionevole, una soluzione classica é anche una soluzione in senso
forte. In ogni caso, introdurre definizioni di soluzione ancora pit deboli, che si applicano
bene allo studio dei problemi variazionali.

Definizione 1.2.3 (Soluzione debole). Sia p € (1,+00); siano fz € LP(Q,RY) e
Ay € L®(Q, RN Si dice che u : Q — RY ¢ soluzione debole del problema

S (~)PIDU AL D] = 3 (~1)PIDR

laf,|B|<m |8|<m

se u € W™P(Q,RY) e per ogni funzione test ¢ € W™ (2, RY) vale che

/ Z < Au3DPu, D¢ > dx:/ Z < f3,D’p > dux.

2 a),181<m 2 181<m

Questa scrittura ¢ detta formulazione variazionale del problema differenziale.
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Capitolo 1. Definizioni e prime proprieta

Osservazione 1.2.4. Nella definizione di soluzione debole (vedi 1.2.3), si richiede che u
abbiamo soltanto m derivate (in senso debole); in tal caso, pero, si riesce a dire in che
senso u € soluzione di un problema di ordine 2m. La formulazione debole si ottiene
a partire da quella forte moltiplicando per una qualsiasi funzione ¢ € W™ /(Q, RY)
(basta restringere la classe delle funzioni test a C>°(Q, RY)) e integrando per parti m
volte. I termini (—1)1*l e (—1)¥l si inseriscono affinché si cancellino nei passaggi di
integrazione per parti che portano dalla formulazione classica a quella variazionale del
problema.

Definizione 1.2.5 (Soluzione distribuzionale). Siano A, € L®(Q,RY*N) e F €
D'(,RY) una distribuzione. Si dice che u : © — RY ¢ soluzione distribuzionale
del problema

> (-)"DA. D u] = F

], B]<m

se u € W™P(Q,RY) e per ogni funzione test p € C°(Q, RY) vale che

/ Z < ApsDu, D% > drv =< F, ¢ > .
“ lal. 8<m

Questa scrittura € nota come formulazione distribuzionale del problema.

Osservazione 1.2.6. La nozione di soluzione distribuzionale ¢ nello stesso spirito di
quella di soluzione debole. Tuttavia, é ancora piu debole della precedente; in effetti,
generalizza 'idea alla base del concetto di soluzione debole ad un ambito in cui il
termine forzante f non ¢ una funzione, ma soltanto una distribuzione.

1.3 Condizioni al contorno

Generalmente si studiano problemi differenziali con condizioni al contorno di qualche
genere. Siano dati un aperto 2 C R"™, un operatore differenziale A(x, D) definito su
una certa classe di funzioni in 2 e un operatore di frontiera B definito su una classe di
funzioni su 0f). Vogliamo studiare il problema differenziale

{A(m,D)u =f inQ

B(u) =g in 00 (1.1)

Si dice che un problema differenziale (1.1) & ben posto secondo Hadamard se per ogni
ogni coppia di dati f, g esiste un’unica soluzione che dipende in qualche modo continuo
dai dati f,g.

Esempio 1.3.1. 1l problema differenziale

u' —3u +2u=0

u(0) = a,

u'(0) = b,

ha soluzione unica che dipende con continuita (rispetto alla convergenza uniforme) dai

dati iniziali, cioé dai parametri a, b € R; quindi, tale problema ¢ ben posto. Se rimuovia-
mo una condizione al contorno, troviamo un problema sottodeterminato che ammette

8



1.3. Condizioni al contorno

infinite soluzioni; tale problema non € ben posto. Se aggiungiamo una condizione sulla
derivata seconda in 0 (per esempio), otteniamo un problema sovradeterminato, che
ammette soluzione soltanto per una precisa scelta dei parametri; tale problema non
é ben posto. Queste semplici osservazioni dicono che, in un certo senso, per studiare
I’equazione

u —3u +2u=0

¢ "naturale" imporre il valore al tempo iniziale della funzione e della sua derivata prima.

Esempio 1.3.2 (Hadamard). Consideriamo l’equazione di Laplace con condizioni al
contorno
Au = Dyu+ Dypu =0 (t,z) € R?,
u(0,z) = ¢(x) x € R, (1.2)
Dwu(0,z) = ¢(x) z € R,

dove ¥, ¢ : R — R sono funzioni assegnate. Abbiamo imposto il valore della funzione
e la sua derivata normale al tempo 0; notiamo che queste condizioni sono la naturale
generalizzazione di quelle che si impongono nei problemi di Cauchy. In questo caso, pero,
non c¢’é dipendenza continua dai dati iniziali in nessun contesto ragionevole. Osserviamo
che per ogni n € N la funzione

U (t, ) = e~V e sin(nx)
risolve ’equazione di Laplace con condizioni iniziali
on(2) = Dyin (0, 2) = ne V' sin(nz), @n(z) = u,(0,2) = e V" sin(nz).

Ovviamente, le successioni (), e (¢n), tendono uniformemente a 0 su tutto R.
Tuttavia, per ogni ty > 0, vale che

lim sup |u(to, z)| = lim €™V = fo0.
n—+00 R n—-+00

Quindi, il problema (1.2) non & ben posto nel senso di Hadamard. Questo dice che, in
qualche senso, le condizioni al bordo imposte non sono quelle "naturali" per lo studio
dell’equazione di Laplace.

Esaminiamo brevemente il tipo di condizioni al contorno che si pongono generalmente
nello studio dei problemi ellittici, cioé quale genere di operatori di frontiera é usuale
considerare per avere problemi ellittici ben posti. Generalmente si impongono condizioni
di Dirichlet. Se cerchiamo soluzioni deboli (o distribuzionali) di un operatore di ordine
2m, si richiede che la soluzione sia in qualche spazio di Sobolev di ordine m; possiamo
eventualmente imporre il valore di u e delle derivate di ordine al pit m — 1 al bordo.
Questa informazione puo essere codificata in questo contesto in termini di traccia
di funzioni di Sobolev. Se imponiamo condizioni omogenee, per esempio, possiamo
cercare soluzioni deboli (o distribuzionali) in HJ*(€2, RY). Se imponiamo condizioni
non omogenee, invece, ¢ necessario che 'aperto {2 sia regolare, per dare senso alla
traccia delle funzioni di Sobolev. Se, invece, cerchiamo soluzioni classiche, possiamo
dare un senso puntuale a questo genere di condizioni imponendo, per esempio, che la
soluzione u sia di classe C?™ (2, RY) N C™ 1(Q,RY) e u e tutte le derivate di ordine
m — 1 coincidano con certe funzioni continue sul bordo. In ogni caso, ¢ fondamentale
notare che in un problema di ordine 2m imponiamo condizioni fino alle derivate di
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Capitolo 1. Definizioni e prime proprieta

ordine al pitt m — 1. In ogni caso, esiste una teoria (che non illustreremo) che si occupa
di studiare le condizioni sugli operatori di frontiera che ha senso imporre a seconda
della forma del problema che si considera.

Concludiamo questa introduzione con un esempio motivazionale di estrema impor-
tanza.

Esempio 1.3.3. Siano Q C R™ un aperto limitato e f € L*(2); consideriamo il funzionale
di Dirichlet

D;(u) ::/Q B|Vu|2+fu] da

in H}(Q). Tramite una semplice applicazione del metodo diretto, & facile mostrare che
D; ammette un unico punto di minimo in H}(2), diciamo u. Allora, ¢ semplice notare
che per ogni v € Hj(Q) la derivata direzionale di D; in u nella direzione v si annulla,
cioe
d
0= E[Df(u + tv)]

allora troviamo che u soddisfa la seguente relazione

I

t=0

/Q[< Vu, Vo > +fv] dz =0 Vo € HA(Q),

nota come equazione di Eulero-Lagrange del funzionale di Dirichlet D;. Abbiamo
ottenuto che u € soluzione debole del problema

Au=f
{u € HY (D). (1.3)

Viceversa, per la convessita del funzionale Dy, vale che se u € H}(f2) ¢ soluzione debole
dell’equazione Au = f, allora u ¢ punto di minimo di D in H}(2). Si puo dire che u &
pitl regolare di quanto prescritto, cioé appartiene a qualche spazio funzionale contenuto
in H}(Q)? Si puo dire che la relazione Au = f vale in senso puntuale? Proveremo a
rispondere a queste domande.

Abbiamo ottenuto che per ogni f € L?(Q) esiste un’unica soluzione del problema
(1.3) che ¢ caratterizzata dal fatto di essere I'unico punto di minimo del funzionale Dy
in H}(Q). Dal punto di vista dell’Analisi Funzionale, abbiamo definito un operatore
da L*(Q2) — H(9), di cui ¢ interessante studiarne le proprieta. Tale operatore, visto
a valori in L?(Q) & simmetrico e compatto; allora, per il teorema spettrale ammette
una base ortonormale di autovettori. Se 2 = (0, 7), si ottiene proprio la base di Fourier
in seni. Tuttavia, questo discorso vale per ogni aperto limitato 2 C R™ e il teorema
spettrale produce un analogo della base di Fourier. Dal punto di vista della Fisica,
abbiamo legato le soluzioni un problema ellittico ai punti di minimo di un funzionale
che rappresenta ’energia di un sistema fisico. Per questa ragione, studiare la regolarita
del profilo ottimale puo essere estremamente interessante.
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Capitolo 2

Esistenza delle soluzioni

Vogliamo studiare il problema dell’esistenza di soluzioni di problemi differenziali ellittici.
Svilupperemo alcuni metodi abbastanza generali, che applicheremo nel nostro contesto.
Nel caso di equazioni non variazionali presenteremo la teoria degli operatori vicini in
tutta generalita e mostreremo come puo essere usata per provare l’esistenza di soluzioni
di problemi non variazionali (eviteremo alcune dimostrazioni).

In secondo luogo, esamineremo il caso delle equazioni variazionali: presenteremo la
teoria astratta e poi la applicheremo nel nostro contesto, procedendo in maniera del
tutto rigorosa. Gli strumenti sviluppati ci consentiranno di esaminare anche il caso dei
sistemi.

2.1 Teoria degli operatori vicini

In questo paragrafo, assumiamo che X sia un insieme e Y sia uno spazio di Banach.

Definizione 2.1.1 (Operatori vicini). Siano A, B : X — Y due operatori. Si dice che
A ¢é vicino a B se esistono due costanti « > 0 e K € (0,1) tali che per ogni 7,22 € X
vale che

I[B(x2) — B(x1)] — a[A(zs) — A(z1)]|| < K |[B(x2) — B(a1)][ -
Possiamo immediatamente dimostrare i risultati principali sugli operatori vicini.
Teorema 2.1.2. Siano A, B : X — Y operatori tali che A ¢ vicino a B (vedi 2.1.1).
e Se B ¢ iniettivo, anche A ¢ iniettivo.
e Se B ¢ surgettivo, anche A é surgettivo.
In particolare, se B & una bigezione, anche A é una bigezione.
Dimostrazione. Siano o > 0 e K € (0,1) tali che ogni x1, 2 € X vale che
[[B(x2) = B(x1)] — a[A(z2) — A(x1)]|| < K |[B(x2) — B(z1)] -

Applicando la disuguaglianza triangolare e riordinando i termini, troviamo che per ogni
x1, T2 € X vale che

B@) - Bl < T

[A(z1) = A2l (2.1)
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Capitolo 2. Esistenza delle soluzioni

AGer) - Al < “EL | B@) — Bl 22)

Dalla stima (2.1) segue che se B ¢ iniettivo, anche A ¢ iniettivo.

Supponiamo che B sia surgettivo e mostriamo che anche A é surgettivo. Definiamo
in X la relazione di equivalenza ~ tale che u ~ v se e solo se B(u) = B(v). Sia X = X/
I'insieme quoziente; Poperatore B si fattorizza ad un operatore B : X — Y tale che
B([u]) == B(u), dove u ¢ un qualsiasi rappresentante in [u]. La stima (2.2) implica che
anche A si fattorizza ad un operatore A : X — Y tale che A([u]) == A(u), dove u &
un qualsiasi rappresentante in [u] (notiamo che se B(u) = B(v), allora A(u) = A(v),
quindi A & ben definito). Abbiamo che A ¢ vicino a B (vedi 2.1.1); inoltre B & una
bigezione. Se mostriamo che I'operatore A & surgettivo, allora deduciamo che anche A
é surgettivo.

Innanzitutto mostriamo che I'insieme X con la distanza

& uno spazio di Banach. La funzione d ¢ una distanza perché B ¢ iniettivo; verifichiamo
che (X,d) ¢ uno spazio metrico completo. Sia ([u,]), una successione di Cauchy in
(X,d); per costruzione, (B([tu,]))n & una successione di Cauchy in Y; essendo Y uno
spazio di Banach, esiste v € Y tale che B([u,]) — v in Y. Essendo B surgettivo, esiste
[u] € X tale che B ([u]) = v. Per costruzione, vale che [u,] — [u] in (X, d).

_ Per provare che A ¢ surgettivo, dobbiamo mostrare che per ogni f € Y I'equazione
A([u]) = f ha soluzione. Fissato f € Y, poniamo

F([u]) = B([u]) — aA([u]) + af;

notiamo che A([u]) = f se e solo se F([u]) = Bg[u]) Sappiamo che per ogni [u] € X
esiste unico [U] = T'([u]) € X tale che F([u]) = B([U]); in altri termini, ¢ ben definita
un’applicazione T := B! o F' : X — X. Verifichiamo che T ¢ una contrazione dello

spazio di Banach (X, d). Siano [u], [v] € X; valgono le seguenti disuguaglianze:

Ricordando che K € (0, 1), otteniamo che 7" ha un unico punto fisso [u] € X; in altri
termini, esiste ed ¢ unico un punto [u] € X tale che T'([u]) = [u], che & equivalente a

dire che F([u]) = B([u]), cioe A([u]) = f. O
Presentiamo una semplice conseguenza del teorema 2.1.2.

Teorema 2.1.3 (Metodo di continuita). Sia (A¢)cjo,1) una famiglia di operatori da X
m Y. Supponiamo che

o esiste r € [0,1] tale che A, é una bigezione,
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2.1. Teoria degli operatori vicini

o esiste ¢ > 0 tale che per ogni s,t € [0,1] per ogni u,v € X vale che

ITAL(u) = Ar(v)] = [As(u) = As()]]| < et = s[ | A (w) = Ac(v)]] - (2.3)

Allora Ay ¢ una bigezione per ogni s € [0, 1].
Dimostrazione. Definiamo l'insieme
I ={te€[0,1] | A; ¢ una bigezione};

per ipotesi, I non é vuoto. Per mostrare che coincide con [0, 1], & sufficiente mostrare
che ¢ aperto e chiuso. Sia t € [0, 1]; esiste 6 > 0 tale che per ogni s € (t —0,t+0) N0, 1]
vale che c|t — s| < 1. La condizione (2.3) dice che Ay ¢ vicino ad A; (vedi 2.1.1) per
ogni s € [0,1] N (t — d,t + §); applicando il teorema 2.1.2, deduciamo che A, & una
bigezione per ogni s € [0,1] N (t — 0, + §). Questo ¢ sufficiente a concludere che I ¢
aperto in [0, 1].

Per mostrare che I ¢ chiuso in [0, 1], notiamo che se (t,), ¢ una successione in I che
converge a t, allora definitivamente vale che c|t,, — t| < 1; allora 'operatore A; & vicino
ad A;, definitivamente. Applicando il teorema 2.1.2, deduciamo che A; ¢ una bigezione,
quindi t € 1. O

Osservazione 2.1.4. La condizione (2.3) é una sorta di lipschitzianita della famiglia di
operatori (A);.

2.1.1 Un esempio di applicazione delle teoria

Presentiamo un primo esempio di applicazione della teoria degli operatori vicini nel
contesto del calcolo differenziale tra spazi di Banach. Richiamiamo velocemente alcune
nozioni fondamentali.

Siano X, Y spazi di Banach.

Definizione 2.1.5 (Derivata di Gateaux). Sianod C X un aperto, ug e U e F: U — Y.
Si dice che F' é derivabile secondo Gateaux in wug se per ogni v € X esiste ed ¢ finita la
derivata direzionale

oF d
%(uo) = %F(uo + tv)

t=0

L’operatore v — 2E(ug) & detto derivata di Gateaux di F in .

Definizione 2.1.6 (Differenziale di Fréchet). Siano &4 C X un aperto, up € U e
F:U — Y. Sidice che F' ¢ differenziabile secondo Fréchet in ug se & derivabile secondo
Gateaux in ug ed esiste un’applicazione lineare e continua dF),, : X — Y tale che per

ogni v € X vale

dF,,(v) = g—f(uo).

dF,, ¢ detto differenziale di Fréchet di F' in .

Osservazione 2.1.7. Nel contesto della definizione 2.1.6, valgono le seguenti proprieta,
che non dimostriamo:

e se esiste, il differenziale di Fréchet é univocamente determinato;
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e se F' ¢ una mappa tra aperti di R", il differenziale di Frechet coincide con I'usuale
differenziale;
e se I ¢ differenziabile secondo Fréchet in ug, allora F' & continua in uqg.

Definizione 2.1.8. Siano &/ C X un aperto e F' : Y — Y. Si dice che F' ¢ di classe
CH(U) se per ogni ug € U si ha che F ¢ differenziabile secondo Fréchet in ug e la mappa
dF : U — Z(X,Y) ¢ continua (rispetto alla norma operatoriale in .2 (X,Y)).

I seguenti teoremi valgono come nell’analogo contesto finito-dimensionale.

Teorema 2.1.9 (Differenziale della funzione composta). Siano X,Y,Z spazi di Banach,
U C XV CY aperti tali che ug € U; siano F : U — V, G : V — Z differenziabili
secondo Fréchet in ug e in F(ug) rispettivamente. Allora G o F' ¢ differenziabile secondo
Fréchet in ug e vale la chain rule

d(G o F)uO = dGF(uo) o dFuO.

Teorema 2.1.10 (Media). Siano U C X un aperto convesso, u,v € U, 7 il segmento
che unisce w e v e F : U — Y un operatore di classe C*(U). Supponiamo che v sia
contenuto in U. Vale che

1P = FOl < (00 1dFlagsn ) o= ol
wey

Definizione 2.1.11 (Integrale alla Riemann). Sia G : [a,b] — X; si dice che G ¢
integrabile secondo Riemann in [a, b] se esiste x € X tale che per ogni & > 0 esiste § > 0
tale che per ogni partizione

a:t0<t1~-~<tn:b

di ampiezza al pit 0 per ogni scelta di 7; € [t;_1,¢;] vale che

Z G(ri)(ti — tioy) —

T = /ab G(t) dt.

Osservazione 2.1.12. Nel contesto della definizione 2.1.11, I'integrale di G su [a, b] se
esiste € univocamente definito.

<e.

In tal caso, si pone

Osservazione 2.1.13. L’integrale definito in 2.1.11 gode delle usuali proprieta di linearita.
Inoltre, tutte le funzioni continue da G : [a, b] — X sono integrabili e vale la stima

/a / Gl .

Teorema 2.1.14 (Fondamentale del calcolo integrale). Siano U C X un aperto convesso
e G:U—Y di classe CY(U). Dati z1, 25 € X, vale la formula

1
Gl(ws) — Glar) = / AG wi(os—ry) (2 — 1) dt;
0

posstamo anche scrivere
1
G(z2) — G(z1) = {/ AG o\ 4t(zo—a1) dt} (x9 — x1);
0
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2.1. Teoria degli operatori vicini

Precisiamo che tutti questi risultati si ottengono a partire da quelli in dimensioni 1,
utilizzando la caratterizzazione duale della norma negli spazi di Banach.

Possiamo finalmente mostrare un esempio di applicazione della teoria degli operatori
vicini.

Teorema 2.1.15. Siano o € X, U C X un aperto contenente rg e F' : U — Y un
operatore tale che

o e CHU),
o dF,, ¢ invertibile come applicazione lineare da X in Y.

Allora esiste un intorno convesso W di xy con le sequenti proprieta:
e per ogni x € W la mappa dF, & invertibile;

o F ¢ localmente vicina a dF,,, cioé esiste k € (0,1) tale che per ogni x1,x5 € W
vale che

[dEwy (21 = xa) = [F(21) = F(x2)]lly <k [dFe (21 = 22)lx -

Dimostrazione. Per il teorema dell’applicazione aperta, esiste 6 > 0 tale che per ogni
v € X vale che

0 [|vllx < ldFeq (0)lly -

Essendo F' € C'(U), per ogni € > 0 esiste un intorno W, di zy (che possiamo assumere
convesso) tale che per ogni x € W, per ogni v € X vale che

|dFev — dFpvlly < \|dFey — dFe| o) 10]1x < € lvllx -

Scegliamo € > 0 in modo che £ < 1; ¢ immediato notare che abbiamo provato che
per ogni x € W, si ha che dF), é vicino a dF,,; essendo dF},, invertibile, anche dF, ¢

invertibile per il teorema 2.1.2. Per il secondo enunciato, dati z1,z9 € W., vale che
[dFu (21 — 22) — [F(21) — F(22)l[ly

1
‘sz()(Il — .132) — / de1+t(x2_I1)<.T1 — (L’g) dt
0

¢
1
= / |:de0 — dFl‘1+t($2—CI71)j| (CCl — l‘g) dt
0 ¢
1
< [P0 = P ] = )
0
1
< /0 HdF:vo - dF$1+t($2—r1)||g(X7y) ||5131 - xQ”X dt
<ellry — 2|k
€
< 5 ldFe (@1 = z2)lly -
La tesi segue dal fatto che abbiamo scelto ¢ in modo che g < 1. O
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2.2 Esistenza di soluzioni per problemi non variazio-
nali

La teoria degli operatori vicini si puo applicare per mostrare risultati di esistenza e
unicita della soluzione di problemi non variazionali del tipo

uwe H*(Q)NHQ)

n

Z ai,jDiju = f (24)

1,j=1

Sarebbe naturale studiare l'esistenza e 'unicita delle soluzioni del problema (2.4)
imponendo che l'aperto ) sia limitato e regolare (per esempio con bordo di classe
C"') e che la matrice A = (a;;) sia uniformemente ellittica e con coefficienti in L>(12).
Tuttavia, in questo caso, il problema (2.4) non & generalmente ben posto (vedi 2.2.8),
nel senso che la soluzione puo non essere unica. Per questa ragione, bisogna introdurre
condizioni pit forti sui coefficienti. Presentiamo due possibili approcci: il primo ¢ basato
sull’imposizione di condizioni di tipo algebrico e consente di provare soluzioni in forti
H? N H} (vedi 1.2.2); nel secondo approccio, invece, prescriviamo maggiore regolarita
sui coefficienti e troviamo soluzioni classiche in C? continue fino al bordo (vedi 1.2.1).
In entrambi i casi, pero, supponiamo che il risultato valga per 'operatore laplaciano
(che ¢ il prototipo di operatore ellittico) e con la teoria degli operatori vicini riusciamo
a trattare gli altri operatori ellittici.

2.2.1 Condizioni algebriche

Definizione 2.2.1 (Condizione di Cordes). Siano 2 C R™ un aperto e A(z) = (a;j(x))
una matrice tale che |A(z)| # 0 per quasi ogni = € Q. Si dice che A soddisfa la
condizione di Cordes in € se esiste € € (0, 1) tale che per quasi ogni x € Q) vale che

(Z a”(x)> (>n—1—¢) (Z am(x)Q) :

ij=1

Definizione 2.2.2 (Condizione di Campanato). Siano 2 C R™ un aperto e A(x) =
(a; j(x)) una matrice. Si dice che A soddisfa la condizione di Campanato in € se esistono
o> 0,v7>0,0 >0 tali che v+ § < 1 ed esiste una funzione a € L>(Q2) tali che per
quasi ogni z € € vale che

a(x) > o >0,
Zfi,i - a(l‘) Z CLm‘(l‘)f,‘J' S Y (Z €Z27]> —+ ) Zgu Vf c Ran.
i=1 ij=1 ij=1 i=1

Osservazione 2.2.3. Si puo verificare che le condizioni di Cordes e di Campanato (vedi
2.2.1 e 2.2.2) sono equivalenti.

Osservazione 2.2.4. La condizione di Campanato implica l'ellitticita uniforme. Suppo-
niamo che A soddisfi la condizione di Campanato (vedi 2.2.2) e sia £ = (;1;);; una
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matrice n X n di rango 1. Vale che

n

277%'2 —a(z) Z a; j(x)min; <
=1

ij=1

n

Z ;= a(x) Y aii()mm;

ij=1

1
n 2 n
<7 (Z n?n?) +6) n;
i—1

t,j=1

=(v+8) )
i=1

Riordinando i termini, otteniamo che

L=+ > n <al@) Y aij(@mmn < lall e > ais(@)mimy;
=1 i,j=1 ij=1
allora A ¢ uniformemente ellittica con coefliciente
_1-0+9)
lall o)

infatti, ricordiamo che v+ ¢ < 1, quindi v > 0.

A un primo esame, la condizione di Campanato sembra molto tecnica; in realta, e
I'ipotesi necessaria per provare che 'operatore differenziale associato alla matrice che la
soddisfa ¢é vicino a un operatore che é una bigezione.

Prima di mostrare il risultato di esistenza e unicita delle soluzioni del problema

(2.4), enunciamo un risultato di cui faremo uso e che dimostreremo nel seguito (vedi
3.4.1).

Teorema 2.2.5. Siano Q C R"™ un aperto limitato e con bordo di classe C?. Conside-
riamo A : HY(Q) N H2(Q) — L*(Q) loperatore che associa ad u il suo laplaciano. Tale
mappa ¢ una bigezione tra H}(Q) N H*(Q) ed L*(Q).

Abbiamo anche bisogno di un altro risultato (che enunciamo senza riportarne la
dimostrazione) noto come maggiorazione di Miranda-Talenti che, in un certo senso,
raffina la stima del teorema 2.2.5.

Teorema 2.2.6 (Disuguaglianza di Miranda-Talenti). Sia @ C R™ un aperto convesso
e limitato. Per ogni u € H*(Q) N H () vale che

2 2
|U|2,2,Q < ||Au||07279.

Siamo pronti per mostrare un risultato di esistenza e unicita delle soluzioni del
problema (2.4).

Teorema 2.2.7. Siano 2 C R™ un aperto limitato, convesso e con bordo di classe
C?%. Sia A = (a;j) una matrice che soddisfa la condizione di Campanato in Q (o
equivalentemente quella di Cordes) e con coefficienti in L=(Q). Per ogni f € L*(Q) il
problema (2.4) ammette soluzione unica.
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Dimostrazione. Sia f € L?(Q) fissata. Siano o > 0,7 > 0,6 > 0 e a € L®(Q) come
nella definizione 2.2.2. Consideriamo gli operatori
Au) =a Y a;;D;ju: HX(Q) N HY(Q) — L*(Q),
ij=1
B(u) = Au : H*(Q) N Hy(Q) — L*(Q),

supponiamo di aver verificato che A ¢ vicino a B (vedi 2.1.1); dal fatto che B una
bigezione (per il teorema 2.2.5) deduciamo che anche A ¢ una bigezione (per il teorema
2.1.2). Allora otteniamo che per ogni f € L*(Q) esiste ed ¢ unica u € H}(Q) N H*(Q)

tale che .

a(w) Y ay;()Dyjulz) = f(x)

ij=1
per quasi ogni x € Q. Essendo a € L>®(Q2) e a(x) > o > 0 per quasi ogni = € (),
deduciamo che f/a € L*(Q) e vale che

f ()
a(x)
per quasi ogni x € . Osservando che al variare di f le funzioni f/a descrivono tutti gli

elementi di L?(€), otteniamo che per ogni f € L*(Q) esiste ed ¢ unica u € H*(Q)NH}(Q)
tale che per quasi ogni x € () vale che

> ai(x)D; julx) =

ij=1

n

Z a;j(7)D;ju(r) = f(x).

3,j=1

Quindi, dobbiamo soltanto provare che 'operatore A ¢ vicino all’operatore B. Siano
uy, uy € H?(Q) N H} (). Osserviamo che per ogni a,b € R vale la stima

(va + 6b)* < y(y +8)a® + 5(y + 6)b°.

Da questa stima e dal fatto che A rispetta la condizione di Campanato in €2, deduciamo
che vale
2

HB(ul —Uuy) — fl(ul — Usp)

L2(Q)
2

Z D”(Ul — UQ) —Qa Z ai,jDZ-j(ul — UQ) dlL‘
=1

:/Q,_

S/Q gl [zn:(Dij(wl — ws))”

ivj 1
</
Q

<(v+0)° A — u2)||i2(s2)
< (v+0)*|B(w - UQ)HiQ(Q)

ij=1

1
2

+ 0 |A(wy; —wq)| p  dx

Yy +06) > (Dij(ur — u2))* + 8y + 6) | Auy — u2)|2} dx

ij=1

Precisiamo che nell’ultimo passaggio abbiamo usato la disuguaglianza di Miranda-Talenti
(vedi 2.2.6). Siccome v+ 6 € (0,1), deduciamo che A ¢ vicino a B. O
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L’esempio seguente, dovuto a Talenti, mostra che il problema (2.4) non ben posto
sotto le ipotesi di ellitticita uniforme e limitatezza della matrice dei coefficienti in
dimensione n > 3.

Esempio 2.2.8 (Talenti). Sia 2 = By la palla unitaria in R"; cerchiamo una funzione
u € HY(Q) N H?(Q) non identicamente nulla ed una matrice A uniformemente ellittica
in  con coefficienti in L>°(€2) tale che

n

Z a;;(x)D;u(x) =0

ij=1
per quasi ogni x € €). Se riusciamo a costruire u e A con queste proprieta, deduciamo
che il problema (2.4) non ben posto, perché anche la funzione identicamente nulla &
soluzione. Proviamo a cercare u tra le funzioni radiali; in particolare, preso A € (0, 1),
proviamo a scegliere
w(z) = |z = 1.
Un semplice calcolo mostra che le derivate classiche di w in €2\ {0} sono
Diju(z) = A \x|k72 x5,
A—
Dy gu(x) = A" [(A = 2)zs; + 63 [2]] -
Osserviamo che Dyu € LQ(Q) se 2 < {25 e che D;ju € L*(Q) se 2 < 5%5. Se scegliamo
A € (0,1) in modo che 2 < otteniamo che D;u, D; ju € L*(2). Osserviamo che se

n = 2 il sistema
Ae(0,1) (2.5)
2 <5

2/\’

non ha soluzione; invece, se n > 3 esiste una soluzione del sistema (2.5). Utilizzando il
teorema di convergenza dominata e la definizione di spazio di Sobolev, é facile vedere
che u € H*(Q) e che le derivate classiche sono anche in senso debole in €. Inoltre, &
ovvio che u € H}(Q) (infatti ¢ nulla sul bordo). Allora prendiamo n > 3 e A soluzione
del sistema (2.5). Poniamo

L0 n—1
ai,j(a;) = 51'73‘ + b|x—‘2j, b=-1 + 1— )\

Verifichiamo che la matrice A = (a;;) ¢ uniformemente ellittica e limitata in Q: la
limitatezza dei coefficienti a; ; in €2 & ovvia; per quanto riguarda I'ellitticita uniforme,
presi z € Q e £ € R™\ {0}, abbiamo che

Z (5 y I b{L’inj) gzgj Zg + Z bxzxjglgﬂ

i,j=1 7,j=1

_ 2 1+ & xl££j€l§j)
! ( 2 e
> [¢)?,

perché b > 0 e inoltre

" 2
0< inxjfifj = (Z Jizfi) < ‘$|2 15‘2-
i=1

,L‘?j

Una verifica diretta mostra che u risolve I'equazione (2.4).
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Capitolo 2. Esistenza delle soluzioni

Osservazione 2.2.9. 11 teorema 2.2.7 consente di provare che il problema (2.4) ammette
una soluzione unica in dimensione 2 assumendo che 'aperto () sia limitato, di classe
C? e convesso e, soprattutto, che la matrice A = (a;;) sia uniformemente ellittica
con coefficienti in L>°(2). Infatti, in dimensione 2, la condizione di Campanato (vedi
2.2.2) ¢ equivalente all’'uniforme ellitticita (vedi 1.1.9). Abbiamo gia mostrato che la
condizione di Campanato implica ellitticita uniforme (vedi 2.2.4). Mostriamo che in
dimensione 2 vale I'implicazione opposta, almeno nel caso delle matrici simmetriche
e limitate. Sia A(x) una matrice uniformemente ellittica in 2 con costante v > 0 e
simmetrica. Siano A;(z), A2(z) gli autovalori di A(z); per il teorema spettrale sono reali
e, dallipotesi di ellitticita uniforme, ¢ facile dedurre che A\ (z) > v, A(z) > v (infatti
A(x) é si diagonalizza tramite il teorema spettrale). Poniamo

o= (M5 )

Fissiamo una funzione a € L*(Q2) e 0 > 0 (che sceglieremo in seguito) tali che
a(x) > o > 0 per quasi ogni z € €; per costruzione le matrici I — a(z)['(z) e
I — a(x)A(x) sono congruenti. Allora vale che

[l = a(2)A(@)[ge = [I = a(2)0(2)]g = <Z(1 - &(33)&(96))2> :

i=1

Dobbiamo mostrare che esistono a € L>*(2) e o > 0 tali che per quasi ogni = € 2 valga
a(x) > o > 0 e inoltre per ogni & € R?*? si abbia

2 2
D Gi—alr)d ai ()&, =< —a(x)Alz) | £ >
i=1 ij=1
< | = a(z) A(@)[gs [€]pa
2 3
= (Z(l - a(9€)>\i(m))2> €] s
i=1
< p[€lpa
per un certo p € (0,1) (indipendente da z). Precisiamo che < - | - > ¢ il prodotto scalare

tra matrici in R?*? intese come elementi di R*. Quindi, dobbiamo cercare a € L>(2),
o>0epe(0,1) tali che per quasi ogni z € Q si abbia

NI

2

a(z) > o >0, (Za - a(x))\i(x)f) <p<l.

1=1

La seconda condizione ¢ equivalente a richiedere che
a(x)? [)\1(1')2 + )\2(:5)2] —2a(z) [M(x) + Xa(z)] +2 - p* <0

Osserviamo che una soluzione reale esiste se e solo se vale

2>\1<I)/\2(ZL’) 2
EEEDHE R
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2.2. Esistenza di soluzioni per problemi non variazionali

Essendo A limitata, anche i suoi autovalori A1, Ay lo sono. Se poniamo
M = 11251’@2( ||)‘i||L°°(Q) )

vale che

2.2.2 Condizioni di regolarita

La seconda tecnica che presentiamo si basa su delle stime a priori, cioé disuguaglianze
che riguardano soluzioni delle quali assumiamo l'esistenza. Ci concentriamo sulle idee
principali, tralasciando alcune dimostrazioni e certi dettagli di natura tecnica.

Principio del massimo

Innanzitutto presentiamo una versione del principio del massimo. Sia €2 un aperto
limitato in R™.

Definizione 2.2.10 (Soprasoluzione). Una funzione u : Q — R in H?*(Q) si dice
soprasoluzione in ) per il problema (2.4) se per quasi ogni z € 2 vale che

a; j(z)Diju(x) >0
Z 4 J

3,j=1

Teorema 2.2.11 (Principio del massimo). Sia A = (a;;) una matrice simmetrica e
uniformemente ellittica in Q0 con coefficienti di classe C°(Q). Se u € C*(Q)NCY(Q) ¢

soprasoluzione dell’equazione
n

E am-Diju = 0
i,j=1

in Q (vedi 2.2.10), allora vale che

maxu = maxu.
Q o0

Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che u ammette massimo in 2 e 0€2. Supponia-

mo che
n

> a; () Diyju(z) > 0

ij=1
per ogni x € ). Se esistesse un punto di massimo relativo zy interno ad €2, allora
avremmo che la matrice hessiana di u in ¢, che denotiamo con H(zy), sarebbe definita
negativa. Sia V una matrice ortogonale che diagonalizza H (x), ovvero

A
VIH(x0)V = Ay =
P
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Capitolo 2. Esistenza delle soluzioni

con 3; < 0 per ogni i. Precisiamo che A(zg) ¢ definita positiva (come segue dall’ipotesi
di ellitticita uniforme); sia U una matrice ortogonale che diagonalizza A(zy), ovvero

a1
UTA(zo)U = Ay =

Oy,
con «; > 0 per ogni i. Denotiamo
Q = UTV = (qu‘)

e < - |- > il prodotto scalare tra matrici, intese come vettori in R™. Abbiamo che

0< Z ai7j(xo)Diju(x0) =< A(f[fo) | H(l’o) >

i,j=1

=< UNMUT | VARV >=< AUV | UV Ay >

=< AaQ | QAy >= Z Oéz‘qiz,jﬁj <0.

i,j=1

Nell’ultimo passaggio abbiamo utilizzato le ipotesi sul segno degli autovalori di A(z) e
H(xy). Abbiamo ottenuto 'assurdo.

Nel caso in cui
n

Z a; ;(z)D; ju(z) >0

1,j=1

in 2, per ogni € > 0 consideriamo
us(z) = u(z) + ez

Notiamo che per ogni € > 0 per ogni = € {2 vale che

Z am(x)Di,jue(x) = Z (li7j($)Di7jU(ZE> + Zeai,i(x) > 0.

Allora per u. vale che
max . = max Ue.
Q E19)

Osservando che u. — u uniformemente in €2, deduciamo che vale la tesi per u. n

Osservazione 2.2.12. Nel teorema 2.2.11, I'ipotesi che A abbia coefficienti continui serve
soltanto perché lavoriamo con i valori puntuali di A e puo essere chiaramente indebolita.

Corollario 2.2.13. Nel contesto del teorerma 2.2.11, se u € C*(Q)NC(Q) ¢ soluzione

dell’equazione
n
E aiijiju = 0
ij=1

i Q allora u raggiunge il massimo e il minimo sul bordo; in altri termini, vale che

maxu = maxu minu = minu.
aQ a0 Q d
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2.2. Esistenza di soluzioni per problemi non variazionali

Dimostrazione. Basta applicare il teorema 2.2.11 alle funzioni u e —u. O

Possiamo finalmente mostrare che se la soluzione del problema di Dirichlet esiste,
allora ¢é unica.

Corollario 2.2.14. Nel contesto del teorerma 2.2.11, siano v,w € C?(2) N C°(Q)
soluzioni del problema differenziale con condizioni al bordo di Dirichlet

21 @ig(x) Diju(x) = f(z) = €Q,
u(x) = g(z) = € O,
dove g : 0 = R e f:Q — R sono funzioni continue fissate. Allora v = w.

Dimostrazione. Osserviamo che v — w € C?(Q2) N C°(Q) ¢é soluzione del problema

differenziale
> i1 @ij(7)Diju(r) =0z €Q,
u(z) =0z € 00
Per il corollario 2.2.13, vale che v —w =0 in Q. 0

Si puo formulare una versione del principio del massimo per operatori con coefficienti
L, che enunciamo senza dimostrare. Sia A = (a; ;) una matrice uniformemente ellittica
in © con coefficienti in L>°(2); poniamo

D*(x) = [det(A(z))] ;

notiamo che D*(x) ¢ la media geometrica degli autovalori di A(x) (che, per l'ipotesi di
uniforme ellitticita, sono tutti positivi). Se denotiamo con A(z) e A(z) rispettivamente
il pitt piccolo e il pin grande autovalore di A(x), vale ovviamente che

Az) < D*(z) < A(z).
Vale il risultato seguente.
Teorema 2.2.15 (Principio del massimo di Aleksandrov-Bakel’'man-Pucci). Sia u €

Q)N WZ’"(Q) tale che per quasi ogni x € € vale che

Z a; ;(2) Diju(z) + Z bi(x) Dyu(x) + c(x)u(z) > flx).

Supponiamo che A = (a;;) sia uniformemente ellittica in Q0 con coefficienti in L>(2);
PONLAMO

3=

D*(z) = [det(A(z))]"
b(x) = sup{|b;(z)| | i € {1,...,n}},
u®(x) := max{zu(z),0}.

Supponiamo che b/ D*, f/D* € L™(Q) e che c(x) < 0 per quasi ogni x € . Allora esiste
una costante C' > 0 dipendente esclusivamente da n, dal diametro di Q e da [|b/D*[| . g,
tale che

supugsupu++6'"i* :
Osservazione 2.2.16. Dal principio del massimo di Aleksandrov-Bakel'man-Pucci (vedi
2.2.15) ricaviamo 'unicita della soluzione in C°(€2) N W2 (Q) del problema differenziale
con condizioni al bordo di Dirichlet: basta procedere come nella dimostrazione del

corollario 2.2.14.
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Capitolo 2. Esistenza delle soluzioni

Esistenza via stime a priori

Il primo passo per studiare 1’esistenza delle soluzioni di problemi ellittici utilizzando
delle stime a priori ¢ dato dal teorema seguente, che enunciamo senza dimostrare (rientra
nella teoria di Schauder).

Teorema 2.2.17. Sia o € (0,1); supponiamo che Q sia un aperto limitato con bordo
di classe C**; sia A = (a;;) una matrice uniformemente ellittica in 2 con costante
v >0 (vedi 1.1.9) con coefficienti di classe C**(Q) e f € C**(Q). Supponiamo che
u € C%(Q) N Cy(Q) sia soluzione in Q dell’equazione

n
E (ZZ'J‘DijU = f
ij=1

Allora u € C**(Q) ed esiste una costante ¢ > 0 dipendente soltanto da v, e l@i,jll co.e (g
(vedi 4.1.5) tale che

2 2 2
lulaay < € (1 na + 1ul3a0]

A questo punto, possiamo anche mostrare il risultato seguente.

Teorema 2.2.18. Nel contesto del teorema 2.2.17, esiste una costante ¢ > 0 dipendente
soltanto da v, €Y e |ai ]| qo.aiq) (vedi 4.1.5) tale che

2 2
> IDsullzz ) < el fligoae -

ij=1
Dimostrazione. Procediamo per assurdo e supponiamo che per ogni k& € N esistano
(fi)r € C%(Q) e (up)r € Co() N C%(Q) tali che

n

g a; jDijur, = fi

ij=1
per ogni z € (2 e inoltre valga

2 2
|uk‘2,2,9 > k? 1 fellco.a -

A meno di dividere uy e fi per la quantita |ukl,,,, possiamo supporre che per ogni
k € N valga
2 2 2
1= |Uk|2,2,Q >k kaHcoya(Q) :

Allora f;, — 0 in C%%(Q). Dal teorema 2.2.17 deduciamo che la successione (uy) &
limitata in C**(Q2); per il teorema di Ascoli-Arzela, esistono una sottosuccessione (non
rinominata) ed una funzione u € C#%(Q) tali che u, — u in C*%(Q). Notiamo che u
risolve il problema differenziale

2 =1 @i (2) Dygu(z) =0 @ € 9,
) =0 z € 0N

Per il principio del massimo (vedi 2.2.13) vale che u = 0 in Q. Tuttavia, questo &
assurdo perché

. 2 . 9 2 .o
1= i 32 IDulsn < Jim 0] mas{ Dyl ey |55 =11ccm) =0
i,j=
perché uj, — u =0 in C*%(Q). O
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2.2. Esistenza di soluzioni per problemi non variazionali

A questo punto, possiamo raffinare la stima ottenuta nel teorema 2.2.18

Corollario 2.2.19. Nel contesto del teorema 2.2.17, esiste una costante ¢ > 0 dipen-
dente soltanto da v, e [|a; ;|| co.aiq) (vedi 4.1.5) tale che

2 2
HUHc%a(Q) <c Hf”coﬁa(g) :
Dimostrazione. La tesi € una conseguenza immediata dei teoremi 2.2.17 e 2.2.18. [

Infine, possiamo mostrare un risultato di esistenza della soluzione per problemi
differenziali con condizioni al bordo di Dirichlet e coefficienti regolari. Abbiamo bisogno
di un risultato (non dimostrato) in cui enunciamo la tesi nel caso modello; estenderemo
lo stesso risultato agli altri operatori ellittici con la teoria degli operatori vicini.

Teorema 2.2.20. Siano o € (0, 1)_6 Q C R™ un aperto limitato con bordo di classe
C?*; loperatore A : C?%(Q2) N Co(Q) — C**(Q) & una bigezione.

Teorema 2.2.21. Siano Q C R™ un aperto limitato con bordo di classe C**, a € (0,1),

A = (a; ;) uniformemente ellittica in Q con costante v > 0 (vedi 1.1.9) e con coefficienti
in C%*(Q). Per ogni f € C**(Q) il problema differenziale

ZZ]‘:1 aij(z)Diyu(r) = f(z) z€Q,
u(z) =0 x € 00

ha soluzione unica in C**(Q) N C°(Q) ed esiste una costante ¢ > 0 dipendente soltanto
da v,§ e ||ail| qo.aq) (vedi 4.1.5) tale che

2 2
HUch,a(Q) <c HfHCO’a(Q)'

Dimostrazione. Utilizziamo il metodo di continuita (vedi 2.1.3) per gli operatori vicini.
Per ogni ¢t € (0,1) per ogni u € C**(Q2) N C°(Q) nulla al bordo, poniamo

Ay(u) = (1 —t)vAu+t Z a; ;jDjju.

ij=1
I coefficienti dell’operatore A; sono
(.
a; 5= (1 = t)vdy +ta ;.

Notiamo che per ogni ¢ € [0, 1] per ogni = € € per ogni £ € R" vale che

n

S ales > (1 —twlef + vt e’ = vigf.

i,j=1

2

C%*(Q). Inoltre la costante di ellitticita & indipendente da t. Dal corollario 2.2.19
deduciamo che esiste una costante ¢ > 0 dipendente soltanto da v,Q e ||ai;|| g0 tale

che per ogni t € [0, 1] per ogni u € C>*(Q2) N Cy(22) nulla al bordo vale che

Quindi, la matrice A®) = (a(t} ) & uniformemente ellittica in e ha i coefficienti in

||U||c2,a(9) <c ||At(u)||co,a(g) :
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Capitolo 2. Esistenza delle soluzioni

Siano X := C?>*(Q)NC°(Q) e Y := C**(Q). Sappiamo che 'operatore A é una bigezione
da X'in Y (vedi 2.2.20). Inoltre, usando il fatto che i coefficienti a; ; sono limitati e in
C%< deduciamo che per ogni t,s € [0, 1] per ogni u € X vale che

n
vAu — E am‘Diju

ij=1

[A: () = As(u)l go.e ) = [t = ]

o (Q)
< clt = sl [[ull cziaq) -

< clt = s | Ad(w)|| go.agy -

Precisiamo che costante ¢ puo cambiare da linea a linea, ma ¢ indipendente da ¢, s e u.
Siamo nelle condizioni di applicare il metodo di continuita degli operatori vicini (vedi
2.1.3), ottenendo che A; & una bigezione per ogni ¢ € [0, 1], da cui segue la tesi. O

Osservazione 2.2.22. Possiamo schematizzare la dimostrazione del teorema 2.2.21 come
segue: sappiamo che un certo risultato vale per 'operatore laplaciano; riusciamo a
connettere un qualsiasi operatore uniformemente ellittico con il laplaciano tramite un
cammino di operatori uniformemente ellittici e a due a due vicini. Allora 'operatore
uniformemente ellittico in esame gode delle stesse proprieta dell’operatore laplaciano.

2.3 Esistenza di soluzioni per problemi variazionali

Vogliamo studiare 1’esistenza di soluzioni per i problemi variazionali. D’ora in avanti, a
differenza dei paragrafi precedenti, procederemo in maniera del tutto rigorosa.

2.3.1 Disuguaglianze di Poincaré

Iniziamo presentando per completezza un risultato fondamentale.

Proposizione 2.3.1 (Disuguaglianza di Poincaré). Siano n > 1, p in [1,4+00) € Q un
aperto qualunque di R™ limitato. Esiste una costante c(n;p; Q) > 0 tale che per ogni u
y 17p

in Wy?(Q) vale che

[ull gy < (nsps Q) [Vl gy -

Dimostrazione. Notiamo che ¢ sufficiente mostrare la disuguaglianza per funzioni u €
C(Q) e poi estenderla a tutte le funzioni in W, () per densita.

Step 1: Sia u € C}(2) e supponiamo che Q C (=M, M)?. Ovviamente, possiamo
estendere u ad una funzione in C*((—M, M)?) in modo che valga 0 fuori da 2. Denotiamo
con (x;y) € R x R"™! le variabili da cui dipende u. Per il teorema fondamentale del
calcolo integrale, per ogni z € [—M, M| vale che

* ou

—(t;y) dt.

u(z;y) = o

Segue che

M u
) < [ |G| a
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2.3. Esistenza di soluzioni per problemi variazionali

Integrando entrambi i membri rispetto a (z;y) € [-M, M] x [—M, M]¢~1 otteniamo che

lull 1) = / lu(z; y)| dedy
[7M7M}d

M ou
—M,M]d-1 M 836 ( )

_QM‘

ox LI(Q)
Osservando che M dipende dall’ampiezza di €2, abbiamo ottenuto la disuguaglianza nel
caso p = 1.

Step 2: Analizziamo, invece, il caso in cui p > 1. Fissato r > 0 definiamo la funzione
¢r(0) = |o|" o; notiamo che ¢, € C*(R). Data u € C°(Q), vale che ¢, ou € C}(£).
Per quanto mostrato nel passo precedente, vale che

Y

)

o0 tlsqo) < <) |
per una costante C'(2) opportuna (dipendente solo da §2). Notiamo che

r41 r+1
w0l = [ fuf™* dody = Jull

Osserviamo che ¢).(o) = (r + 1) |o|"; allora segue che

d(prou) / ,, Ou
—Qa. o (u ) dxdy
H O LY(Q) Oz
(r+1) ‘ dxdy
P r+1 ﬁ
<(r+1) (/ |t dmly) ' (/ gu dmdy)
Q Q 8m
Ju
— 1 TT 1 - .
(r+ 1) lullzra o 2 P,

Precisiamo che abbiamo applicato la disuguaglianza di Hélder con esponenti % er—+1.
Otteniamo che

ou

r+1 T
[ull 1) < CEOr + 1) [[ull i1 g Iz

)
Lr+1 (Q)

semplificando e scegliendo r = p — 1 (ricordiamo che p > 1), abbiamo che

ou

il < 1) | 32

Lr(Q) .
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Capitolo 2. Esistenza delle soluzioni

Osservazione 2.3.2. Dati un aperto limitato Q@ C R" e p € [1,+00), ¢ ovvio che la
costante ¢ nella disuguaglianza di Poincaré (vedi 2.3.1) ¢ quella che verifica

I
= =it {[Vulll,q) | u€ W), [ullp) =1}

Se p € (1,+00) € possibile mostrare tramite il metodo diretto che I'estremo inferiore
¢ un minimo. Se p = 2, si pud mostrare tramite il teorema spettrale (per operatori

compatti) che
1

Y

dove \; ¢ il piu grande autovalore dell’operatore inverso del laplaciano.

C

Corollario 2.3.3. Siano Q C R™ un aperto limitato, p € [1,4+00) e m € N*; esiste
una costante c(p,Q, m,n) > 0 tale che per ogni u € Wy""(Q) vale che

Z /|D°‘u|p dr < ¢ Z /|Dau|p d.
Q Q

la| <m—1 laf=m

Dimostrazione. La dimostrazione puo essere svolta per induzione a partire dalla disu-
guaglianza di Poincaré base (vedi 2.3.1) ed & una conseguenza immediata del fatto che
se u € WP(Q) allora Vu € W 7(Q). O

Osservazione 2.3.4. Le disuguaglianze di Poincaré dicono che, nel contesto del corollario
2.3.3, la quantita |[V™ul|,,q, ¢ una norma su Wg™?(€2) equivalente alla norma di
Sobolev. In particolare, se p = 2, H*(€2) é uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare

<u,v >i= Z /DauDav dx.
Q

laf=m

2.3.2 Applicazioni all’esistenza di soluzioni

Abbiamo tutti gli strumenti per mostrare ’esistenza di soluzioni deboli per problemi
ellittici variazionali. L’osservazione 2.3.4 sara cruciale in questo contesto. Iniziamo
ricordando il teorema di rappresentazione di Riesz in spazi di Hilbert, di cui faremo
largo uso nel seguito.

Teorema 2.3.5 (Riesz). Siano H uno spazio di Hilbert reale con prodotto scalare < -, - >
e H' il suo duale topologico. La mappa J : H — H' che associa ad ogni elemento v € H
il funzionale

Jy(w) =< v,w >

¢ un’isometria lineare e bigettiva, lineare.

Questo risultato di rappresentazione del duale di uno spazio di Hilbert consente
immediatamente di provare l’esistenza di soluzioni deboli per problemi non variazionali
nel caso simmetrico.

Definizione 2.3.6. Dato un aperto € C R" limitato, denotiamo con H () il duale
topologico di Hj(€2) con la norma operatoriale indotta dalla norma [|[Vul|,, -
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2.3. Esistenza di soluzioni per problemi variazionali

Osservazione 2.3.7. Sia €2 un aperto limitato; in virtu dell’osservazione 2.3.4, del teorema
di rappresentazione di Riesz (vedi 2.3.5) e della definizione 2.3.6, per ogni F' € H1(Q)
esiste unica f € Hj () tale che

vawﬂznmmﬁm,Fww3£<VLVw>dwie%«n

Teorema 2.3.8. Siano Q@ C R™ un aperto limitato, F € H'(Q), A = (a;;) una
matrice simmetrica, uniformemente ellittica in ) con costante v > 0 (vedi 1.1.9) e con
coefficienti in L=(Q). Esiste un’unica soluzione debole u € H} () del problema

n

> —Difa;;Dju] = F. (2.6)

ij=1
Inoltre vale che 1
IVullopo = - N1 =10 -

Dimostrazione. Consideriamo la forma bilineare A : Hg () x Hg(Q2) — R tale che

A(u,v) = Z /Qai,jDiUDj“ dx.

ij=1
Essendo A € L>(2), la forma A ¢ ben definita e vale
[ A(u, v)| < ||A||L°°(Q) ||Vu||07279 HVUHO,Q,Q'

Essendo A simmetrica, anche la forma A ¢ simmetrica; inoltre, dall’ipotesi di uniforme
ellitticita in €2 si deduce che

2
Alu, u) 2 v |[Vaully o q -

Deduciamo che A ¢ un prodotto scalare su H}(Q) (definito positivo) che induce una
norma equivalente a quella [|[Vull,,q. Deduciamo che F' : Hg(Q2) — R ¢ continua
anche rispetto alla norma indotta da A. Per il teorema di rappresentazione di Riesz
(applicato allo spazio di Hilbert H} () con il prodotto scalare indotto da A), esiste
unica u € H}(Q) tale che per ogni ¢ € Hj(Q) vale che

Alu, p) = F(p).
In altri termini, abbiamo che
Z / a;;DjuD;p dx = F(p) Yo € Hi(S).
ij=1"%

Quindi u ¢ soluzione debole del problema (2.6); precisiamo anche che v € Hj () ¢
soluzione del problema (2.6) se e solo se

Alv, ) = F(p) Yo € Hy(Q)
e u ¢ I'unico elemento di H}(Q2) con questa proprieta. Concludiamo osservando che
2
v ||VU||0,2,Q < A(u,u) = F(u) < “FHH*l(Q) HVUHOQ,Q?
da cui segue la stima

1
1Vullz0 < = 1F 20
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Nel contesto del teorema 2.3.8, I'ipotesi di limitatezza dei coefficienti é fondamentale
per dare senso a tutti gli integrali; I'ipotesi di ellitticita uniforme ¢ strutturale perche
caratterizza questa classe di problemi. L’ipotesi che la matrice A sia simmetrica puo
essere rimossa. Tuttavia, ¢ necessario utilizzare uno strumento pit raffinato del teorema
di rappresentazione di Riesz (vedi 2.3.5), noto come lemma di Lax-Milgram, che enun-
ciamo. Omettiamo la dimostrazione percheé si ottiene dal teorema di rappresentazione
di Riesz con argomentazioni elementari e anche perché mostreremo un risultato ancora
pitt generale, noto come teorema di Stampacchia.

Lemma 2.3.9 (Lax-Milgram). Siano H uno spazio di Hilbert reale e A:H x H — R
una forma bilineare con le sequenti proprieta:

o csiste M > 0 tale che per ogni u,v € H wale che |A(u,v)] < M |ul|||v]|
(limitatezza);

e esiste v > 0 tale che per ogni u € H vale che A(u,u) > v||u|® (coercivita,).

Allora, per ogni I € H' esiste un unico elemento u € H tale che
A(u,v) = F(v) Yv e H.

Inoltre vale la stima 1
< = || F e -
llly < — N E g

A questo punto, otteniamo la versione del teorema 2.3.8 senza 'ipotesi che la matrice
dei coefficienti A sia simmetrica. Riportiamo per completezza ’enunciato.

Corollario 2.3.10. Siano Q C R"™ un aperto limitato, F € H(Q), A = (a;;) una
matrice uniformemente ellittica in 0 con costante v > 0 (vedi 1.1.9) e con coefficienti
in L>®(Q). FEsiste un’unica soluzione debole u € Hj(Q) del problema

n

Z —Di[ai7iju] =F

1,7=1

Inoltre vale che )
||Vu||07279 < B ||F||H—1(Q)'

Passiamo alla dimostrazione del teorema di Stampacchia, che consente di provare
’esistenza di soluzioni deboli anche per certi problemi non lineari. La dimostrazione di
questo risultato € basata sul teorema di rappresentazione di Riesz (vedi 2.3.5) e sulla
teoria degli operatori vicini (vedi 2.1.2).

Teorema 2.3.11 (Stampacchia). Siano H uno spazio di Hilbert reale e A:H x H — R
un operatore con le sequenti proprieta:

1. A(0,v) =0 per ogni v € H;
2. per ogni u € H, la mappa v — A(u,v) & lineare;
3. esiste M > 0 tale che per ogni uy,us,v € H vale che

[A(ur, v) — Alug, v)| < M [luy — uzl| o] ;
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4. esiste v > 0 tale che per ogni uy,us € H vale che

Aluy, up —ug) — A(ug, ug — ug) > v ||lug — uQHQ.

Allora per ogni F' € H' esiste unico u € H tale che per ogni v € H wvale che
Alu,v) = F(v);

woltre, si ha che

1
lully < — N E Ml

Dimostrazione. Per ogni u € H, sia A, : H — R l'operatore tale che A, (v) = A(u,v).
Per le prime tre ipotesi, A, € lineare e continuo; inoltre, vale che

[Au(0)] < M [|ullg 0]

da cui segue che
[Aullgr < M [Julg -

Allora & ben definita una mappa A : H — H' tale che A(u) := A,. Denotiamo con
J : H — H' l'isomorfismo di Riesz (vedi 2.3.5). La tesi (nelle parti di esistenza e unicita)
¢ equivalente a provare che A & una bigezione tra H e H'. Sappiamo che J gode di
questa proprieta; allora, se mostriamo che A ¢ un operatore vicino a .J, otteniamo la
tesi per il teorema 2.1.2. Dobbiamo soltanto mostrare che esistono o > 0 e k € (0,1)
tali che per ogni uy,us € H vale che

[[7(u1) = J (u2)] = o A(ur) — A(us)]|

w S HF () = J(u) g -

Essendo J un’isometria lineare bigettiva, possiamo equivalentemente mostrare che
esistono aw > 0 e k € (0,1) tali che per ogni uy, us € H vale che

|[ur — uo) — [T 0 A(uy) — J ' o A(W)]HH < E|lur — ugly -

Sia a > 0 (lo sceglieremo in seguito); usando le proprieta di J e J~! e le ipotesi su A
(in particolare la terza e la quarta), troviamo che per ogni u € H vale

[[ur = ua] — alJ7H(A) (ur) = T (A(u))] || = [lur — sl
+a? || T Y A(w)) — T Aus))|[5 — 200 < wr — g, T H(A(wr)) — T H(Alus)) >
< luy — ug|| + | A(ur) — A(us)| 1?}1' — 2a[A(uy, uy — ug) — A(ug, ug — us)]
< (14 M?%a?* = 2av) |luy — us|® .

Allora, ¢ sufficiente scegliere o > 0 in modo che 0 < 1 + M?a? — 2av < 1; osservando

che v < M, notiamo che ¢ sufficiente scegliere o € (O, %) per dedurre che A ¢ vicino a
J.

Per stimare la norma di u, prendendo u; = u, us = 0 nella quarta ipotesi del teorema,
otteniamo che
2
viully < A(u,u) = F(u) < [|Fllg |lully

da cui segue la tesi. O

Osservazione 2.3.12. Nel contesto del teorema 2.3.11, se la mappa u — A(u, v) ¢ lineare
per ogni v € H, la quarta ipotesi equivale alla coercivita di A (vedi 2.3.9).
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Corollario 2.3.13. Siano 2 C R"™ un aperto limitato e dei coefficienti boreliani a; :
Q x R™ = R con le sequenti proprieta:

o a;(x,0) =0 per ogni x € §);

o csiste v > 0 tale che per ogni p,p € R™ per ogni x € ) vale che

Z[ai(xapi) —ai(z,p:))(pi — pi) > vp— |,

o esiste M > 0 tale che per ogni p,p € R™ per ogni x € ) vale che

Z[ai(x7p) - ai(x,ﬁ)P < M2 |p _]5’2 :

i=1

Allora per ogni F € H1(Q) esiste ed ¢ unica u € H}(Q) soluzione debole dell’equazione

n

> —Difai(z, Vu)] = F. (2.7)

i=1
Inoltre, vale che

1
||Vu||07279 < B ||F||H—1(Q)'

Dimostrazione. Per definizione, u € H} () risolve il problema (2.7) se e solo se per
ogni funzione test v € Hj () vale che

Z/ a;(z, Vu)Dyv dx = F(v).
i=1 79
Definiamo l'operatore A : H}(Q2) x Hy(Q) — R tale che
A(u,v) = Z/ a;(z, Vu)Dyv dz.
i=1 79

Se mostriamo che A verifica le ipotesi del teorema di Stampacchia (vedi 2.3.11),
otteniamo la tesi. Osserviamo che per ogni u,v € Hj(Q) vale che

A(u, v)] < Z/ las(z, Vu)| | Dio| da
i=1 7 &

n 3/ n 3
§/ <Z|ai(x,Vu)|2> <Z|Dﬂ)|2) dx
€ \i=1 i=1
n 3
2
< IVollozg ( /Q > lai(z, Vu)l dx)
i=1

<M ||VU||0,2,Q ||VU||0,2,Q'
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Precisiamo che nell’'ultima disuguaglianza abbiamo usato le ipotesi sui coefficienti. In
altri termini, la forma A é ben definita. Verifichiamo che valgono le quattro ipotesi del
teorema 2.3.11. Per quanto riguarda la prima ipotesi, per ogni v € Hj () vale che

A(0,v) = Z/ a;(x,0)D;v dx = 0.
i=1 7

Inoltre, per ogni u € H}(Q) la mappa v — A(u,v) ¢ chiaramente lineare. Ragionando
come in precedenza, la terza ipotesi garantisce che per ogni uy,us,v € Hj(€2) vale che

|A(u1,v) — A(ug, v)| < M ||VU||0,2,Q [V, — vu?”O,Q,Q'

Per la seconda ipotesi, per ogni uy, us € HJ(2) vale che

n

Aluy,up — ug) — Aug, up — ug) = Z[ai(x, Vuy) — a;(x, Vus)|[Dyuy — Dius] dx

i=1
Z/I/|Vu1—VuQ|2 dx
Q

=v|Vur = Vg0 -
[

Osservazione 2.3.14. Nel contesto del corollario 2.3.13, se i coefficienti a; sono tali che

n

ai(r,p) = Y aij(2)p;,

J=1

si trova il problema lineare descritto dal corollario 2.3.10.

2.4 Esistenza di soluzioni per sistemi variazionali

Vogliamo studiare 1’esistenza di soluzioni per i sistemi variazionali.

Definizione 2.4.1. Siano  C R™ un aperto m € N*; denotiamo con H~"(2,R") il
duale topologico dello spazio di Hilbert HJ*(2, RY).

Siano 2 C R™ un aperto, u : Q2 — RN (eventualmente a valori vettoriali), A, s
matrici di taglia R¥*Y (non necessariamente costanti) e F' € H~™(2, R"). Per mostrare
che il problema

u € H(Q,RY)
> (~)1ID A (@) D7u] = F (28)
|af,|B]<m

ha soluzione, dobbiamo provare che esiste u € HJ*(£2, RY) tale che per ogni funzione
test v € HI'(Q, RY) vale che

/ < Ay 3DPu, D > dx = F(v). (2.9)
Q

laf,|B]<m

Per applicare il lemma di Lax-Milgram (vedi 2.3.9), bisogna dare ipotesi sulle matrici
Aa,p in modo che la forma bilineare

A(u,v) = Z /<Aa,5Dﬁu,Dav> dx (2.10)
| B|<m €

risulti limitata e coerciva.
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2.4.1 Sistemi a coefficienti costanti

Iniziamo dallo studio dei sistemi a coefficienti costanti (che preludono a quelli a coef-
ficienti continui). Il primo passo in questa direzione ¢ dato dalla disuguaglianza di
Garding. La sua dimostrazione si basa su alcune note proprieta della trasformata di
Fourier, che richiamiamo brevemente.

Definizione 2.4.2 (Spazio di Schwartz). Denotiamo con S(R") lo spazio di Schwartz
dato dalle funzioni C*°(R"; C) a decrescita piu che polinomiale, cio¢ tali che per ogni
multi-indice o e per ogni N € NT vale che

sup (1 + |z|™) | D f(z)] < +00.
xER™

Osservazione 2.4.3. Si nota banalmente che C°(R") C S(R™).

Lo spazio di Schwartz ¢ ’ambiente ideale in cui definire la trasformata di Fourier.

Definizione 2.4.4 (Trasformata di Fourier). Data una funzione di Schwartz f : R" — C
(vedi 2.4.2) si definisce la trasformata di Fourier di f come la funzione f : R" — C tale
che

o 1 i<
. —i<x,&>
Valgono le seguenti proprieta, che ci limitiamo a enunciare.

Proposizione 2.4.5. Data f € S(R"), la sua trasformata di Fourierf & ancora una
funzione di Schwartz. Inoltre, tutte le derivate di f sono funzioni di Schwartz per ogni
multi-indice o vale che

~

Def(€) = (i€)° f(€).

Teorema 2.4.6 (Formula di Plancherel). Siano date f,g € S(R™) a valori in C"; vale
la formula:

| <i©5@ > de= [ < fe)5@ > ds

R
in particolare, vale la formula

J.

Possiamo finalmente enunciare e dimostrare la disuguaglianza di Garding. Poniamo

£

Cde= [ i@ do.

Ao(u,v) = Z /<Aa75D6u,Dav> dx (2.11)
Q

|al,|8l=m
la parte principale dell’operatore A. Vogliamo studiare la coercivita di questa forma

bilineare.

Lemma 2.4.7 (Disuguaglianza di Garding). Siano Q@ C R™ un aperto, m € NT
e Anp € RN*N matrici costanti; supponiamo che valga la condizione di Legendre-
Hadamard con costante v > 0 (vedi 1.1.13). Allora esiste una costante c(v,m) > 0 tale
che per ogni v € H'(;RY) vale che

/ Y < AapDPu,Du> dr > cluly,, - (2.12)

Q
laf=|8]=m
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Dimostrazione. Step 1): Mostriamo che ¢ possibile supporre che le matrici A, 5 siano
simmetriche; infatti, ponendo

)

T T
. AO‘75 + Aa,ﬁ Ai Aa B - AOC,,B
a8 T 2 ’ a,p 2

rispettivamente la parte simmetrica e antisimmetrica di A, g, notiamo che per ogni

u € H'(Q,RY) vale che

/ Z < A;ﬁDBu, D%u > dx

“ lal=|8]=m
1
= —/ Z < ApsDPu, Du > — < AgﬂDﬁu,Dau >| dx
Q

 |al=18]=m |

/ Z < AaﬁDﬁu,Dau > — < Dﬁu,AaﬁDo‘u >| dx
Q

 |al=18=m

Inoltre, con calcoli analoghi, si verifica che le matrici A7 5 verificano la condizione di
Legendre-Hadamard ancora con la costante v.

Step 2): Procediamo sotto l’assunzione ulteriore che le matrici A, s siano simme-

triche. Per ipotesi (vedi 1.1.13), esiste v > 0 tale che per ogni n € RY per ogni A € R"
vale che

vIAP I < YT < Aagnn > X (2.13)

laf=|8]=m

Nel dimostrare la disuguaglianza (2.12), possiamo supporre che u € C®(Q;RY); al-
lora, estendendola a 0 fuori da 2, possiamo pensare che sia definita sia C>°(R"; RY)
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identicamente nulla fuori da 2. Allora abbiamo che

/ < AopDu, D > dz= ) / < AgsDPu,Dou > dE  (2.14)

ol =|8=m & jol=[8l=m ' R
= Y [ <At > .15
la|=|B]=m
Z / Ial \a|+lﬁ\£a+6 < A, ﬁu(é)aa<§> > de
la|=|B]=m
ZQ/W%%M®®>%
loe|=[8]=m
= > / €98 (< A sR(0), R() > + < AasS(a), 3(a) >] dE (2.16)
la|=|B]=m
>v [ [R@F + @I I de (2.17)

a€) > [¢*™ d¢

—v [ <),

> c(u,m)/R e <a(g),a) > de (2.18)

laf=m

—CZ/ |D%u|” da. (2.19)

lafj=m

In (2.14) abbiamo usato la formula di Plancherel (vedi 2.4.6); in (2.15) abbiamo usato
le formule della trasformata di Fourier (vedi 2.4.5); in (2.16) abbiamo usato il fatto che
le matrici A, s sono simmetriche; in (2.17) abbiamo usato la condizione di Legendre-
Hadamard (vedi 1.1.13); la costante in (2.18) dipende esclusivamente da v, m; in (2.19)
abbiamo usato ancora una volta la formula di Plancherel (vedi 2.4.6). Questo conclude
la dimostrazione. O

La disuguaglianza di Garding (vedi 2.4.7) dice che la forma bilineare 4, definita in
(2.11) & coerciva se & a coefficienti costanti e vale la condizione di Legendre-Hadamard
(vedi 1.1.13). Allora possiamo ottenere l'esistenza di soluzioni deboli come una semplice
conseguenza del lemma di Lax-Milgram (vedi 2.3.9).

Teorema 2.4.8. Siano Q C R"™ un aperto limitato, m € N*, A, 5 € RV*N matrici
costanti; supponiamo che valga la condizione di Legendre-Hadamard con costante v > ()
(vedi 1.1.13). Per ogni F € H ™(Q,RY) esiste ed & unica una soluzione debole in
HM(Q,RY) del problema

> (-)"D[A,5D%) = F. (2.20)
lo|=|8|=m

Inoltre esiste una costante c(v,m,) > 0 (indipendente da u e da F) tale che

[l 20 < CNENmq) -

Dimostrazione. Per semplicita, denotiamo con ¢(v, m, {2) > 0 una costante indipendente
da ogni altro parametro, che puo cambiare da linea a linea.
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Consideriamo la forma bilineare

A(u,v) = Z /Q< A sDPu, D > du

lo|=[B|=m

definita su HJ*(2, RY) x H(Q,RY); per la disuguaglianza di Garding (vedi 2.4.7),
esiste una costante ¢(v, m) > 0 (indipendente da ogni altro parametro) tale che

Alu,w) > cluly, 50

Ricordiamo che, essendo (2 limitato, la quantita |u|, ,, € una norma equivalente (vedi

2.3.4) su H"(Q,RY). In altri termini, la forma bilineare A ¢ coerciva. Essendo i
coefficienti costanti, A é chiaramene limitata. Possiamo applicare il lemma di Lax-

Milgram e otteniamo che per ogni F' € H-™(Q,RY) esiste ed ¢ unica una funzione
u € H'(Q,RY) tale che

/ < Ay 3DPu, D > dax = F(v) Yo € HI'(Q,RY).
Q

o]=[B|=m

In altri termini, u ¢ soluzione del problema (2.20) Scegliendo w = v come funzione test
e utilizzando la disuguaglianza di Poincaré generalizzata (vedi 2.3.3), otteniamo

2 2
¢ ||U||m29 < C|U|m,2,n < A(u,u) = F(u) < HFHH—M(Q,RN) ||U||m2sz

2.4.2 Sistemi a coefficienti continui

Possiamo ottenere gli stessi risultati nel caso in cui i coefficienti siano continui. Tuttavia,
questo richiede alcune stime piuttosto delicate.

Lemma 2.4.9. Siano Q C R" un aperto limitato, m € NT e A, 5 € RNN matrici a
coefficienti in C°(Q); supponiamo che valga la condizione di Legendre-Hadamard con
costante v > 0 (vedi 1.1.13). Denotiamo con dq il diametro di Q; siano 1o € Q e
r € (0,dg]. Indichiamo con

Q. (x0) = B(xg) N

Poniamo

w(r) = sup{|Aas(z) = Aap¥)] | 2,9,Q, lv —yl <7, || = |B] = m}

il modulo di continuita (uniforme) delle matrici A, 5 in Q (notiamo che w(r) ¢ finito
perche le matrici A, g sono funziont continue su Q che ¢ compatto). Allora esiste una
costante c(v,m) > 0 (indipendente da r e da 7o) tale che per ogni xo € Q per ogni
r € (0,dg) u e HI(Q(x0); RY) vale che

/ > < AapD%u, D > dx > o[l = w(r)][ulh 50 0 - (2.21)
(z0) o

la|=[8]=m
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Dimostrazione. Per semplicita, denotiamo con ¢(v, m) > 0 una costante indipendente
da ogni altro parametro, che pud cambiare da linea a linea.
Data u € HJ"(Q,.(x0); RY) vale che

/ Z < Ay p(2)DPu(z), Du(x) > da

(#0) ja|=|5]=m
_ / ( S < Agp(ao)DPu(z), Doulx) > de

2r(@0) |o|=| 8|=m
/ < [Aap(x) — Agg(20)]DPu(x), D*u(z) > do  (2.22)
(20 |o)= \m
> ¢ uf p0e0) / A 5(2) — Aus(z0)| | DPu(a)] |Du(z)]| d
(@0) o= w\
(2.23)

> clul p0, / | S |Dula)| [Dou(x)] da
(o la|=|Bl=m

2

=Wz o) [ X 101 o
r{Zo

laf|=m

2
m,2,Qr(z0) * (224)

In (2.22) abbiamo stimato il primo addendo con la disuguaglianza di Garding (vedi 2.4.7)
e il secondo con la disuguaglianza triangolare e con la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz;
n (2.23) abbiamo usato la definizione di w(r). O

> [l — w(r)]

Possiamo estendere il risultato del lemma 2.21 al caso di funzioni definite su tutto
Paperto €; utilizzeremo un risultato di interpolazione di natura generale, che presentiamo
brevemente.

Teorema 2.4.10 (Interpolazione di Lions). Siano X,Y,Z spazi di Banach, tali che le
immersiont X — Y < Z sono continue e X — Y ¢& anche compatta. Per ogni e > 0
esiste una costante c(e) > 0 tale che per ogni u € X wvale che

lully < ellullx +ee) [lull -

Dimostrazione. Si procede per assurdo; supponiamo che esista € > 0 tale che per ogni
n € N esiste u,, € X tale che

HunHY > HunHX +n HunHZ .

Sostituendo u, con -, si pud assumere che |unllx = 1 per ogni n € N. Allora per
ogni n € N abbiamo che
[unlly > €+ lunll; -

Per continuita, la successione (u,,), € limitata in Y; deduciamo che w,, — 0 in Z. Per
compattezza, a meno di passare a sottosuccessioni, si pud supporre che u,, — v in Y;
allora, per continuita, u, — v in Z; deduciamo che u = 0. Abbiamo trovato che

0>c+ lim nlul,,
n—+oo

che é chiaramente assurdo. OJ
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Lemma 2.4.11. Nel contesto del lemma 2.4.9, esiste una costante c(v,m,Q, Aap) >0
indipendente da ogni altro parametro tale che per ogni u € HI'(Q,RY) vale che

/ Z < Ap3DPu, D > dx > c |u\anQ — |u]§’2’Q : (2.25)

Q
|al=|Bl=m

Dimostrazione. Per semplicita, denotiamo con ¢(v,m, 2, A, 3) > 0 una costante indi-
pendente da ogni altro parametro, che pud cambiare da linea a linea.

Possiamo scegliere un raggio r > 0 abbastanza piccolo in modo tale che 1 — w(r) >
3 (notiamo che se 1 — w(r) > 0 la stima data nel lemma 2.4.9 ¢ particolarmente
significativa). Ricopriamo Q con palle B,.(x1), ..., B.(1},) centrate in punti contenuti in
Q. Prendiamo una partizione dell’unita (@K )k=1,..» relativa a tale ricoprimento, cioe
o € C°(B,(xg),[0,1]) e inoltre

h
Z%(ﬂf)2 =1 Ve

=1

Osserviamo che per dimostrare la tesi, possiamo supporre che u € C>°(2, RY) (infatti,
se vale per le funzioni lisce, la disuguaglianza (2.4.11) si estende per densita a tutte le
funzioni in HJ"(Q, RY)). Possiamo eventualmente pensare che u sia definita su tutto
R"™ estendendola a 0 fuori da €2. Osserviamo che per ogni z € R” vale I'identita

h

uw) =) ul@)pn(z)

k=1

ricordiamo anche che, utilizzando la notazione dei multi-indici, vale che

oD = D*[pru] — Z (&) D7 DY .

Y<a,y#0

Segue che

/ Z < ApsDPu, D > dx
Q

laf=|B]=m

h
:/ Z Z<Aa,5<piDﬁu,Dau> dx

2 |a|=||=m k=1

h
- Z Z/<Aa,590kDﬁU,90kDQU> dz
Q

laf=]8]=m k=1

= 2 > /Q < AasDlpiu], D*[pru] > da (2.26)

laf=]8]=m k=1

+ > zh:/Q<AaﬂZ

|laf=|8l=m k=1 0<y<p

(B>D790kDﬂ_WU, Z (Q)DWQOICDO‘_VU> dx
Y Y

0<y<a

(2.27)
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Capitolo 2. Esistenza delle soluzioni

- Z / < AapD’lugr], Y (3)D7¢kDa_7u> dx (2.28)

|a|=[B]=m k=1 0<y<or
Z Z/ < Aup Z < >D’Y<kaB7u, D%upy] > dx (2.29)
|a|=|8]=m k=1 0<~y<p

Stimiamo separatamente i quattro addendi, iniziando dal primo. Osserviamo che per ogni
ke {1,...,h} la funzione ¢y - u € HJ"(2,(xx)); possiamo applicare la disuguaglianza
data dal lemma 2.4.9 e otteniamo che

Z Z/ < AaﬁDﬁ loru], DY [pru] > dx
jal=lBl=m k=1
el —w(r)] Z/ |D*[pru]* dx (2.30)

|a|=m k=1

°y Z/ D (ppu|? de (2.31)

\a|7nk 1

Sviluppiamo le derivate con la regola di Leibniz e eleviamo al quadrato; otteniamo che

oD% + Z < )D”’gkao‘ Tu

0<v<a

2
|Da[80ku]|

= |gka°‘u|2 + 2 < oD%, Z (a> D7 D T >

0<vy<a

> (a) DV DT
v

0<y<a

2
+

Y

utilizziamo le disuguaglianze triangolare, di Holder e di Cauchy-Schwartz e otteniamo

Z Z/2<gokD“u Z ( )D'ygokDo‘ Tu > dx

|a|l=m k=1 0<v<a

23 (Z JACEERT ) > i ( (%) 176l - I>
K )Dwk} dxr

<22(/]Dau| da:) Z/QZ | D

0<v<La

ol

|al=

N =
NI

<c ) (/ | D%ul” dx)

laf=m

S c |u|m,2,Q ||u||m—1,2,Q . (232)

Z /|Da Ty’ dx]

LO<v<a
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2.4. Esistenza di soluzioni per sistemi variazionali

Osserviamo che 'immersione Hy* (2, RY) < H[" '(Q,RY) & compatta e che possiamo
considerare in Hg*(Q,RY) la norma |ul,, , , come norma equivalente a quella di Sobolev
(vedi 3.4.4). Allora possiamo utilizzare la stima di interpolazione di Lions (vedi 2.4.10)
trovando che per ogni € > 0 esiste una costante c(¢) > 0 (dipendente esclusivamente da
g) tale che per ogni u € HJ*(Q2, RY) vale che

[tlln10.0 < €ty o0+ cle) lullgsq-

Fissiamo ¢, &’ > 0 (saranno scelti in seguito); applichiamo la disuguaglianza di Young

pesata
/.2 2

+— Va,b>0

b <
W= T oo

e troviamo che

Zzh:/92<gokD“u, Z

la|=m k=1 0<y<a

(Oé) D7 D* Tu > dx
g

<c |U|m29 ||U||m—1,2,ﬂ

2
< [elul 0+ @) il zolulo0]
e’ 9 c(e) |
<c [(8 + 0(5)5) |u|m72,Q + ol |U|0,2,Q :

Ricordando la stima (2.31), otteniamo che

h
Z Z/ < AasD"[pru], D*[ppu] > da
Q

jo=18]=m k=1

=5 3 [Pl do

|a|=m k=1

h
:g Z Z/ [|901€Dau|2 +2 < e D%, Z <:> D7 D" >] dx
Q

|a‘:m k=1 0<v<a
h 2
SDDNADS (a) DD | da
|a)|=m k=1 & 0<v<a v

/

2 € 2 c(e) | 2
> cflna—e[(c+ 03 ) 1k an+ S ufan]

2 e c-c(e)
= luon (1o enct)3 ) - 0 ul .
£
Possiamo scegliere ¢, > 0 in modo che
g 1
l—c-e—c-cle)= > =
c-e—c 6(6)2 5
Allora otteniamo che
h
> 3 [ < AusDlpud Dl > do 2 [l g0~ o] . (239
Q

lo=]8=m k=1
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Capitolo 2. Esistenza delle soluzioni

Questo ¢ sufficiente a stimare 'addendo (2.27).
Analizziamo il secondo addendo (vedi (2.28)). Poniamo

M = max{|As5(z)| |2 €Q, || =[8] =m}.
Abbiamo che

SID I RFNDS

laf=|8l=m k=1 0<y<p

v 3 £l 5 e

laf=[8l=m k=17 lo<y<p

(B)Dkaﬁ’*u, > <O‘>D7gokpwu> dx
v 0<y<a v
Z (a>D7<kaa_7u
N

0<v<a

dx

B s o\ o
<ue S [T (Do | 5 () o] a
|a|=]B|=m @ 0<y<p v 0<v<a v
2
(e
<ue [ [ S| X (2)or]) a
@ |a)=m [0<y<a 7

2
<cM ”uHm—1,2,Q

2 2
<cM (8 |ul0.0 1 c(€) |U‘0,2,Q> :

Precisiamo che nell’'ultimo passaggio abbiamo usato ancora il teorema di interpolazione
di Lions (vedi 2.4.10) con € > 0 da scegliere in seguito. Consideriamo la disuguaglianza
(2.33); abbiamo mostrato che la somma dei primi due addendi (vedi (2.27) e (2.28)) si
stima dal basso con la quantita

2 2 2 2
¢ [[uPz0 = 1uld00] = eM (2 [0 50+ @) [ulgn)

possiamo scegliere ¢ abbastanza piccolo in modo da assorbire la stima del secondo
addendo in quella del primo, cioé in modo che la somma dei primi due addendi sia
stimata dal basso con
2 2
c [|u|m29 - |u|0,2,§2] :
Ricordiamo che la costante ¢ cambia da riga a riga, ma dipende solo da v, m, A, 3, ) ed
¢ strettamente positiva. Il terzo e il quarto addendo (vedi (2.29) e (2.33)) si stimano
dal basso come in (2.32) e, pesando opportunamente i vari termini, si possono assorbire

le costanti che servono per le stime dal basso in quelle presenti nella stima del primo
addendo. In questo modo, si ottiene la tesi. O

Lemma 2.4.12. Nel contesto del lemma 2.4.9, supponiamo che l’operatore

Y (~1)ID[A, D

o), B]<m

soddisfi la condizione di Legendre-Hadamard (vedi 1.1.13) con costante v > 0, che i
coefficienti Ay 5 siano in C°(Q) se |a| = |B| = m e che tutti gli altri coefficienti siano
in L>(Q). Allora esiste una costante ¢(m,v,$, A, ) > 0 (indipendente da ogni altro
parametro) tale che per ogni u € HI"(Q,RY) vale la stima

: (2.34)

/ Z < Aa,ﬁDﬁUa D% > dr >c |U|fnzg — |u 02,0] -

2 al,|81<m
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2.4. Esistenza di soluzioni per sistemi variazionali

Dimostrazione. Data u € HJ*(Q, RY), scriviamo

Z /<Aa75Dﬂu,D°‘u> dx
Q

ol 81<m
= > /<AaﬁDﬁu,Dau> dx
Q

laf,|Bl=m

+ Z /Q< A pDPu, D*u > dx

laf<m,|B|<m
+ Z /<Aa”3Dﬂu,Dau> dx.
ja=m,|Bl<m !

Per stimare dal basso il primo addendo possiamo utilizzare il lemma 2.25; gli altri
due addendi, invece, si trattano con le stesse tecniche presentate nel dettaglio nella
dimostrazione del lemma 2.4.11 (vedi 2.32: sono presenti le derivate di ordine piu basso
derivate e I’assunzione che i coefficienti A, 3 siano soltanto limitati ¢ sufficiente). [

Possiamo finalmente presentare un risultato di esistenza per sistemi a coefficienti
continui.

Teorema 2.4.13. Siano Q C R"™ un aperto limitato, m € Nt A, 5 matrici N x N
(eventualmente non costanti). Supponiamo che l’operatore

Y. (=1DA, D]
ol JBl<m

soddisfi la condizione di Legendre-Hadamard (vedi 1.1.13) con costante v > 0, che i
coefficienti A, 5 siano in C°(Q) se |a| = |8] = m e che tutti gli altri coefficienti siano
in L>®(Q). Sia F € H™(Q,RY). Sia v > 0; consideriamo il problema

> (=1)IDY[Aq s DPu] + yu = F. (2.35)
lal,|8|<m
Valgono le sequenti conclusioni:

e sey ¢ abbastanza grande, allora esiste ed é unica la soluzione debole u del problema
(2.35);

e se la costante della disuguaglianza di Poincare iterata (vedi 2.3.3) ¢ abbastanza
piccola, allora per ogni v > 0 esiste € unica una soluzione debole u del problema

(2.35).

In ogni caso, se il problema ha soluzione, esiste una costante c(m,v, A 5,<,7) > 0
(indipendente da u e da F') tale che

||U||m2sz <c ||F||H—m(Q,RN) :

Dimostrazione. Fissiamo v > 0; consideriamo la forma bilineare su HJ'(2, RY) x
HY(Q,RY) definita da

A(u,v) ::/ Z < ApsDPu, D > +yuv | da.
Q

lal,|8|<m
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Capitolo 2. Esistenza delle soluzioni

Essendo tutti i coefficienti limitati in €2, A é ben definita ed é limitata. Se riusciamo
a provare che A é coerciva, allora otteniamo immediatamente la tesi applicando il
lemma di Lax-Milgram (vedi 2.3.9) e procedendo come nella dimostrazione del teorema
2.4.8. Utilizzando la disuguaglianza (2.34), possiamo affermare che esiste una costante
c(m,v, 2, Aap) > 0 (indipendente da ogni altro parametro) tale che per ogni u €
H(Q,RY) vale la stima

/ Z < AppD%u, D > +yu? | da > c |U|3nz§z - |U|§,2,Q +7 |U|(2),2,Q
0

], B]<m

2 2
= |U|m29 + [y = ‘u|0,2,§2 . (2.36)

Se 7 > ¢ (c & la costante data dal lemma 2.4.12), allora la forma bilineare A ¢ coerciva
e, come discusso in precedenza, otteniamo la tesi.

Supponiamo, invece, che 0 < v < ¢; applicando la disuguaglianza di Poincaré
generalizzata (vedi 2.3.3), deduciamo che esiste una costante ¢(€2,m, N) > 0 tale che

/ Z < Ay sDPu, D > +yu? | dr > c ]u|fn2Q + [y — \u|329 (2.37)
Q

lal,|BI<m

> [C + (7 - C)C(Qa m, N)] |u|72n,2,Q : (238)

Se la costante della disuguaglianza di Poincaré iterata (vedi 2.3.3) é abbastanza piccola,
allora per ogni 0 < v, la quantita

c+ (v —c¢)e(Q,n, N)

¢ strettamente positiva. Allora la forma bilineare A € coerciva e, come discusso in
precedenza, otteniamo la tesi. O

Nel teorema 2.4.13, l'ipotesi che la costante nella disuguaglianza di Poincare iterata
(vedi 2.3.3) sia piccola puo essere rimossa. Non mostreremo come percorrere questa
strada.
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Capitolo 3

Regolarita negli spazi di Sobolev

In questo capitolo vogliamo studiare la regolarita delle soluzioni di problemi uniforme-
mente ellittici del secondo ordine in forma variazionale negli spazi di Sobolev. Utilizze-
remo il metodo dei rapporti incrementali (derivate discrete) introdotto da Nirenberg,.
Consideriamo il problema uniformemente ellittico

n

Z —Dila; jDju] = f;

i.j=1

il metodo che illustreremo ci consentira di dimostrare risultati di regolarita interna del
tipo
feH a;€C" = ue HE?

loc

e implicazioni analoghe di regolarita fino al bordo, supponendo che 'aperto € sia
regolare. Per la formulazione debole, u ¢ soltanto una funzione in H'; in certi casi,
riusciamo a dimostrare che v ammette anche derivate di ordine superiore, dandone
stime opportune.

Nel seguito €2 denotera un aperto di R™, con n > 2. Indicheremo con {e;;...;e,} la
base canonica di R". Dati h € R\ {0} e i € {1;...;n} poniamo

Qp = {z € Q| dist(x,00) > h},

Qp={r€Q| x+he €Q}.

Osserviamo che €, e €, sono insiemi aperti (eventualmente vuoti, se h ¢ troppo
grande).

3.1 Le derivate discrete

Definizione 3.1.1 (Derivata discreta). Siano dati una funzione v : R® — R, h € R\ {0}
ei€ {l;...;n}. Sipone
z + he;) — u(z)

- :

u
Tou(w) = 4
Se u ¢ definita soltanto in €, la definizione ¢ analoga, dopo aver esteso u a 0 fuori da €.

Enunciamo alcune semplici proprieta dei rapporti incrementali discreti. Siano dati

heR\{0}eie{l;...;n}.
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Capitolo 3. Regolarita negli spazi di Sobolev

Lemma 3.1.2 (Regola di Leibniz). Siano u,v : R* — R. Vale che

Tin(wo)(z) = Tipu(z)v(x + he;) + u(z) T po(z).

Dimostrazione. Vale che

u(x + he;)v(x + he;) — u(x)v(x)
h
[u(z + he;) — u(x)|v(x + he;) + [v(z + he;) — v(x)]u(x)
h
= Tipu(x)v(z + he;) + u(z)Tipv(z).

Tin(wo)(z) =

Lemma 3.1.3 (Integrazione per parti discreta). Date u € LP(R™),v € L (R"), con
p,p’ esponenti coniugati, vale la formula di integrazione per parti discreta

/ uTipv do = —/ vTi_pu dx.

Dimostrazione. Precisiamo che tutti i passaggi seguenti sono ben giustificati per le
ipotesi di sommabilita su u e v. Vale che

/n uTipv de = /n u(x)v(x + hey) = v() dx

h

:H/,f“ Jo(z + he:) dx—/Rnu }
Al aruma [

B /n [u(z — hez) - u(x) (x) J

T

= —/ vTi —pu dx.

Precisiamo che é fondamentale che il dominio di integrazione sia R™ percheé & invariante
per traslazione. Infatti, abbiamo eseguito un cambio di variabile y = x + he; soltanto
nel primo addendo. O

Lemma 3.1.4. Se u € WH(Q), con p € [1,400], allora T;yu € W'P(Q, ) e in tale
aperto vale la formula

V7§7hu = ﬁ,hVu.
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3.1. Le derivate discrete

Dimostrazione. Sia data ¢ € C2°(£2;,); notiamo che T; o € C°(Q2) e che 'operatore
7:n commuta con le derivate classiche. Adottando la notazione vettoriale, troviamo che

[ Fota)¥ee) ir= [ Tuuto)veta) a
= / u(@)Ti V() dr
= / w(z)VT;_ne(z) do

/ Vala)To np(e) do

= Vu(z)T; —np(z) do

Rn

[ TaTu@)e) de
R

- [ TaVula)els) ds
Qin

Precisiamo che abbiamo applicato due volte la formula di integrazione per parti discreta
(vedi 3.1.3) che vale in R™ (possiamo cambiare il dominio di integrazione a seconda delle
necessita) e il fatto che 7; ¢ & una funzione test ammissibile per w. O

Possiamo caratterizzare le funzioni di Sobolev in termini di derivate discrete.

Lemma 3.1.5. Sianop € [1,400), 0 >0 et € (0,1). Supponiamo che |h| < (1 —t)o.
Allora per ogni u € W'P(B,) wvale la stima

Hﬁ,huHLp(Bw) < ”DiUHLp(Ba)' (3.1)

La disuguaglianza (3.1) vale anche se p = +o00 e u & una funzione di classe C*(B,).

Dimostrazione. Notiamo che By, C (By)ip per la scelta di h. Possiamo supporre che u
sia anche di classe C*(B,). Infatti, ¢ immediato osservare che l'operatore 7; ), ¢ lineare
e continuo; quindi, se mostriamo che la stima (3.1) vale per le funzioni regolari, allora
vale per tutte le funzioni in W'P(B,). Per ogni x € By, vale che

1 1
Tinu(z) = %/0 (%u(m + Sh62)> ds = /0 Dyu(x + she;) ds. (3.2)
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Capitolo 3. Regolarita negli spazi di Sobolev

Utilizzando la disuguaglianza di Holder e scambiando gli integrali, abbiamo che

| Tp = [
Bta Btcr
/ / |Diu(z + she;)|? ds dx
Bio
/ / |Diu(z + she;)|” dx ds
Bto‘
:/ / |Dyu(y)|” dx ds
0 Bio(she;)
1
S/ / |D;u(y)|” dx ds
0 o

= [ Ity as
Bs

Precisiamo che nell’ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che per ogni s € (0, 1) vale
che

p

1
/ Dyu(x + she;) ds| dx

Btg(shei) C B .
Se p = 400 e u € C'(B,) si procede in modo analogo (basta la stima (3.2)). O

Lemma 3.1.6. Sianop € (1,+00], 0 >0 eu € LP(B,). Supponiamo che esista M > 0
tale che per ognit € (0,1) per ogni h € R\ {0} tale che |h| < (1 —t)o vale

||7;7hu||LP(Btd) =M.
Allora u ammette derivata debole i-esima in LP(B,) e vale la stima
1Dsull o,y < M. (3:3)

Dimostrazione. Fissiamo t € (0,1). Per ipotesi, la successione (7;), ¢ limitata in
LP(By,). Essendo p € (1, +00] esistono una sottosuccessione (non rinominata) ed una
funzione v;; in LP(By,) a cui (T;u), converge debolmente in LP(By,) (o debole* se
p = +00) per h — 0. In particolare, per ogni funzione test p € C°(By,) vale che

lim Tinu(z)p(z) do = / vit(x)p(z) d.

h—0 Bt(r Bta

Per la formula di integrazione per parti discreta (vedi 3.1.3), vale che

lim Tinu(z)p(z) dv =lm [ T;pu(x)e(x) do

h—0 Bio h—0 Rn

— —lim [ w(z)T;_pe(x) do

h—0 R

= —lim [ u(2)Ti_pe(x) do

h—0 Bs

__ /B () Digla) da

__ /B ux)Dip(e) do.
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Nella penultima uguaglianza abbiamo usato il fatto che per le funzioni C'**° i rapporti
incrementali convergono uniformemente alle derivate classiche. Deduciamo che v;; ¢ la
derivata debole i-esima di v in By,. Per la precisione, per 'unicita della derivata debole,
abbiamo mostrato che tutta la successione (7; ,u), converge debolmente in LP(B,,) a
v;+ (infatti ogni sottosuccessione ammette una ulteriore sottosuccessione per cui vale
questo risultato). Dalla convergenza debole, segue anche che

||UithLp(Btg) < llI}}'Ll(l)’lf Hﬁ,huHLP(Bto) < M.

Per I'unicita della derivata debole, se t; < to, deduciamo che v; 4, () = v;4,(2) quasi
ovunque in By,,. Allora possiamo ben definire una funzione v; in B, in modo che
coincida con v;; in By, per ogni t € (0,1). Per il teorema di Beppo Levi (se p < +o0,
altrimenti & ovvio) vale che

il s,y < M.

Deduciamo immediatamente che v; € la derivata debole i-esima di v in B, ; infatti, per
ogni t € (0,1) la funzione v; ¢ la derivata debole i-esima di u in By,. O

3.2 Regolarita interna L?

Per iniziare studiamo la regolarita interna delle soluzioni dell’equazione omogenea

Z Di[aiju] = —f (34)
ij=1
Teorema 3.2.1. Sia u € H} (Q) soluzione debole del problema (3.4). Supponiamo che
A = (a;;) sia una matrice uniformemente ellittica in Q con costante v (vedi 1.1.9), che
i coefficienti a;; siano in C*(Q) e che f € L} (Q). Per ogni coppia di aperti ',

tali che Q' € Q" € Q wale che u € H*(QY) ed esiste una costante c(n,a; ;,v, ', Q") >0
(indipendente da u e da f) tale che

tla0 < ¢ [Ifllozgr + lullyz00] -

Dimostrazione. Fissiamo ' € Q" € €. Per semplicita, denotiamo con ¢ > 0 una
generica costante che dipende soltanto da n, €, Q" v, a;; (indipendente da u e da f)
che puo cambiare da linea a linea. Se mostriamo la tesi assumendo che Q' e Q" siano
palle concentriche, deduciamo che vale per ogni coppia di aperti ' € Q" € €. In altri
termini, possiamo supporre che Q' = B, (xg) e Q" = B, s(x0), per opportuni o,d > 0.
A meno di effettuare una traslazione, possiamo assumere che xy = 0. Per semplicita di
notazione, poniamo
A" = Byyss3, A" = Byiass.

Per riassumere, abbiamo che
VeAeA e"en.

Sia § € C°(R™, [0, 1]) una funzione cut-off tale che

1 ze,
olw) = {0 e (A).
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Capitolo 3. Regolarita negli spazi di Sobolev

Per ipotesi, sappiamo che per ogni funzione test p € Hj () vale che

Z/a”Dungpdx—/prdx

i,j=1

Data ¢ € H'(Q), osserviamo che ¢ = 6¢ ¢ una funzione test ammissibile (infatti
appartiene a Hj(€)). Valgono le seguenti uguaglianze:

/few dx = Z/a”D uD;(0h) dx

2,7=1
—Z/a”DuDﬁwdaz—l—Z/a”Du D)0 dx
i,7=1 7,7=1
—Z/a”DuDﬁl/)dx—FZ/a” (ub) (D)) da
4,j=1 1,j=1

Possiamo equivalentemente scrivere che

Z/a”D UD) dx_/Fw d:c+2/a”D9 Dap)u dz Vi € H'(Q). (3.6)

i,7=1 i,7=1

Fissiamo r € {1;...;n}; data ¢» € H}(A”), possiamo estenderla a 0 fuori da A” e
otteniamo ancora una funzione in H(R™). Dato h € R\ {0} tale che || < §/3, notiamo
che T, 00 € Hg(Q") per la scelta di h; possiamo utilizzarla come funzione test in (3.6) e
otteniamo che per ogni v € H}(A”) per ogni h € R\ {0} tale che |h| < §/3 vale che

Z/%D UD, [T, 1)) dx:/Q d;v+2/a”D9 Tont)u dz. (3.7)

4,7=1 2,7=1

Osserviamo anche che per costruzione tutti gli integrali sono su €2”; notiamo che se
|h| < 0/3, allora A” + h C Q". Applicando la formula di Leibniz (vedi 3.1.2) otteniamo

Z/” n(a; ;D;U) D de = Z/ a; ;(z + he,)Trn(D;U) (x) Ditp(x) da

4,j=1 4,j=1

- Z / wh i () DU (x)Dinp(x) dr. (3.8)
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Deduciamo che
n

> [ e+ he) Ta(DU@)Div(a) da

ij=1

— Z /// n(ai;jD;U) Db dx — Z / 1 (x)D;U(x) D) () da (3.9)

4,j=1 t,j=1
:—Z/ a; ; DUT,. (D)) da — Z/ v i () DU(x)Dinp(z) d (3.10)
i,j=1 " i,j7=1
:—Z/ a;; D;UD; (Tr_pt) da — Z/ v i () DU (x) Dip(z) da (3.11)
2,7=1 " 1,j=1

_ / FT, ) ds

—Z/ a;;D;0D(T,._n)u da

z‘jfl

- Z / Trnti ; D;UD; da. (3.12)

1,7=1

In (3.9) abbiamo usato la formula di integrazione per parti discreta (vedi 3.1.3): scrivia-
mo il primo addendo come integrale su tutto R" (estendendo a 0 i coefficienti fuori da
2), poi applichiamo la formula di integrazione per parti discreta e infine notiamo che
l'integrale risultante & su 2”; in (3.10) abbiamo usato le proprieta della derivata discreta
(vedi 3.1.4); in (3.11) abbiamo usato la formula (3.7). Nelle formule finali, precisiamo
che ¢ possibile cambiare il dominio di integrazione perché ¢ ¢ nulla fuori da A” (in
realta, 6 ¢ nulla fuori da A’). Stimiamo separatamente ciascun addendo. Utilizzando il
lemma 3.1.5 e ricordando la definizione di F e di U, deduciamo le stime seguenti:

| PToc da] < 1Pl 1Tl

<c ||FH0,2,A~ ||v¢||o,2,9”

<c | fO0llgonn+ Y Hai,ijUDiQHO,Q,A”] V9 1]g.9,00
ij=1
< [l + 1Vl .00 1V8 g5, (3.13)

Z/ a;;D;0(D; T _p)u dx

2,j=1

< Z @i jllo,00,47 1P50llg 00, ar 1Di(Tr-nt)llg 2, lllo 2,4

ijfl

< CZHD ||02A// ||u||020”

<c ”Vw’o,z,m HUHO,z,Q“
= cl[Villggar lullo g (3.14)
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Capitolo 3. Regolarita negli spazi di Sobolev

n n
> / Tenaig DUD dx| < | Trntigllg oo ar 10U g o0 1 Ditllg o, a0

i,j=1 i,j=1
n
< D I1Drislg e 1DU g 0 1Dl 2,
i,j=1
<c Hqu,z,A” ||V77Z)||0,2,A” : (3.15)

Mettendo insieme le stime (3.12), (3.13), (3.14) e (3.15), otteniamo che per ogni
Y € HY(A”) per ogni h # 0 tale che |h| < §/3 vale che

Z /,, a; j(x + he,)Trn(D;U) () Dip(x) dx

ij=1

< (Il + Nl p | 19800500

(3.16)
Preso h # 0 tale che |h| < §/3, possiamo scegliere T, ,U (che appartiene a H}(A”) per
la scelta di h) come funzione test in (3.16). Ricordando i lemmi 3.1.4 e 3.1.5, otteniamo
la stima

Z /N a; j(x + her) Trn(D;U) (2) Trn(Dild) () d

4,j=1

< e[ oz + Nz ] 19Tl 00 (3.17)

Dall’ipotesi di ellitticita uniforme dice che

n

> / ai(w + he) Toa(DU) (@) Ton (D) (a) de

ij=1
> Z/ v[Ton(Did))? dx
221 "

= v || Ten VU5 4 (3.18)

Dalle stime (3.17) e (3.18) deduciamo che se |h| < §/3 vale che

1T Ul a0 < € [ lyzor + llly 0] (3.19)

Per il lemma 3.1.6 deduciamo che VU ammette derivata debole di ordine r in A” e che
vale la stima

1D YUl 00 < € [ fllgzr + il 0] (3.20)

Ricordando che U coincide con u in €, deduciamo che u € H?(Y') e che per ogni
r € {1;...;n} vale la stima

1D, Vully0 < € [0 + lull 200 - (3.21)

Questo conclude la dimostrazione. O
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Dal teorema appena mostrato seguono immediatamente risultati analoghi di regola-
rita interna (eventualmente iterata) delle soluzioni dell’equazione completa

- Z D;la; jDju] + Z a;Diu + au = f. (3.22)

i,j=1 i=1

Corollario 3.2.2. Sia u € H} () soluzione debole del problema (3.22). Supponiamo

loc
che A = (a; ;) sia una matrice uniformemente ellittica in ) con costante v (vedi 1.1.9),

che i coefficienti a; ; siano in C*(Q), che a,a; € L2 (Q) e che f € L2 (). Per ogni

loc loc

coppia di aperti V', Q" tali che ¥ € Q" @ Q vale che u € H*(Q) ed esiste una costante
c(n,a;j,a;,a,v, 0, Q") >0 (indipendente da u e da f) tale che

tla0 < ¢ [If oz + lullyz.00] -

Dimostrazione. Se poniamo

n

F(z) ==Y a;(x)Du(r) — a(z)u(z) + f(z),

i=1

¢ immediato notare che F € L2 () e che u € H}

loc 15c(€2) ¢ soluzione in senso debole del
problema omogeneo

— Z Di[ai,iju] =F

ij=1
Dal teorema 3.2.1 che segue u € HZ () e che per ogni Q' € Q" € Q esiste una costante
¢ indipendente da u e da F' tale che

tlyp0 < ¢ [IFllyz0r + lullyz00]

La tesi segue immediatamente osservando che

1Flyz0r < € [ lozr + 1l a0
per una costante ¢ opportuna dipendente soltanto da Q”, a;, a. O

Corollario 3.2.3. Sia u € H} () soluzione debole del problema (3.22). Sia k € N;
supponiamo che A = (a; ;) sia una matrice uniformemente ellittica in Q0 con costante v
(vedi 1.1.9), che i coefficienti a; ; siano in C¥*1(Q), che a,a; € C*(Q) e che f € Hf (Q).
Per ogni coppia di aperti ', Q" tali che ' € Q" € Q vale che u € H*2(QY') ed esiste
una costante c(n, k, a; j, a;,a,v, ', Q") > 0 (indipendente da u e da f) tale che

[Wlesazgr < € [Iflkagr + Il z0]

Dimostrazione. Procediamo per induzione su k. Se k = 0, siamo nelle ipotesi del
corollario 3.2.2, che abbiamo gid dimostrato. Supponiamo che la tesi sia vera per
I'ordine di derivazione k — 1 e mostriamo che vale per l'ordine di derivazione k. Per
ipotesi induttiva, vale che u € HFT'(Q) e per ogni coppia di aperti ' € Q" € Q per

ogni r € {0;...;k — 1} vale la stima
0l 20,00 < € [z + el 500 (3.23)
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Capitolo 3. Regolarita negli spazi di Sobolev

deduciamo che
lulls o0 < € {1 laqr + el p0] (3.24)

per una opportuna costante ¢ indipendente da u e da f. Sia o € N” un multi-indice tale
che |a| = k. Vogliamo capire quale sia I’equazione risolta da D®u (notiamo innanzitutto
che appartiene ad HL _(Q2)). Sia ¢ € C°(Q2) una funzione test; valgono le seguenti
uguaglianze

Z / ai’ij<DQU)DiQO dr = Z / CliijOA(DjU)DZ’QO dx (325)
Q Q

i,j=1 tj=1
-y / D®la;; Dyul Digp dz — / 5 (a) (DPay,D0°° Dl Dy d
ij=1"% ij=1" % 0<p<a B
(3.26)
= (- / a;; DjuD®(Dip) da (3.27)
ij=1"4
" v
+ D;[D%a; ;D P D.ulp dx 3.28
;[22(5)[ DDy (328)

-y /3

ij=1"0<B<a

(g) Di[DPa; ;D P Dju)p dx — (—1) Z /Q a;D;uD%p dx
i=1
— (=1l / auD®p dx + (—1)°! / fD%p dx (3.29)
Q Q

-y /¥

i,j=1" % 0<B<a

(g) Di[DPa; ;D* P D;julp dv — Z/ D%a;Dyulp dx
i=1 79

_/QDO‘[au]go dx+/Q[D°‘f]s0 dx

In (3.25) abbiamo usato la formula di Leibniz per espandere la derivata debole di
ordine «; in (3.26) abbiamo integrato per parti (le ipotesi fatte lo consentono); in (3.28)
abbiamo usato il fatto che u risolve il problema (3.22); in (3.29) abbiamo nuovamente
integrato per parti. Se poniamo

FHZ-ﬁi > (2>D4Dﬁ%JDaﬁq%“y+j;lyﬁ%[%ﬂ-%DQMM-—Daﬁ

i.j=1 f<a, B#0
notiamo che per ogni coppia di aperti ' € 2" € () vale che
1Fllozer < €| luliran + 1 flag | < eIl agr+ 1Flz0] (3.30)

per la disuguaglianza (3.24), con una costante opportuna ¢ > 0 indipendente da u e da

f. Osserviamo anche che D®u ¢ soluzione debole in H} (Q2) dell’equazione

ij=1

Siano ' € Q € " € Q aperti; per il teorema (3.2.1) vale che D*u € HZ.(Q) e vale che
|Dau‘2,2,ﬂ' <c [HDQUHLQ,Q + HFHMQ] <c |:HuH1,2,Q” + ||fHk,2,Q" ) (3.31)
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3.3. Regolarita L? fino al bordo

dove abbiamo usato le disuguaglianze (3.30) e (3.24). O

Segue immediatamente un semplice corollario, in cui riassumiamo i risultati (sor-
prendenti) ottenuti

Corollario 3.2.4. Sia u € H} (Q) soluzione debole del problema (3.22). Supponiamo
che A = (a; ;) sia una matrice uniformemente ellittica in Q con costante v (vedi 1.1.9),
che i coefficienti a; ; siano in C*(Q), che a,a; € C*(Q) e che f € C(Q). Allora u é
di classe C*().

Dimostrazione. La tesi segue immediatamente dall’applicazione iterata del corollario

3.2.3 e dai teoremi di immersione di Sobolev (una funzione in H: .(Q) per ogni k ¢ di

classe C*>(Q)). O

3.3 Regolarita L? fino al bordo

Possiamo studiare la regolarita fino al bordo delle soluzioni dell’equazione

n

> —Difa;;Dju] = f. (3.32)

3,j=1

In questo contesto, le condizioni al bordo sono codificate in termini di traccia di funzioni
di Sobolev.

Per semplicita di notazione, fissato r > 0, poniamo
Bf ={x€B,|z,>0}, TI'={x€eB,|x,=0}

Denotiamo con H}. (B;") l'insieme delle funzioni in H'(B;") aventi traccia sulla su I';;
in altri termini, H (B;) ¢ la chiusura nella norma di H*(B;") delle funzioni di classe
C*(B;) che si annullano in un intorno di T,.

Teorema 3.3.1. Sia u € H'(B;") soluzione debole dell’equazione (3.32); assumiamo
che u € H{ (B}). Supponiamo che A = (a;;) sia uniformemente ellittica in B,
con costante v (vedi 1.1.9), che i coefficienti a; ; siano in C*(B;) e che f € L*(BY).
Per ogni p € (0,7) si ha che u € H*(B]) ed esiste una costante c(v,n, p,r,a;;) > 0
(indipendente da u e da f) tale che

0l < ¢ [ oz + Nl a5

Dimostrazione. Per semplicita, denotiamo con ¢ > 0 una generica costante dipendente
da a;;,n, p,r,v (indipendente da u e da f) che pud cambiare da linea a linea.

Sapendo che u ¢ soluzione debole del problema (3.32), possiamo scrivere che per
ogni funzione test p € H(B,") vale che

Z / a; ;DjuD;p dr = / fo dx (3.33)
ij=17 B’ Bf
Fissiamo p € (0,r); sia 0 :== (r — p)/3. Sia § € C2°(R", [0, 1]) una funzione cut-off con
le proprieta che
1 B
Bz)=4 TP
0 z € (Bps)
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Capitolo 3. Regolarita negli spazi di Sobolev

Si noti che non richiediamo che # si annulli in un intorno di I',. Data ¢ € H} (B,)*,
notiamo che ¢ = 10 appartiene a HJ(B;"), quindi ¢ una funzione test ammissibile in
(3.33). Come nella dimostrazione del teorema (3.2.1), poniamo

Fi=f0-> a;DuDif, U:=bu

ij=1

e argomentando in maniera del tutto analoga troviamo che per ogni funzione test
Y € H} (B}) vale che

> /B . a;;D;UDgb dx = /B . Fpdr+ /B . a;;D;0(Dyb)u dz. (3.34)

i,j=1 i,j=1

In particolare, la relazione (3.34) vale per tutte le funzioni test ¢ € H}\ (B;) che
si annullano fuori da B¢, ,;. Fissato un intero r € {1;...;n — 1} e h € R\ {0}
tale che |h| < d, notiamo che 7, U ¢ una funzione test ammissibile in (3.33) perche
appartiene ad H{ (B;") e si annulla fuori da B, ,5; procedendo in maniera totalmente
analoga al teorema precedente (vedi (3.19), (3.20) e (3.21)), troviamo che per ogni
r € {l;...;n— 1} vale che D,VU esiste in B;L+5 e vale

n n—1

SN [ Ik de<e[s

i=1 r=1

2 2
o + Il ] (3.35)

Le stesse conclusioni valgono per v in B;r ricordando che U = u in B:j; vale una stima

analoga.
n n—1

SN[ Dl de [ o] (3.36)
p+6

i=1 r=1
Dobbiamo soltanto mostrare che esiste la derivata D,,u e che puod essere stimata
in maniera opportuna (per la quale non possiamo utilizzare il metodo dei rapporti
incrementali). Avendo mostrato l'esistenza di quasi tutte le derivate del secondo ordine,

possiamo integrare per parti molti termini nell’equazione (3.34); otteniamo che per ogni
¢ € Hy(B}) vale che

/B  Gun DUD, Y d = — >

p i,j<n?

+> /B+ a;;D;0(Dib)u da

ij=1

=2 /B , Dilai, D]y dw + /B Py de

i,j<n2 P

> /B+ Dilai;(D;f)uly da.

ij=1

/ CL@ijZ/[DﬂD dx +/ Fw dx
Bf B

Se poniamo

i,j<n? 1,j=1
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3.3. Regolarita L? fino al bordo

troviamo che per ogni ¢ € Hg(B}) vale la formula

/ ann DU D) dx = | H da. (3.37)
B+

+
P B,

Notiamo che H ha supporto in B,,s; inoltre, dalla stima (3.35) segue che

1 lo2sr, < (1 lonse + lellyo6e] (3.39)

Dall’ipotesi di uniforme ellitticita (vedi 1.1.9) segue che la a,,(z) > v > 0 per ogni
x € Bf. Sia & € Hy(B); scegliamo come funzione test in (3.37) la funzione ¢ = &/ any,
che appartiene ad Hy(B)):

H D
/ e = / o DD, <i> dr = / DU {Dng - M} dz:
B;f Ann B Ann B;r Ann

P

deduciamo che per ogni funzione test £ € Hj(B,+) vale che

H + D, UD,ay,,
DaUDE dr = / ¢ { i ¢ } dr — / ¢Gde,  (3.39)
B;L B;,L Gpp B;
avendo posto
H+ D,UD,a,,
G = .
ann

+ .

s> I ogni caso, vale che

Notiamo che G ha supporto B

HGHO,Z,B;{ <c HfHo,z,Bi + HUHLQ,BT+ ‘ (3.40)

Dall’equazione (3.39) deduciamo D, ammette derivata debole di ordine n e che
D,,,U = —G; dalla relazione (3.40) segue che D,,, 4 ¢ in L*(B,) e si stima come richiesto.
Infine osserviamo che in B;r si ha U = u. Questo conclude la dimostrazione. O

A questo punto possiamo mostrare un risultato di regolarita iterata fino al bordo,
procedendo per induzione sull’ordine di derivazione (in maniera tutt’altro che ovvia).

Teorema 3.3.2. Sia u € H'(B;") soluzione debole dell’equazione (3.32); assumiamo
che w € H{ (B}Y). Sia k € N fissato. Supponiamo che A = (a;;) sia uniformemente
ellittica in B} con costante v (vedi 1.1.9), che i coefficienti a; ; siano in C***(BF) e
che f € H*(B). Sewe H*(B}"), allora per ogni p € (0,r) si ha che u € H**(B})
ed esiste una costante c(v,n, k, p,r,a; ;) > 0 (indipendente da u e da f) tale che

|u‘k+2,2,Bj' <c [HfHkQ,B;" + ||u||k+1,2,B;"

Dimostrazione. Per semplicita, denotiamo con ¢ > 0 una generica costante dipendente
da a;;,n,p,r, v,k (indipendente da v e da f) che puo cambiare da linea a linea.
Procediamo per induzione sull’ordine di derivazione rispetto alla variabile x,, (non
rispetto a k). Per studiare 'esistenza delle derivate di ordine k + 2 (e poi stimarle in
maniera opportuna), conviene scriverle come D*D; ju, dove o € N ¢ un multi-indice
tale che || =k e i,7 € {1;...;n}. Vogliamo mostrare che per ogni « tale che |a| =k
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Capitolo 3. Regolarita negli spazi di Sobolev

per ogni i,j € {1;...;n} per ogni p € (0,7) la derivata debole D*D; ju esiste in B} e
vale la stima
| D*D;

JUH(),Q,B:; <c

] . (3.41)

Dato un multi-indice o = (ay, ..., a1, v,) tale che |a] = k, procediamo per induzione
su . Se a, = 0, vediamo che equazione risolve D“u. Prendiamo una qualsiasi funzione
test p € C°(B;); utilizzando la regola di Leibniz, integrando per parti (dove cio ¢
possibile) e ricordando che u € H**1(B}) per ipotesi, troviamo che

Z/ a;;D;(Du)D gpd:)s—Z/ a;; D*(Dju)D;p dx

2,7=1 2,7=1

- Z . D%lai;DjulDig du — Z/ > ( )D%i,jDaﬁ(Dju)Digp da

i,j=1 i,j=1 7”0<B<

|a| Z/ a;;DjuD*(D;p) dx

i,7=1

+Z/ > ( ) DPa;; D% (Dyu)]p da

1,j=1 By 0<B<a

= (—1)l fDago da + Z/ > ( ) DPa; ;D P(Dju))y da

i,j=1 By 0<B<L

_/ Do‘f@derZ/ > ( ) DPa; ;D (D;u)e da.

4,j=1 By 0<B<a

Se poniamo

Daf+z > () DPa; ;D*° Du),

i,j=1a<B, B#0
deduciamo che per ogni funzione test p € C°(B;") vale che

Z / a;;D;(D*u)D;p dv = ng dx. (3.42)

4,7=1

Per costruzione vale che H € L*(B;") e vale la stima

c(n, ai;, k) ||U||1g+1,2,Bﬁr : (3.43)

Precisiamo che in (3.43) la costante ¢ dipende soltanto da n,a; ; e k (& indipendente da
fyu,r e p). Notiamo che w = D®u ha traccia nulla su I, perché stiamo derivando u
soltanto rispetto alle prime n — 1 variabili; per verificarlo si puo procedere in questo
modo: sapendo che u ha traccia nulla su I',, esiste una successione di funzioni (u,), di
classe O (B;) che si annullano in un intorno di I', e che convergono ad u in H'(B;).
Si puo verificare che D*u,, — D“u in H'(B;"), perché deriviamo soltanto rispetto alle
prime n — 1 variabili. Per la continuita della traccia, deduciamo che D*u ha traccia
nulla su I',, perché questa proprieta vale per D%u,, per ogni n € N.

Possiamo applicare il teorema 3.3.1 e dedurre che per ogni p € (0,r) vale che
D*vwe H 2(B;F) e

|Da“|o,2,B; <c ’|Dau||(),2,B;r + HH||0,2,B,T] <c [“DQUHkHQ,Bi + ||fHk,2,B;*‘ - (3.44)
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3.3. Regolarita L? fino al bordo

Quindi, nel caso in cui «,, = 0 abbiamo ottenuto la tesi.

Supponiamo che la tesi valga quando a,, = h e mostriamo che vale anche se
a, = h + 1. Per ipotesi induttiva, sappiamo che u ammette tutte le derivate di ordine
~veon |y < k+2e, <h+2 Inoltre, tali derivate si stimano come in (3.3). Sia
a=(ag,...,an_1,h+1); presa ip € C(B;), usando D* come funzione test nella
formulazione debole di (3.32), deduciamo che

Z / a;;DjuD;(D%) dx = fD%/J dzx; (3.45)

i,7=1

osserviamo che possiamo integrare per parti entrambi i membri (le ipotesi di regolarita
su u, f e il fatto che |a| = k lo consentono) ottenendo che

Z Da [a; ;DjulDp do = | ¢ D*f da. (3.46)

+
4,7=1 By

Sviluppando i conti ed espandendo le derivate, notiamo che possiamo scaricare quasi
tutte le derivate da v (le considerazioni fatte su u consentono di integrare per parti) e
otteniamo che

YD f da:— / D%a; ;Dju|lDyp dx

i,0=1

=S / 3 ( )D%i,jpaﬁ(Dju)Diw du

i-j<n? By 0<p<a

/ > ( )DﬂanynDa_ﬂ(Dju)Di@/) d

By 0<B<a

B+

+/ A D*(Dpu) Dytp dx

=- Y / > ( ) [DPa; ;D*P(Dyu)| da (3.47)

i-j<n? By 0<p<a

/ > ( ) [DPay , DP(Du)]tp dx

By 0<B<a

+/ annD*(Dyu) Dyt d. (3.48)
B

Se poniamo

H=D"f+> Y ( ) D’a;;D*(Dju)]

i-j<n? 0<B<a

+ > < ) DPa, ,D*P(D;u)],

0<B<a

troviamo che per ogni ¢ € C°(B;) vale che

/ A D (D) Dytp da = Hv dx.
B

Bt
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Capitolo 3. Regolarita negli spazi di Sobolev

Precisiamo che in (3.47) abbiamo integrato per parti e cid & possibile come detto in
precedenza (basta contare le derivate presenti). Dall’ipotesi induttiva segue anche che
per ogni p € (0,r) vale che

1oy < € [1 sy + lllir o |-

Dall’ipotesi di ellitticita uniforme (vedi 1.1.9) segue che a,,(x) > v > 0 per ogni x € B;.
Data £ € C2°(B), notiamo che ¥ = £/a,, ¢ una funzione test ammissibile in (3.48).
Deduciamo che

/ annDn(Do‘u)Dn( § ) dr = §£ dr, (3.49)
B

n Bﬁr Apn

ovvero che
/ D,(Du)D,¢§ dx = K¢ dx, (3.50)
B B
avendo posto

Ko H + Dn(Daanam).

ann

Fissiamo p € (0,7); applicando l'ipotesi induttiva, notiamo che & possibile stimare
D"(D*u) come in (3.3) (infatti deriviamo u soltanto h + 2 volte rispetto all’ultima
variabile). Segue che

1K Nz < € |1 ezt + Nl |- (3.51)

La relazione (3.49) dice che D,,, D%u esiste in B} e vale —K; la stima (3.51) ¢ sufficiente
a concludere. ]

3.4 Regolarita L? globale

A questo punto, possiamo studiare la regolarita globale delle soluzioni deboli del

problema differenziale

ij=1
Il teorema 3.3.1 risolve il problema nel caso modello di un aperto che sia meta di una
palla; possiamo ottenere il caso generale con un cambio di variabili; tuttavia, dobbiamo
supporre che 'aperto sia regolare.

Teorema 3.4.1. Siano Q C R™ un aperto limitato con bordo di classe C?, f € L*(),
A = (a;;) uniformemente ellittica in Q con costante v > 0 (vedi 1.1.9) e con coefficienti
di classe C'(Q). Sia u € H} () soluzione debole del problema (3.52). Vale che
u € H*(Q) ed esiste una costante c(a; j,n,v,Q) > 0 indipendente da u e da f tale che

[ulypq <c [Hf”o,z@ + ||“||129] :

Dimostrazione. Denotiamo con c¢(a; ;,n,v, ) una costante dipendente solo da a; ;, n,
v, (indipendente da u e f), che pud variare da linea a linea.

L’ipotesi di limitatezza di {2 garantisce che possiamo trovare una famiglia finita di
aperti Q. Q" Uy,..., Uy, Vi,...,V,, con le seguenti proprieta:
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3.4. Regolarita L? globale

Qe e,

Uy, V; sono palle centrate in x; € 0X2 per ogni [ € {1;...;m};

VieU;

o C Y, Vi

Qe u.

Per il teorema di regolarita interna (vedi 3.2.1) vale che u € H?(Q') ed esiste una
costante ¢ > 0 (dipendente anche da 2, Q") ma cio ¢é irrilevante in questo contesto, e
indipendente da u e da f) tale che

[Wlyog < € [Iflongr + Ml o] < [Iflosa + luling) - (3:53)

Quindi é sufficiente mostrare che u € regolare intorno ai punti di bordo di €.

Per I'ipotesi di regolarita su €2, sappiamo che 02 é localmente il grafico di una
funzione di classe C?; in altri termini, a meno di rimpicciolire gli intorni Uj, V;, possiamo
trovare degli aperti W; C R"! e delle funzioni ¢; : W; — R di classe C? tali che

Ul F‘I@Q = {(ZL‘l, e ,I’n_l,@/ﬁ(l‘l, . ,ZEn_l)) | (1'1, Ce ,$n_1) - VV[}

Notiamo che a meno scambiare le coordinate, possiamo sempre supporre che U; N OS2 sia
il grafico di una funzione delle prime n — 1 variabili. Definiamo ®' : U; — R" tale che

Oy, . Ty, ) = (L1, T, T — (w1, Tp1)).
®'! ha la proprieta che
UNQ) C{yeR" |y, >0}, ®(U;NIN) C {yeR" |y, =0}
Si verifica facilmente che per ogni x € U; la matrice jacobiana di <I>l~ in x ha determinante
1. Definiamo w; = uo (@)=L, Indichiamo con € :== QN U; e con € := &' (). Notiamo

che w; ¢ definita in €; siccome u € H*(;), deduciamo che w; € Hl(ﬂl) e, per la chain
rule, si ha che

Vuw, = Vu((@)™1) - J(@H) ="

Sappiamo che per ogni funzione test ¢ € C°(£);) vale che

Z / Z a;;DjuD;p de = | fo dx. (3.54)
Q 2

4,j=1 Li,g=1

Vogliamo capire quale equazione risolve w; in ;. Sia @ € C°(€) una funzione test;
effettuando il cambio di variabili y = ®'(z), se poniamo @ = @o(®)~!, o, ; = a; jo(®!) ™!
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Capitolo 3. Regolarita negli spazi di Sobolev

e ®!, = D;®}((®)~!) troviamo che

Z/ a;;DjuD;p dx = Z/ a”ZDkwl D@l]Digo dx

7,7=1 i,7=1

3y / auszwl (@) (@) )] Dia(®) ) dy
2,7=1

:Z/ a”ZDkwl D;(®})((2") )] D Du@i[D:i®), (') dy
ij=1" k=1 h=1
ik, h=1" U

= Z/ (Z ai,j(i)éz,ji)gf,i> DkwthgE dy
hk=1"7% \4j=1

Per quanto riguarda il secondo membro, notiamo che

fode= | fpdy,

Ql Qz

avendo posto f = f o (@)=L, Indichiamo con

n
E O OFH.
bhzk = al7]®h,]®k,l’

1,j=1

osserviamo che al variare di ¢ € C°(€2;) le composizioni ¢ = po (®')~! descrivono tutte
le funzioni test in C2(€}); in altri termini, abbiamo mostrato che per ogni ¢ € C2(€)

vale che
n

Z / b Dywi Dy dy = | fé dy. (3.55)
hoe=1" <k K

Essendo (®')~! di classe C?, deduciamo che la matrice B = (by) ha coefficienti di
classe C ! nella chiusura di (). Inoltre, verifichiamo che B ¢ uniformemente ellittica in
;. Dati y € ; e £ € R", utilizzando 'uniforme ellitticita della matrice A, deduciamo
che

> bt = 3 3 a0, 06k

hk=1 h,k=11,5=1
= ai(y) <§ élh,z’(iU)&l) (E :‘ﬁ,@)
ij=1 h=1 k=1

>y (Z éz,xy)gh) .
=1 h=1

004

Counsideriamo la funzione

n

93

=1

/‘\
||



3.4. Regolarita L? globale

definita in R™ \ {0}. Notiamo che 7" ha minimo sulla sfera unitaria e tale valore ¢&
strettamente positivo, perché lo jacobiano di ®' calcolato in (®')~1(y) ¢ invertibile;
deduciamo che esiste una costante ¢ > 0 tale che

> bur(y)nge = VT(€) = ev €. (3.56)

h,k=1

Allora la matrice B ¢ uniformemente ellittica in €;. Ovviamente la funzione f € L*(€))
e vale

|7
Possiamo scegliere gli aperti U; e V; in modo che (®)7'(U;) = B, e (®')71(V}) = B, a.

Siamo nelle condizioni di poter applicare il teorema 3.3.1; deduciamo che w; € H 2(B:F/Q)
ed esiste una costante ¢ > 0 tale che

U,Q,Ql = HfHO,Q,Ql '

s, <[]0+ Hothans | < [I5lan +lulig] . (357
T 0,2,8

Siccome @' e (®')~! sono di classe C? con tutte le derivate uniformemente limitate,
deduciamo che u € H?(€);) e vale la stima

oo < |7+ Hothins | < ¢ [I8an +Iulhag] . (359)
y4yRal

Questo conclude la dimostrazione. O
Dalla dimostrazione del teorema 3.4.1 otteniamo anche il risultato seguente.

Teorema 3.4.2. Siano Q@ C R"™ un aperto limitato con bordo di classe C**2, f € H*(Q),
A = (a; ;) uniformemente ellittica in Q0 con costante v > 0 (vedi 1.1.9) e con coefficienti
di classe C**1(Q). Sia u € HY(Q) soluzione debole del problema (3.52). Vale che
u € H*2(Q) ed esiste una costante c(a; j,n,v,Q) > 0 indipendente da u e da f tale che

‘u’k+2,2,ﬂ <c Hf”(),Q,Q + Hu”12ﬂ :

Dimostrazione. La verifica puo essere svolta per induzione su k. Il caso k = 0 & dato
dal teorema 3.4.5. Altrimenti, la dimostrazione del teorema 3.4.1 si adatta facilmente:
per la regolarita interna si applica il teorema 3.2.3; per la regolarita al bordo, basta
osservare che con il cambio di variabili ci si riduce al caso modello in cui €2 ¢ la meta di
un disco e si applica il teorema 3.3.2. O

Segue un semplice corollario, di una certa suggestione.

Corollario 3.4.3. Siano Q C R™ un aperto limitato con bordo di classe C*, f € C*(),
A = (a; ;) uniformemente ellittica in Q0 con costante v > 0 (vedi 1.1.9) e con coefficienti

di classe C*(Q). Sia uw € Hy(Q) soluzione debole del problema (3.52). Vale che

u e C>®(Q).

Dimostrazione. La tesi ¢ una conseguenza immediata dell’applicazione iterata del
teorema 3.4.2 e dei teoremi di immersione di Sobolev. O]

Risolvendo il problema ellittico con condizioni al bordo di Dirichlet, possiamo
migliorare la stima del teorema 3.4.1.

63



Capitolo 3. Regolarita negli spazi di Sobolev

Corollario 3.4.4. Nelle ipotesi del teorema 3.4.1, denotiamo con uy la soluzione in
Hg () del problema (3.52). Esiste una costante c(a; j,n,v,Q) > 0 (indipendente da f e
da uy) tale che

urllyon < cllflloge-
Dimostrazione. Per semplicita, denotiamo con ¢ > 0 una costante dipendente da
a; ;,n, v, (indipendente da uy e da f) che pud cambiare da linea a linea.

Dall’'uniforme ellitticita di A e dalla disuguaglianza di Poincaré (ricordiamo che
u € H}(Q)) deduciamo che

n
v HVU/]@HaZQ < Z a;jDiugDjuy dv = /quf dx

ij=1

<|If

0,2,0 [y 0,2, <c ||f||0,27Q ||v“f||o,2,9 )

segue che

[Vuy 0,2,Q <c Hf”o2Q

Per il teorema 3.4.1 e per la disuguaglianza di Poincare, vale che

trlyn0 < ¢ [Ifloza + lusllina] < ¢ [1floza+ 194sl0s0] < clflhz0-

Segue la tesi. O]

Possiamo anche studiare la regolarita globale delle soluzioni del problema completo

ij=1 i=1

Corollario 3.4.5. Sia u € H'(Q) soluzione debole del problema (3.59). Supponiamo
che Q sia un aperto limitato con bordo di classe C*, che A = (a;;) sia una matrice
uniformemente ellittica in ) con costante v (vedi 1.1.9), che i coefficienti a; ; siano in
CY(Q), che a,a; € L=() e che f € L*(Q). Allora u € H*(Q) ed esiste una costante
c(a;;,ai,a,n,v,Q) >0 (indipendente da u e da f) tale che

[tz < € [IFlon0 + lully20)]

Dimostrazione. Per semplicita, denotiamo con ¢ > 0 una costante dipendente da
a;;, i, a,n, v, (indipendente da uy e da f) che pud cambiare da linea a linea.
Basta osservare che u € H'(Q) ¢ soluzione debole in 2 del problema

n n
- g Dilaij] = f — E a; Diu — agu;
i,j=1 i=1
notiamo che

F=f-— ZaiDiu — apu € L*()

i=1
e vale che
1Flloze < ¢ [lulliog + 1/ losa]
allora possiamo applicare il teorema 3.4.5 e otteniamo immediatamente la tesi. O
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Capitolo 4

Alcuni spazi funzionali

In questo capitolo introduciamo alcuni spazi di funzioni di cruciale importanza per
studio della regolarita delle soluzioni dei problemi ellittici.

4.1 Spazi di Holder

Ricordiamo alcuni fatti utili sulle funzioni hélderiane, con I'intento principale di fissare
una notazione che adotteremo in seguito. Sia 2 C R™ un aperto.

Definizione 4.1.1 (Funzioni hélderiane). Dato v > 0, diciamo che u : @ — R &
~v-hélderiana in €2 se vale

@)~ u)

= < +00.
vyeQ, aty T — Y|
Se v =1, si dice che u é lipschitziana.

Osservazione 4.1.2. Per ogni v > 0, le funzioni y-hélderiane in {2 sono uniformemente
continue e, quindi, si prolungano con continuita a 2. Si noti che in questo contesto la
forma di Q gioca un ruolo importante: secondo la definizione 4.1.1, se Q = (—1,0) U

(0,1) C R, la funzione
—1 -1,0
1 z2€(0,1)

non ¢ holderiana per nessun esponente v > 0. Se v > 1, le uniche funzioni y-hélderiane
sono quelle costanti in ogni componente connessa di ).

Esempio 4.1.3. La funzione u(z) := |z|” ¢ f-hélderiana ma non ¢ v-holderiana per ogni
v > .
Esempio 4.1.4. La funzione

_J0 z =0,
v= {uogﬂx\)]—l v 0

¢ continua in R ma non ¢ y-hélderiana intorno a 0 per ogni esponente vy > 0.

Definizione 4.1.5 (Spazi di Holder). Sia v > 0; denotiamo che C'%7(2) lo spazio delle
funzioni v-hélderiane in ; dato k € N, denotiamo con C*7(Q) l'insieme delle funzioni
di classe C*(Q) aventi tutte le derivate di ordine k y-hélderiane in €.
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Capitolo 4. Alcuni spazi funzionali

Introduciamo la seguente notazione.

Definizione 4.1.6. Siano dati v > 0 e k € N. Per ogni u € C*7(2) poniamo

[U]COW(Q) = sup M

z,yeQ, Ty |z — yI” ’

”uHCOw(Q) = ||U||CO(Q) + [ulkn,0-

Per ogni u € C*7(Q), poniamo

[ulcra(e) = Z sup | D*u(x) — Duly)|

o=k z,y€N, rH#y |.T - y|7

b

HUHCM(Q) = HUHck—l(Q) + [ulk,0-

Osservazione 4.1.7. Senza ipotesi su 2, non ¢ detto che una funzione in C*7(2) apparten-
ga a C*=17(Q): infatti le derivate di ordine k — 1 sono localmente lipschitziane (essendo
le derivate di ordine k localmente limitate), ma non é detto che lo siano globalmente.
Tuttavia, se {2 € un aperto convesso e limitato, é facile provare tramite il teorema di
Lagrange che una funzione in C*7(Q2) ha tutte le derivate di ordine strettamente minore
di k£ che sono lipschitziane (pertanto si estendono alla chiusura di €2 con continuita);
inoltre, tutte le derivate di ordine minore di k& sono uniformemente limitate. In questo
caso, per ogni k € N (eventualmente k = 0), si ha che [[ul|cw. ) < +oo per ogni
u € C*(Q). Inoltre, la quantita ||-[| ¢k, gy & una norma in C*7(Q).

Proposizione 4.1.8. Supponiamo che 2 sia limitato e connesso; siano 0 < 8 < ~; le
1MMErsiont

C(Q) — CO”B(Q) — C'(Q)
sono ben definite, continue e compatte.

Dimostrazione. La buona definizione e la continuita segue immediatamente dalle de-
finizioni 4.1.6. Applicando il teorema di Ascoli-Arzela, otteniamo anche che sono
compatte. ]

Teorema 4.1.9. Supponiamo che §) sia limitato e convesso; siano v > 0 e k € N; lo
spazio C*7(Q) con la norma [lcra(qy € uno spazio di Banach.

Dimostrazione. Notiamo che se k = 0 l'immersione di C%7(Q) in C°(Q) & ben definita
e continua; se k > 1 immersione di C*7(Q) in C*~17(Q) é ben definita e continua.
Allora, se k = 0, la tesi é una conseguenza immediata del teorema di Ascoli-Arzela. Se
k > 0, ¢ sufficiente osservare che se u € C*7(Q), allora u € C*17(Q) ed ¢ possibile
stimare la norma in C*~17(Q) con la norma in C*7(2). Allora, si ottiene la tesi
ragionando per induzione e applicando il teorema di Ascoli-Arzela. O]

4.2 Spazi di Morrey

Fissiamo un aperto 2 C R" limitato; e indichiamo con dg il suo diametro. Per ogni
x € Q per ogni r € (0,dg| poniamo ,.(z) = B,(z) NS
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4.2. Spazi di Morrey

Definizione 4.2.1 (Spazi di Morrey). Dati p € [1,4+00) e A > 0, definiamo lo spazio
di Morrey LP*(€)) come il sottoinsieme delle funzioni v € LP(2) tali che

1
[ulorey = s 5 [ )P dy < +oo.
€, 0<r<dg Q- ()

Teorema 4.2.2. Datip € [1,+00) e A > 0, la quantita ||| o) € una norma su
LPMQ) (vedi 4.2.1) che lo rende uno spazio di Banach.

Dimostrazione. Si verifica banalmente che ||+ ,.»q) ¢ una norma su LPA(Q); mostriamo

la completezza dello spazio. Sia (u,), una successione di Cauchy in LP*(£2). Osserviamo
che per ogni n,m € N vale

[ 1) = ) < @ s = 0l

deduciamo che (uy,), & una successione di Cauchy in LP(Q). Sia u € LP(2) il limite della
successione (uy), in LP(Q); vogliamo mostrare che u € LP*(Q2) e che u, — u anche
nella norma ||+[[ ;5.1 q)- Osserviamo che per ogni € €2 per ogni r € (0, do] vale che

1 1
— u(y)l? dy = lim —/ un ()P dy < sup ||u,||® < 400,
’f‘)‘ 0 (2) | (y)’ Y n—y—+60 ’f‘)‘ 0 (2) | (y)| Y= neN || ||Lp,/\(ﬂ)

perché ogni successione di Cauchy ¢ limitata. Deduciamo che u € LP*(Q). Fissiamo
e > 0; sappiamo che esiste m € N tale che per ogni n, k > m per ogni x € € per ogni
r € (0,dq] vale che

1

= un(y) — u(y)[” dy <e.

r ()
Prendendo il limite per k — 400, otteniamo che per ogni n > m per ogni z € Q per
ogni r € (0, dg] vale che

1
»Y |un(y) — u(y)l” dy <&
" (@)
in altri termini, abbiamo che u,, — u in LP*(£2). O

Possiamo caratterizzare gli spazi di Morrey in alcuni casi.

Osservazione 4.2.3. Dalla definizione 4.2.1 segue immediatamente che LP°(£2) coincide
con LP(Q) e che ||| o) = Il o o)-

Proposizione 4.2.4. Per ogni p € [1,+00) lo spazio LP"(S2) é isomorfo a L>(2); per
la precisione, lidentita Id : LP"™(2) — L®(Q2) é ben definita, é una bigezione e vale

1
[ull oy = [Bal? [[ull oo g -

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che l'inclusione L>®(Q2) — LP™(Q2) & ben
definita e continua; infatti, per ogni u € L*°(Q) per ogni x € ) per ogni r € (0, dq] vale

che )
— [u@)I” dy < [[ullfe (g Bl ;

n
T ~(x
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Capitolo 4. Alcuni spazi funzionali

deduciamo che .
[ull oy < 1Bl [[ull oo o

Viceversa, mostriamo che l'inclusione LPA(Q) < L*(2) ¢ ben definita e continua. Data
u € LP(Q2), se z € Q ¢ un punto di Lebesgue per u, si ha che

1
u(z)’ = lim P dy
(o) = lim e [ )
< y)” dy
re( on]T |B1|/
= ‘B | HUHLP)\

Ricordando che I'insieme dei punti di Lebesgue per u ha misura piena in {2, deduciamo
che u € L>*(Q) e vale la stima

”uHLOO(Q) < E ||UHLp,n(Q)-
1

Deduciamo che u € LP™(2) se e solo se u € L>®(£2); in tal caso vale che

1
[l oin iy = [Bal 7 [[ellg so 00
O

Osservazione 4.2.5. Se A\ > n, per ogni p € [1,+00), vale che LP*(Q) = {0}. Infatti,
data u € LP*(Q), preso un punto di Lebesgue x € Q per u, vale che

)\—n
P =1 Wd <l =0
) =i s | P dy < e Tl =

perché A —n > 0. Ricordando che I'insieme dei punti di Lebesgue per « hanno misura
piena in €2, deduciamo che u coincide quasi ovunque con la funzione nulla. Questa
osservazione € molto interessante: infatti, la costruzione degli spazi di Morrey ¢ del
tutto naturale; tuttavia, abbiamo appena mostrato che diventano banali se A > n (in
un certo senso, anche il caso A = n non ¢ troppo interessante). Per ovviare a questo
problema, definiremo gli spazi di Campanato e ne studieremo il legame con gli spazi di
Morrey.

Gli spazi di Morrey sono veramente interessanti nel caso in cui A € (0,n); in tutti
gli altri casi, otteniamo spazi funzionali ben noti.

Proposizione 4.2.6. Siano 1 <p < q < 400 e A\, u > 0 tali che

)\—ngu—n
p q

allora linclusione L (Q) < LPA(Q) ¢ ben definita ed ¢ continua.

Dimostrazione. Per semplicita, indichiamo con ¢(p, ¢, A, 1, n) > 0 una costante indipen-
dente da u che pud cambiare da linea a linea.
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4.3. Spazi di Campanato

Siano u € L9*(Q), x € Qe r € (0,dg]. Applicando la disuguaglianza di Holder, il
fatto che r/dg < 1 e che %n + u%’ > )\, otteniamo che

[ da:s[/ f? dyrmr(x)f?’
Q- (z) Qr ()

<c|— lul? dy| r

1
1
Q3

1
1
Q3

1
QI3

<cl|— lul dy| r
L7 J o, (@) |

< ||u||[/£q,u(9) .

Riordinando i termini e ricordando che ¢ € indipendente da u, da z e da r, deduciamo
che

||u||117/p,/\(Q) S C ”uHiqu(Q) .

4.3 Spazi di Campanato

Fissiamo un aperto 2 C R” limitato; adottiamo le notazioni del capitolo precedente.
Inoltre, per ogni u € L'(2) per ogni z € Q per ogni r € (0, dq| denotiamo con

Uy = ][ u(y) dy.
QV($)

Definizione 4.3.1 (Spazi di Campanato). Siano dati p € [1,+00) e A > 0. Definiamo
lo spazio .ZP*(Q) come l'insieme formato dalle funzioni v € LP(£2) tali che
P . 1 P
[uyprgy = sup  — lu(y) — upr|” dy < +o0.
z€Q, re(0,dq) r Qr ()

Osservazione 4.3.2. Dati p € [1,4+00) e A > 0, la quantita [-] g».x () ¢ una seminorma su
£PAQ): infatti ¢ invariante per traslazione, cioé [u] grr) = U+ c]raq), Per ogni
u € ZLPAQ) per ogni ¢ € R.

Definizione 4.3.3. Dati p € [1,4+00) e A > 0, si pone

[ull 2oy = llull pogay + [ulzrr @)

Teorema 4.3.4. Datip € [1,+00) e A > 0, la quantita [|-|| gorq) (vedi 4.3.3) é una
norma su £PQ) che lo rende uno spazio di Banach.

Dimostrazione. La dimostrazione é completamente analoga a quella del teorema 4.2.2.
O
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Capitolo 4. Alcuni spazi funzionali

Il prossimo risultato mostra che é possibile dotare gli spazi di Campanato di una
norma equivalente a quella definita in 4.3.3.

Lemma 4.3.5. Siano dati p € [1,4+00), A >0 eu € LP(2). Allora u € £P*() se e
solo se vale

1
[[W]?, a0y =  sup [— inf/ lu(y) — c|” dy| < +oc.
ZP(Q) z€Q, re(0,dq] A ceR Qr(x)

In tal caso, vale che
1
§[U}$M(Q) < [[ull zra) < [u]grr@)-

Dimostrazione. Se u € £P*(), allora vale banalmente che
[ul] zor@) < [ulgrae)-

Viceversa, se u € LP(Q) e [[u]] zra(q) < +00, per ogni z € Q2 per ogni ¢ € R per ogni
r € (0,dq] vale che

/ () — P dy < 21 / uly) — o dy + / g — cf dy}
Qr(z) LS Qp () Qr(z)
r P
= [ )Py 0,@I | ) - ay }
:QT(CC) Qr(x

)
< ot / ) — o dy + |9 () f uly) — c? dy}
LJ Q- (z) Q- (z)

=2 [ July) — el dy
Q(z)

Precisiamo che abbiamo usato il fatto che la funzione [¢|” & convessa e la disuguaglianza
di Jensen. Abbiamo trovato che

[u] g0y < 2[[u]] g ().
O
Corollario 4.3.6. Siano datip € [1,4+00) e XA > 0. Per ogni u € £P*(Q) definiamo

[[[wll |zear @)= HUHLP(Q) + [[ul] 2ra(0)-

La quantita |||-|| | zor@) € una norma in LPMNQ) ed é equivalente alla norma di
Campanato ||| goxq)-

Dimostrazione. 1l fatto che |[||| | £s(q) sia una norma in £7*(Q) ¢ banale; 'equivalenza
con la norma di Campanato segue immediatamente dal lemma 4.3.5. [

Vogliamo studiare pitt concretamente gli spazi di Campanato, evidenziando il legame
con gli spazi di Morrey e di Holder. I prossimi risultati valgono sotto qualche blanda
ipotesi di regolarita su 2.

Definizione 4.3.7 (Aperto di tipo A). Diciamo che Q CR™ ¢ un aperto di tipo A se
esiste una costante A > 0 tale che per ogni = € €2 per ogni r € (0, dg] vale che

Q. (x)| > Ar™.
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Esempio 4.3.8. Se € & un aperto con bordo lipschitziano, allora ¢ tipo A (vedi 4.3.7);
un aperto il cui bordo presenta delle cuspidi verso ’esterno non puo essere di tipo A.

Teorema 4.3.9. Sia p € [1,+00); supponiamo che ) sia un aperto di tipo A (vedi
4.8.7). Se X € [0,n) allora gli spazi LP*() e £LP* () sono isomorfi, nel senso che le
due inclusioni sono ben definite e continue.

Dimostrazione. Per semplicita denotiamo con c¢(p,n, A, 2) > 0 una costante (indipen-
dente dalle funzioni u considerate) che puo cambiare da linea a linea.

Step 1): Mostriamo che senza ipotesi su A e su Q I'inclusione LPA(Q) — £P*(Q)
¢ ben definita e continua. Siano u € LPA(Q), x € Q e r € (0,dg]. Per la disuguaglianza
di Jensen, vale che

p

|ux,7"

P
][ uly) dy s][ () dy.
Qr(z) Q- (z)

/ g, dy < / ()l dy.
Qr(z) Qr(z)

Dalla convessita della funzione [¢|” deduciamo che

[t = a2 ([l e [l )
Qr(x) Qr () Qr(x)
<2 [ )l d.
Q- (z)

Deduciamo che

Deduciamo che
[U]gp,)\(g) S 2 ||u”Lp,)\(Q) .

Inoltre, & banale osservare che

1l 0y < dg o) -

Deduciamo che
HU”gm(Q) <c |’uHLP’>‘(Q) :

Step 2): Mostriamo che se A € [0,n) e €2 & un aperto di tipo A, allora I'inclusione
LPAQ) — LPAQ) ¢ ben definita e continua. Siano u € ZP*(Q), x € Q e r € (0, dq)].
Per la convessita della funzione |¢|” vale che

/ ()l dy < 2! [ / luy) = oy P dy+ / it P dy}
Q- (z) Qr(z) Qr(z)
<c (r’\[u}pfp,x(ﬂ) +r" ]um|p> :

Segue che
1

S| )P dy < e ([ + 7 )
Qr(z)

Siccome vogliamo stimare il membro di sinistra uniformemente in z ed r con [[u| gy (q);
¢ sufficiente mostrare che

sup A [ug " < c|ull

p
ZPA ()
z€Q), re(0,dq]
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Capitolo 4. Alcuni spazi funzionali

per una costante opportuna ¢ > 0 indipendente da u. Il procedimento ¢ piuttosto
articolato e si basa sul fatto che stimiamo il decadimento di u,, come funzione di 7.
Siano 0 < r < p < dg. Osserviamo che

Ar™ Uy, — u:v,p|p < | ()| [ug, — uz,p|p

/ gy — 1t l? dy
(@)

{ Uy — u(y)|” dy +/ " |y, — u(y)[” dy]
Qr(x

[ U, — u(y)” dy +/ " |tz p — u(y)|” dy]
Qp T

< 2P 1 ) T’ +p )
< 2P[u ]fpﬁ*(ﬂ)pk-

Segue che

A/p n/p a-n
. p P A=n
Ap |uz,r - uz,P| S 2[“]92”’7’/\((2) rn/p - Q[U]zp)\(ﬂ) (;) P

Fissiamo R € (0,dg] e k € N; se r = 2= **VUR ¢ p = 27*R, otteniamo che

A—n

A—n
1 o (R\7 R\ 7
Up okt — U o | < 2477 U] g ) 277 (27) = clulzrr(q) (g) SENCRY

avendo posto ¢ = A"521T5 (indipendente da u,z, R, k). Sommando queste disugua-
glianze per k € {0,..., N — 1} otteniamo che

N-—1
‘um,R/QN — U:E,Rl < Z }um,R/THl — Um’R/2k|
k=0
N-1 A—n
R p
WWNm§:(§>
k=0
n—>\
an (2N 21
= C[U]gp,A(Q)R p T (42)
27 —1

R\ 7
SC[UL{/p,/\(Q) 2_N .

Precisiamo che nell’ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che, essendo "f/\ > (, allora

2" 1> 0; quindi si ha che

n—>\
2N —1 nox
0< ——— <25
2r —1
per una costante ¢ > 0 dipendente solo da n, p, A.

Torniamo al nostro problema di stimare |u,.|*, avendo scelto x € Q e r € (0, dg).
Prendiamo R € (dg/2,dg] e N € N tale che r = R/2". Innanzitutto osserviamo che

P
2
uly) dy sf @) dy <~ |l
]iR(x) Qp (@) Adg, @
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4.3. Spazi di Campanato

Allora, abbiamo che

e l? < 27 (e — e+ i)
- R A—n 9P
<Pl (3v) e Il

. 1
< (Pl + g Tl
Q

n—A>\
= C’I")\ <[U]§Zp,)\(g) + r ||u||iP(Q))
Q

< P [ull gy (1 + d):

Precisiamo che nell’ultima disuguaglianza abbiamo ancora usato il fatto che n — A > 0,
quindi 7" < di5~*. Deduciamo che per ogni = € €2 per ogni r € (0, dg] vale che

M g [P < (L dg?) [ulln g -
Questo conclude la dimostrazione. O

Teorema 4.3.10 (Campanato). Sia p € [1,400); supponiamo che Q sia un aperto di
tipo A (vedi 4.3.7). Se A > n, poniamo o = ’\%”; allora gli spazi £P* () e C%*(Q2) sono
isomorfi, nel senso che le due inclusioni sono ben definite e continue. In particolare,
se A\ >n+peQ e connesso, lo spazio LP(Q) coincide con insieme delle funzioni
costanti.

Dimostrazione. Per semplicita denotiamo con c¢(p,n, A, 2) > 0 una costante (indipen-
dente dalle funzioni u considerate) che pud cambiare da linea a linea. Notiamo anche
che A =n + ap.

Step 1): Mostriamo che senza ipotesi su Q I'inclusione C%*(Q) — #P*(Q) ¢ ben
definita e continua. Siano u € C%*(Q2), z € Q e r € (0,dg]. Per ogni y,y" € Q,.(x) vale
che

u(y) —u(y)] < [ulcos@) ly — 1" < [ufeoaie)(2r)®;

allora per ogni y € Q,.(z) abbiamo che

|U(y) - u:c,r| -

u(y) — w(y) dy
(v) ]fw) (') dy
< 7@(@ u(y) — u(y)| dyf

S [u]co,a(g)(2r>a.
Integrando rispetto a y che varia in €,.(z), troviamo che

/Q " [u(y) = terl” dy < Q| [W)0.0(0) (27" < ™ P u]f0.0(q) = U]t ()

Deduciamo che
[U]Zﬂp,x(g) < C[U]]éo,a(m

Allora segue immediatamente che
||U||ffp,A(Q) <c ||u||00,a(9) ~
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Capitolo 4. Alcuni spazi funzionali

Step 2): Mostriamo che se ) & un aperto di tipo A, I'inclusione .£P*(Q) — C%%(Q)
é ben definita e continua. Innanzitutto, dobbiamo definire un rappresentante canonico
per le funzioni in .Z"™P(Q2) che sia holderiano; per fare questo utilizzeremo la proprieta di
decadimento di u,, come funzione di r mostrata nel teorema 4.3.9. Abbiamo verificato
(vedi (4.1)) che esiste una costante costante ¢ > 0 tale che per ogni u € £P*(Q), per
ogni R € (0,dq)], per ogni # € Q e per ogni k € N vale che

A—n

R\ »
|ux’R/2k+1 — ux’R/2k| < C[u]_gp,/\(ﬂ) ? .

Fissiamo R € (0,dq] e u € £P*(); essendo A — n > 0, deduciamo che per ogni z € Q
la successione (u, g/o )i € di Cauchy (rispetto a k). Pertanto, possiamo puntualmente
ben definire la funzione

w(z) = lim u(y) dy.
k——+o0 QR/QIC (I)

Vogliamo mostrare che @ non dipende dalla scelta di R; questo fatto sara cruciale per
verificare che 4 ¢ a-holderiana. Fissiamo x € €); dalla definizione di @ segue che

f u(y) — (@) dy
Q

<2t <]€

Studiamo separatamente ’andamento dei due addendi per & — +oo. Per quanto
riguarda il secondo addendo, abbiamo che

|u(y) = g pp|” dy + ][ |, mjon — @) | dy-)

R/Qk(x) Rry2k T

li —a(x)|? dy = i —a(x)|” = 0.
Tt 1o PN = B e = i)

Per quanto riguarda il primo addendo, invece, ricordando che €2 é un aperto di tipo A

(vedi 4.3.7), abbiamo che

lim |u(y)—uLR/2k dy = lim / _U:r,R/2k($)|p dy
k—+o00 Qo (2) k—“roo‘ R/zk(l" ’ R/Qk
< lim — — b
. A( ) W u(y) = e ryo(2)|” dy
< —
k:Er-Poo A ( ) gp/\

=0,

perché A\ —n > 0. Deduciamo che per ogni = € Q vale che

lim lu(y) — a(z)|” dy = 0.
k——+oo QR/Qk(I)

Siccome €2 ¢ di tipo A, ricordiamo che per ogni x € Q per ogni r € (0, dg] vale che

Ar™ < Q. (z)| < |By|r™.
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4.3. Spazi di Campanato

Allora, per ogni x € Q per ogni r € (0,dg], preso k € N tale che r € (R/2"! R/2¥],
abbiamo che

Fo ) =i dy < s ()P dy
Qr(ib ‘ | R/2k :z:)
Q
< )] f ~ )l dy
|QR/2k+1 ’ R/Qk(x)
RO~ kn ‘Bl| ~ )
S ARyt S lu(y) — a(z)|” dy

By 2" .
B -t ay
QR/Qk (w)

Concludiamo che per ogni € § vale che
lim lu(y) —u(z)|” dy = 0.
r—0 Qr(x)
Da questo si deduce immediatamente che
lim u(y) dy = a(z),
r—0 QT(Z')

cioe che @ non dipende dalla scelta del raggio iniziale R.
Mostriamo che @ € C**(£2). Abbiamo mostrato nel teorema 4.3.9 che esiste una
costante ¢ > 0 tale che per ogni x € €2, per ogni R € (0,dq| per ogni N € N vale che

2Nn—>\ 1

A—n p —

‘“m,R/W - “x,R‘ < C[U]XP»A(Q)R P (ﬁ) ;
P J—

A—n

essendon — A < 0 e a = 2=, se prendiamo il limite per N — +o00, otteniamo che

1
1-2%

Precisiamo che in questo passaggio ¢ fondamentale sapere che % non dipende dalla
scelta del raggio iniziale R. Prendiamo x,y € ) e scegliamo R = |x — y|. Segue che

a(z) — u(y)| < |u(x) = ve,rl + [us,r — ty,r| +[(y) — uy,r|
< 2¢c[u] goa(@) R + [tg,r — Uy,R|

= 20[“]9%’?9\(9) |z — y|a + |uac,R - Uy,R| .

W@—%ﬂSWMWQW( ><4@MWW

Siccome la costante ¢ dipende solo da p, n, A, €2, dobbiamo soltanto stimare |u, g — uy, g|.
Osservando che Qg/s(y) € Qr(z), deduciamo che valgono le disuguaglianze seguenti:

R n
A (5) Uy g — Uy R|" </ Uy g — Uy pl" dz
Qr/2(y)

( / o — u(=)P dz+ / I——L dz)
QR/z QR/z(y)
[

|qu—u( )P dz+/ |y r — u(z)” dz)
Qr(Y)

75



Capitolo 4. Alcuni spazi funzionali

Deduciamo che
A=n
|t R — uy,R| < C[U]XP»*(Q)R po= C[U]XP,A(Q)RQ-
Questo ¢ sufficiente a concludere che u € C%*(Q) e vale la stima

[ﬂ]co,a(g) < C[u]gp,)\(g).

Infine, osserviamo che % coincide con w in tutti i punti di Lebesgue per u, cioé quasi
ovunque in €2. A questo punto, usando il teorema fondamentale del calcolo integrale e
il fatto che u & a-holderiana, ¢ immediato stimare [lu[|coq) dall’alto con [[uf| . q)-
Concludiamo la dimostrazione osservando che se A > n 4+ p e {2 é connesso, lo spazio
C%*(Q) coincide con I'insieme delle funzioni costanti. O

Osservazione 4.3.11. Nelle dimostrazioni dei teoremi 4.3.9 e 4.3.10 le inclusioni a valori
negli spazi di Campanato sono sempre ben definite. Questo dice che, in qualche senso,
gli spazi di Morrey e di Holder sono piu "naturali" degli spazi di Campanato. Tuttavia,
questi ultimi hanno il pregio di non essere mai banali, a differenza degli spazi di Morrey,
e pitt maneggevoli rispetto agli spazi di Holder, avendo una caratterizzazione integrale e
non puntuale.

4.4 Legame con gli spazi di Sobolev

Vogliamo studiare la relazione tra gli spazi di Campanato e gli spazi di Sobolev. In
particolare, vogliamo mostrare che una funzione in uno spazio di Sobolev con derivata
debole in uno spazio di Campanato ha ulteriori proprieta di regolarita. Questo risultato
sara molto utile nel seguito.

Premettiamo la dimostrazione di una disuguaglianza classica, che presentiamo nella
forma seguente per evidenziare le proprieta di riscalamento della costante.

Lemma 4.4.1 (Disuguaglianza di Poincare-Wirtinger). Siano B, (zq) una palla in R™
ep € [l,+00). Esiste una costante c(n,p) > 0 indipendente da r e da xq tale che per
ogni v € WYP(B,(x)) vale che

/ ‘u — U,Br(fﬁo)|p dx < cr’ ||VUH7£,7(BT(%)) '
Br(xo)

Dimostrazione. Step 1): Innanzitutto notiamo che la disuguaglianza ¢é invariante
per traslazione, quindi si pud supporre che o = 0. Mostriamo con un argomento
di riscalamento che é possibile ridursi al caso in cui » = 1. Supponiamo che la
disuguaglianza valga in questo caso. Siano r > 0 e u € W'(B,). Notiamo che
u,(z) == u(rz) ¢ una funzione in W1?(By). Sappiamo che esiste una costante c(n, p) > 0
(indipendente da u e da r) tale che

/ () — (), [P da < ¢ / YV, (2) da (4.3)
Bl Bl
Innazitutto osserviamo che

1 1

Up)B, = 757 u(re) doe = ——— u(y) dy = up,.
(ur)s |B1| J g, (re) " |Bi| /g, (v) dy = us
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Esplicitando i termini della disuguaglianza (4.3) ed effettuando il cambio di variabili
y = rx, troviamo

|t s dy = [ (o) = () By

SCT”/ |Vu,(x)]" dx
B1

:cr"+p/ \Vu(rz)|” dx
B1

:crp/ |Vul?” dy. (4.4)

Step 2): Mostriamo che la disuguaglianza cercata vale in By. Notiamo che possiamo
limitarci a mostrarla per le funzioni u € W'?(B;) a media nulla. Supponiamo per
assurdo che esista una successione (u,), di funzioni in W?(Bj) a media nulla tale che

||unH][)/p(Bl) = 1’ ||Vun||]£p(Bl) S Vn < N.

SENS

Per il teorema di immersione compatta, a meno di passare ad ulteriori sottosuccessioni,
esiste una funzione u € LP(By) tale che u, — u in LP(B;). In particolare, deduciamo
che |lul| s,y = 1 e che u ha media nulla. Tuttavia, sapendo che Vu, — 0 in
L*(By), deduciamo che u € WP(B;) e Vu = 0. Essendo B; connesso, deduciamo
che u & costante. Allora, le condizioni |ul|,z,) = 1 e up, = 0 sono chiaramente
incompatibili. O]

Osservazione 4.4.2. La disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger vale per tutti gli aperti
limitati regolari e connessi, con la stessa dimostrazione presentata in 4.4.1 (si veda il
secondo passo). In questi casi, perd, non vale la proprieta di riscalamento nella forma
enunciata.

Evidenziamo una semplice proprieta, che sara decisiva in seguito.

Osservazione 4.4.3. Sia data una funzione f € L?(Q), dove Q C R" & un aperto di
misura finita. Vale che

/[f—fg\2 d:v—min/|f—s\2 dx.
Q s€R [q

Infatti, funzione di variabile reale

o(s) ::/Q|f—s|2 d:c:/Qf2da:—23/Qfdx+s2|Q|

¢ una parabola con la concavita verso l'alto di vertice fq.

Il legame tra gli spazi di Morrey-Campanato e gli spazi di Sobolev puo essere stabilito
in maniera semplice grazie alla disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger (vedi 4.4.1) e alla
proprieta evidenziata in 4.4.3. Presentiamo il risultato seguente nel caso in cui p = 2,
perché sara quello che utilizzeremo in seguito; precisiamo che vale un teorema analogo
per p € [1,4+00).
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Capitolo 4. Alcuni spazi funzionali

Teorema 4.4.4. Siano Q C R™ un aperto e A € [0,n). Seu € H. (Q) e Vu appartiene
allo spazio di Campanato L) (vedi 4.3.1), allora u € L2(Q). Inoltre, per ogni
coppia di aperti Qy € 0y €  esiste una costante c(n, ), Qy, Q1) > 0 (indipendente da

ogni altro parametro) tale che

[U]_gZ,/\JrZ(QO) < CZ HDiUH_gQ,A(Ql) .

i=1

In particolare, vale che

n
lull gosszagy < ) IDiull ooy + lullgzg, ;
i=1

se A\ +2>n, dettoy:=1— 252 vale che u € C*(Q) e vale la stima

n
lellconagy < €D IDsul g2,y + gz,
=1

Dimostrazione. Fissiamo una coppia di aperti {29 € €21 € €2; per semplicita denotiamo
con ¢(n, 2, Q, Q) > 0 una costante indipendente da ogni altro parametro, che puo
cambiare da linea a linea. Possiamo supporre che €y e €2; siano aperti con bordo di
classe C' (notiamo che sono anche aperti di tipo A); infatti, se mostriamo che la tesi
vale per tutte le coppie di aperti con bordo C! relativamente compatti in €2, allora
deduciamo che vale per qualsiasi coppia di aperti relativamente compatti in 2 (infatti
Q) ha un’esaustione in compatti che siano la chiusura di aperti con bordo C*).

Sia 0 < &y < dist (€, Q) > 0. Possiamo supporre che dy/2 < dist(, Q). Sia
u € HL.(Q) tale che Vu € Z>NQ). Dati zp € Qy e r < 8,/2, valgono le seguenti
disuguaglianze:

2 2
/ |u — UgynB, @) dz < / |u—up, (o]~ do (4.5)
QoﬂBT(Z‘Q) QoﬂBr(l‘o)
< / ’u UB, (z0) | dx
Br(a?O)
< cr2/ \Vul* da (4.6)
Br(x0)
2
it Z HDz’UHLM(Ql) (4.7)
i=1
< ™Y Dl - (4.8)
i=1

Precisiamo che in (4.5) abbiamo usato la proprieta espressa in 4.4.3, in (4.6) la disugua-
glianza di Poincare-Wirtinger (vedi 4.4.1), in (4.7) la definizione di norma di Morrey
(vedi 4.2.1) e il fatto che la palla B,.(zg) € relativamente compatta in Q; (per la scelta
di r) e in (4.8) I'equivalenza tra gli spazi di Morrey e di Campanato (vedi 4.3.9). Se
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r € [00/2,dg,], ¢ immediato trovare che

2
/ ‘u — UQOQBT(IO)‘ dr < lu — UQ0|2 dx
QQﬂBT(mo) Qo

2
< c|[Vullza (o)

2+
< er?th 2 I
_ (50 L2 (QO)

24X
<o (2) vl
= 5 L2 (Q0)

In ogni caso, abbiamo mostrato che esiste una costante ¢ > 0 tale che per ogni zy € Qg
per ogni r € (0, dg,| vale che

n
2
/ |u — U/QOHBT(xO) de/' S Cr>\+2 Z ||DZU||92Z’2/\(91) .
ﬂoﬂBr(xo) i=1

Dividendo per 7**2 e passando all’estremo superiore su g € Qg e r € (0, dg,] troviamo

la prima parte della tesi. La seconda parte, invece, segue banalmente dalla definizione
della norma di Campanato (vedi 4.3.3) e dal teorema 4.3.10. O

4.5 Appendice: lo spazio BMO

Presentiamo brevemente lo spazio di funzioni BMO (bounded mean oscillation), per la
sua importanza capitale nella teoria della regolarita dei problemi ellittici. In questo
contesto, pero, non presenteremo risultati di regolarita in tale spazio, quindi ci limitiamo
ad una introduzione molto stringata. Sia (g C R™ un cubo n-dimensionale.

Definizione 4.5.1 (BMO). Sia u € L'(Qo); si dice che u € BMO(Qy) se vale
[u] Brmo(Qo) = Sgp][ lu —ug| dr < 400,
Q

dove I'estremo superiore ¢ fatto su tutti i cubi @@ C )y n-dimensionali con lati paralleli
a quelli di ¢)y. Poniamo

HUHBMO(QO) = HuHLl(QO) + [ulBmoqo)-

Osservazione 4.5.2. La quantita [-| gao(g,) definita in 4.5.1 & una seminorma sullo spazio
BMO(Qo); invece, la quantita [|-[| gp0(q,) € una norma in BMO(Qo).

Osservazione 4.5.3. Lo spazio BMO(Qy) ¢ isomorfo allo spazio di Campanato -Z%"(Qy)
(vedi 4.3.1): infatti, in un caso si lavora con cubi concentrici, nell’altro con palle
concentriche; tuttavia é evidente che é possibile stimare la media sulle palle con la
media sui cubi e viceversa.

Definizione 4.5.4 (Spazio di John-Nirenberg). Siano dato un cubo n-dimensionale
Q C Qq con lati paralleli a quelli di Qq, u € L'(Qy) e o > 0. Si pone

S(0,Q) ={z € Q| [u(z) —uq| > o}.
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Capitolo 4. Alcuni spazi funzionali

Si dice che u € & (Qo) (spazio di John-Nirenberg) se esistono due costanti positive H, 3
tali che per ogni o > 0 per ogni cubo n-dimensionale ) C )y con lati paralleli a quelli
di Q) vale che

1S(0,Q)| < He 7 |Q).

Osservazione 4.5.5. Se u € E(Qy), allora u € £P"(Q)y) per ogni p > 1. Infatti, preso
un cubo n-dimensionale Qg C @) con lati paralleli a quelli di @)y, usando una formula
classica per calcolare la norma L” di una funzione integrando le misure dei sopralivelli,
troviamo che

+oo
/|u—uQ|p dxzp/ " |S(0, Q)| do
Q

0

“+o0o
<IQHp [ ol do
0

= |Q‘B§[p /+OO 0P e do
0
QI Help)
/Bp

Deduciamo che (o) H
c(p
[U]pgp,n(g) T

In effetti, vale anche il viceversa; si pud mostrare che se u € ZP"((Q)y) per qualche
p > 1, allora u € &(Qo).

Vale il risultato seguente, che ci limitiamo ad enunciare.
Teorema 4.5.6. Sono fatti equivalenti:
o u € LP"(Qo) per ognip > 1;
o u€ &(Qo);
o esiste p > 1 tale che u € LP"(Qo).
Corollario 4.5.7. Gli spazi di Campanato £P™(Qy) sono tutti equivalenti tra loro.

Osservazione 4.5.8. La definizione degli spazi BMO puo essere data anche per aperti
che non siano cubi. Le funzioni in BMO non sono generalmente limitate: infatti, la
funzione log(|z|) ¢ in BMO(R") ma non in L*>(R"™). Tuttavia, si puo dimostrare che

(R™).

loc

BMOR") C () L

1<p<+oco
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Capitolo 5

Regolarita negli spazi di Morrey e
Campanato

Gli spazi di Morrey e di Campanato sono stati introdotti per studiare la regolarita delle
soluzioni di problemi ellittici. Data una soluzione u € Hy._ del problema uniformemente

ellittico
n n
Z Dila; jDju] = Z D;fi,
ij=1 i=1
cerchiamo risultati del tipo

ai]’ECO, fz LQ/\:>VU€L2)\

loc loc

a;; €CYY, fi € L2 = Vue L2

loc loc

In altri termini, vogliamo ottenere la continuita della derivata. Questi risultati rientrano
nella teoria di Schauder.

5.1 Stime fondamentali per la regolarita all’interno

5.1.1 Disuguaglianza di Caccioppoli

Il primo passo essenziale per lo studio della regolarita delle soluzioni di problemi ellittici
é la disuguaglianza di Caccioppoli, che mostra un fenomeno di autoregolazione delle
soluzioni dei problemi uniformemente ellittici.

Teorema 5.1.1 (Disuguaglianza di Caccioppoli). Siano R > 0, A = (a; ;) una matrice
uniformemente ellittica in Br(xg) con costante v > 0 (vedi 1.1.9) e coefficienti in
L>=(Bg(zo)) e fi € L*(Bgr(zg)). Sia u € H'(Bg) una soluzione debole dell’equazione

zn: DZ‘[CI,Z'JD]'U} = Zn:szZ, (51)
i=1

ij=1
Esiste una costante c(||ai; | Lo gy (ap)) » 7 V) > 0 (indipendente da R, f; e u) tale che per
ogni r € (0, R) per ogni s,sy,...,S, € R vale che
90l < |G @ = e+ 3 [ ) e
PREE) = (R = 1) pagen) Br(wo)
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Capitolo 5. Regolarita negli spazi di Morrey e Campanato

Dimostrazione. Step 1): A meno di una traslazione, possiamo supporre che zy = 0.
Notiamo che la disuguaglianza (5.2) & invariante per riscalamento. Supponiamo di
averla dimostrata nel caso in cui R = 1. Sia dato R > 0; poniamo

uf(z) = u(Rr), a(z)=a;;(Rr), fF(z)= fi(Rx).

Z?]
Notiamo che la matrice A% = (a/};) ¢ uniformemente ellittica in By con lo stesso
coefliciente di ellitticita v > 0 di A e che i suoi coefficienti sono in L>°(Bj) con la stessa

norma L*° di A in Bg. Questo dice che la costante ¢ non varia con R; inoltre, le funzioni
[ sono in L*(By).

La funzione u” appartiene a H'(Bj); inoltre, con un cambio di variabile y = Rx
verifichiamo che é soluzione debole dell’equazione

> Difaf;Dju"] =Y " Di(Rf), (5.3)
i,j=1 i=1

in B;. Data una funzione test ¢ € C2°(By), ponendo " (z) = ¢ (%) e notando che ¢*
¢ una funzione test in C°(Bpg), notiamo che

Z/B () Dip(x dm—Z/ (Rz)RD;u(Rz)Dig(x) dx

3,j=1 zgl

1 /BR )Dju(y 190(2) dy

i,j=

> / RfR(z) Digp(a) d

Sappiamo che esiste una costante ¢(||af; H LBy v) > 0 (indipendente da ff e u%)

tale che per ogni r € (0,1) per ogni s, sy,...,s, € R vale che

|vur|?, , < [ /|u )~ sf? dx+2/ RfT () — s, dx].

Espandendo i termini, otteniamo che

RQZ/ |Dyu(Rz)|* da
[1—7” /IuR:c — s/’ d:c+z \Rfj (Rx) — s d:c]. (5.5)
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5.1. Stime fondamentali per la regolarita all’interno

Effettuando il cambio di variabili y = Rz e semplificando il fattore R~ che moltiplica
tutti 1 termini, otteniamo

Z/B | D;u(y)

<c

fily) —

m/% fuly) = sf dH;/BR %2 dx] . (5.6)

Osservando che al variare di » € (0,1) e di s; € R le quantita rR e s;/R variano
rispettivamente in (0, R) e R, otteniamo la disuguaglianza (5.2).

Step 2): Supponiamo zy = 0 e R = 1; denotiamo con ¢ > 0 una costante dipendente
esclusivamente da [|a; ;| g, v € n. Tale costante puo cambiare da linea a linea.

Per definizione, per ogni funzione test ¢ € H}(B;) vale che

Z / a;;DjuD;p dr = Z fiD;p dx. (5.7)

1,7=1 i=1 7 B1

Dati s, 81, ..., s, € R notiamo che per ogni ¢ € Hj(Bj) vale che

Z/ a;;D;(u — Zcpch—Z/ si)Dip d. (5.8)

i,j=1

Fissiamo 7 € (0, 1). Possiamo scegliere una funzione cut-off § € C*(B,, [0, 1]) tale che
O(x) =1 se x € B, e inoltre

c
Df(x)] < ——
[Dib(2)] < —
per ogni x € Bj, per una costante ¢ > 0 opportuna dipendente esclusivamente da

n. Scegliamo come funzione test in (5.8) ¢ = 6*[u — s| (notiamo che ¢ in H}(By)).
Sviluppando i termini in (5.8), otteniamo

3 /B a5 D;(u — $)0D:(6(u — 8)) + ai;, D;(6 — 5)(DiB)B(u — )] da

i,7=1

-y / (i — 5)6Du(B(u — ) + (fi — 5 (D0) (B(u — ))] da

i=1
Allora, deduciamo che

n

/B a;;D;j(0(u—s))D;(0(u — s)) dx

7,7=1

i,j=1 i,j=1

- Y / a;;D;0D;(0(u—s))(u—s da:+2/ a;;Dj(u—s)0D;(0(u—s)) dx

n

= Z /B a; i D;0D;(0(u — 5))(u — s) dw — > /B a;;D;(0 — 5)(Di0)0(u — s) da

+ Zl /Bl(fi — 5)0D;(0(u — s)) da + Zl /Bl(f@- — 5:)(D;0)(0(u — s)) d
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Capitolo 5. Regolarita negli spazi di Morrey e Campanato

n

=> /B ai;D;0D;(0(u — 5))(u — s) dx

ij=1
n

- /B a;,;D;(0 — s)(Di0)0(u — s) d

ij=1

+Z/ a; ;D;0D:0(u — s)? du

i,7=1

+Z/ (fi —$:)0D;(0(u — s)) dx

+ Zl/Bl(fi — 5;)(D;0)0(u — s) dx (5.9)

=

Stimiamo separatamente ciascun dei cinque addendi, utilizzando disuguaglianze di
Holder e di Cauchy-Schwarz. Per il primo addendo, notiamo che

Z/ a;; D;0D;(0(u — s))(u—s) dx

> lais| D01 [Di(0(u = 9))| |u — 5| da

1,7=1 Blz] 1
Sc/ <Z|Dj9||u—s|) <Z|D u—S) ) dx
Bl ]:1
Sc/ (Z\Dﬂf!u—sf) (Z\D u—S) ) dx
B\
3
<c (/ Z|D@| lu— s|° d:z:) (/ Z|D u—) dx)
B j—1
§—/ Z|D6’| lu— s> do+ = /Z|D u—s)* do
§ |u—s| dZL‘—{— Z|D (u—s))|* dz (5.10)
( r)? B =
Nel penultimo passaggio abbiamo usato una disuguaglianza di Young pesata
1

g
b < —a® + =b?
bl < 520"+ 5

per ogni a,b € R per ogni € > 0; precisiamo che sceglieremo in seguito € e che tutte
le costanti sono indipendenti anche da . Il secondo addendo si stima in maniera
completamente analoga; per ogni € > 0 otteniamo che

n

Z/B a;; D;0D;(0(u — s))(u—s) dx

ij=1

Z |ai | |D;0] [Di(0(w = s))| [u = s| dx

Blz] 1

§ 21— )/|u—s\ dx—i— Z|D u—s))? dx (5.11)

Bi j—1

84



5.1. Stime fondamentali per la regolarita all’interno

Per il terzo addendo, invece, abbiamo che

< /B S Jas|u— 52| Di6] |D,0] da

Lij=1
c

< -
N (1_T)2 B1

n

Z / ai,ijHDzH(u — 8)2 dx
By

,j=1

lu—s|* de. (5.12)

Per il quarto addendo, abbiamo che

Z/B )0D;(0(u — s)) dx

/(Z\f@—sl> <Z\D “—s) >2dx
(/Bl;\fz—sl dx)2<31;m - dx>5

—25/Bz|f’ 2 dr + = /Z|D (u—s)) dz, (5.13)

1 4=1 B y—1

</ S sl 1011016 — )] da

Bi j—1

dove il parametro € > 0 verra scelto in seguito. Per il quinto addento, infine, abbiamo
che

n

Z/B(f ) (D)0 — 5) da

=1

< Z]fi—siHDiﬂ 0] |u — s| dx

Bi =1

— Si| |lu — s| dx

Bi j—1

<Z|fz_sz ) ‘U_S’ dx
i=1

< (/31;“‘}—52 dx)Q(/Bl]u—s|2 dm)é

/BZ|f, dm+ﬁ N lu—s| da’. (5.14)

1 4=1

ol

Dall’'uniforme ellitticita della matrice (a; ;) e dalle disuguaglianze (5.9), (5.10), (5.11),
(5.12), (5.13) e (5.14) deduciamo che per ogni € > 0 vale

Z ]D (u—s))|* dx < Z/ a;;D;j(0(u—5))D;(0(u —s)) dx

2
(1+ ) = /|u—s\ dx—i—csg O(u—s))” dx
1 2
5 i — sil” du. 5.15
v f St oo
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Capitolo 5. Regolarita negli spazi di Morrey e Campanato

Ricordiamo che la costante ¢ dipende solo da n, v e dalla norma infinito della matrice
A. Scegliendo € = 7 e riordinando i termini, otteniamo che

—Z/B (u—s))> de < —— =z —r) |u— s|> dr+c im — 5% dx. (5.16)

Bi =1

Dividendo per % e ricordando che § =1 su B,, abbiamo la tesi:

Z/ Dl dx—z/ (w—s) ds

n

< Z/& DO — s))° da

=

§( )/|u—s| der +c i|fi—si|2 d.

B =1

5.1.2 1l caso dei coefficienti costanti

Dalla disuguaglianza di Caccioppoli seguono alcune stime fondamentali per studiare la
regolarita dei problemi ellittici. Iniziamo esaminando il caso in cui i coefficienti siano
costanti.

Lemma 5.1.2. Sia Br(xo) una palla in R"; sia A = (a; ;) una matrice (precisiamo che
i coefficienti sono costanti) ellittica con coefficiente v (vedi 1.1.5). Sia u € C*°(Bg(xg))

una soluzione dell’equazione
n

Z ai,j-Di,j(u) = 07

i,7=1

esiste una costante c(v,n,a; ;) > 0 indipendente da R tale che per ognir € (0, R) vale

che
r\" 2
lu(z)]> dr < c(— / lu(z)|” dx.
/B,\(IO) (R> Br(xo)

Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che con un argomento di riscalamento del tutto
analogo a quello mostrato esplicitamente nella dimostrazione della disuguaglianza di
Caccioppoli (vedi 5.1.1), possiamo assumere che 2o =0 e R = 1.

Per semplicita, denotiamo con ¢(n, v, a; ;) > 0 una costante che dipende esclusiva-
mente da n, v, a;; (indipendente da ogni altro parametro).

Applichiamo la disuguaglianza di Caccioppoli (vedi 5.1.1) scegliendo s = s; =0 e
fi=0perie{l,...,n}. Perogniry,ry € (0,1) con r; < ry otteniamo che

/B Vu(@)|? do < c;/B u(z)? da. (5.17)

)2
" (ra =m)? /g,
Osserviamo che, essendo I'equazione a coefficienti costanti, per ogni multi-indice « vale
che
n n
0=D" ( E GZJD U) = E ai7jDi7j(Dau).
ij=1 ij=1
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5.1. Stime fondamentali per la regolarita all’interno

Allora vale la disuguaglianza (5.17) con D%u al posto di uw. Fissiamo k € N7,
introduciamo i punti equispaziati

1
§:UO<01<"'<0k—1<0k:1;

cioé 0; = 2= + 1 per ogni i € {0,...,k}. Applichiamo la disuguaglianza (5.17):

Z/ |V D’ dx< = Z/ | D%l da

1

la|=k—1 la|=k—1
c(2k)? Z / IVD|* dx
\a| k—2 Boy
_(0 — Z / |Du|* dx
2 1 | |=k—2

kleklz/ |D%u|* dx
Ukl

laj=1

- ok f2(k—1) 2/ |u\2 I
(0k — 0%-1)* JB

Tk

:Ck(2k)2k |u|2

By
troviamo che per ogni k& € NT vale che
< VDl dx < F2k)* [ |u? dr. 5.18
k 2 Bl/2
laj=k—1" B1/2 B

Precisiamo che la costante ¢ ¢ indipendente da k. Fissiamo kg € N tale che ky > n/2;
per il teorema di immersione di Sobolev esiste una costante ¢ dipendente soltanto da n
tale che

||U||Loo(31/2) <c HquO,Z,Bl/z :

Dalla stima (5.18) deduciamo che esiste una costante ¢ dipendente soltanto da n, v, a; ;
tale che

5 < [ Iute (5.19

Fissiamo r € (0, 1/2); integrando la stima (5.19) in B, troviamo che

lu(z)|* dx < e ||u||ioo(31/2) <er™ [ u(@)) de (5.20)
B By
Infine, se r € [1/2, 1) notiamo banalmente che
lu(z)]* dz < lu(z)|” de <r2™ [ |u(z)] de. (5.21)

B, B1 By

Prendendo il massimo tra la costante ¢ in (5.20) e 2" (vedi (5.21)) otteniamo la tesi. [
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Capitolo 5. Regolarita negli spazi di Morrey e Campanato

Corollario 5.1.3. Nelle ipotesi del lemma 5.1.2, esiste una costante c¢(v,n,a;;) > 0
indipendente da R tale che per ogni r € (0, R) per ogni multi-indice o € N vale che

/ \Du(z)? dxgc(i)"/ \Du(a)? da.
Br(20) R/ ) Bpao)

Dimostrazione. Fissato un multi-indice «, basta osservare che D%u risolve la stessa
equazione di u e applicare il lemma 5.1.2. O

Osservazione 5.1.4. In un certo senso, il lemma 5.1.2 dice che la "massa" della soluzione
di un’equazione ellittica a coefficienti costanti & distribuita in maniera proporzionale
nelle corone concentriche.

Possiamo migliorare in qualche senso la disuguaglianza ottenuta nel lemma 5.1.2.

Lemma 5.1.5. Nelle ipotesi del lemma 5.1.2, esiste una costante c(n, v, a; ;) > 0 che
dipende soltanto da n,v,a;; (indipendente da ogni altro parametro) tale che per ogni
r € (0, R) vale che

n+2
/ |u — UB,(z0) ‘2 dr < c (%) / ‘u - uBR(l“o)|2 dx.
B, BR(zO)

Dimostrazione. Con un argomento di riscalamento completamente analogo a quello
mostrato esplicitamente nella dimostrazione della disuguaglianza di Caccioppoli (vedi
5.2), possiamo assumere che R = 1. Infatti, la media di una funzione ¢ invariante per
riscalamento.

Per semplicita, denotiamo con ¢(n, v, a; ;) > 0 una costante che dipende esclusiva-
mente da n, v, a;; (indipendente da ogni altro parametro).

Fissiamo s € R e k € NT; procedendo come nel lemma 5.1.2 (basta applicare la
disuguaglianza (5.18) alla funzione u — s) otteniamo che

lu — 3|Z727Bl/2 < ck(Qk)%/B lu—s|* da. (5.22)
1

Precisiamo che la costante ¢ ¢ indipendente da k e da s. Se scegliamo ky > 1+ n/2, per
il teorema di immersione di Sobolev, esiste una costante ¢ dipendente solo da n tale che

2 2
IV(u =)L, < cIV(u=8)lly 0,

Bya

dalla stima (5.22) deduciamo che esiste una costante ¢ dipendente solo da n, v, a; ; tale
che

2 2 2
IVl oy = 19 = M < [ = sl do (5.23)

1

Precisiamo che la costante ¢ dipende solo da n,v,a;; (infatti ky ¢ stato fissato).
Prendiamo r € (0,1/2); per il teorema di Lagrange, per ogni x € B, vale che

lu(z) — u(0)]* < er? ||Vu||ioo(3r) < ch/ lu— s de. (5.24)
B1

Integrando la disuguaglianza (5.24) in B,., otteniamo che

/ lu(z) — u(0)]* dx < cr"”/B lu—s|* de.
T 1
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Passando all’estremo inferiore su s € R e ricordando quanto osservato in 4.4.3 deduciamo
che per ogni r € (0,1/2) vale che

/ lu—up,|* dr < cr”+2/ lu—up,|* de. (5.25)

T By
Se r € [1/2,1), dalla proprieta evidenziata in 4.4.3, deduciamo che per ogni s € R vale
/ lu—ug,|* de < / lu—s|* dx < 2”+27‘"+2/ lu—s|* da. (5.26)

( T Bl
Prendendo 'estremo inferiore su s € R e ricordando la proprieta 4.4.3, otteniamo che
/ lu—ug > de < 2"+2r”+2/ lu—up,|” de. (5.27)
T B

La tesi segue prendendo il massimo tra la costante ¢ in (5.25) e 272 in (5.27). O

Corollario 5.1.6. Nelle ipotesi del lemma 5.1.5, esiste una costante c(v,n,a;;) > 0
indipendente da R tale che per ogni r € (0, R) per ogni multi-indice o € N™ vale che

r

n+2
/ | D% — (D), (ay|” d < ¢ <}_%> / | D%~ (D*u) (e .
By (o) Br(zo)

Dimostrazione. Fissato un multi-indice «, basta osservare che D%u risolve la stessa
equazione di u e applicare il lemma 5.1.5. O

Osservazione 5.1.7. Precisiamo che in questo risultati (vedi 5.1.2 e 5.1.5), I'ipotesi che
la soluzione u sia di classe C*° non é restrittiva. Infatti, ricordiamo che le soluzioni di
un problema ellittico a coefficienti costanti sono sempre C* nell’aperto di definizione
(vedi 3.2.3).

5.1.3 1l caso dei coefficienti continui

Possiamo ottenere risultati analoghi a quelli dei lemmi 5.1.2 e 5.1.5 nel caso di problemi
uniformemente ellittici con coefficienti continui. Utilizzeremo il cosiddetto metodo di
Korn, che consiste nel decomporre la soluzione dell’equazione in due funzioni, di cui una
¢ soluzione di un problema a coefficienti costanti. Consideriamo il seguente problema
differenziale
n n
ij=1 i=1
Mostreremo le disuguaglianze seguenti in palle centrate nell’origine, pur essendo tutte
ovviamente invarianti per traslazione; quindi, valgono in ogni palla con le stesse costanti.

Lemma 5.1.8. Sia A = (a;;) una matrice uniformemente ellittica in B di costante
v > 0 (vedi 1.1.9) con coefficienti di classe C°(Bg); siano f; funzioni in L*(Bg).
Poniamo

w(r)? = sup {Jagy(x) — a,O)F | ij € {1.....n}, z € B;}.

Siauw € H'(Bg) soluzione debole del problema (5.28). Esiste una costante c(n, v, a; j(0)) >
0 (indipendente da ogni altro parametro) tale che per ogni r € (0, R) vale che

/Brlwl2 dxﬁc{[(%)n—Irw(R)Q] /BR’W’Q dﬂg/BR‘fig dm}_
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Dimostrazione. Per semplicita denotiamo con ¢(n, v, a;;(0)) > 0 una costante dipen-
dente esclusivamente da n,v, a; ;(0) (indipendente da ogni altro parametro) che puo
cambiare da linea a linea.

Per definizione, sappiamo che per ogni funzione test ¢ € HJ(Bg) vale che

Z / a; jDjuD;p do = Z fiDip dzx.

7,7=1 llBR

Possiamo equivalentemente scrivere che

Z/ a;;( DuDlapdx—Z/ {ftham a”Du}Di@dx.

i,7=1

Notiamo che ¢ possibile scrivere © = v + w dove v € H!(Bg) (equivalentemente
u—v € H}(Bg)) ¢ soluzione debole del problema

i a; ;(0)D;jv =0 (5.29)

ij=1
e w € Hj(Bg) ¢ soluzione debole del problema

n

Z a; ;(0)Djw = Z D; {fZ + Z a; ;(0) — a; ;] ]u} (5.30)

ij=1

Notiamo che per ogni ¢ € {1,...,n} la funzione

fﬁza” — ai;]Dju

¢ in L?*(Bg); pertanto i problemi (5.29) e (5.30) hanno soluzione unica (infatti, in
entrambi i casi stiamo imponendo il dato al bordo). Poiché¢ v ¢ soluzione di un
problema omogeneo ellittico con coefficienti costanti, per i risultati di regolarita interna
iterata (vedi 3.2.3) vale che v € Hf (Bgr) per ogni k € N*; deduciamo dal teorema di
immersione di Sobolev che v € C*°(Bg). Fissiamo r € (0, R); scegliamo ¢ € (R/2, R)
tale che r € (0,0); allora abbiamo che v € C*(B,) e possiamo applicare il corollario
5.1.2. Deduciamo che esiste una costante c(n, v, a; ;(0)) > 0 (indipendente da ogni altro
parametro, in particolare da r, o, R, u e v) tale che

n n o
; N | Divl” d:zzgc(;) /B Vof? dx < 2 (E) /B Vo dz.  (5.31)

R
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5.1. Stime fondamentali per la regolarita all’interno

Per stimare w, invece, utilizzando proprio w come funzione test nella formulazione
debole del problema (5.30) otteniamo

1/||Vw||§727BR :Z/B |Dyw|®
< Z/ a; ;(0)D;wD;w dx

i,7=1

:Z/ {fz—i—Za,j a”Du}Diwdx
i Br

<Z fz—l—Za” —a;j]Dju

||va0,2,BR :
0,2,Br

Deduciamo che

n

||vaO,2,BR <

AN

1 il + 70(R) IVl 3,3, -

=1

Segue che

n

IVl 0, < €3 / [ + w(R? | D] d (5.32)

Fissiamo r € (0, R); ricordando che v = u — w, dalle disuguaglianze (5.31) e (5.32)
deduciamo che

Xn: |Dyul? deZi/ [|Divf* + | Dywl?] da
i=1 Y Br ;
<c(z) / Vol dHCZ/ [1fil* + w(R)* | Dyul’] d

c(}%) /B |Vu|? dx—i—c(%) /BR|Vw]
—l—cZ/ [1£:]* + w(R)* | Diul*] d

< c{(%)n[1+w(R)2} +W(R)2}zn:/3 \Dyul® da
+c[<r +1] Z/B 2 de
gc{[(%)”+w(3ﬂ/3 IVl dx+i/3 i dx}.

IN

]

Possiamo migliorare il risultato del lemma 5.1.8, procedendo in maniera analoga al
lemma 5.1.5.
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Lemma 5.1.9. Nelle ipotesi del lemma 5.1.8, esiste una costante c(n,v, a; ;(0)) > 0
(indipendente da ogni altro parametro) tale che per ogni r € (0, R) vale che

Z/ Do — (D), P o < e Z/ Dau— (D), | da
i=1 r BR
—|—cw(R)ZZ/ | Dyul? d:c+cZ/ \f — f5,* de.
i=1 Y Br i=1 Y Br

Dimostrazione. Per semplicita denotiamo con ¢(n, v, a;;(0)) > 0 una costante indipen-
dente da ogni altro parametro, che puo cambiare da linea a linea.

Siano v,w come nella dimostrazione del lemma precedente. Ricordiamo che v
¢ soluzione di un problema ellittico omogeneo a coefficienti costanti (vedi (5.29));
procedendo come nella dimostrazione del lemma 5.1.8 e utilizzando il corollario 5.1.6,
deduciamo che esiste una costante ¢ > 0 tale che per ogni r € (0, R) vale che

n

> | IDiw—(Diu)g, dx<c Z/B |Dyv — (Dv)p,|> dz.  (5.33)

i=1 7 Br

Notiamo che w risolve il problema (5.30) prendendo f; — (f;)p, al posto di f;; dalla
stima (5.32) segue immediatamente la disuguaglianza

;/BR |Diw|2 dx < C;/BR “fz - (fi)BR|2 +w(R)? |Diu|2} dx. (5.34)

Ricordando che v = u — w, l'osservazione 4.4.3 e applicando le disuguaglianze (5.33) e
(5.34) si ottiene immediatamente che per ogni r € (0, R) vale che

/|Du (D;ju)p dx<22/ |Div — (Dyv)g,|* dx

—1—2 \Dw— (Dyw)p, | dx

r n+2 / 9
<c Dyv — (Dv dr + 2 D;w
()% [ 1= D ae 23 [ 1D
7" n+2 9
<c R> Z/ (Div) g, |* dx—l—ZZ/ | Dsw
Br
r n+2
<c R) Z/B | Div = (Diu) g, |

MZ/ — (Dsw)s,,|? dw+22/ | Dwl?
Br
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I/\

Z/B D= (D dt e ()" ]Z/ D
"”Z/B Dy — (D), da
g [ ) +2] 32 ) 1= ol oty D)
"”Z/ D — (D), dx+z/ — (F)mal? ]
+cw(R)2; /B \Daf

| /\

5.2 Regolarita interna negli spazi di Morrey

Possiamo finalmente mostrare un risultato di regolarita interna per le soluzioni deboli
di problemi ellittici negli spazi di Morrey. Come ¢ tipico in questo ambito, premettiamo
un lemma di natura algebrica, che ci consentira di ottenere le stime desiderate.

Lemma 5.2.1. Sia f: (0, Ry) — [0,+00) una funzione non decrescente; supponiamo
che esistano a > 0,B > 0,e € [0,1) e a > 8 > 0 tali che per ogni 0 < r < R < Ry vale

che
r

f(ry<a [(}—Qa + s} f(R) + BR®.

<1ﬁ
6_%,

allora esiste una costante c(a, B,7,a,e) > 0 (indipendente da ogni altro parametro) tale
che per ogni 0 < r < R < Ry vale che

fr) <e [(%)” F(R) + Brﬁ] .

Se esiste v € (B, ) tale che

Dimostrazione. Denotiamo con ¢(«, 3,7, a,€) > 0 una costante (indipendente da ogni
altro parametro) che puo cambiare da linea a linea. Notiamo che si puo assumere senza
perdita di generalita che a > 1/2; allora esiste 7 € (0, 1) tale che 2a7* = 77. Dalla
limitazione su e valida per ipotesi, deduciamo che ¢ < 7. Fissiamo R € (0, Ry); per
ipotesi, vale che

f(TR) < a[r*+¢] f(R) + BR® < 2ar*f(R) + BR® = 7 f(R) + BR".
Riapplicando la disuguaglianza, troviamo che

f(r*R) < 7Vf(rR) + Br"R® < 77 f(R) + 7' BR’ + Br’R’
< Tf(R) + BRTP(1+1777).
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Con una semplice induzione, possiamo facilmente mostrare che per ogni N € N vale che

N-1
f(TNR) < T’ny(R) + BRPr(N-1)B Z 7k(=0)
k=0

1— TN('}’_ﬁ)
_ . 9yN B (N-1)8 -
=7""f(R)+ BR"T < s )
BRA+(N-1)8
="V f(R) + - (5.35)

Allora, se 7 € (0, R), scegliamo N € N tale che 7V 1R < r < 7V R; dalla disuguaglianza
(5.35) e dalla monotonia (debole) di f deduciamo che

BRA+(N-1)8
1—7mB
T2

=77 (T(N+1)7f(R)) + — (BRBT(NH)ﬁ)

fr) < f(rVR) < TV f(R) +

—28
S 7'7’y <%>’Y f(R) + ﬁ (B?”ﬁ)

< [(%)7 F(R)+ B (5.36)

Osserviamo che la disuguaglianza (5.36) implica la tesi perché 7 dipende esclusivamente
da a? /67 /77 8' D

Il lemma (5.2.1) consente di riscrivere le ipotesi di crescita di una funzione di una
variabile in maniera diversa. Utilizzeremo questo risultato nella dimostrazione dei
teoremi seguenti.

Teorema 5.2.2. Siano Q C R"™ un aperto, u € H}, () una soluzione debole dell’equa-

zione . .
Z Dila; ;Dju] = Zszz
ij=1 i=1
Supponiamo che la matrice A = (a;;) sia uniformemente ellittica con costante v > 0

(vedi 1.1.9) e che i coefficienti siano di classe C°(Q). Per ogni o € Q per ognir > 0
tale che B,.(xy) € §2 denotiamo

w(r, xo)? = sup {\am-(a:) —a;j(xo)| | © € Br(xo), 4,5 € {1,... ,n}}

Supponiamo anche che esista A € [0,n) tale che le funzioni f; siano nello spazio di
Morrey L?O?(Q) (vedi 4.2.1). Allora per ogni coppia di aperti Qo € 21 € Q wvale che

Diu € L**(Qp) ed esiste una costante c(n,v, A, a; j, 1, Q0) > 0 (indipendente da ogni
altro parametro) tale che

n n
2 2 2
> IDiulfengy < ¢ |IVulgeg, + D ||fi||Lz,A(Ql)] :
i=1 i=1

Dimostrazione. Fissiamo Qy € Q; € ; sia 6 := dist(Q, Q); sia dy < § (lo sceglieremo
in seguito). Per semplicita, denotiamo con c¢(n, v, a; , A, 1,€) > 0 una costante
(indipendente da ogni altro parametro) che pud cambiare da linea a linea.
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Se prendiamo R < 6,/2 e 79 € Qq, notiamo che la palla Bg(z,) & relativamente
compatta in €. Per il lemma 5.1.8, esiste una costante ¢ > 0 tale che per ogni r € (0, R)
vale che

Z/T(IO | D;ul” decK;) + w(xg, R Z/BR . |Dul” dx
A
+¢R Z /BM \fi]? da
SC[(%) +w 1'0,50/2 Z/B |D,u|2
RxO

2
+CRAZ 1 fill T2y -
=1

Ponendo
Z / D de, B=cY il
r -'EO =1

troviamo che per ogni 0 < r < R < dy/2, vale che

o(r) < [(}%)n + w(zo, 50/2)] o(R) + R*B. (5.37)

Vogliamo applicare il lemma algebrico 5.36. Notiamo che ¢ : (0,60/2) — [0,4+00) &
una funzione non decrescente; inoltre, se poniamo ¢ =a, A = 3, a =n, v = (n+ \)/2,
dobbiamo richiedere che

eoin/2) < (LY F (L o (5.38)
W\ T, 0o 9% = 2% . .

Tuttavia, per la continuita di a, j, possiamo supporre che ¢, sia abbastanza piccolo in
modo che la condizione (5.38) sia soddisfatta. Per compattezza e continuita, possiamo
anche supporre che &, sia scelto in maniera indipendente da x, che varia in Q. Siamo
nelle condizioni di applicare il lemma 5.2.1; deduciamo 1’esistenza di una costante che
denotiamo ancora con ¢ tale che per ogni 0 < r < R < /2 vale che

r

o) e[ (5) e+ B,

ovvero che

n+)\ n n
Z/ i do < e [ Z/B ) [Dif* dz 1 | filliaa
(o) r(Zo i=1

(5.39)
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Applichiamo la disuguaglianza (5.39) con R = dy/4 e r < R; dividendo per r* troviamo
che

Z / | D;ul? dx<z / | D;ul?
r(20)NQ0 (

(zo)

< . / |Diul? da + 1 illZ2
(50/4 j Z B(sy/4)(@0) zz:; o
(50 A 2 - 2
<e[(B)S [ it a3l
i=1 1 =1

(5.40)

Se, invece, 1 € [do/4, dg,], allora vale banalmente che

00\ 2
D;u 2 dx < (—) / D;u|” dx. 5.41
ZTA/T$00Q0| | 4 lzlﬂl| | ( )

Dalle disuguaglianze (5.40) e (5.41) troviamo che per ogni xo € Qg per ogni r € (0, dg,]
vale che

Z A/ |D;u)? dx < ¢ [Z/ | Diul? dHZHfiH;,A(Ql)] . (5.42)
" Br(w0)n i=1 7 i=1

Passando all’estremo superiore su xg € Qy e sur € (0, dg,| deduciamo che D;u € L**()
e vale la stima

2 2 2
> Dl fen, < ¢ [”V““om 2 “fi“”’”m)] |
i=1 =1

5.3 Regolarita interna negli spazi di Campanato

Nel contesto del teorema 5.2.2, se f; € L2"(Q) (cioe f; € L=(Q) per la proposizione
4.2.4), non si deduce che D;u € L"(€), ma soltanto che Dyu € L' °(Q) per ogni
€ (0,n]. Tuttavia, ragionando in maniera analoga, possiamo mostrare un risultato di

regolarita interna negli spazi di Campanato.

Teorema 5.3.1. Nel contesto del teorema 5.2.2, supponiamo che i coefficienti a; ;
stano di classe C’loc (Q) per qualche a € (0,1] e che le funzioni f; siano nello spazio di
Campanato L*"(Q) (vedi 4.3.1). Allora per ogni coppia di aperti Qo € Q; € Q wvale
che Diu € £*"(Qy) ed esiste una costante c(n, v, a; j, o, Q1,Q) > 0 (indipendente da
ogni altro parametro) tale che

n n
2 2 2
> IDiullyenay < ¢ [1VUllgan, + D Ifillenga
i=1 i=1
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Dimostrazione. Fissiamo Qy € Q; € Qy € €; sia § = dist(Q, Q°); innanzitutto,
siccome dobbiamo mostrare un risultato di regolarita interna, a meno di prendere altri
aperti relativamente compatti in €2, possiamo supporre che €2y, €21, €25 siano aperti di
tipo A (vedi 4.3.7) e che si abbia dist(Qy, Q%) = /2. Per semplicita, denotiamo con
c(n,v,a; j, a, o, Q1,82) > 0 una costante (indipendente da ogni altro parametro) che
puo cambiare da linea a linea.

Ricordiamo che per il teorema 4.1, gli spazi £%"2%(€);) e L*»"~2*(€);) sono isometrici
per ¢ = 0, 1,2. Inoltre, é immediato Verlﬁcare che Pinclusione .£*"(Q;) — Z%"2%(Q),)
¢ continua per ¢ = 0, 1, 2. Da queste osservazioni e dal teorema 5.2.2, segue che

n
2
Z |’Diu‘|gz,n—2a(gl) <c

i=1

2 2
IVullgoq, + Z ”fi”z?m—%(nz)]

i=1
2 2
< [||VUHO,2,92 + Z HfiH,s,ﬂ&n(Qz)] : (5.43)
i=1
Denotiamo

M::max{[ai]]ow | 4,7 € {1,. n}}

Fissato 79 € Qg e presi 0 < r < R < §y/2, notiamo che per la a-hélderianita dei
coefficienti vale che
w(zo, R)* < MR*.

Dal lemma 5.1.9 segue che

Z/ |Diu—(Du IO)| d;p<c n+2z/ |Du— DU)BRI()‘ dx
r(z0) Bpg(zo)
+ cwlao, B Z/ Do dw+c2/ ~ (F)patan” o
Br(zo) B

RxO

n+2 9
Z/B ‘Diu — (DiU)BR(xo)| dx (5.44)
R :L‘()

1
+CZ/ ‘fl fz Br(zo) ‘ dl'—l-CMRnZ R Za/B ( )|DZU‘2
‘ Rr(Zo

Br(zo)

n+2
Z/B ‘DU— DU)BRx0| dx—FCZRn”leinn Q2)
r(zo)

=1

+ CMR”Z ||D u||j2n 2cx QQ)

n+2 9
R Io

HVUHE,Q,QQ + Z ||fi||;2,n(92)] : (5.45)

i=1

+ cR"

Precisiamo che nell’ultimo passaggio abbiamo utilizzato la disuguaglianza (5.43). Po-

niamo
Z/ D u— (Dyu)p, | dz,
r $0)
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2 2
B =c [||VU||0,2,92 + Z 1 fill'z2n ()

i=1
possiamo scrivere la disuguaglianza (5.45) come segue:

r n+2 n
p(r) < c (E) p(R)+R"B 0<r<R<0d)/2. (5.46)

Osserviamo che ¢ : (0,0¢/2) — [0, +00) & non decrescente. Infatti, dati 0 <r < R <
do/2, per quanto osservato in 4.4.3, vale che

Z/ (Diu) B, (z0) ’ dx
r(x0)
< Z/ ‘DZU — (Diu>BR(xo)|2 dl’

7«1‘0

<Z/ ) (D) gy |
330

= ¢(R).

Possiamo applicare il lemma 5.2.1 con € = 0 e 7 = n+ 1 (ricordiamo che v € (n,n+2)).
Otteniamo che per ogni 0 < r < R < §y/2 vale che

o(r)<c l(}%)nﬂ o(R) + T"B] . (5.47)

Scegliendo R = 6y/4 e r € (0, R), dividendo la disuguaglianza (5.47) per r" e utilizzando
quanto osservato in 4.4.3, otteniamo

Z / ‘Diu - (Diu)Br(;vo)mQOF dx
r(20)NQ0

<Zr”/ (DU)BMO‘ dx

r(z0) ﬂﬂo

<Z7«n/ |Diu — (Diu)p, ‘ dx

er

n 2
< CZ/ ‘Dzu - (Diu)350/4($0)
i=1 Y Bsy/a(zo)

dx

2 2
+e [IVulgan, + Hfz-ll,yz,nmg)]
i=1
2 2
<c|IVullgsa, + ||fi||g2,n(92)] : (5.48)
i=1

Se, invece, 1 € [0p/4, dg,], allora ¢ immediato trovare che

n 4 n
Diu — (D) g, (s | dz < il / Djul?
Z rm / (20)N% [ Dt = (Dit) g,y < 121 (50) By (20) D

NQo

T

/\Du| dr. (549
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Considerando le disuguaglianze (5.48) e (5.49) e passando all’estremo superiore su
zg € Qo e r € (0,dg,], troviamo che

n

2 2
Z[Dlu]?an(QO) <c HVUHO,Z,QQ + Z HfZHiﬁQ’"(QQ)

i=1 =1

Ricordando la definizione della norma di Campanato (vedi 4.3.3), si ottiene immediata-
mente la tesi. N

Assumendo che i termini forzanti siano un po piu regolari, possiamo migliorare il
risultato del teorema 5.3.1. La dimostrazione ¢ una variante di quella del teorema 5.3.1.

Teorema 5.3.2. Nel contesto del teorema 5.5.1, supponiamo che i coefficienti a; ; siano
di classe Cy®(Q) per un certo o € (0,1] e che f; € L2"(Q). Allora per ogni coppia

di aperti Qy € 0y € Q esiste una costante c¢(n, a, v, a; ,82,Q, Qo) > 0 (indipendente da
ogni altro parametro) tale che

n n
2 2 2
Z ||Diu||$2,n+a(go) < C{HVUHO,Q,Ql + Z ||fi||g2»n+a(91)} 5
=1 =1

in particolare, troviamo che Dy € C%*/2(Qq) e vale che

n n
2 2 2
Z ||Diu||007a/2(90) <c {HVU 020 T Z Hfz’Hg?mM(Ql)} )
i=1 i=1

Dimostrazione. Fissiamo Qy € Q; € Qy € €; sia § = dist(Q, Q°); innanzitutto,
siccome dobbiamo mostrare un risultato di regolarita interna, a meno di prendere altri
aperti relativamente compatti in €2, possiamo supporre che €2y, €21, €25 siano aperti di
tipo A (vedi 4.3.7) e che si abbia dist(Q,Q5) = Jy/2. Per semplicita, denotiamo con
c(n,v,a;j, a, €, 1,€s) > 0 una costante (indipendente da ogni altro parametro) che
puo cambiare da linea a linea.

Ricordiamo che per il teorema 4.1, gli spazi .£*"~*(€;) e L*"~*(Q;) sono isometrici
per i = 0, 1,2. Da questa osservazione e dall’applicazione del teorema 5.2.2 segue che

2 2 2
Z ||D,~u||$2,n7a(91) <c { ||VU||0,2,Q2 + Z ||fi||z2»na(92)} : (5.50)
i=1 i=1
Denotiamo
M = max {[ai,j]éo,a(@) | i,7e{L,... ,n}} :

Fissato 29 € Qg e presi 0 < r < R < 8y/2, notiamo che per la a-hélderianita dei
coefficienti vale che

w(zy, R)? < MR*.
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Dal lemma 5.1.9 segue che

Z/ (Dju)p xo)} da:<c nHZ/ Du)BR(IO‘ dx
- (x0) Br(zo)
+ cw(zo, R Z/ | D;ul” dx+cZ/ — ([f3) Br(zo) ‘ dx
Br(zo) Br(o)
n+2 9
Z/ ‘Diu — (Diu)BR($O)| dx
Br(zo)
1
cz/ N Dl ds et [ oo

Z/B ‘Dzu — (Diu)BR(Io)l dr + CZ R + ||fi||n(f2,n+a(92)
r(z0)

i=1

+ CMR”-HX Z ||D u”an a(Q2)

n+2 9
E /B ‘Dlu — (Diu)BR(aco)| dx
R xO

IVullg o0, + > IIfilliﬁ,me)] . (5.51)

=1

+ cRn-‘,—oz

Precisiamo che nell’ultimo passaggio abbiamo utilizzato la disuguaglianza (5.50) e il
fatto che l'inclusione i : £*"T(Qy) < £2"*()y) ¢ continua (come ¢ immediato
verificare). Poniamo

Z/ : ’Dzu - (Diu)By-(x0)|2 d(l},
(2o

2 2
B=c [HVUHO,Q,QQ + Z ||fi||g2m+a(92)

=1

possiamo scrivere la disuguaglianza (5.51) come segue:
r n+2
o(r) < <E) o(R) + R"™°B 0 <r<R<d)2 (5.52)

Come osservato nella dimostrazione del teorema 5.3.1, la funzione ¢ : (0,0¢/2) — [0, +00)
¢ non decrescente. Possiamo applicare il lemma 5.2.1 cone =0evy=n+1+ «/2
(ricordiamo che v € (n + a,n + 2)). Otteniamo che per ogni 0 < r < R < Jy/2 vale che

n+1+a/2
" ) o(R) + "B . (5.53)

p(r) <c [<}_¥{
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Scegliendo R = dp/4 e r € (0, R), dividendo la disuguaglianza (5.53) per r"*< e
utilizzando quanto osservato in 4.4.3, otteniamo

Z Tn—m

(D U)Br(u’vo)ﬂﬂo | dx

r(z0) ﬁﬂ0

- Z Tn—i—oc
‘Diu (D) B, () | dx

< Z Tn+a
r 330)
4 n+a n
(5
0o ; Bsy a(0)
2
| + Z ‘|fi‘|$2’"+a(ﬂg)]
=1

<c [nvungm +> IIfill?ﬂ,W(%)] ; (5.54)

i=1

DZ'U — (Diu)B»p(Z’o) ‘2 dx

T Z‘() ﬂQQ

2

dx

Diyu — <Diu)350/4(€vo)

+c

Se, invece, 1 € [do/4, dg,], allora ¢ immediato trovare che

n n+ao
2 4 2
Z 7’”"‘0‘ (zo)N o‘ — do By (20)N%

n 4 n+ao )
< — D;ul” dx. (5.55
> ( 50) [ 1Dl d. 559

Considerando le disuguaglianze (5.54) e (5.55) e passando all’estremo superiore su
zg € Qe r € (0,dg,], troviamo che

r xo)ﬂﬂo

2 2
Z[DiU]?an%»a(QO) S & [HVUHO,ZQQ + Z ||fi||$2,n+a(92)] .

i=1 =1

Ricordando la definizione della norma di Campanato (vedi 4.3.3), che D;u € £*"*(Qy)
e vale la stima

n
2
Z |’DiuH$2»n+a(Qo) <c

i=1

n
2 2
IVullg o0, + Z HfiH_ZQW‘W(QQ)] :
i=1

Applicando il teorema 4.3.10, possiamo affermare che D;u € C%*/2(€)) e vale che

2
Z HDiu“Covaﬂ(Qo) < CZ[DiUfaﬂznw(Qo) <c [ + Z Hfi”g'zwa(ﬂg)] :
i=1 i=1

i=1
[

Assumendo ulteriore regolarita sui termini forzanti, possiamo rafforzare ancora il
risultato del teorema 5.3.2; la dimostrazione del teorema seguente € del tutto analoga a
quella del teorema 5.3.2.
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Teorema 5.3.3. Nel contesto del teorema 5.3.1, supponiamo che i coefficienti a; ;
siano di classe C*(Q) per un certo a € (0,1) (sottolineiamo gli 1 ¢ escluso) e che
fi € L2MP(Q). Se a € (0,1), per ogni coppia di aperti Qo € Q; € Qy esiste una
costante c(n, a, v, a; j,Q1,8) > 0 (indipendente da ogni altro parametro), tale che

n n
2 2 2
Z HDz‘UHgMHa(QO) < C{Hquo,ml + Z Hfi”gmwa(gl)} :
=1

i=1

In particolare, vale che u € C%%(Qp) e vale che

n n

2 2 E 2
E | Dsullo.qny < C{HVUHo,z,m - ||fi||$2v"+2“(91)} '
i=1 =1

Dimostrazione. Fissiamo Qy € Q; € Qy € ; sia § = dist(Qp, Q°); innanzitutto,
siccome dobbiamo mostrare un risultato di regolarita interna, a meno di prendere altri
aperti relativamente compatti in €2, possiamo supporre che €2, {21, {25 siano aperti di
tipo A (vedi 4.3.7) e che si abbia dist(€;,Q5) = d/2. Per semplicita, denotiamo con
c(n,v,a;;, a,, Q1,8) > 0 una costante (indipendente da ogni altro parametro) che
puo cambiare da linea a linea.

Ricordiamo che l'inclusione Z272%(Qy) — £%"T*(Q,) ¢ continua (come ¢ imme-
diato verificare). Per il teorema 5.3.2, sappiamo che Dyu € C%%/2(€,); applicando il
teorema 4.3.10, deduciamo che

1

2 9 ) ,
Rn Baen) |Dsu|” dx < ||Diu||L00(Ql) < C”DiuHCO,a/z(Ql) < C||Diu||$2,n+a(91)
R\Z0

n
2 2
< c|IVullg g, + D Ifill ooy
=1

B n
2 2
<c ||VU||0,2,QQ + Z ”fi“f?’"“a(ﬂz)]

=1

Ragionando come nella dimostrazione del teorema 5.3.2, dimostriamo che per ogni
xo € Qo per ogni 0 < r < R < dy/2 vale che

Z/ |DU— (D;u)p aco)l dx<c n+22/ |Diu_(Di“)BR(IO)‘2 ”
(o) e
Z /BR (o) |Dyul? dz + Z ||f¢||fz7n+2a(92)]

+ cRn-l—Za
i=1

n+2 2
Z/ ’Dzu - (Diu>BR($o)| dx
Br(zo)
Z HD UHLOO 92) + Z ”fz”jQ n+2a QQ)]
n+2
Z/ ‘Du— DU)BRxo| dx
Br(zo)

\|VUH§,2,92 + Z Hfi”?z’%nwa(gz)] : (5.56)

4 CRn-i—Qa

4 CRn+2a
i=1
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5.3. Regolarita interna negli spazi di Campanato

Poniamo

Z/ ’D u— (Dsu)p, | dz,

r 150)

=cC [Z ‘|Diu||.>2sf2m+2a(92) + Z HfiH,Z%’?v"Ha(Qg) )
i=1 i=1

possiamo scrivere la disuguaglianza (5.56) come segue:
n+2
o(r) < ¢ (}%) O(R) + R B 0 <1< R <8)/2. (5.57)

Come osservato nella dimostrazione del teorema 5.3.1, la funzione ¢ : (0,/2) — [0, +00)
¢ non decrescente. Possiamo applicare il lemma 5.2.1 cone =0ev =n+ 1+«
(ricordiamo che y € (n + 2a,n + 2); in questo passaggio & fondamentale richiedere che
a < 1). Otteniamo che per ogni 0 < r < R < /2 vale che

r >n+1+a

p(r) <c [(ﬁ

Scegliendo R = dy/4 e r € (0, R), dividendo la disuguaglianza (5.58) per r"™2 e
utilizzando quanto osservato in 4.4.3, con passaggi del tutto analoghi a quelli della
dimostrazione del teorema 5.3.2 otteniamo

©(R) + "B . (5.58)

Z n+2a/ ‘Dlu Du>Br($0 ﬁQO‘ dx (559)
r P xo ﬂQo
<c|[Vullga0, +Z||fi||;2,n+2a(92)] . (5.60)
=1

Se, invece, r € [0p/4, dg,], allora ¢ immediato trovare che

n n+2a
2 Z 4 9
Z r”+2a Diu a (Diu)Br(xO)ﬂQO‘ = i=1 <5_0) /QQ | Diul

r xo)ﬂQO

(5.61)

Considerando le disuguaglianze (5.60) e (5.61) e passando all’estremo superiore su
xo € Qo e r € (0,dg,], troviamo che

i=1 i=1

2 2
Z[Diu]?gz,m-za(ﬂo) <c [HVUHO,Q,QQ + Z ||fi||$2,n+2a(92)] .

Ricordando la definizione della norma di Campanato (vedi 4.3.3), che D;u € Z2"+2*(Q)
e vale la stima

n
2
Z HDiUHzmHa(QO) <c

=1

2 2
IVullg o0, + Z |’fi”$2m+2a(92)] :

i=1

Applicando il teorema 4.3.10, possiamo affermare che D;u € C%*(£)) e vale che

2 2
IVullg a0, + Z HfngerZa(Qz)] :

i=1

Z HDz’uch(Qo) < CZ[DW]?%MM(QO) <c
=1

i=1
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Capitolo 5. Regolarita negli spazi di Morrey e Campanato

Osservazione 5.3.4. Nel contesto del teorema 5.3.3, se a = 1 la dimostrazione presentata
fallisce. Infatti, in questo caso vale soltanto che per ogni 8 € (n,n + 2) per ogni
coppia di aperti Q) € Q; € Q vale che Diu € £*P(€) ed esiste una costante
c(n,v, B, a;;,,8) > 0 (indipendente da ogni altro parametro) tale che

2 2 2
Z HDiUHyw(QO) <c {HVUHO,2,91 + Z Hﬁ”ymwa(m)} :
=1

=1

Questo fatto si ottiene semplicemente applicando il teorema 5.3.3 e notando che I'immer-
sione Z3"2(Q;) — £%P(€);) é continua per i = 0, 1. Tuttavia, la costante ¢ degenera
a +o0o quando 3 tende a n + 2.

Riepiloghiamo i risultati mostrati nei teoremi 5.2.2, 5.3.1, 5.3.2 e 5.3.3 per la
regolarita delle soluzioni deboli dell’equazione

Z Di[ai,iju] = Z D;f;,
i=1 i=1

in un aperto 2 C R™.
e Se A€ [0,n), fi € LiNQ) e a; € CON), allora Dyu € L) (); per il teorema

loc loc
4.4.4, vale che u € Z2(Q) e, se A € (n —2,n), allora u € C7(Q) con
vy=1- %
e Sed=mn, fi € L2N), a € (0,1] ea;; € Cr(Q), allora Dyu € L27(); se u

loc loc loc

appartiene allo spazio %2’””(9) per il teorema 4.3.10, vale che u € C’ﬁ,g(Q)

ocC

e Seac (0,1, fi € LX) e ai; € CLYQ), allora Diu € L2 (Q); in

loc loc loc

particolare, D;u € CO7Q/Q(Q).

loc

e Se a € (0,1), f; € ciﬁlz’cn”a(ﬁ) e a;; € C"(Q), allora D;u € iﬁf“a(Q); in
particolare, Dyu € CL%(Q).

5.4 Regolarita con coefficienti L*°

Vogliamo studiare la regolarita delle soluzioni deboli di problemi ellittici con coefficienti
che siano soltanto L*°. Presenteremo due tecniche, facendo largo uso dei risultati
introdotti nei paragrafi precedenti.

Nel seguito utilizzeremo la notazione seguente. Siano € un aperto in R" e A = (a; ;)
una matrice uniformemente ellittica in €2 con costante v > 0 (vedi 1.1.9); supporremo
che i coefficienti a; ; siano di classe L*>°(£2). Denotiamo

D=

n

Z \am-jz

ij=1

M =

?

L (Q)

applicando la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz, si trova che per quasi ogni x € ) per
ogni £ € R™ vale che

v|g]® < Z a;,j(2)&:&; < [Z |ai,j($)|2] [Z &1 14517

3,j=1 3,j=1 3,j=1

-

2

< M.
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5.4. Regolarita con coefficienti L>

In particolare, vale che v < M. Poniamo A% = (a];), A~ = (a; ;) rispettivamente la

1,
parte simmetrica e antisimmetrica di A

a; () + aji(x) ai,j(t) — a;(z)

(o) = BT oy o B
Si nota immediatamente che valgono le proprieta seguenti:
Z\au\ Z\aul < M;
lj 1 (Q) Z] 1 (Q)

per quasi ogni x € €) per ogni ¢ € R” vale che
Z af; ()68 = Z a;;()&; Z a; ;(2)&& = 0.
i,j=1 i,j=1 ij=1
Presentiamo alcuni semplici lemmi di carattere generale, di cui faremo uso in seguito.
Lemma 5.4.1. Per quasi ogni x € € per ogni £ € R™ vale che
n n 2
> [M@ - ai <x>@-] < (M —v)?ef.
i=1 j=1
Dimostrazione. Fissato x € (), poniamo
MZ%& Z a(x)ni&;, &neR"
ij=1

Notiamo che per ogni & € R” vale che

:Mzgzgz Zalj 5@5]—(M_M)’5‘2_
=1

i,7=1
= MZ&&, Z OJ” 5@5] > 77) |€|27
=1 i,0=1

Applicando la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz si trova che per ogni &, € R”, vale
che

A& )] < VA& OV Am,m) < (M —v) €] In].
Segue che

Deduciamo le disuguaglianze seguenti:

[(MId—A*(2))§] = sup |< (MId— A*(2))§,n >| = sup |A(n, )| < (M —v) [¢];

In|=1 In|=1

allora otteniamo la tesi. OJ
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Capitolo 5. Regolarita negli spazi di Morrey e Campanato

Lemma 5.4.2. Per quasi ogni x € €0, per ogni > 0 per ogni & € R™ wvale che

Z[NMfz Zaw j] §M2(1—|—/,42)]£‘2.

=1

Dimostrazione. Sviluppando i conti, abbiamo che
n n 2 n n
Z[“Mf@'—ZW)@] = WM+ 3013 ai (o) J’] -2 Y i 00E
i=1 j=1 i=1 Lj=1 ij=1
n 2
> o
j=1
n 9 n
>l [S-e
j=1 j=1

= p*MEP+)
i=1

< @M+

= M2(u® +1) €.

Lemma 5.4.3. Per quasi ogni x € €0, per ogni > 0 per ogni & € R™ wvale che

n

> (M

i=1

2

(1+ )& Za” ] _[M(1+ 1+u2)—y] €2,

Dimostrazione. Sviluppando i conti, utilizzando la disuguaglianza di Minkowski e i
lemmi 5.4.1 e 5.4.2, abbiamo che

M1+ @)=Y ai,j(x)fj]

J=1

=

2| 2
- |3 s St 06 a0 - S|

i n [ n 2 % n n 2 %
< |52 we-Sas| | + (32 e - S acoe]
=1 L j=1 i=1 j=1
< el [(M = v) + /T2
Elevando al quadrato, si ottiene la tesi. O

5.4.1 Il metodo di Campanato

Presentiamo il primo dei metodi menzionati per lo studio delle soluzioni deboli di
problemi uniformemente ellittici. Supponiamo che ) sia limitato; lavoriamo con le
assunzioni introdotte nel paragrafo precedente.

Enunciamo un lemma di iterazione nello stesso spirito del lemma 5.2.1, di cui
omettiamo la dimostrazione.
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5.4. Regolarita con coefficienti L>

Lemma 5.4.4. Siano 0 € (0,1), ¢ : (0,6) — [0, +00) una funzione non decrescente,
a>0, K €(0,1) e A>1. Supponiamo che per ogni o € (0,0) per ogni t € (0,0)
valga

p(to) < [A(1 + Kyt + K1 (o).

Allora esistono (K1, A) > 0 ed una costante c(A, K1) > 0 tali che per ogni o € (0,0)
per ogni t € (0,0) vale che
o(to) < ct*p(o).

Per la precisione, vale che

In[(1+ K1)t + K] l1—¢
€= sup , = .
o<t In(¢) — In(A) K

Possiamo finalmente presentare due risultati di regolarita interna per le soluzioni
di problemi ellittici con coefficienti L*°; le dimostrazioni sono del tutto simili a quella
del teorema di regolarita negli spazi di Morrey (vedi 5.2.2), che richiameremo a tempo
debito.

Teorema 5.4.5. Sia u € H'(Q) soluzione debole dell’equazione
ij=1

FEsistono e(v, M) > 0 e c¢(v, M) > 0 (indipendenti da ogni altro parametro) tali che per
ogni palla Br(zo) € Q per ogni r € (0, R) vale che

Z/ Dl dr < e Z/ Dyul? dz. (5.62)
(o) Br(o)

Dimostrazione. Sia p > 0 (lo sceglieremo in seguito in dipendenza da M e v). Per
semplicita, denotiamo con ¢(n, M, u,v) > 0 una costante (indipendente da ogni altro
parametro), che puo cambiare da linea a linea.

Fissiamo una palla Br(zy) € Q. Possiamo scrivere u = v + w, con w € H}(Bg(x))
soluzione debole del problema

M(1+ p)Aw =Y " D;[M(1 + 1) Du — a;;Djul, (5.63)

i=1
e v € H(Bgr(xp)) ¢ soluzione debole del problema
Av = 0. (5.64)

Per il lemma 5.1.2, per ogni r € (0, R) vale che

Z/ Dol da < c(n Z/ Dl da. (5.65)
r(zo) Br(xo)

Precisiamo che la costante ¢ in (5.65) dipende esclusivamente dalla dimensione, essendo
v indipendente da M, i e v; per questa ragione la indichiamo con ¢(n). Per stimare w,
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Capitolo 5. Regolarita negli spazi di Morrey e Campanato

invece, possiamo prendere w stessa come funzione test nella formulazione debole (5.63)
e, applicando la disuguaglianza di Holder e il lemma 5.4.3, troviamo
M1+ p)Dju — Z a;;Dju|l dx

1 n
Dawl? de < —— /
> MHMZZB
1 1 —
V1) v Z/ \Diuf? da. (5.66)
Br(zo0)

- M2(1 4 p)?

n 2

RxO

Se poniamo
M1+ +/1+p2—v)P?
MP(1+ p)? ’

¢ immediato verificare che K (M, pu,v) < 1 se vale la condizione

M? — 2

oMy

fissiamo p in modo che K (M, u,v) < 1. Allora, utilizzando le stime (5.65) e (5.66), per
ogni r € (0, R) valgono le seguenti disuguaglianze

[Z/r . | D;ul” da:] "

<. n/2 [Z/BRxo)le‘ dx
Z/BR Dl dx] "
+{c<n>< [ et o]

Z/BR x0)|Diu| x] "
4 K (M, )/? [c(n)< ”/2 } [Z/BR mm‘Dul d;,;] 2. (5.67)

Osserviamo che esiste o € (0, 1) tale che se r/R < o, allora vale

K(M,p,v) =

=

1/2
Z/ |Diwl|? da
Br(zo)

n/2

/2

n/2

K(M,v)"? {c(n) <%)n/2 + 1} <K <1

In tal caso, riscrivendo la stima (5.67) troviamo che per ogni palla Br(zg) € € per ogni
€ (0, Ro) vale che

o) < [eto ()" + 5] i), (5:63)

1/2
Z/ |Diul” dx| .
r$0)

108

avendo posto



5.4. Regolarita con coefficienti L>

Per la stima (5.68), la funzione ¢ soddisfa le ipotesi del lemma 5.4.4; allora la disugua-
glianza (5.62) segue immediatamente dall’applicazione del lemma 5.4.4 nel caso in cui
r/R < o. Precisiamo che le costanti ¢ ed ¢ date dal lemma dipendono esclusivamente
da M,n e v. Se, invece, r/R > o & banale ottenere la disuguaglianza (5.62) (si puo
procedere come nella parte finale della dimostrazione del teorema 5.2.2). O

Teorema 5.4.6. Sia u € H'(Q) soluzione del problema
Z Dz [ai,juDju] = Z szz
ij=1 i=1

Sia € > 0 dato dal teorema 5.4.5 e sia X € [0,ne). Supponiamo che f; € L*Q). Allora
esiste una costante ¢(M,n,v) > 0 (indipendente da ogni altro parametro) tale che per
ogni palla Br(zo) € Q per ogni r € (0, R) vale la stima

Z/ | D;ul” dx<c [Z/B | D;ul” dx—i—ZHszL“ . (5.69)

2,j=1
In particolare vale che Dyu € Ly ().

Dimostrazione. Fissiamo una palla Br(zo) € Q. Consideriamo la decomposizione
u = v+ w, con v € Hy(Bg(zg)) soluzione debole dell’equazione

ij=1 i=1
e w € H}(Bgr(xg)) soluzione debole dell’equazione
ij=1

Per stimare v possiamo applicare il teorema 5.4.5 e ottenere che per ogni r € (0, R) vale
la stima

Z/ |Dv|* dx < ¢(n, M, v) Z/ |D;v|? d. (5.72)
r(z0) Br(zo)

Per stimare w, invece, utilizzando proprio w come funzione test nella formulazione
debole del problema (5.70), otteniamo che

Z/BM |Diw]* dz <~ Z/ £l (5.73)

A questo punto, si procede come nella dimostrazione del teorema 5.2.2. O

5.4.2 Hole-filling technique

Presentiamo un altro metodo per studiare la regolarita interna per le soluzioni dei

problemi ellittici con coefficienti L*°, noto in letteratura come "hole-filling technique".

Tale strategia si basa su una variante della disuguaglianza di Caccioppoli (vedi 5.1.1).
Adotteremo la notazione seguente: dati zo € , r, R > 0, poniamo

Q- (z0) = QN B (x0), L r(ro) =QN[Br(xo) \ Br(zo)]-
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Capitolo 5. Regolarita negli spazi di Morrey e Campanato

Lemma 5.4.7. Sia u € H}(Q) una soluzione dell’equazione
Z Di[ai’iju] = Z szz
ij=1 i=1

Supponiamo che f; € L*(Q). Esiste una costante c¢(n,v,a;;) > 0 (indipendente da ogni
altro parametro) tale che per ogni xq € Q per ogni 0 < r < R < dg per ogni s € R vale
che

Z/ |Diul® dx < ¢
i=1 7 Qr(z0)

.
—_ u—s|” dr+ fz
T Sy

Qr (o)

(5.74)

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ completamente identica a quella della disuguaglianza
di Caccioppoli (vedi 5.1.1), osservando che la funzione cut-off § vale costantemente 1 in
B.(z0), pertanto ha gradiente nullo in B,(xg). Inoltre fu ¢ in H}(Qg(zo)) perche 6 si
annulla su dBg(xg) e u € Hi(Bgr(xo))- O

Corollario 5.4.8. Nel contesto del lemma 5.4.7, esiste una costante c(n,v,a;;) > 0
(indipendente da ogni altro parametro) tale che per ogni xo € ) per ogni 0 < r < R < dg
per ogni s € R wvale che

Z/ |Diul® dx < ¢
i=1 7 Qr(z0)

Dimostrazione. Per semplicita, indichiamo con ¢(n, v, a; ;) > 0 una costante indipen-
dente da ogni altro parametro, che puo cambiare da linea a linea.

Denotiamo con @ 'estensione di u a 0 fuori da Q; essendo u € H}(€2), vale che
i € H'(R™). Prendiamo zp € Q,0 < r < R < dg; denotiamo con B, z(z,) la corona
circolare centrata in xg e di raggi r, R. Applichiamo la disuguaglianza data dal lemma
5.4.7 con s = (1) B, y(a0), POI Una variante della disuguaglianza di Poincare-Wirtinger
(vedi 4.4.1) per corone circolari e ricordiamo quanto osservato in 4.4.3. Abbiamo che

2

=
—_ Vul|® dr + i . (5.75
B oy o |Vl Z . | fil? ] (5.75)

1
\Vu|* dz < c —/ u— (W)B, p 2 dw+ |fil?
/Q,(zo) (R—r)? Q. r(0) | R (7o) Z

QR IEO

1 .
SC (R—T’>2 /B’V‘,R(‘TO) |u_( ) B, r (z0) dl’—i—Z/ :cg)‘fl

R? /
<c|l=——— \Val|* dx + \fi?
(R - T)Q By r(z0) Z

Qr(xo0)

RQ
<o |l
<c (e /QT’R(xO \Vu\ daH—Z/ |fl

]

Presentiamo un lemma di iterazione, la cui dimostrazione € nello stesso spirito di
quella del lemma 5.2.1.
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Lemma 5.4.9. Siano ¢, ® : (0,d] — [0,+00) funzioni non decrescenti. Supponiamo
che esistano ¢ > 0 e p > 1 tali che per ogni 0 < r < R < d valga che

cRP (R—r)P

wlr) < (R—r)P+ CRPSD(R) + (R—1)P 4 cRp

®(R).
Allora esistono vy(c,p) > 1, a(c,p) € (0,1) tali che per ogni 0 < r < R < d vale che

o(r) <77 (%) #(R) +O(R).

Dimostrazione. Fissiamo a > 1 (lo sceglieremo in seguito). Dato R € (0,d), siar = R/a;
per ipotesi, vale che

@ <§> < #SO(R) + (R_—g)p@(R)

o) S wo B oy
B ca? (a—1)P
(a—1)P+ cal’sp< (a — 1)pcapq)(R) (5.76)
= Byp(R) + A®(R), (5.77)
avendo posto
(a—1)P ca?
A =, |
(a — 1)P + caP (a — 1)P + caP

Riapplicando la disuguaglianza (5.77), otteniamo che

o(2)<me(0)rae(T)

< B[Bp(R)+ AD(R)] + AD <§>

a

< B%*o(R) + A(B+1)®(R).

Iterando il procedimento, notando che B < 1 e A =1 — B, troviamo che per ogni [ € N
vale che

R I+1 1— B!
p (F) < BT 9(R) + A——5-®(R)

A
< Bl+1 P
< BT p(R) + 5 (R)

= B"'9(R) + ®(R). (5.78)
Siano 0 < r < R < d; scegliamo [ € N tale che

R

r < —.
al—f—l

al+2 -

Siccome ¢ ¢é non decrescente, applicando la disuguaglianza (5.78), troviamo che

o(r) < ¢ (%) < B¥(R) + B(R). (5.79)
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Capitolo 5. Regolarita negli spazi di Morrey e Campanato

Notiamo che per ogni o € (0, 1) (lo fisseremo in seguito), vale che

«

B+ [caP]t 1 r
~ (a —1)P + cap)i+t ro
caP I+1 a(l+2)ara
(a — 1)P + caP R~
cabt® P pa N
(e —1)P + car R
Scegliamo « in modo che
Cap+a
(a—1)pP+ca?
ovvero che
1 1 (a — 1)P + ca?
o= n )
In(a) caP

Precisiamo che ¢ possibile scegliere @ > 1 in modo che « € (0, 1); basta osservare che se
a ¢ molto grande, vale che

(@ — 1) 4 ca? 4 (a—1)
caP aP

Con questa scelta di @ > 1 e di a € (0,1) (che dipendono esclusivamente da ¢, p) dalla
stima (5.79)

o) < a1 p(R) + O(R).

]
Possiamo presentare il risultato di regolarita ellittica con coefficienti L* annunciato.
Teorema 5.4.10. Sia u € H}(Q) soluzione debole del problema
Z Dila;jDju] = ZDifi-
ij=1 i=1

Sia X € [0,n) e supponiamo che f; € L**(Q). Esiste a € (0,1) tale che se A < a allora
Diju € L**(Q) e se A\ > « allora Dyu € L**(Q) per ogni i € (0, ).

Dimostrazione. Per semplicita denotiamo con ¢(n, v, a; ;) > 0 una costante (indipen-
dente da ogni altro parametro), che pud cambiare da linea a linea.

Dati 79 € Q,0 < r < R < dg, consideriamo la stima data dal corollario 5.4.8 (vedi
(5.75)) e sommiamo ad entrambi i membri la quantita

CR2 / 2
] [Vl
(R - r>2 Qr(mO)

riordinando i termini, otteniamo che

CR2 2
\Vu|* dz < / |Vu|
/Qr(xo) (R— )2 + cR? QR(wo)

+( +CR2 Z/Q fi? da. (5.80)

r(zo0)
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Se poniamo

o) [ vl Z / I

possiamo applicare il lemma 5.4.9 e troviamo che esistono a > 1 e a € (0,1) tali che
per ogni zy € €2 per ogni 0 < r < R < dg vale che

Z/( |Dul? dz < a® Z/Q( | Dyul? d:c+2/ il
r(20) r(0)

Qr(xo)

Du d!L“f‘R)\ / fz
ZAWQ ? ZRXQ

r(zo0)
Z/ Dyuf? dx+RAZ||fi||;,m). (5.81)
Qr(zo) i=1

Se A < a, si procede come nella dimostrazione del teorema 5.2.2; se A > «, la
disuguaglianza (5.81) implica che per ogni u € (0, ) esiste una costante K (u) > 0 tale
che per ogni zy € () per ogni 0 < r < R < dg vale che

S [l de <t (5SS [ 1Dalt drt G0 Y Wil
'r ,7;0 R -730 =1

Allora, si procede come nel caso in cui A < «, ovvero come nella dimostrazione del
teorema 5.2.2. O
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