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Capitolo 1

Analisi Funzionale

1.1 Teorema di Hahn-Banach

1.1.1 Motivazioni

Sia dati due spazi vettoriali V e W. Esiste un’applicazione lineare non nulla tra V e
W? Se sono anche spazi normati, esiste un’applicazione lineare continua non nulla?
Esistono applicazioni lineari non continue? In questa sezione tenteremo di rispondere a
queste domande.

Osservazione 1.1.1. Dati V e W spazi vettoriali, I’assioma di scelta garantisce ’esistenza
di basi algebriche. Allora ¢ facile costruire un’applicazione lineare non nulla fissandone
il valore sulla base di V.

Ricordiamo il sequente risultato, che caratterizza la continuita delle applicazioni

lineari.

Proposizione 1.1.2. Siano V e W spazi normati e sia f : V=W lineare. I sequenti
fatti sono equivalenti:

e [ ¢ continua;
e f ¢ continua in 0;

o f ¢ limitata, cioe esiste una costante positiva M tale che per ogni v in V wvale che
1 ()l < M lvlly;

o f ¢ lipschitziana.

Osservazione 1.1.3. Se V & uno spazio vettoriale di dimensione infinita, € facile costruire
applicazioni lineari a valori in R non continue. Essendo V di dimensione infinita,
esiste una famiglia ¥ = {v,, | n € N} di vettori unitari linearmente indipendenti. Per
I’assioma di scelta, & possibile completare #* ad una base algebrica Z. Allora, definiamo
f(v,) ==n per ogni n in N e f(v) := 0 per ogni v in A\ ¥. Per linearita, f si estende
ad un’applicazione lineare definita su tutto V che non é continua perché non ¢ limitata
(vedi 1.1.2).

L’assioma di scelta consente di dimostrare I'esistenza di applicazioni lineari continue;
questo risultato € noto come teorema di estensione di Hahn-Banach.
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1.1.2 Teorema di Hahn-Banach: forma analitica

Definizione 1.1.4 (Pseudo-norma).
Sia V uno spazio vettoriale. Una pseudo-norma in V é una funzione p : V — R tale che

e p(v1 +v2) < p(v1) + p(v2) per ogni vy, vy in V (subadditiva);
e p(A\v) = Ap(v) per ogni v in V, per ogni A > 0 (omogeneita positiva).

Teorema 1.1.5 (Hahn-Banach, forma analitica).

Siano V uno spazio vettoriale, p : V. — R una pseudo-norma su'V (vedi 1.1.4), E un
sottospazio di V e f : E — R un’applicazione lineare tale che f(v) < p(v) per ogni v in
V. Esiste un’applicazione lineare f :V — R tale che

. f(v) < p(v) per ogni v in V;

e f(v) = f(v) per ogni v in E.
Dimostrazione. Sia % la famiglia di tutte le coppie (IF; g) tali che

e [F é un sottospazio vettoriale di V che contiene E;

e g:F — R ¢ un’applicazione lineare che estende f e tale che g(v) < p(v) per ogni
v in F.

Dati (Fi;91) e (Fo;g92) in #, diciamo che (Fo;g0) = (F1;91) se F1 C Fye g0 = g1
in F;. Abbiamo definito un ordinamento parziale su .%. Inoltre, se (Fy;g;)ics ¢ un
sottoinsieme totalmente ordinato di .7, é facile vedere che ammette maggiorante: basta

definire
Fo = U F;,
ics
Joo(T) = gi(z) se x € F;.
Per definizione di ordinamento in .%, la funzione g, € ben definita in F,, & lineare e
verifica la stima ¢..(v) < p(v) per ogni v in F.

Per l'assioma di scelta (nella forma equivalente del lemma di Zorn), esiste un
elemento massimale in .% che denotiamo con (F; g). Per concludere, basta dimostrare
che F = V. Per assurdo, supponiamo che esista vy in V' \ F e mostriamo che ¢ possibile
estendere ulteriormente g: questo & assurdo perché é contro la massimalita di (F; g)
rispetto all’ordinamento di .#. Se w ¢ un elemento di F+ Span(vy), esistono v in F e un
numero reale « tali che w = v 4 awy; inoltre tale decomposizione ¢ unica. Supponiamo
di aver definito g(vy). Allora, possiamo definire

g(v+ avy) = g(v) + ag(vo).

Per ogni scelta di g(vp), 'applicazione ¢ : IF 4+ Span(vg) — R ¢ lineare ed estende g. Per
trovare 'assurdo, quindi, ¢ sufficiente mostrare che si puod definire g(vp) in modo che
per ogni v in [ e per ogni a in R valga la stima

g(v 4+ avg) < p(v + awvp). (1.1)

Osserviamo che, se a = 0 ogni scelta per g(vg) ¢ ammissibile. Se « & positivo, (1.1) &

equivalente a richiedere che
v v
g(——l—vo) §p<—+’Uo>
« a

2



1.1. Teorema di Hahn-Banach

per ogni v in F, ovvero che
9(w + o) < p(w + vo) (1.2)

per ogni w in F. Se «a € negativo, ponendo § = —a e ragionando in maniera analoga, si
trova che (1.1) & equivalente a richiedere che

g(z —vo) < p(z — o) (1.3)

per ogni z in F. Unendo le condizioni (1.2) e (1.3), la condizione (1.1) ¢ equivalente a
richiedere che

9(2) = p(z = o) < g(vo) < p(w +vo) — g(w) (1.4)

per ogni z,w in F. Dunque, se vale la stima

9(2) = p(z —vo) < p(w + v0) — g(w) (1.5)

per ogni z, w in IF, allora & possibile scegliere g(vg) in modo tale che sia vera la condizione
(1.4) e questo conduce all’assurdo. Si osserva facilmente che per le proprieta di linearita
e di g in [, la limitazione di g in ' con la pseudo-norma e la subadditivita di p vale che

9(2) +g(w) = g(z + w) <p(z +w) < p(z = vo) + p(w + vo) (1.6)

per ogni z,w in F. Le condizioni (1.6) e (1.5) sono ovviamente equivalenti. Questo
conclude la dimostrazione del teorema. O

Corollario 1.1.6 (Funzionale allineato).

Sia V uno spazio vettoriale normato e sia vy in V. FEsiste un’applicazione lineare
f:V =R tale che

e f(vo) = [lvolly;
e [ ¢ 1-lipschitziana, cioe |f(v)| < ||v|ly per ogniv in V.

Dimostrazione. Poniamo E := Span(vy); definiamo ¢ : E — R tale che

plavo) = alvolly -

Usando la norma di V come pseudo-norma, il teorema 1.1.5 garantisce ’esistenza di
un’estensione lineare e 1-lipschitziana di ¢ a tutto V. [l

Osservazione 1.1.7. Siano V e W sono spazi vettoriali normati. Per il corollario 1.1.6
esiste un’applicazione lineare continua ¢ tra V ed R. Inoltre, ¢ facile costruire un’appli-
cazione lineare continua v tra R e W. Per composizione, otteniamo un’applicazione
lineare continua tra Ve W.

Esempio 1.1.8. Sia V = R? con la norma 1, cio¢ ||(z;y)||, = |z| + |y|; sia vo = (1;0).
Per ogni o in (—1,1) poniamo f,(z;y) = x + ay. Osserviamo che f,(vy) = ||vo||; e che
per ogni (x,y) in R? per ogni v in (—1, 1) vale che

|folz,y)] = |2+ ay| < |z|+ |y| = [[(z;9)]; -

In altri termini, f, ¢ un funzionale allineato a vy. Questo esempio mostra che il
funzionale allineato ad un vettore in generale non € unico. A livello puramente euristico,
possiamo dire che questo fenomeno ¢ legato alla presenza di "angoli" nella palla unitaria
rispetto alla norma 1.
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1.1.3 Spazi di applicazioni lineari continue

Definizione 1.1.9 (Norma operatoriale).
Siano V e W spazi normati. Si indica con .Z (V; W) I'insieme delle applicazioni lineari
e continue tra V e W. Per ogni f in .Z (V; W), poniamo

1| vy = sup {LF ()l | llolly <13

Osservazione 1.1.10. Per la proposizione 1.1.2, & facile vedere che la definizione 1.1.9 ¢
ben posta e che la funzione ||| 4.y : £ (V; W) — [0, +-00) ¢ una norma che associa
ad ogni funzione lineare continua la sua costante di Lipschitz (come nella proposizione
1.1.2).

Proposizione 1.1.11. Siano V e W spazi normati. Supponiamo che W sia uno spazio
di Banach. Lo spazio £ (V; W) con la norma operatoriale definita in 1.1.9 é uno spazio
di Banach.

Dimostrazione. Sia {f,}nen una successione in .Z (V; W) con la proprieta di Cauchy
rispetto alla norma operatoriale. Sia v in V; osserviamo che per ogni n, m in N vale che

1fn(v) = fn (@)l = 1(fn = o) ()l < = Fnll oy 0]l

In altri termini, {f,,(v)}nen € una successione di Cauchy in W per ogni v in V. Essendo
W uno spazio di Banach, per ogni v in V esiste f.(v) in W tale che la successione
{fn(v) }nen converge a f,(v). Abbiamo mostrato che la successione {f,},en converge
puntualmente ad una funzione f.: questo garantisce che f., é lineare e lipschitziano
(infatti la successione delle costanti di Lipschitz relative alla successione {f,}nen €
limitata). Basta mostrare che {f, },en converge ad f. rispetto alla norma operatoriale.
Sia dato € > 0; esiste ng in N tale che per ogni n,m > ng si ha || fo — finll gy < €
In altri termini, per ogni n,m > ny per ogni v in V tale che ||v||, < 1 vale che

1 (0) = fm(0)llw < 1fn = finll i vl < e

Prendendo il limite per m che tende a 400, otteniamo che per ogni n > ngy per ogni v
in V tale che ||v||y <1 si ha che

[fn () = foo(0)[lyy < &

passando al sup in v si trova che || f,, — fool| 2(vw) < € per ognin > ng. Questo conclude
la dimostrazione. O

Esempio 1.1.12. Siano V = {u € C°([0,1]) | u(0) = 0} con la norma del sup e W = R.
Poniamo

Si mostra facilmente che f ¢ 1-lipschitziana, tuttavia non esiste u in V tale che |Jul|, =1
e |f(u)| = 1. L’esempio mostra che & possibile che I'estremo superiore nella definizione
di norma operatoriale (vedi 1.1.9) non sia un massimo.

Definizione 1.1.13 (Duale topologico).
Sia V uno spazio normato. Lo spazio .Z (V;R) dotato della norma operatoriale definita
in 1.1.9 ¢ detto duale (topologico) di V e si indica con V'.

4



1.1. Teorema di Hahn-Banach

Osservazione 1.1.14. La proposizione 1.1.11 assicura che il duale topologico di uno
spazio normato V ¢ uno spazio di Banach.

Lemma 1.1.15 (Caratterizzazione duale della norma).
Sia V uno spazio normato e sia V' il suo duale topologico come nella definizione 1.1.185.
Per ogni v in 'V vale che

lwlly = sup{If (@) | f €V, IIflly <1} =max{[f()| | f €V, [flly <1}

Dimostrazione. Sia f in V' tale che || f|y, < 1. Vale che

[F @) < ([ fllvr Mol < flvfly -

Quindi vale che
[olly = sup {|f ()] | f €V, [flly <1}

Per il corollario 1.1.6, dato v in V esiste un funzionale allineato a v, cioé un’applicazione
fin V' tale che || f|ly, =1 e f(v) = ||v|y. Questo garantisce che

[vlly < sup {If ()] | f €V, Iflly <1}
e che 'estremo superiore ¢é realizzato dal funzionale allineato. O

Esempio 1.1.16. Sia Q un insieme misurabile in R” ed f : Q — R? una funzione
misurabile. Denotiamo con || la norma euclidea su R?%. La caratterizzazione duale della
norma consente di dimostrare facilmente la seguente disuguaglianza:

/Qf(x) dx S/Qlf(:v)| de.

Sia L : R? — R un’applicazione lineare. Vale che

L(/Q (@) d:z;) :/QL(f(:z;)) dz.

Utilizzando la disuguaglianza analoga per funzioni di una variabile a valori in R (la cui
verifica ¢ elementare), se || L[| gy < 1, si trova che

(o)

[ L) o
< [ 1) as

< [ Moy @)l do
< [ @) ae

La disuguaglianza passa all’estremo superiore rispetto alle applicazioni L in (R?)" aventi
norma operatoriale minore o uguale a 1. Si conclude con la caratterizzazione duale
della norma (vedi 1.1.15).
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Esempio 1.1.17. Sia d > 1 un intero. Per il teorema di rappresentazione di Riesz in
dimensione finita, il duale di R? dotato della norma euclidea ¢ isometrico a R? e ogni
applicazione lineare continua da R? in R coincide con il prodotto scalare per un vettore
di R

Ricordiamo che la funzione

d
|z, = Z 2]
i=1

¢ una norma su R? (& la norma 1). Vogliamo determinare il duale di R? dotato
della norma |-|;. Ricordiamo che questa ¢ equivalente alla norma euclidea. Data
un’applicazione lineare L : R* — R continua rispetto alla norma 1, L é continua rispetto
alla norma euclidea; quindi, esiste un vettore v in R? tale che L(x) =< v,r > per ogni
r in R Vogliamo determinare la norma operatoria di L. Osserviamo che per ogni z in
R? vale che

|L(x)| < max{|v;| |i=1,...,d}|z|;

dunque la norma operatoria di L & minore o uguale di max{|v;| |i = 1,...,d}. Dobbiamo
mostrare la disuguaglianza opposta; supponiamo che max{|v;| |i=1,...,d} =v; e
prendere z in R? tale che z; == sgn(v;) e z; :== 0 se i > 2. Allora ¢ ovvio che

”L”(Rd)/ > |v;| = max{|v;| |i=1,...,d}.

Questo mostra che il duale di R? dotato della norma 1 é isometrico a R? dotato della
norma oo, nel senso che la mappa

T (R o) = (RE )

tale che L(v) =< v,- > & un’isometria lineare e bigettiva.

1.1.4 Convergenza debole e debole*

Definizione 1.1.18 (Convergenza debole e debole™).

Sia V uno spazio normato, sia V' il suo duale topologico (vedi 1.1.13). Siano {v, }nen
una successione in V e vy, un elemento in V. Si dice che {v, },en converge debole a vy
e si scrive v, — Uy se per ogni f in V' vale che

lim f(v,) = f(vs0)-
n—-+00
Siano {f, }nen una successione in V' e f,, un elemento in V. Si dice che {f,}nen
converge debole* a f.. e si scrive v, — va se per ogni v in V vale che
lim f,(v) = feo(v).
n—-+00
Osservazione 1.1.19. Nelle notazioni della definizione 1.1.18, é ovvio che la convergenza
in norma di una successione {v, ey implica la convergenza debole.

La convergenza debole* ¢ la convergenza puntuale di una famiglia di funzionali
lineari continui ad un funzionale lineare continuo.

Proposizione 1.1.20. Nel contesto della definizione precedente, valgono i sequenti
fatti:
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o se {Uytnen € {Un}nen sono successioni in V che convergono debole a vo € Uy
in V rispettivamente e se a & un numero reale, allora {v, + au,},en converge
debolmente a Voo + QU

o se {v,}nen converge a v, rispetto alla morma di V, allora {v,}n,en converge
debolmente a v ;

o se {v,}nen ammette un limite debole, allora tale limite é unico.

Dimostrazione. L’unica affermazione non banale € 'unicita del limite debole. Supponia-
mo che esistano vy, € Uy tali che {v, },eny converge debole a vy, € un. In altri termini,
per ogni f in V' vale che

fvoe) = lim f(vn) = f(Uoo),

n—-+o0o

Ci08 f(Uso — Uso) = 0. Se U # Voo, sia [ il funzionale allineato a vy — Uy (vedi 1.1.6);
I’assurdo segue banalmente. O

Teorema 1.1.21 (Semicontintinuita inferiore della norma).
Sia V uno spazio normato e sia V' il suo duale topologico (vedi 1.1.13). Valgono i
sequenti fatti:

o se {Up}nen € una successione in V che converge debole ad un elemento vy, in 'V,
allora
lyllr_r}lgof an”v > HU00||V§

o se {fn}nen € una successione in V' che converge debole * ad un funzionale f. in
V', allora

timinf | fullyr > [ foclly
Dimostrazione. Sia f un funzionale allineato a vy, (vedi 1.1.6). Vale che
fosclly = [F(e)l = T |£(u)] < liminf o
Per quanto riguarda il secondo enunciato, sia v in V tale che ||v||y, < 1. Allora vale che
[foo(0)] = lim inf | f5,(v)] < liminf || foly [[ofly < liminf [ foly -

Per la definizione di norma operatoriale (vedi 1.1.9), si ha la tesi passando all’estremo
superiore al variare dei vettori v in V tali che ||v|, < 1. O

Teorema 1.1.22 (Banach-Alaoglu).

Sia V uno spazio normato separabile, sia V' il suo duale topologico (vedi 1.1.13). Sia
{fn}nen una successione in V' limitata rispetto alla norma di V' da una costante M.
Allora esiste una sottosuccessione, non rinominata, ed un funzionale lineare continuo

foo tale che { f}nen converge debole® a fo. Inoltre, || foolly, < M.

Dimostrazione. Sia D un sottoinsieme denso e numerabile in V. Osserviamo che per
ogni d in D per ogni n in N vale la stima

[ Fald)] < W[ fallvr [llly < M|y -

7



Capitolo 1. Analisi Funzionale

In particolare, la successione {f,(d)}nen € limitata per ogni d in D. Essendo D
numerabile, con un procedimento diagonale ¢ possibile trovare una sottosuccessione
{fn. }ken € una funzione f,, : D — R tale che

hmoo fnk (d) = foo(d)

per ogni d in D. Vogliamo mostrare che per la stessa sottosuccessione si ha che
{fn.(0)}ken ¢ di Cauchy per ogni v in V. Sia dato € > 0; scegliamo d in D ta-
le che |[v—d|y < 35; scegliamo ng in N tale che per ogni k,h > ng vale che
| fr(d) = fr,(d)] < 5. Allora, per ogni h, k > ng vale che
[ (V) = fo, (0)] < NS (d) = S (0)] + [ fr(d) = S ()] + [ fr (d) = i, ()]
< M= olly + () = o (@) + M ld = o]}y
<e.

Questo argomento permette di estendere la funzione f., a tutto V, con la proprieta che

fo(v) = lim f,, (v).
k—+o00
La convergenza puntuale assicura che f,, ¢ lineare e che é lipschitziana (la successione

delle costanti di Lipschitz di { f,, }xen € limitata). O]

Osservazione 1.1.23. Precisiamo che non esiste un duale di questo teorema, cioeé non &
detto che una successione di vettori in V limitata in norma abbia una sottosuccessione
debolmente convergente. Un enunciato del genere ¢ vero sotto ipotesi aggiuntive, come
preciseremo in seguito.

Osservazione 1.1.24. La versione del teorema 1.1.22 enunciata e dimostrata non ¢ quella
pitt generale possibile. L’ipotesi di separabilita puo essere rimossa e tutta la teoria puo
essere formulata in un contesto molto pit generale.

1.1.5 Teorema di Hahn-Banach: forma geometrica

Definizione 1.1.25 (Separazione mediante iperpiani).
Siano V uno spazio normato e V' il suo duale topologico. Siano A, B sottoinsiemi di V
e f un funzionale in V.

e Si dice che f separa debolmente A e B se per ogni a in A e per ogni b in B vale

che f(a) < f(b).

e Si dice che f separa strettamente A e B se esistono due numeri reali dy, do tali
che per ogni a in A e per ogni b in B vale che f(a) < < 9y < f(b).

Siamo interessati a mostrare I'esistenza di separazioni forti e deboli, almeno tra certi
sottoinsiemi di V.

Lemma 1.1.26 (Pseudo-norma associata ad un insieme convesso).
Sia V uno spazio normato e sia C un sottoinsieme di V convesso, aperto e contenente
0. Per ogni v in 'V definiamo

v

—eCy.

«

p(v) = inf {a >0

Valgono le sequenti proprieta:
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e p ¢ una pseudo-norma (vedi 1.1.4);
e esiste un numero reale M tale che 0 < p(v) < M ||v||y, per ogni v in'V;

e C ¢ la palla unitaria rispetto alla pseudo-norma, cioé si ha che

C={veV|p) <1}
Dimostrazione. Sia v in V fissato; definiamo l'insieme
~e c} .
a

Siccome C' ¢ un intorno aperto di 0 ed ¢ convesso, 'insieme A(v) ¢ una semiretta destra
aperta, cioe

Av) = {04 >0

A(v) = (p(v), +00).
Per quanto riguarda il primo enunciato, osserviamo che per ogni v in V per ogni numero
positivo A si ha che A(Av) = AA(v), pertanto p(Av) = Ap(v). Per mostrare che p &
subadditiva, & sufficiente verificare che per ogni vy, v, in V vale che A(vy) + A(vy) &
contenuto in A(v; + vy), cioé che per ogni oy in A(vy) per ogni oy in A(vy) vale che
aj + ag ¢ in A(vy + vy). Osserviamo che
v +vy a1 U1 Qo U2

a1 + Qg a1 + g oy a1 + Qg Qg

appartiene a C perché e una combinazione convessa di due suoi elementi, per definizione
di A(vq) e A(va).

Per quanto riguarda il secondo enunciato, & ovvio che p sia una funzione non negativa.
Osserviamo anche che esiste un raggio r tale che B(0;7) ¢ completamente contenuto
in C. Notiamo che per ogni v in V \ {0} vale che mv ¢ un elemento di C; quindi

concludiamo facilmente che .
p(v) <~y

Per quanto concerne il terzo enunciato, € un’ovvia conseguenza della definizione di
p. Infatti, se v & un elemento di C, allora 1 appartiene ad A(v); del resto, A(v) & un
insieme aperto e p(v) ne é I'estremo inferiore, quindi ¢ strettamente minore di 1. Invece,
se p(v) < 1, essendo A(v) una semiretta destra, si ha che 1 appartiene ad A(v), cioé v &
un elemento di C. O

Proposizione 1.1.27. Siano V uno spazio normato e C' un sottoinsieme di V convesso,
aperto e contenente 0. Sia vg un punto in V\ C. Allora esiste una separazione debole
tra vy e C' nel senso della definizione 1.1.25.

Dimostrazione. Sia p la pseudo-norma associata a C' costruita come nella proposizio-
ne 1.1.26. Poniamo E = Span(vy) e definiamo f : £ — R tale che f(avy) = a.
L’applicazione f & ovviamente lineare; inoltre per ogni « in R vale la stima

flav) < plaw).

Infatti, se a < 0 allora é ovvia; se, invece, a & positivo segue banalmente dal fatto che
p(vo) > 1, essendo vy in V'\ C' (vedi 1.1.26).

9



Capitolo 1. Analisi Funzionale

Per il teorema di Hahn-Banach nella versione analitica (vedi 1.1.5), esiste un’ap-
plicazione lineare f : V — R che estende f e tale che per ogni v in V vale la stima

~

f(v) < p(v). Per il secondo enunciato del lemma 1.1.26, esiste un numero positivo M
tale che per ogni v in V valgono le seguenti disuguaglianze

~

fw) <plv) < Mol

F(=v) < p(v) < M ]y ;

da cio segue facilmente che per ogni v in V vale che
)| < Moy

cioé f é continua.
Infine, osserviamo che f é la separazione debole cercata: infatti, come segue dal
lemma 1.1.26, per ogni v in C' vale che

f(v) < plv) < 1= f(uv).
[l

Corollario 1.1.28. Siano V uno spazio normato e C' un sottoinsieme di V convesso,
aperto. Sia vy un punto in V\ C. Allora esiste una separazione debole tra vy e C' nel
senso della definizione 1.1.25.

Dimostrazione. Sia wy un qualsiasi punto in C'. Poniamo C=0C- W € Uy = vy — Wy.
Si osserva facilmente che C' e 9 rispettano le ipotesi della proposizione 1.1.27; allora
esiste una separazione debole tra Ce Up; € immediato verificare che tale separazione
vale anche per C e vy. n

Teorema 1.1.29 (Hahn-Banach, prima forma geometrica).
Siano V uno spazio normato, A e B due sottoinsiemi disgiunti di V tali che A é un

aperto convesso e B & convesso. Allora esiste una separazione debole nel senso della
definizione 1.1.25.

Dimostrazione. Definiamo 'insieme
C=A-B={a—blac Abec B}.

Essendo unione di traslati di A, I'insieme C' & aperto. Inoltre é convesso: dati a;, as in
A, by,by in B etin [0,1], si ha che

t(a; —by) + (L = t)(ag — by) = [ta; + (1 — t)as] — [thy + (1 — t)by]
che & un elemento di C', essendo A e B convessi. Siccome A e B sono disgiunti, vale che

0 non appartiene a C'. Per il corollario 1.1.28, esiste un’applicazione lineare continua f
tale che per ogni a in A per ogni b in B vale che

0=f(0) < fla=0)= fla) = f(b).

f € una separazione debole cercata tra A e B. O]

10
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Teorema 1.1.30 (Hahn-Banach, seconda forma geometrica).

Siano V uno spazio normato, A e B due sottoinsiemi disgiunti di V tali che A é un
convesso compatto e B €& un convesso chiuso. Allora esiste una separazione forte nel
senso della definizione 1.1.25.

Dimostrazione. Sia € > 0. Poniamo
A. = A+ B(0;e), B.:=B+B(0;¢).

Affermiamo che esiste 9 > 0 tale che per ogni ¢ in (0,&0), A. e B. sono disgiunti.
Supponiamo per assurdo che per infiniti n in N esistano a, in A, b, in B, z,,w, in
B(0;27") tali che
ap + 2p = by, + w,,.

Per compattezza di A, esiste a., in A tale che la successione {a,},c; (I € qualsiasi
sottoinsieme infinito di N) converge ad a.. Siccome {z, }ner € {wy, fner convergono a 0,
anche {b, },en converge ad as. Essendo B chiuso, a,, appartiene a B; tuttavia, questo
é contro il fatto che A e B sono disgiunti.

Sia N in N tale che Ay, -~ e By-~ sono disgiunti. Inoltre, é facile verificare che
Ay-v e B2 sono aperti convessi. Per il teorema 1.1.29 esiste un’applicazione lineare
continua f che li separa debolmente, cioé tale che per ogni a in A, per ogni b in B, per
ogni v,w in B(0;1) vale la stima

fla+27%v) < f(b+2Nw).

Sia ¢ un numero reale nella separazione tra i due insiemi. Sia vy in B(0;1) tale che
f(vo) > 0. Allora, per ogni a in A per ogni b in B vale che

fla) = fla+2"Nw) = f(27Vu)
<c—2""f(vy)
< c+ 27N f(uy)
< f(b—2"Nwg) + f(27 Vo) = f(b);

dunque f separa strettamente A e B. n

Corollario 1.1.31. Sia V uno spazio normato; esiste sempre una separazione stretta
tra un punto ed un chiuso convesso che non lo contiene.

Dimostrazione. La verifica segue ovviamente dal teorema 1.1.30. ]

Esempio 1.1.32. In R?, siano

1
A={y <0}, B={y257x>0}-

A e B sono due convessi chiusi disgiunti; tuttavia, non esiste una separazione forte tra
A e B. L’esempio mostra che il teorema 1.1.30 ¢ generalmente falso se nessuno tra A e
B é compatto.

Teorema 1.1.33. Siano V uno spazio normato e A un sottoinsieme di V convesso e
fortemente chiuso, cioé se {v,nen € una successione in A che converge fortemente a
Voo, questo & un elemento di A. Allora A é debolmente chiuso, cioé se {v,}nen € una
successione in A che converge debolmente a v, questo € un elemento di A.

11
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Dimostrazione. Sia {v, },eny una successione in A che converge debolmente a v.; sup-

€ )
poniamo che v,, non appartenga ad A. Per il corollario 1.1.31, esiste un’applicazione
lineare continua f e due numeri reali d1, d5 tali che per ogni a in A vale

f(a) < 51 < 52 < f(voo)

Per definizione di convergenza debole (vedi 1.1.18), si ha che

lm  f(v,) = f(Vso)-

n—-+0o
L’assurdo segue banalmente. O]

Teorema 1.1.34. Siano V uno spazio normato e ¢ : V — R una funzione convessa.
Supponiamo che ¢ sia fortemente semicontinua inferiormente, cioé se {v,}nen € una
successione in V che converge fortemente a vy, vale la disuguaglianza

liminf o(v,) > ©(veo). (1.7)
n—+o00
Allora ¢ ¢ debolmente semicontinua inferiormente, cioé se {v,}nen € una successione
in V che converge debolmente a vy, vale la disuguaglianza (1.7).

Dimostrazione. Sia {v,},ey una successione in V e v, un punto tale che {v,}nen
converge debolmente a v,,. Dobbiamo mostrare che

liminf o(v,) > ©(vso)- (1.8)
n—-+00
Se il membro di sinistra in (1.8) & 400, non c¢’¢ nulla da dimostrare. A meno di estrarre
una sottosuccessione, non rinominata, possiamo supporre che il limite inferiore sia un
limite che denotiamo con [ in [—00, +00). Per ogni M > [, poniamo

Sy ={veV|pw) <M}

Essendo ¢ fortemente semicontinua inferiormente e convessa, Sy, ¢ convesso e fortemente
chiuso. Per il teorema 1.1.33, allora é anche chiuso debolmente. Osserviamo che per
ogni M > [, la successione {v, },en € definitivamente contenuta in Sy; pertanto, vs
appartiene ad Sy, per ogni M > [. In altri termini, si ha che

©(Vso) < 1= liminf p(vy,).

n—-4o0o
]

Proposizione 1.1.35. Siano V uno spazio normato e V' il suo duale topologico (vedi
1.1.18). Supponiamo che V' sia separabile. Allora anche V ¢ separabile.

Dimostrazione. Se V' & separabile, allora la sfera unitaria in V' & separabile (infatti
ogni sottoinsieme di uno spazio metrico separabile & separabile). Sia {f, | n € N} un
sottoinsieme denso della sfera unitaria di V’; in particolare, per ogni n in N vale che
| fnlly» = 1. Per definizione di norma operatoriale (vedi 1.1.9), per ogni n in N esiste v,
in V tale che |f(v,)| > 3 € [|va|ly = 1. Vogliamo mostrare che Spang({v, | n € N}) ¢
denso in V. Poniamo

W = Spang({v, | n € N});

12
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per assurdo, supponiamo che esista v in V \ W; in particolare, v # 0. Si verifica
facilmente che W é convesso; allora, per la proposizione 1.1.31, esiste una separazione
forte tra v e W, cioé esiste f in V' e a in R tale che per ogni z in W vale

flz) <a < f(v).
Essendo f lineare e W un sottospazio vettoriale, per ogni A in R per ogni x in W vale
che
Af(x) < f(xo).
Allora, deve valere f(x) = 0 per ogni x in W. A meno di dividere f per la sua norma

operatoriale, si puo assumere che || f|, = 1. Per densita di {f,, | n € N} nella sfera
unitaria di V', esiste N in N tale che ||f — fxlly < 5. Allora, troviamo che

|f(on)| = [f(vn) = fn(on) + fn(ow)]
> [fn(un)| = [f(on) = fn(on)]
> |fnn) = IIf = fnlly lowlly

> L1 1> 0;
2 2 ’
questo € assurdo perché vy ¢ in W e f é nulla su W. O

1.1.6 Spazi riflessivi

Lemma 1.1.36. Siano V uno spazio normato, V' il suo duale topologico (vedi 1.1.13)
e V" il duale topologico di V'. Sia J : V — V" tale che per ogniv in'V J, ¢ il funzionale
tra V' ed R che valuta ogni funzionale tra V ed R la valutazione di un funzionale in v.
Precisamente, per ogni v in'V per ogni f in V' vale che

Jo(f) = [f(v).
L’applicazione J ¢ ben definita ed e un’isometria lineare.

Dimostrazione. Fissiamo v in V. Per ogni f in V’ vale che

() = 1F )] < ([ f ]l llvlly -

Il funzionale J, é chiaramente lineare ed ¢ anche continuo, con costante di Lipschitz
|v||y. Pertanto, la mappa J & ben definita. Ovviamente, J ¢ lineare; mostriamo
che ¢ un’isometria. Per la definizione di norma operatoriale (vedi 1.1.9) e per la
caratterizzazione duale della norma (vedi 1.1.15), per ogni v in V vale che

1ol = sup{[Lo (N [ £ €V (I flly <1}
=sup{|f(W)] [ f eV, [Iflly <1}
= [lvlly-

O

Definizione 1.1.37 (Spazio riflessivo).

Siano V uno spazio normato, V' il suo duale topologico (vedi 1.1.13) e V" il duale
topologico di V. Sia J : V — V” la mappa definita nel lemma 1.1.36. Si dice che V &
uno spazio riflessivo se J & surgettiva, cioé se ogni funzionale lineare continuo tra V' ed
R coincide con la valutazione in un certo vettore v di V.
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Capitolo 1. Analisi Funzionale

Teorema 1.1.38. Sia V uno spazio di Banach riflessivo. Supponiamo che V' sia
separabile. Sia {v, }nen una successione limitata in V. Allora esiste una sottosuccessione
(non rinominata) e un vettore vy, in 'V tale che {v,}nen converge debolmente in 'V a

Vso -

Dimostrazione. Sia J : V — V” la mappa definita in 1.1.36. Essendo J riflessivo, J ¢
un’isometria lineare bigettiva (vedi 1.1.37 e 1.1.36). Osserviamo che {J,, }nen € una
successione limitata in V”; per il teorema di Banach-Alaouglu (vedi 1.1.22), esiste una
sottosuccessione (non rinominata) ed un elemento L, in V” tale che {J,, },en converge
a L debole* in V”. Essendo J bigettiva, esiste v, in V tale che L = J, . Dalla
definizione di convergenza debole* in V" (vedi 1.1.18), segue che per ogni f in V' vale
che

lim J,, (f) = Jo.(f);

n—-+o00

in altri termini, vale che

lim f(vn) = f(veo),

n—-+o0o

cioe {v, nen converge debole in V a vy, (vedi 1.1.18). O

Proposizione 1.1.39. Sia V uno spazio di Banach riflessivo. Supponiamo che V' sia
separabile. Data f in V' vale che

£l = max{|f(v)| [veV [jv]y <1}

Dimostrazione. Per la definizione di norma operatoriale (vedi 1.1.9), esiste una succes-
sione {vy, }nen in V tale che |lv,|ly <1 per ogni n in N e che

, = i .
£l =l [£()
Per il teorema 1.1.38, esiste vy, in V tale che, a meno di sottosuccessioni (non rinominate),
{vn }nen converge debolmente in V a v.,. Essendo la norma debolmente semicontinua
inferiormente (vedi 1.1.21), |jvs|| < 1. Dalla definizione di convergenza debole (vedi
1.1.18), si conclude che

Fllyr = Tim[fon)] = [f (o)l

1.2 Operatori compatti

Definizione 1.2.1 (Operatore compatto).

Siano X uno spazio normato, Y uno spazio metrico e f : X — Y una funzione. Si
dice che f é un operatore compatto se 'immagine di ogni sottoinsieme limitato di X ¢
relativamente compatta in Y. Equivalentemente, f & un operatore compatto se per ogni

successione limitata {2, }nen in X, {f(2,)}nen ha una sottosuccessione convergente in
Y.

Osservazione 1.2.2. In generale, un operatore compatto non ¢ continuo. Basta pensare
ad funzione da uno spazio normato connesso ad uno spazio metrico che ha come
immagine un insieme formato da due punti.
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Proposizione 1.2.3. Siano X,Y spazi normati e A : X — X un operatore lineare e
compatto. Allora A ¢ continuo, cioé se {x,nen € una successione che converge ad T
in X, vale che { Az, }nen converge ad Az, in Y.

Dimostrazione. Sia {x,},en una successione che converge ad z., in X. Dobbiamo
mostrare che {Az,},eny converge ad Az, in Y. Per linearita, si puo supporre che
Too = 0. Se {z,}nen € 0 definitivamente, la tesi & banale; allora, a meno di passare a
sottosuccessioni, non rinominate, possiamo supporre che x,, # 0 per ogni n in N. Quindji,

la successione {wa_nl\} ¢ limitata. Essendo A un operatore compatto, la successione
nlX

{AH;—"”} ¢ limitata in Y da una costante M. In altri termini, per ogni n in N vale
mIX ) neN

che
HAH -

anX

< M.

¢
Riarrangiando i termini, si trova che per ogni n in N vale che

[Aznly < M [|2n]y -

Siccome {z, }nen tende a 0 in X, allora {Az, } ey tende a 0 in Y. O

1.2.1 Approssimazione di operatori compatti

Proposizione 1.2.4. Siano X uno spazio normato, Y uno spazio metrico completo,
{fn}nen una successione di operatori compatti tra X e Y. Sia fo : X — Y tale che
{fn}nen converge ad f., uniformemente in ogni insieme limitato di X. Allora fo & un
operatore compatto.

Dimostrazione. Sia A un insieme limitato in X. Dobbiamo dimostrare che f,.(A) &
relativamente compatto in Y, cioé che f,(A) é compatto in Y. Essendo Y uno spazio
metrico completo, ¢ sufficiente mostrare che fo(A) ¢ totalmente limitato; tuttavia,
questo & equivalente a richiedere che f,,(A) sia totalmente limitato.

Sia dato un numero positivo . Per le ipotesi di convergenza, esiste n in N tale che

sup{dy(fn(2); foo(z)) | © € A} <

r
5 .

Essendo f,,(A) relativamente compatto, allora é totalmente limitato. Esistono dei punti
{y1;..;ye}t in Y tali che

fa(A) C QB (y g) :

Per la disuguaglianza triangolare, possiamo concludere che

foo(A) C U B(yi;r).

[]

Lemma 1.2.5 (Proiezione non lineare).

Siano Y uno spazio normato, C' un insieme convesso in Y, K un insieme compatto
contenuto in C. Sia dato un numero positivo €. FEsistono un sottospazio Y. di Y avente
dimensione finita, un insieme compatto convesso K. contenuto in C Y. e un operatore
continuo P. : K — K. tale che |P.(y) — y|| < e per ogniy in K.
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Dimostrazione. Sia dato un numero positivo €. Essendo K totalmente limitato, esistono
dei punti {yi,...;yx} in K tali che

k
K C UB(yZ-;s) = A..

i=1
Definiamo Y. := Span{yi;...;yr}. Per ogni i in {1;...;k}, definiamo la funzione
"conetto" ¢; : Y — R tale che

¢i(y) = max{0;e — [ly — will}-

Si osserva facilmente che per ogni x in A, vale che

Z ¢i(y) > 0.

=1

Pertanto, per ogni i in {1;...;k} possiamo definire ); : A. — R tale che

M) = 2

Z c;i(y)

J=1

Ovviamente \; é ben definita in K e per ogni y in K vale che

k
Z Aily) =1
i=1
Definiamo, infine, la combinazione convessa di {\(y);...; \e(y)} ovvero la funzione

P.: K — K, tale che
k
P.(y) =Y _ Ny
i=1

Osserviamo che P. assume valori in Y, ed in C' (essendo un insieme convesso). L’im-
magine di P. ¢ contenuta nell’inviluppo convesso di un numero finito di punti, cioe
{y1;...;yx}, che ¢ un insieme compatto convesso che denotiamo con K.. Inoltre, per
ogni y in K valgono le seguenti stime:

|P-(y) —yll = Zki(y)yi — (Z Ai(y)> y
k
= ZAi(y)(yi—y)

k

< AW v —
=1

Infine, osserviamo che la funzione P. é ovviamente continua perché composizione di
funzioni continue (le proiezioni finito dimensionali e le funzioni "conetto"). O
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Teorema 1.2.6 (Approssimazione non lineare di operatori compatti).

Siano Y uno spazio normato, C' un insieme convesso in Y, K un insieme compatto con-
tenuto in C' e f: C'— K un operatore. Esistono una successione di sottospazi {Y,}nen
di dimensione finita in Y, una successione di insiemi compatti convessi { K, }nen tali
che K, ¢ contenuto in Y,, NC per ogni n in N, ed una successione di operatori { f, }nen
tali che f, : C — K, per ogni n in N che converge ad f uniformemente in C. Inoltre,
se f ¢ continua, {fn}nen € una successione di operatori continui.

Dimostrazione. Per ogni n in N, applichiamo il lemma 1.2.5 con € = % Troviamo un
sottospazio Y, di dimensione finita, un insieme compatto convesso K, contenuto in
CNY, ed una mappa P, : K — K, tale che per ogni y in K vale

SRS

1Pu(y) —yll <

Definiamo f,, := P, o f. Per costruzione I'immagine di f,, € contenuta in K,. Inoltre,
essendo f a valori in K, per ogni n in N per ogni x in C' vale che

S|

[fn(z) = F(@)l = 1 Pa(f(2)) = ()] <

Per il lemma 1.2.5, la successione { P, } ey ¢ formata da operatori continui; pertanto, se
f e continuo, {P, o f},en € continuo. H

Osservazione 1.2.7. Dal teorema 1.2.6 non possiamo concludere che se f ¢ lineare anche
le approssimanti sono lineari. Infatti, esistono operatori lineari che non possono essere
approssimati uniformemente da operatori lineari con I'immagine contenuta in sottospazi
di dimensione finita.

1.2.2 Teoremi del punto fisso

Ricordiamo il teorema di Brouwer.

Teorema 1.2.8 (Brouwer).
Siano d un intero positivo e B una palla centrata nell’origine in RY. Sia f : B — B
un’applicazione continua. Allora f ammette almeno un punto fisso.

Corollario 1.2.9. Sia d un intero positivo e C' un insieme convesso e compatto in R
Sia f: C'— C un’applicazione continua. Allora f ammette almeno un punto fisso.

Dimostrazione. Sia B una palla chiusa che contiene C. Sia P : B — C' la proiezione su
un convesso chiuso. Poniamo f : B — B tale che f = f o P; per il teorema 1.2.8, f
ammette almeno un punto fisso z in B. Poiché z = f(P(z)) e f ha immagine in C, vale
che z ¢ in C. Allora P(x) = x e concludiamo che z = f(x). O

Teorema 1.2.10 (Schauder).
Siano Y uno spazio normato, C un insieme convesso in Y e K un sottoinsieme di C
compatto. Sia f: C'— K un operatore continuo. Allora f ammette almeno un punto

fisso.

Dimostrazione. Per il teorema di approssimazione non lineare (vedi 1.2.6), per ogni n in
N esistono un sottospazio Y,, di dimensione finita, un insieme K,, compatto e convesso
contenuto in Y, N C e un operatore f, : C — K, tale che la successione {f,}nen
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converge uniformemente ad f in C. Per ogni n in N denotiamo con fn K, = K, la
restrizione di f, a K,. Essendo K, convesso e compatto in un sottospazio di dimensione
finita, il corollario al toerema di Brouwer (vedi 1.2.9) garantisce che per ogni n in N
esiste z,, in K, tale che fn(xn) = z,. La successione {f(x,)}n.en & contenuta in K
per compattezza, a meno di sottosuccessioni, non rinominate, esiste v, in K tale che
{f(zn) }nen converge ad yo.. Proviamo che anche {z, },en converge ad y... Per ogni n
in N valgono le seguenti stime:

Fal@a) = | < 1) = F@n)|+ 1) = el

I = 9ol = |

Osserviamo che il primo addendo ¢ infinitesimo perché la successione { f,, },en converge
a [ uniformemente in C'; il secondo addendo ¢ infinitesimo per definizione di y... In
conclusione, dalla continuita di f segue che

feo) = lim  f(2) = Yoo-

n—-+o0o

Possiamo dare un esempio di applicazione del teorema di Schauder.

Teorema 1.2.11 (Esistenza di soluzioni per equazioni differenziali ordinarie).
Siano dato ty in R, ug in R¥ e due numeri positivi § ed r. Poniamo

R = [ty — 0,10 + 0] X Blug;r).
Sia f: R — R* una funzione continua. Poniamo
M = sup{|f(t;u)| | (t;u) € R}

Sia 6o un numero reale in (0,0) tale che Moy < r. Esiste una soluzione del problema di
Cauchy

{uzf@M

u(to) = Ug

definita in [to,to + 6o a valori in B(ug;r).

Dimostrazione. Sia Y lo spazio metrico delle funzioni continue tra [to, o + do] ed R*.
Poniamo

C ={ueY | u([to,to + do]) C Blug;r)}.
L’insieme C' & ovviamente un convesso di Y. Definiamo
K = {u € C | u ¢ lipschitziana con costante L, < M}.
Per il teorema di Ascoli-Arzela, K € un sottoinsieme compatto di Y. Definiamo

I'operatore di Volterra ® : C' — K associato al problema di Cauchy tale che per ogni u
in C per ogni t in [tg, tg + do] vale che

[®(w)](t) == ug +/t f(s;u(s)) ds.
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Risolvere il problema di Cauchy equivale a mostrare che I'operatore ® ha un punto fisso.
Verifichiamo che ® & ben definito. Se u ¢ una funzione in C, per ogni t in [tg, to + o]
vale che

Jup — [@()](8)] < / F(s;u(s))] ds < 6ol <.

come segue dalla definizione di M, r e §y. Inoltre, ®(u) ¢ una funzione di classe C tale
che

[P ()] = [f{Eu(®)] < M.

Pertanto, I'immagine di ® é contenuta in K. Se mostriamo che ® & un operatore continuo,
I'esistenza di un punto fisso segue dal teorema di Schauder (vedi 1.2.10). Sia {u, }nen
una successione in C' che converge uniformemente ad una funzione u in C. Essendo f
una funzione uniformemente continua in R, se definiamo g, : [to, to + do] — R” tale che
gn(t) = f(t;u,(t)), la successione {g, }nen converge uniformemente in [to, ¢y + do] alla
funzione g : [to, to + dg] — R* tale che g(t) = f(t;u(t)). Allora, & immediato concludere
che anche la successione delle primitive di {g,}nen che valgono ug in ¢y convergono
uniformemente alla primitiva di g che vale ug in tg. O

Osservazione 1.2.12. Dalle ipotesi del teorema 1.2.11 non si puo dedurre 'unicita della
soluzione. Infatti, ¢ possibile produrre facili controesempi. Osserviamo anche che, se la
mappa [ fosse lipschitziana con costante di Lipschitz minore di 1, potremmo dimostrare
che I'operatore di Volterra ¢ una contrazione e ottenere l'esistenza e 'unicita del punto
fisso tramite il teorema delle contrazioni tra spazi metrici completi.

1.3 Teorema di Baire e conseguenze

1.3.1 Spazi di Baire

Definizione 1.3.1 (F, e Gy).
Sia X uno spazio topologico. Un sottoinsieme di X si dice F), se ¢ unione numerabile di
chiusi, si dice G se ¢ intersezione numerabile di aperti.

Definizione 1.3.2 (Spazio di Baire).

Si dice spazio di Baire uno spazio topologico in cui vale la proprieta seguente: sia
{C, | n € N} una famiglia numerabile di insiemi chiusi aventi ciascuno parte interna
vuota; allora | J C,, ha parte interna vuota.

Osservazione 1.3.3. Sia X uno spazio topologico; sono ovviamente fatti equivalenti:
e X ¢ uno spazio di Baire nel senso della definizione 1.3.2;

e se {C,, | n € N} ¢ una famiglia di chiusi tali che | J C), ha parte interna non vuota,
allora esiste ng in N tale che C),, ha parte interna non vuota;

e se {A, | n € N} ¢ una famiglia numerabile di aperti densi, allora () A, ¢ denso in
X.

Teorema 1.3.4 (Baire).
Gli spazi metrici completi e gli spazi topologici localmente compatti sono spazi di Baire.
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Dimostrazione. Limitiamo la dimostrazione al caso in cui X ¢ uno spazio metrico
completo, quello che useremo in seguito; la stessa idea puo essere adattata al caso in
cui X ¢ uno spazio topologico localmente compatto.

Sia {A, | n € N} una famiglia numerabile di aperti densi. Poniamo

Ay = ﬂ A,

neN

Vogliamo mostrare che A, ¢ denso; ¢ sufficiente provare che se B(xo;79) ¢ una palla
aperta, A, la interseca. Vogliamo costruire una successione di punti {z, }nen ed una
successione di raggi {r, }nen tali che

B(pq1;7m41) € B(wn;mn) N Apyr,

T'n
Tpt1 S —
n

per ogni n in N. Procediamo in maniera ricorsiva. Essendo A; un aperto denso in X,
esiste una palla B(z1;7) tale che

B(xi;m) C Ay N B(xg;mo)-

Supponiamo di aver costruito {z;...;x,} ed {r1;...;r,} con le proprieta suddette.
Essendo A, ;1 un aperto denso, esiste una palla B(z,,1;7,41) tale che

B(ny1;7mm41) C B(wy;m0) N Anya;

inoltre, possiamo assumere che

Tn
Tpt1 < —.
n

Osserviamo che per ogni n > k, vale che z,, appartiene a B(xy;71); ovviamente {ry}ren
¢ una successione infinitesima, quindi {z, },en € una successione di Cauchy in X. Per
la completezza di X, esiste z, in X tale che {z, },en converge ad x.,. Pertanto, z
appartiene a B(xy; 1) per ogni k in N. Per costruzione, vale che

B(zpr1;re41) C Apr N B(aw; 1) © Aggr N B(wo;3 7o)
per ogni k in N. Allora concludiamo che z., appartiene ad A, N B(xg;70). [
Esempio 1.3.5. L’insieme Q dotato della topologia euclidea non ¢ uno spazio di Baire.

Proposizione 1.3.6. Siano X uno spazio di Baire e A un aperto in X. Allora A é uno
spazio di Baire con la topologia indotta da X.

Dimostrazione. Sia {A,, | n € N} una famiglia numerabile di aperti densi in A. Essendo
A un aperto, allora A,, & aperto anche in X per ogni n in N. Definiamo

B, = A, U (A°)°.

Ovviamente, {B,, | n € N} ¢ una famiglia numerabile di aperti in X. Vogliamo mostrare
che B, ¢ denso in X per ogni n in N. Sia B un aperto in X; se BN A # (), allora BN A
é un aperto non vuoto in A che interseca A, per ogni n in N, essendo A,, denso in A;
in particolare, B interseca B, per ogni n in N. Se BN A = (), allora B ¢ un aperto
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contenuto in A% in particolare, ¢ contenuto nella sua parte interna. Allora BN B, # ()
per ogni n in N. Poniamo
A =) An

neN

e mostriamo che é denso in A. Sia B un aperto in A; essendo A aperto, B é aperto
anche in X; pertanto, abbiamo che

0#BnN () B.=((A)°NB)U (BﬂﬂAn>.

neN

Essendo B N (A)° = (), la conclusione segue banalmente. ]

Osservazione 1.3.7. In generale non € vero che un chiuso in uno spazio di Baire € uno
spazio di Baire. Basta considerare X = R?\ {(r;0) | r € R\ Q}: si verifica facilmente
che X & uno spazio di Baire (pur non essendo uno spazio metrico completo né uno
spazio topologico localmente compatto). Allora I'insieme C' = {(¢;0) | ¢ € Q} ¢ un
chiuso a parte interna non vuota in X che & unione numerabile di punti, ciascuno dei
quali ha parte interna vuota in X.

Se X ¢ uno spazio metrico completo o uno spazio topologico localmente compatto
e C' é un chiuso in X, allora C' é uno spazio di Baire. Infatti eredita la struttura di
spazio metrico completo o di spazio topologico localmente compatto da X e si applica il
teorema di Baire (vedi 1.3.4).

1.3.2 Esempi di applicazione del teorema di Baire

Il teorema di Baire € uno strumento essenziale per rendere quantitative informazioni di
natura qualitativa. I prossimi esempi, di vario genere, chiariscono questa affermazione.

Sulla continuita e derivabilita di funzioni reali

Proposizione 1.3.8. Sia [ : (0,400) — R una funzione continua; supponiamo che
esista | in R tale che per ogni x in (0, +00) vale

lim f(nx)=1.

n—+o0o

Allora vale che
lim f(x)=1.

T—+400

Dimostrazione. Sia € > 0 fissato. Per ogni k in N, definiamo
Cy ={z € (0,+00) | |f(nx)—1] <eVn>k}.

Essendo f continua, Cy ¢ un chiuso (infatti ¢ intersezione di chiusi). Per ipotesi, si ha
che

U Cy = (0, +OO).

keN

Per la proposizione 1.3.6, (0,4+00) é uno spazio di Baire; pertanto, esiste ko in N tale
che (Y, ha parte interna non vuota. In altri termini, esistono a < b in (0, 4+00) tali che
(a,b) ¢ contenuto in Cy,. Dunque, per ogni x in (a,b), per ogni n > kg, vale che

|[f(nz) 1] <e.
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Questo ¢ equivalente a richiedere che per ogni x in U (na,nb) vale che

n>kg
[f(z) =l <e.
Per concludere, osserviamo che U (na,nb) contiene una semiretta destra. Infatti, se n
n>kg
¢ abbastanza grande vale che
nb > (n+1)a.

]

Proposizione 1.3.9. Siano X|Y spazi metrici ed f : X — Y una funzione qualsiasi.
L’insieme dei punti di discontinuita di f ¢ un insieme F, (vedi 1.3.1). In particolare,
non esiste alcuna funzione f : R — R il cui insieme dei punti di discontinuita coincide
con R\ Q.

Dimostrazione. Sia € > 0 fissato. Poniamo
D. ={zxeX|Vi>03Ty,ze B(x;0) tali che dy(f(y); f(z)) > .}

Ovviamente xy ¢ un punto di discontinuita per f se e solo se esiste ¢ > 0 tale che
xo appartiene a D.. Mostriamo che D, & un chiuso per ogni € > 0. Sia {x, },en una
successione in D, che converge ad un punto z,,. Sia d > 0; per ogni n in N esistono y,, z,
in B(z,;0) tali che dy(f(y,); f(2,)) > €. Se n ¢ abbastanza grande, y,, 2, appartengono
anche a B(z;d) e questo basta a concludere che D, ¢ un chiuso.

Detto D l'insieme dei punti di f, vale che

D=|JD

n>1

I

3=

pertanto, D é un F,.

Sia X uno spazio di Baire in cui i punti sono chiusi a parte interna vuota. Il
complementare di un insieme numerabile denso B non puo essere un F,. Supponiamo
che esistano {C,, | n € N} chiusi tali che

X\B =[] Ch.

neN

Allora ciascuno dei chiusi C),, ha parte interna vuota. In tal caso, potremmo scrivere X
come unione numerabile di chiusi a parte interna vuota, contro I’assunzione che X sia
uno spazio di Baire.

In conclusione, R\ @ non & un F,; pertanto non puo esistere alcuna funzione
discontinua in tutti e soli i punti di R\ Q. O]

Proposizione 1.3.10. Siano X uno spazio topologico localmente compatto e Y uno
spazio metrico. Sia {fn}nen una successione di funzioni continue tra X ed Y che
converge puntualmente ad una funzione f : X — Y. Detto D ['insieme dei punti di
discontinuita di f, D ¢ un F, con parte interna vuota.

Dimostrazione. Per ogni € > 0 poniamo

D, = {x € X | VU intorno di x Jy, z € U tali che dy(f(y); f(z)) > .}
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Come mostrato in 1.3.9, vale che D, ¢ un chiuso per ogni € > 0 e inoltre

D:UD%.

n>1

In particolare D ¢ un Fj,.
Mostriamo che D, ha parte interna vuota per ogni € > 0. Supponiamo che esista
e > 0 tale che D, contiene un aperto non vuoto A. Per ogni k in N poniamo

Cp { €A ] B fula): F(2)) < 72 Y > k}

Per le ipotesi di continuita e di convergenza puntuale, vale che C} é un chiuso per ogni
k in N (¢ intersezione di chiusi) e inoltre

A:UCk.

keN

Per 1.3.6, A ¢ uno spazio di Baire con la topologia di sottospazio; pertanto, esiste ki in
N tale che C}, ha parte interna non vuota. Sia Ay un aperto non vuoto contenuto in
C,. Per continuita, esiste un aperto A; a chiusura compatta in Ay tale che per ogni

Y,z in Ay vale che
1
dy (fr, (); [ (2)) < e

Dati y, z in Ay, per la definizione di Cy, si ha che

dy(f(y); f(2)) < dv(f(y); frs (1) + dy ([, (2); fir () + du ((2); [ (2))
= lm [dy(fu(y): fra (W) + dy (fa(2); fia (2))] + dy(fi (2); fra (y))

<1+1+1
-+ -+ —¢
4 4 4
5

A\

Tuttavia, A; € un aperto non vuoto contenuto in D.; pertanto, esiste una coppia di
punti y, z in A; tali che dy(f(y), f(2)) > ¢; allora 'assurdo segue banalmente.
Per il teorema di Baire (vedi 1.3.4), D ha parte interna vuota. [

Corollario 1.3.11. Sia f : R — R una funzione derivabile ovunque. L’insieme D dei
punti in cui f' & continua é un Gs denso.

Dimostrazione. Per ogni n in N, poniamo

flz+27") = f(z)
o 7

fn(x) =

per ipotesi, {f,}nen € una successione di funzioni continue che converge puntualmente
ad f’. Per la proposizione 1.3.10, I'insieme dei punti di discontinuita di f’ & un F, con
parte interna vuota; allora I'insieme dei punti in cui f’ é continua & un G5 denso. [

Proposizione 1.3.12. Sia f : R? — R una funzione separatamente continua e nulla
su un insieme denso. Allora f é identicamente nulla.
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Dimostrazione. Procediamo per assurdo; senza perdita di generalita, possiamo assumere
che esista (x;yo) e 6 > 0 tale che

f(zo;y0) > 40 > 0.
Per continuita rispetto alla variabile z, esiste p > 0 tale che

f(x5y0) > 20

per ogni z in [xg — p,xo + p|]. Per ogni k > 1 poniamo

1 1
Cy = {336 [zo — p, w0+ p] | flasy) > Vy € |:y0_E>yO+E:|}-

Mostriamo che Cy é chiuso per ogni k& > 1. Sia {x,},en una successione in Cjy che
converge ad r,,. Per continuita rispetto alla variabile x, per ogni y in [yo — %, Yo + %]
vale che

0 < lim f(z,;y) = f(Too;Y);

n—-+o0o

pertanto, x., appartiene a C}. Essendo f continua rispetto alla variabile y, si ha che

[0 — p, w0+ p) = | Cwi

per il teorema di Baire (vedi 1.3.4), esiste ky > 1 tale che Cf, ha parte interna non
vuota. Pertanto, esistono a < b in [zg — p, o + p] tali che (a,b) ¢ contenuto in Cy,.

Allora, per ogni (z,y) in (a,b) X |yo — k—lo, Yo + k—lo vale che
flz,y) >0 >0;
questo é assurdo, perche il rettangolo (a,b) x [yg — kio, Yo + 1?10] interseca in maniera

non banale il denso in cui f si annulla. m

Proposizione 1.3.13. Sia X linsieme delle funzioni continue e limitate da R in R
dotato della norma del sup. Il sottoinsieme di X dato dalle funzioni continue limitate e
non derivabili in alcun punto contiene un Gs denso (vedi 1.3.1).

Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che X ¢ uno spazio di Banach. Per ogni k in
N definiamo

Cp = {feX ' dx € [k, k] tale che Vh € [—%,ﬂ ]f(x+h)—f(x)|§k;|h|}.

Mostriamo che Cj, & un chiuso in X per ogni & in N. Sia {f, },en una successione in C

che converge uniformemente in R a f.,. Allora, per ogni n in N esiste un punto z,, in

[—k, k] tale che per ogni h in [—%, %] vale che

A meno di sottosuccessioni, possiamo assumere che {x, },en converga ad un punto .,
appartenente a [—k, k]. Allora, per I'ipotesi di convergenza uniforme su R, si conclude
che per ogni h in [— L 1} vale che

k) k
|foo(xoo + h) - foo(xoo>| <k ‘h| ;
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dunque, f,, appartiene a C}.

Vale che per ogni k in N l'insieme C}, ha parte interna vuota. Infatti, dati f in Cy
ed € > 0, ¢ possibile trovare una funzione f. continua affine a tratti, con segmenti di
pendenza maggiore di 2K tale che ||f — f:||x < ¢; in particolare, f. non appartiene a
Ck.

Essendo X uno spazio di Banach, per il teorema di Baire (vedi 1.3.4) vale che

CZ:UCk

keN

é un F, con parte interna vuota.
Infine, e chiaro che se una funzione f & derivabile in un punto xg, esiste 6 > 0 tale
che per ogni h in [—d, +4d] vale che

< 2 f"(wo)|;

‘f(ivo +h) — f(xo)
h

pertanto, 'insieme delle funzioni continue derivabili almeno in un punto é contenuto
in C'. Concludiamo che I'insieme delle funzioni continue non derivabili in alcun punto
contiene un G5 denso. ]

Sulla convergenza debole

Proposizione 1.3.14. Siano V uno spazio normato, {v, }nen una successione in 'V e
Voo un elemento in V. Supponiamo che {v,}n,en converga debolmente a vo, (vedi 1.1.18).
Allora {v, }nen € una successione limitata.

Dimostrazione. Sia V' il duale topologico di V. Come mostrato in 1.1.14, V' & uno
spazio di Banach; per il teorema di Baire (vedi 1.3.4), V' ¢ uno spazio di Baire. Dalla
definizione di convergenza debole (vedi 1.1.18), per ogni f in V’ vale che

lim f(v,) = f(veo);

n—-+0o

in particolare, { f(vy,) }nen € una successione limitata. Per ogni k in N definiamo
Cp ={feV| |f(v,)| <kVneN}

Osserviamo che per ogni n in N la valutazione in v,, & un funzionale continuo da V' in
R; allora, gli insiemi C, sono intersezione di chiusi e quindi sono chiusi. Per ipotesi,

vale che
V/ = U Ck;

per il teorema di Baire (vedi 1.3.4), esiste ky in N tale che Cy, ha parte interna non
vuota. In altri termini, esiste una palla By/(fo;79) contenuta in Cy,. Per definizione,
per ogni g in By/(0; 1) per ogni n in N vale che

|(fo +70g)(vn)| < ko.
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Mostriamo che esiste k; tale che Cy, ¢ intorno di 0 in V’. Per ogni g in By/(0;1) per
ogni n in N vale che

(0] = = 0o +rog = £o) ()
<~ Ua(wn)] + - [(fo + rog) w0
ko ko
<04
o To

A meno di restringere ry, si pud assumere che % sia intero. Pertanto, per ogni g in
By:(0;2) per ogni n in N troviamo che

— /’ﬂo .
Fissato n, per caratterizzazione duale della norma (vedi 1.1.15), troviamo che

4k
lva]| < —.
To

Sulla cardinalita di una base algebrica

Proposizione 1.3.15. Sia V uno spazio di Banach di dimensione infinita; allora V
non ammette una base algebrica numerabile.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista una base algebrica {v, | n € N} di
V numerabile. Per ogni k£ in N, poniamo

Cr = Span({vy;...;vx}).

Gli insiemi C}, hanno parte interna vuota. Altrimenti, esisterebbe v in C}, ed € > 0 tale
che v 4 cviy1 appartiene a C; questo e chiaramente assurdo.

Mostriamo che gli insiemi C} sono chiusi. Innanzitutto {v;...;vx} € una base
algebrica di Cy; la mappa [-] : Cj, — R* tale che

[crog + -+ o] = (e1; -5 )

& un isomorfismo lineare. Se definiamo

||01U1 + 4 ckka/ =

introduciamo in C} una norma che é equivalente alla restrizione della norma definita su
V (tutte le norme in uno spazio vettoriale di dimensione finita sono equivalenti). In
particolare, la mappa [-] : (Cy; ||-]|") — R* diventa un’isometria. Essendo R* completo
rispetto alla norma euclidea, Cj, completo rispetto alla norma ||-||'; allora ¢ completo
rispetto alla restrizione della norma definita su V; dunque, é chiuso in V.

Per il teorema di Baire (vedi 1.3.4), si ha che | J Cy ha parte interna vuota; pertanto,
non coincide con V. O

Esempio 1.3.16. Sia R[z] lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali; ricordiamo
che R[z] ha una base algebrica numerabile. Pertanto, per la proposizione 1.3.15, non ¢
possibile dotare R[z| di una norma che lo renda uno spazio di Banach.

26



1.3. Teorema di Baire e conseguenze

1.3.3 Teorema di Banach-Steinhaus

Teorema 1.3.17 (Banach-Steinhaus, o principio dell’'uniforme limitatezza).
Siano X uno spazio di Banach, Y uno spazio normato e {L;}ic; una famiglia di operatori
continui tra X e Y. Sono equivalenti i sequenti fatti:

e la famiglia {L;}ic; ¢ puntualmente equilimitata, cioé per ogni x in X vale che

sup [|Li(z) [y < +o0;
1€

o la famiglia {L;}icr € limitata rispetto alla norma operatoriale in £ (X;Y) (vedi
1.1.9), cioé esiste M in R tale che per ogni x in X, per ogni i in I vale che

[La(@)lly < M [l -

Dimostrazione. Ovviamente, la seconda condizione implica la prima; allora mostriamo
che la prima implica la seconda. Per ogni k in N, definiamo

Cp = {z € X | ||Li(z)|ly <k Vi € I}.

Essendo le applicazioni L; continue, gli insiemi C} sono intersezione di chiusi; pertanto,
sono chiusi. Inoltre, per ipotesi, vale che

keN

Essendo X uno spazio di Banach, il teorema di Baire (vedi 1.3.4) garantisce che esiste
ko in N tale che Cy, ha parte interna non vuota; in particolare, esiste una palla B(zq; rq)
contenuta in Cj,. In altri termini, per ogni 7 in I per ogni z in B(0; 1) vale che

| Li(xo + roz) |y < Ko.

Dato z in B(0,1) per ogni ¢ in I vale che

1
| Li(w)]ly = o | Li(wo + rox — 20) ||y

1 1

< — |[Li(zo + rox)|ly + — || Ls(20)ly
To To

b

<
To To

Fissato ¢ in I, facendo passando all’estremo superiore tra i vettori di X di norma minore

o uguale ad 1, si trova che

2k
HLl”X(X,Y) S D

T
che ¢ equivalente alla seconda condizione. O

Corollario 1.3.18. Siano X uno spazio di Banach, Y uno spazio normato e {L;}ics
una famiglia di operatori continui tra X e Y. Sono alternativi i sequenti fatti:

o csiste M in R tale che per ogni x in X per ogni ¢ in I vale che

[La(@)lly < M [|]ly;
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e csiste un insieme Gg denso tale che per ogni x in tale insieme vale che

sup (| (@)} = +2c.

Dimostrazione. Per ogni k in N, definiamo
Cp ={xeX| ||Li(z)|y <k Viel}.

Se esiste ky in N tale che C}, ha parte interna non vuota, allora concludiamo come
nella dimostrazione del teorema di Banach-Steinhaus (vedi 1.3.17) che vale la prima
condizione. Se C} ha parte interna vuota per ogni k in N, vale che

-(Ue) -na

¢ un insieme G4 denso (¢ intersezione numerabile di aperti densi e X & uno spazio di
Baire) e = appartiene a D se e solo se

sup {[|Li(2) [} = +oo.

In tal caso, vale la seconda condizione. O

Sulla convergenza della serie di Fourier reale

Osservazione 1.3.19. Data una funzione f : R — R 2n-periodica, ricordiamo la
definizione dei suoi coefficienti di Fourier reali. Per n = 0, si pone

bo(f) = f(t) dt

1 21
2r Jy

per n > 1, si pone
1 2

an(f)=— [ f(t)sin(nt) dt,

f) = %/0 7rf(t) cos(nt) dt

I coefficienti di Fourier reali sono ben definiti se f appartiene ad L?((0,27)). Per ogni
n in N, definiamo la successione delle somme parziali

Snf(x) =bo(f —l—Z&n sin(nz) + b, (f) cos(nx).

Se f ¢ una funzione in L*((0,27)) la successione {Sy f} yen converge ad f in L%((0, 27)).
Osserviamo che per ogni N in N per ogni z in [0, 27] vale che

Snf(x)=bo(f —{—Zak sin(kxz) + bg(f) cos(kx)
1 . .
=bo(f)+ - Z/o f(t)[sin(kt) sin(kz) + cos(kt) cos(kz)| dt

+%Z/ Wf(t) cos(k(t — x)) dt
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Per ogni N in N definiamo il nucleo di Dirichlet

Dy(t) = % Z cos(kt).

Allora, vale che
2m
Suf(e)=w(f)+ [ FODx(t~ 1) it
0
Scrivendo e = cos(kx) + isin(kx), si mostra facilmente che per ogni N in N vale

sin ((N + %) t) |

7 sin (%)

Dy(t) =

Inoltre, é facile vedere che

/OWIDn(t)\ dt:l/oﬂ |Sin‘(sgz(t§)t)| dt

7T 5)\

1 [ [sin ((n+3)1)]

A A
n+1 (n+3)2m sin

_ 2 ( WZ 2) /0 ’ y(y)| dy.

v

Prendendo il limite per N che tende a 400, si trova che

o F00 [
lim |Dn(t)| dt = z/ Isiny] dy = +00.
N=+eo g ™ Jo Y
Proposizione 1.3.20. Sia X lo spazio delle funzioni tra R ed R continue 2mw-periodiche
e a media nulla dotato della norma del sup. FEsiste un insieme G5 denso D tale che
per ogni f in D esiste un insieme Ky che ¢ Gs denso in [0,27] e tale che la serie di
Fourier di f non converge ad f per ogni x in Kjy.

Dimostrazione. Innanzitutto, osserviamo che X ¢ uno spazio di Banach (il vincolo della
media nulla passa ovviamente al limite per convergenza uniforme). Inoltre, per ogni f
in X vale che by(f) =0 (vedi 1.3.19).

Step 1: Sia x in (0, 27) fissato. Osserviamo che la successione { Dy }yen definisce
una famiglia di operatori lineari tra X ed R. Per la precisione, per ogni N in N, vale che

2

Snf(x) = [ f(t)Dn(t —x) dt;

0

gli operatori Sy : X — R sono ben definiti e continui, perché dalla disuguaglianza di
Holder si deduce che

[Sn S (@) < 1l 1PN i 0.2y -

Questo argomento mostra anche che

1S3 (@)l < DN 21 (0,279

vogliamo mostrare che vale 'uguaglianza. Sia N in N fissato; sia {gx }ren una successione
di funzioni continue con le seguenti proprieta:
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o {gr(t) }ren converge puntualmente a sgn(Dy(t — x)) per quasi ogni t in [0, 27];
e per ogni k in N per ogni ¢ in [0, 27] vale che |gx(t)] < 1;
e per ogni k in N vale che ||gx||x = 1.

Allora, per la definizione di norma operatoriale (vedi 1.1.9) e per il teorema di
convergenza dominata, vale che

ISx()l > Jim_[Swou(o)
_ /0 " sen(Dy(t — 2)) Dt — ) dt

2T
:/ Dt — 2)| dt
0

= HDNHLl((O,QW)) :

Avendo dimostrato che la famiglia di operatori {Sy(x)}nyen non ¢ limitata nella norma
di X’ (vedi 1.3.19), possiamo applicare il corollario al teorema di Banach-Steinhaus
(vedi 1.3.18) e concludere che esiste un sottoinsieme D, di X che ¢ un G denso e tale
che per ogni f in D, vale che

sup [Sy f(z)| = +o00;
NeN
in particolare, per ogni f in D, la serie di Fourier non converge in z.
Step 2: Abbiamo mostrato che per ogni ¢ in Q N [0, 27] esiste un insieme D, in X
che ¢ un G5 denso tale che per ogni f in D, la serie di Fourier di f ¢ illimitata in g.

Poniamo
D= () D,
q€QNI[0,27]

Essendo D, intersezione numerabile di aperti densi per ogni ¢ in Q N [0, 27, vale che D
¢ ancora intersezione numerabile di aperti densi; poiché X ¢ uno spazio di Baire (vedi
1.3.4), anche D ¢ un G; denso in X.

Step 3: Abbiamo mostrato che per ogni f in D per ogni x in Q N [0, 27| la serie di
Fourier di f ¢ illimitata in ¢. Fissato f in D, definiamo S*f : [0, 27] — [0, +00] tale che

S*f(x) == sup |Sn f ()]

NeN

Essendo sup di funzioni continue, S*f é una funzione semicontinua inferiormente.
Mostriamo che l'insieme dei punti in cui vale +00 ¢ un G5 denso in [0, 27| che contiene
Q N[0, 27]. Infatti, se poniamo per ogni k in N

A, ={x €[0,2n] | Sif(z) > k},

Ay, ¢ un aperto che contiene Q; pertanto ¢ un denso in [0, 27]. Concludiamo osservando
che

{z €]0,2n] | S*f(x) = +o0} = ﬂ Ay,

keN

che ¢ un Gy denso per il teorema di Baire (vedi 1.3.4). O
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1.3.4 Teorema della mappa aperta

Proposizione 1.3.21. Siano X, Y spazi normati; sia f : X — Y un’applicazione lineare.
Sono equivalenti 1 sequenti fatti:

1. f é aperta;

2. esiste R > 0 tale che
By(0;1) C f(Bx(0; R));

3. esiste un solver quantitativo, cioé esiste s : Y — X ed M > 0 tale che f(s(y)) =y
per ogniy in Y e ||s(y)|lx < M |ly|ly per ogniy in By(0;1).

Dimostrazione. 1 = 2: Essendo f aperta, esiste 1y > 0 tale che
By(O;’f’o) Q f(Bx(O, 1))

Essendo f lineare, vale ovviamente che

By(0;1) C f (BX (0; }O)) .

2 = 1. Sia A un aperto in X; dobbiamo mostrare che f(A) é aperto. Dato z( in A,
¢ sufficiente mostrare che f(A) ¢ intorno di f(x). Sia ro > 0 tale che

Bx (zo;70) C A.

Sia R > 0 tale che
By (0;1) C f(Bx(0; R)).

Essendo f lineare, vale che

f(Bx(xo;70))

f(xo) +7”of(l3x(0 1))
flwo) + = f(Bx(O R))
fxo) + BY(O 1)

B

(f(xo) =)

che & un intorno aperto di f(zg) interamente contenuto in f(A).
2 = 3: Per ipotesi, esiste R > 0 tale che per ogni y in By(0; 1) esiste = in Bx(0; R)
tale che f(z) =y. Usando I’assioma di scelta, possiamo definire una funzione

N

1
si{ver | vl =5} - B0y

tale che f(s(y)) =y e [|s(y)|x < R. Vogliamo estendere s a tutto Y: se y = 0 poniamo

s(y) == 0; se y # 0 poniamo
Y
st) = (572 ) 2l
2 lylly :
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Dato y in Y \ {0} vale che

ot = 1 (5 (57 ) 20k ) =2 57 =

Inoltre, si ha che

lsWllx < 2R |ylly -
3 = 2: Ovvio prendendo R = M. ]

Lemma 1.3.22. Siano Y uno spazio normato e D un sottoinsieme denso di Y. Per
ogni y in Y \ {0} esiste una successione {y, }nen contenuta in D tale che

+o0
Yy = Z Yn
n=1

e tnoltre vale che

D ol <31yl

neN

Dimostrazione. Costruiamo la successione {y,},eny In maniera ricorsiva. Sia y; un
punto in D tale che

1
ly = willy < 5 llyllys
sia yo in D tale che
1
Iy =1~ wally < Il

Supponiamo di aver definito {y1;...;yx} tale che per ogni i in {1;...;k} vale che
1
ly =y = =willy < 5 llylly
scegliamo yx.q in D tale che

1
ly =y = = = yrnilly < gz lvly -

Allora, ¢ chiaro che

=1

dove il limite é inteso rispetto alla norma di Y. Inoltre, osserviamo che

1
ol <y =l + ol < (145 ) ol

inoltre, per ogni k£ > 1 vale che

lyelly <lly—wvi— - —vp1 —wlly + lly —v1 — - — weally
1 1
< o1t ok ylly
3
ZgllyHy-
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Da cio si conclude che

=1
D lyally <3) o 19l = 3 lylly -
n=1

neN

O

Proposizione 1.3.23. Siano X wuno spazio di Banach, Y wuno spazio normato ed
f: X =Y un’applicazione lineare e continua. Sono fatti equivalenti:

1. esiste un solver quantitativo, cioé esiste s : Y — X ed esiste M in R tale che
Fls) =y ells@)llx < Mllyllx per ogniy in Y;

2. se D ¢ un insieme denso in Y, esiste un solver quantitativo in D, cioé esiste
s: D — X ed esiste M in R tale che f(s(y)) =y e ||s(v)|x < M ||yl per ogniy
mn D.

Dimostrazione. Ovviamente, la prima condizione ¢ piu forte della seconda; mostriamo
che la seconda implica la prima. Dato y in Y, per il lemma 1.3.22 esiste una successione
{yn} in D tale che

im ; i =Y,

dove la convergenza ¢ intesa rispetto alla norma di Y, e inoltre

> llyally < 3yl -

neN

Osserviamo che

D sl < MY llyally < 3M Jyll, -

neN neN

Essendo X uno spazio di Banach, esiste x., tale che

n

n1—1>I—&l:loo S(Zh) = Too;
i=1
dove il limite & inteso rispetto alla norma di X (vedi 3.3.4). Poniamo s(y) = Z.

Osserviamo che ||s(y)||x < 3M ||y||y; inoltre, essendo f lineare e continua vale che

fs(w) =1 (ngrfm S(%)) = ngrfw; f(s(yi) = ngrfw;yi =y.

i=1
[

Teorema 1.3.24 (Teorema della mappa aperta).
Siano X, Y spazi di Banach e f : X — Y un’applicazione lineare e continua. Sono fatti
equivalentu:

1. f é surgettiva;

2. f é aperta.
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Dimostrazione. La proposizione 1.3.21 garantisce che se f ¢ lineare e aperta, allora é
anche surgettiva. Mostriamo che vale I'implicazione contraria. Per ogni £ in N poniamo

Cr = [ (Bx(0: k)):;

essendo f surgettiva, {Ck}lreny € una successione crescente di chiusi che invade Y.
Essendo Y uno spazio di Banach, per il teorema di Baire (vedi 1.3.4), esiste kg in N tale
che Cj, ha parte interna non vuota; in altri termini, Cy, contiene una palla By (yo; o).
Mostriamo che esiste k; tale che Cy, contiene By(0;1). Infatti, se scriviamo

1 1
y=—(yo+ yro) — —o,
To To

troviamo che entrambi gli addendi appartengono a f (BX (O; ’;—0)> Ovviamente, non é
0

restrittivo supporre che ’:—g = ky sia un numero intero (a meno di restringere r(); allora,
troviamo che

By(0;1) C Cox, = f(Bx(0;2ky)).
Denotiamo con

D = f(Bx(0;2ky)) N By (0;1);

essendo By(0;1) un aperto in Y, D ¢ denso in By(0;1); inoltre, essendo f lineare, se
y appartiene a D \ {0}; allora m ¢ ancora in D. Per definizione, esiste s ( in
Bx (0; 2k;) tale che

/(- (ai)) =z

Abbiamo ben definito una funzione

_Y_
2llylly

1
5 {y eD ' lylly = 5} — Bx(0; 2k1);

possiamo estenderla ad una funzione s : D — Bx(0;2k;) tale che s(0) := 0 e per ogni y

in D\ {0} vale che
)
st = (5 ) 2ol
2 |lylly !

Is@)llx < 2k lylly -

Sia y in Cy,; per il lemma 1.3.22, esiste una successione {y, tnen in D tale che

L’estensione ¢ tale che

n

Jm Z Yn =Y,

=1

dove la convergenza ¢ rispetto alla norma di Y, e inoltre

D ol <3yl

neN

Per ogni n in N, sia x,, := s(y,). Osserviamo che

D el <D 2k lyall < 6k1 flylly -

neN neN
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Essendo X uno spazio di Banach, esiste x in X tale che

n

lim E T =x,
n—+oo 4

=1

dove la convergenza ¢ rispetto alla norma di X. Per continuita e linearita di f, si ha che
f(z) = y. Inoltre, x appartiene a Bx(0; 2k;). Questo mostra che valgono le inclusioni

By(0;1) € f(Bx(0;2k1)) C f(Bx(0;2k1)) € f(Bx(0; 4ky)).
Come mostrato nella proposizione 1.3.21, si conclude che f é aperta. O

Corollario 1.3.25. Siano X,Y spazi di Banach e sia f : X — Y un’applicazione lineare
continua. Sono fatti equivalenti:

1. f é bigettiva;
2. f ¢é bigettiva e linversa ¢ lineare e continua.

Dimostrazione. Se f & bigettiva, per il teorema della mappa aperta (vedi 1.3.24), f &
anche aperta. Allora f~! ¢ continua; inoltre, f~! ¢ ovviamente lineare. O

Corollario 1.3.26. Siano V uno spazio vettoriale e ||-||,, |||l due norme su V. Suppo-
niamo che V sia completo rispetto ad entrambe le norme e che esiste M > 0 tale che

per ogni v in YV wvale che
[olly < M |[Jv], -

Allora esiste m > 0 tale che per ogni v € V wvale che
mvlly < [loll; -
Dimostrazione. Consideriamo la mappa identita
id = (Vi [-{la) = (V5 [-ll)-
Per le ipotesi, ¢ lineare continua e bigettiva; per il corollario 1.3.25, anche I'inversa
id ™ (Vi) = (V)
é continua; pertanto esiste m > 0 tale che per ogni v in V vale che
[oll, < mlof]; -
O

Corollario 1.3.27 (Teorema del grafico chiuso).
Siano X,Y spazi di Banach e sia [ : X — Y wun’applicazione lineare. Sono fatti
equivalenti:

1. f é continua;

2. il grafico di f & chiuso nel prodotto, cioé se {x,}nen € una successione in X che
converge a Too € {f(zn)}nen € una successione in Y che converge a Yoo, allora

f(xOO) = Yoo-
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Dimostrazione. Ovviamente la prima condizione implica la seconda. Mostriamo che
vale anche il viceversa. Consideriamo in X le norme seguenti:

llly = %,

[l = Nzl + 1 (@)l -

Si mostra facilmente che sono norme e, inoltre, vale che ||z|, < ||z||, per ogni z in X.
Mostriamo che X & uno spazio di Banach rispetto alla norma ||-||,. Sia {z,},en una
successione di Cauchy in X rispetto alla norma ||-||,: allora {z, },en € una successione
di Cauchy in X rispetto alla norma ||-||; e {f(2)}nen € una successione di Cauchy in
Y rispetto alla norma |-||y. Per ipotesi, X e Y sono completi rispetto a queste norme,
quindi esiste zo, in X tale che {z, },en converge ad z rispetto alla norma ||-||« ed esiste
Yoo in Y tale che {f(z,)}nen converge ad y rispetto alla norma |[|-||y. Per I'ipotesi di
grafico chiuso, vale che y,, = f(2s). Abbiamo provato che {z, },en converge ad z
rispetto alla norma ||-||,.
Per il corollario 1.3.26, esiste m > 0 tale che per ogni x in X vale che

m |zl +m | f(@)]ly = m ], < [l

Riarrangiando i termini, si trova che

1—m

If(@)lly <

(1%

che é equivalente alla continuita. O
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Spazi L

2.1 Richiami su misura e integrazione

Sia (X; M; 1) uno spazio misurabile dotato di una misura p.

Teorema 2.1.1 (Beppo Levi, o convergenza monotona). Sia {f, }nen una successione
di funziont misurabili con le sequenti proprieta:

o fu(x) € in [0, +00] per ogni x in X per ogni n in N;

o fu(x) < fura(x) per ogni x in X per ognin in N.

sl [ geany = [ () o

Lemma 2.1.2 (Fatou). Sia {f,}nen una successione di funzioni misurabili tale che
fn(x) € 1in [0, +00] per ogni x in X per ogni n in N. Allora vale che

/ <liminf fn) dp < liminf/ fn dpu.
X n—-+oo n—+oo [

Teorema 2.1.3 (Convergenza dominata). Sia {f,}nen una successione di funzioni
masurabili che converge puntualmente ad una funzione f.. Supponiamo che esista una
funzione misurabile g tale che per ogni n in N per ogni x in X vale che

()] < g().

i [ g di= [ £ du
n—-+oo X X
Definizione 2.1.4 (L?).

Sia f: X — [—00, +00| funzione misurabile. Se p ¢ in [1, +00) definiamo
v = ([ 197 )

[fll ooy = Inf{M € R | |f(2)] < M per quasi ogni z € X}.

Allora vale che

Allora vale che

se p = +oo definiamo
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Per ogni p in [1, +00] definiamo

200 i= {1530 [0, 0c] | Wy < +o0}
dove ~ ¢ la relazione di equivalenza che identifica le funzioni che coincidono quasi

ovunque.

Definizione 2.1.5 (Esponente coniugato).
Sia p in [1, +00]; definiamo il suo esponente coniugato p’ in [1, +oc] tale che

1 1

p D
Lemma 2.1.6 (Disuguaglianza di Holder).
Siano p in [1,400] e p' lesponente coniugato. Siano f,g : X — [—o0, +00] funzioni
masurabili. Vale che

19l sy < Wl Loy 1911 2y -
Lemma 2.1.7 (Disuguaglianza di Minkowski).
Siano p in [1,400] e f,g9: X — [—00, +00| funzioni misurabili. Vale che
If+ g”LP(X) < ||f||LP(X) + HgHLP(X) :

In particolare, LP(X) & uno spazio vettoriale; la funzione ||| 1,y + LP(€2) — [0, 4+00) &
ben definita sulle classi di equivalenza ed & una norma in LP(X).

Teorema 2.1.8. Lo spazio LP(X) dotato della norma |||, € uno spazio metrico
completo.

Proposizione 2.1.9. Se {f,}nen € una successione di funzioni misurabili che converge
in LP ad una funzione f, per quasi ogni x in X vale che { f,(x)}}nen converge a foo(x).

Osservazione 2.1.10. Il sottospazio generato dalle funzioni caratteristiche ¢ denso in
LP(X). Inoltre, se X & un aperto di R? e u ¢ la misura di Lebesgue, LP(X) & separabile
se e solo se p ¢ in [1, +00).

Osservazione 2.1.11. Nel caso di funzioni a valori in RY, utilizzeremo la seguente
notazione:

e dato x in RY, se p ¢ in [1,4+00) denoteremo la norma p- esima del vettore z come

1
d P
o], (z w) |
=1

omettendo il pedice nel caso pitt comune in cui p = 2; se p = 400, invece
2] = max{|zi|};

e se p & in [1,4+00) denoteremo la norma p-esima di una funzione f : X — R? come
1
d P
([ >o10 )
Lp(X) ) Gy

11l ooy = M looll oo ety -

1 ooy = | 171,

se p = 400, Invece, porremo
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2.2 Prodotto di convoluzione

Definizione 2.2.1 (Mollificatore).
Sia p una funzione C>°(R%) con le seguenti proprieta:

e p(z) appartiene a [0, 1] per ogni z in RY;

e p(x)=0se|z| >1;

. /R pla) do = /B L =1

La funzione p é detta mollificatore.
Definizione 2.2.2 (Prodotto di convoluzione).

Sia p : R? — R un mollificatore come nella definizione 2.2.1. Per ogni ¢ > 0, indichiamo
con p. la funzione tale che

o= ko 2)

1

Data una funzione u in L;

(R%), per ogni & > 0, definiamo

us(y) = ux*p:(y) = /Rd p=(z)u(y — x) dx.

La funzione u. ¢ il prodotto di convoluzione tra u e p.. Se u é definita su un sottoinsieme
Q) di R?, la convoluzione & definita in modo analogo estendendo u a 0 fuori da €2.

Osservazione 2.2.3. Ricordiamo che per ogni € > 0 valgono le seguenti proprieta:
e 1. ¢ ben definita a valori in R ed é misurabile;
e se A ¢ il supporto di u, allora il supporto di u * p. & contenuto in A + B(0;¢);

e u. ¢ una funzione C*°(R?) e per ogni multi-indice o in N? vale che

D) = | Dp.(x)uly — ) dv = ux D*p.(x);
Rd

e se u appartiene ad LP(R?) per un certo p in [1, +00], vale che
el o ey < Nlwll 1o ray ;

e se u appartiene ad LP(R?) per un certo p in [1,+00) (+00 ¢ escluso), allora la
successione {u, }.~o converge ad u in LP(RY).

Corollario 2.2.4. Sia Q un aperto di R%. Sia D linsieme delle funzioni limitate a
supporto compatto e denso in LP(QY). Il sottospazio C°(2) é denso in D; dunque C°(2)
¢ denso in LP(S2).
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Capitolo 2. Spazi LP

2.3 Criterio di compattezza in L?

Definizione 2.3.1 (Traslazione).
Siano € un aperto di R%, u :  — R una funzione qualsiasi e h in R¢. Poniamo

se x € ),

oy Jule)
ie) = {O se x ¢ Q.

Definiamo m,4(z) = u(z + h).
Nel seguito identificheremo u con u, assumendo automaticamente che sia stata estesa
a 0 fuori da §2, e 7,u con TLu.

Ricordiamo il seguente criterio di relativa compattezza in spazi di Banach.

Lemma 2.3.2. Siano (X;d) uno spazio di Banach e S un sottoinsieme in X. Sono
fatti equivalenti:

1. S & compatto in X;

2. ogni successione in S ammette una sottosuccessione convergente ad un punto in

S;
3. per ogni r > 0 esiste un insieme K, totalmente limitato in X tale che

S C U B(x;r).

reK,

Teorema 2.3.3 (Criterio di compattezza in LP).
Siano Q un aperto di RY, p in [1,+00) (+o0o ¢ escluso) e F una famiglia in LP(S2).
Assumiamo le sequenti ipotesi:

e () ¢ limitato;
o F ¢ limitata in LP(QY), cioé esiste M in R tale che per ogni f in F vale

||f||LP(Q) < M;

o F ¢ una famiglia equicontinua in LP, cioé per ogni € > 0 esiste d > 0 tale che per
ogni f in F per ogni h in R tale che |h| < & vale che

I = Fllooy < e

Allora F & relativamente compatta in LP(€2).

Dimostrazione. Step 1: Assumiamo che ogni funzione in L”(€2) sia definita su tutto
R? e valga 0 in Q°. Per il lemma 2.3.2, basta mostrare che per ogni 7 > 0 esiste un
insieme F, compatto in LP tale che per ogni f in F esiste g in F, tale che

[ 9||Lp(Q) <.

Sia dato r > 0; scegliamo 6 > 0 corrispondente ad r nella terza ipotesi dell’enunciato.
Sia p un mollificatore come in 2.2.1; poniamo

- 30 (3)
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2.3. Criterio di compattezza in LP

Definiamo
Fro=A{fxps| fET}
Step 2: Verifichiamo che
[f = f= IO5||LP(Q) <r

Supponiamo che p sia in (1, +00). Sia p’ ’esponente coniugato di p (vedi 2.1.5). Per le
proprieta di p (vedi 2.2.1), per ogni x in R¢ vale che

|f # ps(x) = fl2)] =

e+ oi)oto) dy~ [ 1(@oto) o
g | (z+dy) — f()] p(y) dy
= [ (1w d) = F@)l o)) o) dy

L]

3 =
’!ﬁ\‘,_.

< | [ 15400 = 0 o) ay

|
= { y 1f(z +6y) — f(2)]” ply) dyr'

Pertanto, ricordando la scelta di 9, vale che
L1 5osto) = sty do< [ | [ 15000~ 5P o) ]
R

= [ | [ 1500 - s o) ay

< / p(y)r? dy
R4

=rP.
Se p = 1, la dimostrazione data si adatta facilmente.

Step 3: Mostriamo che gli elementi di F sono equilimitati. Supponiamo p in
(1,400); sia p’ 'esponente coniugato di p (vedi 2.1.5). Per ogni = in 2 vale che

sl < [ 1 bl oto) d

V [f(z+0y)lf dy} [ dy}
=[5 [ o] Dol

= c(6;d;p) | 1] 1o ey
< c(d;d;p)M

o=

per una opportuna costante ¢(d; d; p) che dipende soltanto da 0, d e p. La dimostrazione
data si adatta facilmente per p = 1.
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Capitolo 2. Spazi LP

Step 4: Mostriamo che gli elementi di F, sono equi-lipschitziani, cioé che esiste
una costante M’ tale che per ogni f in F vale che

IV f * psl| poo may < M

Supponiamo p in (1,400) e sia p’ 'esponente coniugato di p (vedi 2.1.5). Allora per
ogni x in R valgono le seguenti stime:

9@l = | [ 090 (“5) 5 (-5) @]

1 —
< s [ 100 |9 (57| aw

1 w—a\ | ’
< 5ot 1 llee) </RJVp( 5 >oo dw)

= ¢5(8;d; p) M,

per una certa costante cy(d;d; p) dipendente solo da d,d e p. Questo basta a garantire
che F, é una famiglia equi-lipschitziana. Nel caso p = 1, la dimostrazione data si adatta
facilmente.

Step 5: La famiglia F, é puntualmente equilimitata ed equicontinua; essendo €2
limitato, per il teorema di Ascoli-Arzela, ogni successione { f,, }nen in F, ammette una
sottosuccessione che converge uniformemente a f., in €. In particolare, la convergenza
¢ anche in LP(2). O

2.4 Duale d1 P

2.4.1 Duale degli spazi di successioni

Definizione 2.4.1 (/7).
Sia p un numero reale in [1, +00). Definiamo

Z |xn|p < —l—OO} )

neN

= { {Tn}nen

I, = (Z rxnr”)p.

neN

Per p = +o00, si pone

0> = { {zn}tnen

sup |z, | < —I—oo} ,
neN

[{@ntHloo = sup |za] .
neN

Proposizione 2.4.2. Per ogni p in [1,+00], la funzione [|-[|, ¢ una norma su 7 e (7 ¢
uno spazio di Banach.
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2.4. Duale di LP

Dimostrazione. Se N é dotato della misura che conta i punti, basta osservare che per
ogni p in [1,400] lo spazio 7 & per definizione LP(N) e la norma p su ¢ coincide con la
norma p su LP(N). Tale spazio & completo rispetto alla norma p. O

Proposizione 2.4.3 (Duale di (7).

Siano p in [1,400) e p' il suo esponente coniugato in (1,+00]. Sia (¢7) il duale topologico
di P (vedi 1.1.18). Introduciamo la mappa J : 7 — (£P)' tale che per ogniy in (7 per

ogni x in P vale che
Jy(x) = Z Ynp.
neN
La mappa J ¢é ben definita ed é un’isometria lineare e bigettiva.
Dimostrazione. Step 1: Fissiamo p in [1,400). Per ogni y in ¢ mostriamo che Jy

¢ un funzionale lineare continuo tra [? e R. Per ogni x in /P, dalla disuguaglianza di
Holder segue che

[y ()] < Y Jzal lyal < llyll, 121, -

neN
In particolare, J, ¢ un’applicazione lineare e continua. Dunque, abbiamo provato la
buona positura della mappa J.

Step 2: Abbiamo anche mostrato che vale la seguente stima sulla norma operatoriale

di Jy:

1yl oy < Nyl -
Per concludere che .J & un’isometria, bisogna mostrare che per ogni y in ¢* vale la
disuguaglianza opposta. Supponiamo p = 1; sia € > 0 fissato. Osserviamo che esiste
i in N tale che |y;| > [ly||,, — €. Definiamo la successione z tale che z; = sign{y;} e
x, =0 se n #i. Siccome ||z||, =1, si ha che

[ Tyll o1y = [Ty (@)] = i sign{yi} = |yil = [yl — e

Allora, possiamo concludere che

“JyH(gl)/ > ||yHoo
Se p appartiene a (1,400), data y in ¢7, definiamo z tale che per ogni n in N vale che

[

T = |yn|” " sign{y,}.

Essendo p(p' — 1) = p/, si trova che
2l =D lzal” = > lyal” = Nyl -
neN neN
In particolare, x é in /P. Inoltre, valgono le stime seguenti:

lylly = lyal”

neN

= Z Yn ‘yn‘p ! sign {yn}

neN

= [Jy(@)] < 1yl oy I,

/

p_
= ”JyH(ep)f ”3/le3 :
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Capitolo 2. Spazi LP

Riordinando i termini, si trova che

p’f%
lyll, =Nyl ™ < 9yl -

Step 3: Essendo J un’isometria, ¢ in particolare una mappa iniettiva. Per concludere,
bisogna provare che ¢ surgettiva, cioé¢ dobbiamo mostrare un risultato di rappresentazione
dello spazio duale. Sia L : /7 — R un’applicazione lineare continua. Per ogni n in N,
sia e, la successione che vale 1 al posto n e 0 altrove. Definiamo la successione y in
modo che y, = L(e,) per ogni n in N. Dobbiamo mostrare che y & in ¢*. Come in
precedenza, definiamo x tale che per ogni ¢ in N vale che

-

zi = |yn|" " sign{yn}.

Per ogni n in N valgono le stime seguenti:

Z |yz‘|pl = sz‘yi = Z%L(GD
i=1 i=1 i=1
i=1

<Ll oy || wies
i=1 »
1
n p
=< ||L||(epy (Z |$z’|p>
i=1

-

n P
=< ||L||(eP)/ (Z |yi|p> :
i=1

Riordinando i termini, si trova che

1

n 4
(zw) <Nl
=1

Essendo n arbitrario, possiamo concludere che

191l < 1Ll ery -

Consideriamo il funzionale lineare continuo J,. Osserviamo che coincide con L sul
sottospazione Span{e; | ¢ € N} che ¢ denso in 7. Per continuita, le due applicazioni
coincidono in /P, pertanto L = J,,. O

Osservazione 2.4.4. Se p & in [1, +00), diremo che ¢ & il duale di 7, identificando le
successioni in /7 con funzionali lineari continui tra 2 ed R. In altri termini, gli elementi
di 7" definiscono misure su N assolutamente continue rispetto a quella che conta i punti
(Ie successione in 7" sono le densita rispetto alla misura che conta i punti); tali misure
agiscono sugli elementi di /7 per integrazione.
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2.4. Duale di LP

Definizione 2.4.5. Definiamo i seguenti spazi di successioni:

co = {{xn}neN e/~ ’ lim z, = O} ;

—+00

Coo = {{Zn}nen € € | x,, = 0 definitivamente} ;

C = {{xn}nEN SN

lim z,, esiste ed ¢ reale .
n—-+oo

Osservazione 2.4.6. Si mostra facilmente che ¢y e ¢ sono sottospazi chiusi di £>°. Pertanto
sono spazi di Banach rispetto alla norma di £°°. Invece, ¢, non ¢ un sottospazio chiuso
di £*° e la sua chiusura rispetto alla norma di /> ¢ lo spazio cy.

Osservazione 2.4.7. La dimostrazione data della proposizione 2.4.3 non funziona se
p = +oo. In tal caso, infatti, non ¢ vero che Span{e; | i € N} ¢ denso in [*. Non c’é
un buon teorema di rappresentazione del duale di £°°. In altri termini, I’applicazione
J : 0" — (£°)" ¢ ben definita, ¢ lineare ed ¢ un’isometria iniettiva. Tuttavia, non ¢
surgettiva sul duale di £*°. Sia L : ¢ — R l'applicazione tale che per ogni x in ¢ vale che

L(z) = nl_lgloo T,

L’applicazione L é ovviamente lineare ed é anche continua rispetto alla norma di £°°.
Per il teorema di Hahn-Banach (vedi 1.1.5), si estende ad un’applicazione lineare e
continua definita su tutto £*°, che denotiamo ancora con L. Mostriamo che non esiste
alcuna successione y in ¢! tale che per ogni x in ¢ vale che

L(z) = Z TnYn-

Supponiamo che esista y in ¢! con le proprieta richieste. Per ogni n in N denotiamo
con e la successione tale che e, = 0 se n # m e e = 1; otteniamo che

0= lim e, =L(e,) = Z er Ym = Yn.

m——+00
meN

Dunque y ¢é identicamente nulla; tuttavia, € ovvio che L non ¢ il funzionale nullo su c.

Proposizione 2.4.8 (Duale di ¢).
La mappa J : 0* — (co) tale che per ogniy in € per ogni x in cy vale che

Jy(il?) = Zynxn

¢ ben definita ed é un’isometria lineare e bigettiva.

Dimostrazione. Date y in /' e x in ¢y, vale la stima

[Ty (@) <yl 1o ;

pertanto, l'applicazione J é ben definita. Inoltre, vale la seguente stima per la norma
operatoriale:

1yl ey < Nlwlly -
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Per la disuguaglianza opposta, per ogni n in N, definiamo la successione x in ¢*° tale
che per ogni n in N si ha che z,, = sign {y,}. Per ogni m in N definiamo la successione
2™ in ¢ tale che 27" =z, se n <m ez := 0 se n > m. Allora, si ha che

1yl gy = 1y (&™) =D Juil
i=1

Passando all’estremo superiore in m, si trova che

||JyH(cO)/ = lyll;

dunque J é una isometria. In particolare, ¢ una mappa iniettiva. Bisogna mostrare che
é surgettiva, cio¢ dobbiamo provare un risultato di rappresentazione del duale di ¢y. Sia
L : ¢cg — R un funzionale lineare continuo. Per ogni n in N sia e, la successione che
vale 1 al posto n e 0 altrimenti. Per ogni ¢ in N definiamo y; == L(e;). Per ogni n in N
valgono le stime seguenti:

D lwl =) sign{vi} v
=1 =1

=D _sign{yi} Lie)

=L <Z sign {y;} ei>

> sign{ui} e

i=1

< L g

o0

= 1L oy -

Passando all’estremo superiore in n, troviamo che y appartiene ad ¢'. Inoltre, J, ed L
sono applicazioni lineari continue che coincidono su Span{e; | ¢ € N}, che coincide con
Cso- Pertanto, coincidono sulla sua chiusura rispetto alla norma di ¢*° che é proprio lo
spazio ¢p. Questo dimostra che 'applicazione J & surgettiva su (¢g)’. O

Osservazione 2.4.9. La proposizione 2.4.8 mostra anche che ’applicazione J é surgettiva
sul duale di ¢,. Pertanto, (¢y)" coincide con (co)'.

Proposizione 2.4.10 (Duale di c).

Rappresentiamo ogni successione y in €' come (Yoo; Y13 Y25 - - - Yn; - .- ). Per ogni x in ¢,
ponIamo
Too = lim x,.
n——+00

La mappa J : 01 — ¢ tale che per ogni y in €' per ogni x in ¢ vale che

neN

¢ ben definita ed & un’isometria lineare e bigettiva.
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2.4. Duale di LP

Dimostrazione. Date y in /! e x in ¢, vale la stima

[Ty (@) <yl 12l ;

pertanto, 'applicazione J € ben definita. Inoltre, vale la seguente stima per la norma
operatoriale:

1 ylle < llyll; -

Dobbiamo mostrare la disuguaglianza opposta. Per ogni n in N, definiamo z, =
sign {y,} e oo = sign{y~}. Per ogni m in N definiamo la successione ™ tale che
T =1x,5en <mex =Ty sen >m. Per ogni m in N troviamo che

[ ylle = [y (2™)]

Z TiYi T TooYoo

> - Z |23y
i=1 i>m

= Z |yil + [Yoo| — Z |yl -
1=1 i>m

Passando all’estremo superiore in m, siccome y ¢ una successione in £, si trova che
1yl = > 1l + ool = llll; -
neN

Dunque J ¢é un’isometria e, in particolare, é iniettiva. Per concludere, dobbiamo provare
che é surgettiva, cioé mostrare un risultato di rappresentazione del duale di ¢. Per ogni
n in N definiamo e,, come la successione che vale 1 al posto n e 0 altrimenti. Inoltre,
poniamo e, come la successione che vale costantemente 1. Sia L un’applicazione lineare
continua tra ¢ ed R. Per ogni n in N, poniamo y,, := L(e,); in maniera del tutto analoga
alla proposizione 2.4.8 si mostra che

Z [yn| < +o00.
neN

Pertanto, possiamo porre

Yoo = Lless) = Y L{en).

La successione y cosl definita appartiene ad ¢'; inoltre, si ha che .J, ed L coincidono
sull’'insieme Span{e; | i € NU{oco}}; per continuita, coincidono anche sulla sua chiusura
rispetto alla norma ¢°°, che é esattamente lo spazio c. O

2.4.2 Duale degli spazi L

Ricordiamo il seguente teorema di teoria della misura.

Teorema 2.4.11 (Radon-Nikodym).

Siano X un insieme, M una c-algebra su X, v : M — R una misura con segno,
p: M — [0,400) una misura non negativa. Supponiamo che v sia assolutamente
continua rispetto a p, cioé v(A) =0 per ogni A in M tale che u(A) = 0. Allora esiste
una funzione misurabile g tale che per ogni A in M wvale che

V(A) = /A g du.

Inoltre g appartiene a L'(X, p).
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Proposizione 2.4.12 (Duale di L? - misura finita).

Siano (X; M; p) uno spazio misurabile dotato di una misura p: M — [0,400), p in
[1,+00) (+oo & escluso), p' l'esponente coniugato di p (vedi 2.1.5). Per ogni g in
L7 (X), Uoperatore J, : LP(X) — R tale che

J(f) = /X of dy

¢ ben definito; inoltre ¢ lineare e continuo. La mappa J : LP (X) — (LP(X)) che associa
ad ogni funzione g in LP (X) Uoperatore J, in (LP(Q))' ¢ un’isometria lineare e bigettiva.

Dimostrazione. Step 1: Sia g in L (X). Per la disuguaglianza di Holder, per ogni f

in LP(X) vale che
| 9 du
X

Questo dimostra che I'operatore J, ¢ continuo e vale anche che

[Jo ()] =

HJQH(LP(X))’ < HQHp/-

Pertanto, la mappa J € ben definita; inoltre ¢ banalmente lineare. Dobbiamo mostrare
che ¢ un’isometria, cioé che per ogni g in L*'(X) vale che

||Jg||(Lp(X))/ > ||9||p/-

Supponiamo p = 1. Se ¢ = 0 non c’¢ nulla da dimostrare. Altrimenti, per ogni ¢ > 0
esiste un sottoinsieme A, di misura positiva e finita tale che per ogni z in A, vale

l9(x)[ > gl —€ > 0.

Sia h(x) := 14_(x); nelle nostre ipotesi, i ¢ in L'(X). Valgono le seguenti disuguaglianze:
(gl (A < [ ol do

= / g sgn(g)La, dp
X

< HJg”(Ll(x))/ Isgn(g)La.[l;
= ||Jg||(L1(X))/ 1(Ae).

Segue che per ogni € > 0 vale
9]l —€ < ||Jg||(L1(x))/ 5

da cui si conclude per 'arbitrarieta di €.
Sia p in (1,400). Poniamo

h(z) = |g(x)[" " sgn(g(x)).

Essendo p(p/ — 1) = p/, vale che

/Ihlp duz/lgl”' dyu.
X X
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Valgono le seguenti disuguaglianze:

/ g” du = / g sgn(g) gl " du
X X
< Wyl I1F1,

1
= HJg”(Lp(X))/ HQH;/ :

Riordinando i termini, si trova che

Hng/ < ”JQH(LP(X))"

Pertanto, la mappa J € ben definita ed ¢ un’isometria lineare; in particolare, ¢ iniettiva.
Step 2: Dobbiamo mostrare che la mappa J é surgettiva. Sia L un funzionale
lineare continuo in (LP(X))". Per ogni A in M definiamo

v(A) = L(1,4).

La funzione d’insieme v : M — R ¢ una misura con segno assolutamente continua
rispetto a p. Dalla definizione segue banalmente che v(0)) = 0. Se {A,, | n € N} & una
famiglia di insiemi misurabili a due a due disgiunti, dobbiamo provare che

v (U An> = fy(An).

neN n=1

Per ogni n in N poniamo

denotiamo con

A::UAH.

neN

Essendo p in [1,4+00) (& essenziale che p # +00), per il teorema di Beppo Levi, si ha
che {1, }nen converge a 14 in LP. Allora, dalla continuita di L si deduce che

v(A)=L(14) = lim L(1p,)

n—-+oo
-t (31
= Jm ) (L)

=1

Zy(Ai).

=1

L’assoluta continuita segue dal fatto che se pu(A) = 0 allora 1,4 ¢ 0 quasi ovunque,
pertanto v(A) = L(14) = 0.

Step 3: Per il teorema di Radon-Nikodym (vedi 2.4.11), esiste una funzione
misurabile g in L*(X) tale che per ogni A in M vale che

v(A) = /Ag d.
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Vogliamo provare che g & una funzione in L” (X), che
91l < WLl oy
e che L = J,. Supponiamo p = 1. Mostriamo che per ogni € > 0, I'insieme
Ae = {SU e X[ g(x) = [ILl (p1(x)y +5}

ha misura p nulla. Infatti, valgono le seguenti disuguaglianze:

1(AL) (HLH(Ll(X))' +€) = /,4 g

=/ g L4, du
A.

= V<A5) = L(:[LAE)

<Ll oy Laclly

= ||L||(L1(x))/ p(A:).
Questo ¢ possibile solo se pu(A;) = 0. Analogamente, si mostra che per ogni £ > 0
I'insieme

B. = {z € X | 9(2) < = Ll oy — ¢}

ha misura p nulla. Sappiamo che per ogni insieme A in M vale che
/g 1adu=v(A)=L(1,).
X

Essendo I'insieme delle funzioni semplici denso in L'(X) ed f un funzionale continuo,
per ogni f in L}(X) vale

/ngduzL(f)-

Quindi L = Jy, cioé J ¢ un’applicazione surgettiva.
Supponiamo p in (1, 4+00). Sappiamo che per ogni funzione semplice # vale che

(ég@du:Lw)

Se f & una funzione in L*(X), sia {f,}nen una successione di funzioni semplici che
converge ad f in LP? tale che || f, | < || fll., per ogni n in N. Utilizzando il teorema di
convergenza dominata (¢ essenziale che p(X) < +o00) e la continuita di L, troviamo che

/ 9 f dp= L(f).
X
Per ogni n in N, definiamo g,, come il troncamento di g in [—n, n]. Poniamo

fal@) = |ga(@)]” " sgu(g(x)).
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Per ogni n in N valgono le seguenti disuguaglianze:

/Ign\”/ duz/!gn!”/_l sgn(g) gn dp
X X
Z/LwMWZL%J
X

< Ll zogyy 1l

1
1 p
= [l [l )"

Riordinando i termini, si trova che

19nll, < ILll(po oy -

Osserviamo che la successione {|g,|}nen converge a |g| in maniera monotona. Per il
teorema di Beppo Levi vale che

g1l < TN oy -

Infine, osserviamo che se f & una funzione in LP(X) e {f,}nen € una successione di
funzioni semplici che converge ad f in L”, per ogni n in N vale che

/ngmzum;
X

passando al limite in n, si osserva facilmente che

Lfgdu:LU)

Pertanto, L = J,,. O

Corollario 2.4.13 (Duale di L? - misura o-finita).

Siano (X; M; p) uno spazio misurabile dotato di una misura p : M — [0, +00] non
negativa e o-finita, p in [1,400) (+oo & escluso), p’ l’esponente coniugato di p (vedi
2.1.5). Per ogni g in LY (X), loperatore J, : LP(X) — R tale che

Jo(f) :Z/ng dp

¢ ben definito; inoltre ¢ lineare e continuo. La mappa J : LP (X) — (LP(X)) che associa
ad ogni funzione g in LP (X) Uoperatore J, in (LP(Q)) ¢ un’isometria lineare e bigettiva.

Dimostrazione. Per definizione, esiste una successione {X,, },en di insiemi misurabili
in X aventi misura finita la cui unione copre X. Inoltre, non é restrittivo supporre che
X, sia contenuto in X, per ogni n in N. Sia L : L?(X) — R un’applicazione lineare e
continua. Per ogni n in N, L induce per restrizione un’applicazione lineare e continua
L, : LP(X,) — R; inoltre, vale banalmente che

[l oy < I oy -
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Capitolo 2. Spazi LP

Detto p’ I'esponente coniugato di p (vedi 2.1.5), per la proposizione 2.4.12, per ogni n
in N esiste un’applicazione g, in L” (X,,) tale che per ogni f in LP(X,) vale che

Lo(f)= [ fon dp.

Xn

Inoltre, abbiamo anche mostrato che

gl 2o ) = 1l 2o,y -

Osserviamo che per ogni n in N vale che g,(x) = gn+1(x) per quasi ogni x in X,,. Infatti,
per ogni f in LP(X,,) vale che

/ gnf d,u:/ Gn+1f d,u:/ Gny1f dp.
n Kn+1 n

Questo ¢ sufficiente ad affermare che possiamo ben definire una funzione misurabile
g : X — R tale che g(z) == g,(z) se z & in X,,. Se p’ # +o0, per il teorema di Beppo

Levi vale che
P o P 14
o dn= i [l < I

Del resto, anche nel caso in cui p’ = +00 si deduce analogamente che
191 oo sy < LM 21y -
Dunque g ¢ in L” (X). Data f in LP(X), denotiamo con f, := flx, per ogni n in N.

Ovviamente {f,},en converge a f in LP; per continuita di L, possiamo scrivere che

L(f)= lim L(f,) = lim Gnfn dp = §r+n /gfﬂxn du=/fg 14
n n [ee] X X

n—-+00 n—-+0o X

dove l'ultima uguaglianza segue dal teorema di convergenza dominata (infatti, per la
disuguaglianza di Holder, |fg| ¢ una dominazione ammissibile in L!(X)).

Abbiamo mostrato che per ogni L in (LP(X)) esiste g in L (X) tale che per ogni f
in L?(X) vale che

L(f)z/xfg dp

e inoltre vale
91l 2 ey < L )y -
Del resto, dalla disuguaglianza di Holder deduce che

ILCOT < N ooy 19N o )
da cui segue banalmente che
HLH(LP(X))’ < ||gHLp’(X)'

In conclusione, abbiamo mostrato che 1'applicazione J : L (X) — (LP(X))’ ¢ un’isome-
tria lineare e bigettiva. O]
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Osservazione 2.4.14. Se (X; M; u) é uno spazio misurabile dotato di una misura p non
negativa e o-finita, abbiamo dimostrato che il duale di L'(X) ¢ isometrico a L>(X).
A meno di casi molto banali, L' & separabile, mentre L> non é separabile. Questo
mostra che il viceversa della proposizione 1.1.35 ¢ generalmente falso. Sia Q = (—1,1)
con la misura di Lebesgue; possiamo definire il funzionale L : C2°(2) — R tale che
L(f) = f(0). Ovviamente L ¢ lineare e continuo rispetto alla norma di L*. Per il
teorema di Hahn-Banach (vedi 1.1.5), esiste un’estensione lineare e continua a tutto
L>(£2), che denotiamo ancora con L. Vogliamo mostrare che non esiste alcuna funzione
g in L'(2) tale che per ogni f in C°(Q) vale che

| s@ate) de = L) = 1(0)
Se cosi non fosse, potremmo scegliere una successione { f,, }nen in C°(€2) con le seguenti
proprieta:
e f,(0) =1 per ogni n in N;
e 0 < fu(x) <1 perogninin N per ogni x in §;
e f,(x) =0 per ogni n in N per ogni z tale che |z| > 271

Per il teorema di convergenza dominata si ha che

1= lim L(f,) = lim fu(x)g(z) doz =0,

n——+oo n——+oo Q

che & chiaramente assurdo. Si dimostra che se (X, M, 1) & uno spazio di misura allora
il duale di L*(X) ¢ isomorfo allo spazio di tutte le misure finitamente additive e
assolutamente continue rispetto a p che agiscono per integrazione.

Osservazione 2.4.15. Siano K uno spazio metrico compatto e C°(K) lo spazio delle
funzioni continue a valori reali dotato della norma del sup. Si pud dimostrare che per
ogni L : C°(K) — R lineare e continua esiste una misura y con segno regolare e limitata
tale che

L)~ [ 1dn

2.4.3 Debole e debole* compattezza in L?

I teoremi di rappresentazione del duale consentono di riformulare la convergenza debole
e debole* in L? in maniera piu concreta.

Proposizione 2.4.16. Siano (;M; p) uno spazio misurabile dotato di una misura
o-finita u, p in [1,+00), p' l'esponente coniugato (vedi 2.1.5) € {vy, }nen una successione
in LP(Q2). Sono fatti equivalenti:

o {v,}nen converge debolmente in a vy, in LP;

e per ogni w in LP (Q) vale che

n—-+o0o

lim vpw dp = / VooW dL.
Q Q
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Capitolo 2. Spazi LP

Dimostrazione. Sia p in [1,400). Per definizione di convergenza debole, per ogni f in
(LP(Q2))" vale che
lim f(v,) = f(Veo)-

n—-+o0o

Per il teorema di rappresentazione del duale di L? (vedi 2.4.13), deduciamo immediata-
mente che per ogni w in L (Q) vale che

lim vpw dp = / Voo W d .
Q Q

n—+00
L’altra implicazione & ovvia. O

Osservazione 2.4.17. Supponiamo che (£2; M; ) sia uno spazio misurabile dotato di una
misura finita. Siano py, ps in [1,400), p| e p), i corrispondenti esponenti coniugati (vedi
2.1.5). Supponiamo p; > peo; allora p| < pi. Essendo u(€2) finito, vale il contenimento

LP2(Q) C LM ().

Sia {v,, }nen una successione in L”' (Q) N LY () che converge debolmente ad una funzione
Us in LP'. Per la proposizione precedente, questo € equivalente a richiedere che

lim Upw dp = / UsoW dft,
Q Q

n—-+o0o

per ogni w in LP1(Q). In particolare u,, appartiene a LP*(Q) e vale che

n—+oo

lim Upw dp = / UooW dft,
Q Q

per ogni w in LPQ(Q), per il contenimento tra LP> e LPi. Per la proposizione 2.4.16,
questo € equivalente a richiedere che {u,},en converge ad u,, debolmente in LP?. In
altri termini, la convergenza piu debole di tutte ¢ quella debole in L*().

Osservazione 2.4.18. In analogia all’enunciato della proposizione 2.4.16, diciamo che se
p = +00, {V, Jnen converge debole* a vy, se la successione di funzionali L, : L*(Q2) — R
tali che

L,(w) = /Qvnw du

converge debole* (vedi 1.1.18) al funzionale L, : L'(2) — R tale che

Lo (w) = /Qvoow dp.

Questo ¢ equivalente a dire che per ogni w in L*(§2) vale che

lim vpw dp = / VooW d .
n—+00 Q Q
Osservazione 2.4.19. 1 teoremi di rappresentazione del duale di LP possono essere
interpretati in termini di riflessivita (vedi 1.1.37).

Siano (X, M, u) uno spazio misurabile dotato di una misura o-finita p, p in (1, +00)
e p' l'esponente coniugato di p (vedi 2.1.5). Allora LP(X) é uno spazio riflessivo.
Innanzitutto, osserviamo che p’ & in (1, 400). Per la proposizione 2.4.13, L (X) ¢&
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2.4. Duale di LP

isometrico a (LP(X))" e LP(X) & isometrico a (L¥ (X))". Sia ¥ : (L?(X))" — R un
funzionale lineare e continuo. Abbiamo mostrato in 2.4.13 che la mappa J : L7 (X) —
(LP(X))’ tale che per ogni f in L (X) per ogni g in LP(X) vale che

/fgdu

¢ un’isometria lineare e bigettiva. Dato L in (LP(X))" denotiamo con f;, 1’elemento di
L (X) che lo rappresenta. Osserviamo che, per composizione, © := Wo J : L’ (X) = R
¢ un funzionale lineare e continuo; pertanto, esiste g in LP(X) tale che per ogni f in

LP (X) vale che
= / fg dp.
X

In altri termini, per ogni L in (LP(X))’ vale che

U(L)=0O(fr) = /Xng dp = L(g).

Questo é sufficiente a concludere.

Proposizione 2.4.20. Siano (2; M; 1) uno spazio misurabile dotato di una misura
o-finita pu, p in [1,400], p' Uesponente coniugato (vedi 2.1.5), D un sottospazio denso
in LP (Q) e {v, tnen una successione limitata in LP(Q). Supponiamo che esista vs in
LP(QY) tale che per ogni w in D wvale

lim vpw dp = / VsoW dt.
Q

n——+0o0o Q
Allora {v, }nen converge a v, debolmente in LP se p ¢é finito, debole* se p = +o0.

Dimostrazione. Per quanto osservato in 2.4.16 e 2.4.18, basta mostrare che per ogni w
in L (Q) vale che

lim vpw dp = / UsoW d.
Q

n—-+o0o Q

Sia data w in L” (). Sia M una costante che limita in norma la successione {v, }nen e
Uso. Sla € > 0 fissato. Scegliamo w, in D tale che

Hw - w€||p’ S €.

Scegliamo ng in N tale che per ogni n > ny vale che

/vnwa du — / Voo We d,u‘ <e
Q Q

Allora, per ogni n > ng vale che
/vnw du — / VU We du'
Q Q

/vnw d,u—/voow du' <
Q Q
/vnws du—/voow6 du‘
Q Q
/voows du—/voow du’
Q Q

< lonll, llw = well,y + & + [[voo]l, llwr = well,,
<e(2M +1).

+

+

La tesi segue banalmente. O]
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Proposizione 2.4.21. Siano d > 1 un intero, Q un aperto di R?, p in (1,4o0] (1
escluso), p' l’esponente coniugato di p (vedi 2.1.5) e {v, }nen una successione limitata
in LP(Q). Allora esiste una sottosuccessione, non rinominata, e una funzione v, in
LP(Q) tale che {v,}nen converge a vy debolmente in LP(SY) se p & finito, debole* in
LP(Q) se p = 4o00. In altri termini, per ogni u in L (Q) si ha che

lim v dr = / Vool d.
Q Q

n—-+00

Dimostrazione. Per ogni n in N definiamo L,, : L” () — R tale che

L,(u) = /Qvnu dx.

Come provato in 2.4.13, osserviamo che {L, },en € una successione ben definita di
funzionali in (LP'(Q2))’ e per ogni n in N vale che

||Ln||(LP’(Q))’ = ”UNHLP(Q)'

Pertanto, {L,},cy & una successione limitata in (L' (Q))’. Ricordiamo che se p &

in (1,4oc], allora p’ ¢ in [1,400); in particolare, LP (Q) ¢ uno spazio di Banach
separabile. Per il teorema di Banach-Alaoglu (vedi 1.1.22), esiste una sottosuccessione
(non rinominata) ed un funzionale L, in (LP'(2))’ tale che { Ly, }nen converge debole* a
L. Essendo p' in [1, +00), per il teorema di rappresentazione del duale di L¥' (Q) (vedi
2.4.13), esiste una funzione v, in LP(f2) tale che per ogni u in L¥ () vale che

Loo(u) = /Qvoou dx.

Poiché { Ly, }nen converge debole* a L., (vedi 1.1.18), per ogni u in LP' () vale che

lim wy, dr = | uvs dz.
n—-+oo Q Q
O

Esempio 2.4.22. Un enunciato come quello della proposizione 2.4.21 non puo essere vero
se p = 1, nel senso che se {v, }en € una successione limitata in L'(Q) non ¢ detto che
esista una sottosuccessione (non rinominata) e una funzione vy, in L'(2) tale che per
ogni u in L*>°(Q2) vale che

lim vpu dr = / Voot d. (2.1)
Q Q

n—-+00
Infatti, sia Q = (—1,1) e {v, }nen tale che

Up = 77,]1[0 ;]-

n

Sia v in L'((—1,1)) tale che (2.1) vale per ogni u in L. Se u ¢ in C°((—1,1)), per
il teorema della media integrale, vale che

1 1 1
/ YU dr = lim v, dr = lim n/ @ dz = ¢(0). (2.2)

1 n—+oo [_4 n——+00 0

Sia {¢n nen una successione di funzioni C2°((—1,1)) tale che
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2.4. Duale di LP

e ©,(x) ¢in [0,1] per ogni n in N per ogni z in [—1, 1];
e ©,(0) =1 per ogni n in N;
e {¢n}nen converge puntualmente a 0 per ogni x in (—1,1) \ {0}.

Da (2.2), applicando il teorema di convergenza dominata, si trova che

1
0= lim Onloo dz = lim ¢,(0) = 1.
n—-+o0o 1 n—-+o0o
A completamento di questi esempi, enunciamo il seguente teorema, di cui non
presentiamo la dimostrazione.

Teorema 2.4.23. Sia ¢ : R — [0, +00) una funzione boreliana a crescita superlineare,
cioe tale che
¥(p)

R AN
|p|—+o00 |p|

Siano (;M; p) uno spazio misurabile dotato di una misura finita. Sia {v,}neny una
successione in L*(Q) tale che
/ U(vn)dp < M
Q
per ognin in N. Allora esiste una sottosuccessione, non rinominata, ed una funzione
Voo 1 L' (Q) tale che {v, }nen converge debolmente a vo, in L'(£2).
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Capitolo 3
Spazi di Hilbert

3.1 Spazi vettoriali dotati di un prodotto scalare

Definizione 3.1.1 (Prodotto scalare).
Sia V uno spazio vettoriale reale; si dice che < -,- >: ¥V x V — R ¢ un prodotto scalare
su V se ¢ una forma bilineare, simmetrica e definita positiva.

Lemma 3.1.2 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz).
Siano V uno spazio vettoriale reale e < -, > un prodotto scalare su V. Allora per ogni
v,w in V vale

|<v,w > <V/<o,v>/<w,w>.
Dimostrazione. Per ogni t in R, osserviamo che
0<<v+twv+tw>=<v,v>+2 <v,w>+t> <w,w>.
Essendo un’equazione di secondo grado in ¢, la condizione data implica che
<v,w >t — < v ><w,w><0,
che ¢ equivalente alla tesi. O

Definizione 3.1.3 (Norma indotta da un prodotto scalare).
Siano V uno spazio vettoriale e < -, - > un prodotto scalare su V. Definiamo ||| : V — R
tale che ||v|| == /< wv,v>. ||-|| & detta norma indotta dal prodotto scalare < -,- >.

Osservazione 3.1.4. La funzione ||-|| : V — R definita in 3.1.3 ¢ una norma:

e ||v| ¢ ben definita e vale 0 se e solo se v = 0 perché il prodotto scalare ¢ definito

positivo;
e ||-|| ¢ ovviamente omogenea;
e ||-|| soddisfa la disuguaglianza triangolare. Infatti, dati v,w in V| si ha che

v+ w|® =<v+w,v+w>
= HvH2 + HwH2 +2<v,w >
2 2
< ol + [[w[]” + 2 {[v]| Jw]]
= (lloll + [lwl[)?,

come segue dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz (vedi 3.1.2).
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3.1. Spazi vettoriali dotati di un prodotto scalare

Pertanto, V acquisisce naturalmente una struttura di spazio normato.

Osservazione 3.1.5. Sia V uno spazi vettoriale dotato di un prodotto scalare < -, - >.
Per la definizione di norma indotta (vedi 3.1.3) vale I'identita del parallelogramma:

2 2 2 2
22" + 2 lylI” = [l= + ylI” + llz = yll
per ogni z,y in V.

Teorema 3.1.6 (Frechet-Jordan-Von Neumann).

Sia V uno spazio normato tale che la norma soddisfa l"identita del parallelogramma
(vedi 3.1.5). Allora esiste un prodotto scalare p(-;-) che induce la norma su V. In tal
caso per ogni x,y tn YV vale [identita di polarizzazione

1
psy) =7 (lz+yl* = llz = yl*).

Dimostrazione. Per ogni z,y in V definiamo

1
p(rsy) = 7 (Il +yl* = llz = yl)

e mostriamo che p é un prodotto scalare che induce la norma di V. Ovviamente p ¢
simmetrico e vale p(z;z) = ||z|° per ogni z in V. Pertanto, basta mostrare la linearita
nel primo fattore.

Siano z,y, z in V. Mostriamo che

p(z +y;22) = 2p(x; 2) + 2p(y; 2).
Per I'identita del parallelogramma, vale che
2 2 2 2
2z + 2"+ 2]y + 2" = [lo +y + 22" + lz — yll”,
2 2 2 2
2z =27+ 2y — 2" = lo +y = 22" + |l — y[|"-

Sottraendo, otteniamo che

pr+y;22) == (o +y + 22| — o +y — 22|

1
4
1 2 2 1 2 2
ZZ(2HSC+ZH — 2|z — 7| )+;l(2|!y+2\| =2y — 2[I%)
= 2p(x; 2) + 2p(y; 2).

Mostriamo che
p(x +y;2) = p(x; 2) + p(y; 2).

Per quanto mostrato, vale che
p(x +y:22) = 2p(x + y; 2) + 2p(0; 2) = 2p(x + y; 2).
Pertanto, si ha che
2p(x + y; 2) = p(z +y; 22) = 2p(x; 2) + 2p(y; 2);
allora, basta dividere per 2.
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Rimane da mostrare 'omogeneita nel primo fattore, cioé che per ogni x,y in V per
ogni A in R vale che

p(Az;y) = Ap(z;y).
Per quanto provato, 'identita vale se A = 2; pertanto, si estende per induzione a tutti

i naturali. Osservando che p(—z;y) = —p(x;y), I'identita si estende a tutti i numeri
interi. Se A = ¢ ¢ un numero razionale (a,b in Z \ {0}), vale che

a
bp(gx; y) = plax;y) = ap(x;y);

pertanto, 'identita cercata segue riordinando i termini. Per ’espressione di p, fissati
x,y in V, la funzione p; : R — R tale che

p1(A) = p(x; Ay)

¢ continua; poiché coincide con Ap(z;y) su Q, si conclude che le due espressioni
coincidono ovunque in R. O

Lemma 3.1.7 (Continuita del prodotto scalare).

Siano V uno spazio vettoriale dotato di un prodotto scalare < -,- >; siano {v,nen €
{wy, }nen successioni in 'V convergenti a v e w rispetto alla norma indotta dal prodotto
scalare. Allora, vale che

lim <wv,,w, >=<uv,w >.
n—+00

Dimostrazione. Per ogni n in N, per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, si trova che

< Vp,wp, > — <v,w > << vp,w, > — < vy, w >+ < vp,w > — < v,w >
=< Up, Wy, —w >+ |< v, — v, w >|
< ol fwn = wl + {lw]] lvn — o]

La tesi segue osservando che {||v,||}nen converge a ||v||, pertanto & una successione
limitata. O

Definizione 3.1.8 (Ortogonale).
Siano V uno spazio vettoriale dotato di un prodotto scalare e K un sottoinsieme di V.
Definiamo il sottoinsieme ortogonale a K come

Kt={veV| <v,r>=0Vz € K}.

Osservazione 3.1.9. Se K € un qualsiasi sottoinsieme di uno spazio vettoriale V dotato
di un prodotto scalare, allora K~ & ovviamente un sottospazio vettoriale. Inoltre, per la
continuita del prodotto scalare rispetto alla norma indotta, K+ é anche un sottospazio
chiuso.

Definizione 3.1.10 (Sistema ortonormale).
Siano V uno spazio vettoriale dotato di un prodotto scalare e {v; | i € I} un sottoinsieme
di V. Diciamo che {v; | i € I} ¢ un sistema ortonormale se per ogni ¢, 7 in I vale che

0 sei# 7,
<Ui,1)j>:{ 7&]
1 sei=j.

Diciamo che {v; | ¢ € I} & un sistema ortonormale massimale non esiste alcun sistema
ortonormale che contiene strettamente K. Diciamo che {v; | i € I} & un sistema
ortonormale completo se Span({v; | i € I}) ¢ denso in V.
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Osservazione 3.1.11. Se {v; | i € I} & un sistema ortonormale completo, allora ¢
massimale. Infatti, supponiamo che non sia massimale: esiste v in V tale che |jv|| =1
e < v,v; >= 0 per ogni i in I. In particolare, v appartiene a Span({v; | i € I})*. Se
{Zp}nen ¢ una successione in Span({v; | i € I})* che converge a v rispetto alla norma
di x, per la continuita del prodotto scalare, si ha che

0= lim <ax,v>=<uv,v>=1,

n—-+400

che é chiaramente assurdo.

Osservazione 3.1.12. Sia V uno spazio vettoriale; per il lemma di Zorn é possibile
completare qualsiasi insieme di vettori linearmente indipendenti in V ad una base
algebrica di V.

Se V & dotato di un prodotto scalare e {vy;...;v,} & un qualsiasi sistema di
vettori linearmente indipendenti, possiamo ortonormalizzarli tramite 1’algoritmo di
Gram-Schmidt. Inoltre, sia F l'insieme dei sistemi ortonormali in V che contengono
{v1;...;v,} (dopo averli ortonormalizzati) parzialmente ordinato per inclusione. Dato
J un sottoinsieme di F totalmente ordinato, & ovvio che I'unione di J é un sistema
ortonormale che contiene {vy;...;v,} e che limita J dall’alto. Pertanto, il lemma di
Zorn garantisce l'esistenza di un elemento massimale in F, che é proprio un sistema
ortonormale massimale che contiene {vy;...;v,}.

3.2 Spazi di Hilbert

Definizione 3.2.1 (Spazio di Hilbert).
Sia V uno spazio vettoriale dotato di un prodotto scalare. Si dice che V é uno spazio di
Hilbert se & completo rispetto alla norma indotta dal prodotto scalare (vedi 3.1.3).

3.2.1 Proiezione su un convesso chiuso

Teorema 3.2.2 (Proiezione su un convesso chiuso).
Stano H uno spazio di Hilbert e K un sottoinsieme di H convesso, chiuso e non vuoto.
Sia xo 1 H un punto qualsiasi. Fsiste

min{|lzo — || | y € K}

ed e realizzato da un unico punto che denotiamo con Pk (xy). Allora, é ben definita
Uapplicazione Pk : H — K ed ¢ 1-lipschitziana. Inoltre, Py (xo) & l'unico punto di K
tale che

< Xy — PK(xO),y — PK(Z'()) ><0

per ogni y in K.

Dimostrazione. Esistenza: Sia ¢ in H fissato. Poniamo
D? = inf{|ly — zol| |y € K}.

Sia {y, }nen una successione in K tale che

. 2
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Mostriamo che {y, }nen € una successione di Cauchy. Sia € > 0; scegliamo ng in N tale

che per ogni m > ny vale che
€
lgn = 2ol < D+ <.

Osserviamo che, essendo K un convesso, per ogni n, m in N vale che y”;ym ¢ ancora un
punto in K. Per la definizione di D2, si ha che

i

Applicando 'identita del parallelogramma (vedi 3.1.5), se n,m > ng, si trova che

Yn + Ym
2

> D2

2
Yn + U

2

1y = ymll* = 21y — 20l* + 2 |y — wol|* — 4 ‘

§2D2+g+2D2+%—4D2

<e.

Pertanto, {y, }nen € una successione di Cauchy; per la completezza di H, esiste 3, in H
tale che {y, }nen converge ad y,, rispetto alla norma di H. Essendo K chiuso, si trova
che y, appartiene a K. Per continuita della norma, vale che

lyoe — @oll* = D,

Unicita: Siano y;,y> due punti di minimo in K. Applicando 'identita del paralle-
logramma come in precedenza, si trova che

Y2+ <9D? 192D — 4D? < 0.

Hm—mW—mm—%W+wm—%W—4

Allora y; = yo = Pg(x¢); in particolare, & ben definita la mappa Px : H — K.
Caratterizzazione: Dato y in K, osserviamo che ty + (1 — t) Pk (x¢) appartiene a
K per ogni ¢ in [0, 1] (infatti K ¢ convesso). Per definizione, si ha che

[0 — (ty + (1 — 1) Px(@0))[| = [lzo — Prc (o)
per ogni t in [0, 1]. Espandendo i termini e prendendo ¢ # 0, si trova che
tlly — Pc(z0)|* > 2 < wg — Prc(0),y — Prc(wo) > .
Allora, prendendo il limite per ¢ che tende a 0T, si ottiene che
0 >< xg — Px(w0),y — Px(xo) >

per ogni y in K.
Unicita della caratterizzazione: Siano zq, z; due punti in K tali che

<zo— 21,y — 21 ><0

< Ty — 29,y — 22 ><0
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per ogni y in K. Valutiamo la prima relazione in y = 25 e la seconda in y = zi;
sottraendo le disuguaglianze ottenute, si conclude che

|22 — 21| <0,

quindi z; = 2s.
Lipschitzianita: Siano x, xs punti in H. Abbiamo mostrato che per ogni y in K
vale che
< x1 — Pg(x1),y — Pi(z1) ><0,

< x9 — Pg(x9),y — Py(x9) >< 0.

Valutiamo la prima relazione in Pk (x2) e la seconda in P (z1). Sommando le disugua-
glianze, si trova

<1 — 2 — (Pg(21) — Pr(22)), Px(22) — Pre(21) >< 0,
che é equivalente a
| Pr(2) — PK($1)||2 << x9 — 21, Px(22) — Pr(x1) > .
Applicando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, si trova che
1Px () = Prc(w)|* < |2 — ||| P (2) = Prc ()
che é equivalente alla tesi. O

Corollario 3.2.3 (Proiezione su un sottospazio chiuso).

Siano H uno spazio di Hilbert e V un sottospazio chiuso di H. Sia Py : H — V la
proiezione su'V definita in 3.2.2. In aggiunta alle conclusioni del teorema 3.2.2, valgono
1 sequenti fatti:

o per ogni x in H, Py(x) é l'unico vettore di V tale che < x — Py(x),v >= 0 per
ognt v 1 V;

e Py ¢ lineare;
e vale lo spezzamento in somma diretta

H=VaV.

Dimostrazione. Osserviamo che V & un convesso chiuso, pertanto la mappa Py ¢ ben
definita e gode delle proprieta enunciate in 3.2.2.
Step 1: Sia z in H; in particolare, per ogni y in V vale che

<x— Py(x),y — Py(x) ><0.
Allora, per ogni v in V vale che
< x— Py(x),(v+ Py(x)) — Py(x) ><0,
<x— Py(z),(—v+ Py(x)) — Py(z) >< 0.
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Segue che per ogni v in V vale che < z — Py(z),v >= 0. Dobbiamo mostrare che Py(x)
é I'unico vettore con questa proprieta. Sia z in V tale che per ogni v in V vale che
< x — z,v >= 0. Allora, per ogni y in V vale che

lz = yl* = llo =z + 2 —y|*
= o=zl +lly -2’ +2<z—22-y>
2 2

= [l = z[I" + [ly — 2|

> ||z — 2|
Questo dimostra che z minimizza la distanza di = da V; per il teorema 3.2.2, possiamo
concludere che z = Py(x).

Step 2: Siano z1, x5 in H e o, 8 in R. Per la linearita del prodotto scalare, per ogni

v in V vale che
< axy + Brg — (aPy(r1) + BPy(2)), v >= 0.

Per la caratterizzazione data al punto precedente, concludiamo che
Pv(Oél’l + ﬁZEQ) = Oépv(xl) + ﬁpv(l’g)

Step 3: Sia z in H. Per quanto dimostrato in precedenza, vale che x — Py(x)
appartiene a V+. Pertanto, possiamo immediatamente scrivere z = (z — Py(r)) +
Py(z), che & la decomposizione di x in una parte su V* e in una su V. Inoltre, tale
decomposizione ¢ ovviamente unica perché VN V+ = {0} (come segue dal fatto che il
prodotto scalare ¢ definito positivo). O

3.2.2 Duale di uno spazio di Hilbert

Teorema 3.2.4 (Teorema di rappresentazione di Riesz).
Sia H uno spazio di Hilbert; Uapplicazione J : H — H' tale che per ogni v in H 7, ¢ il
prodotto scalare per v, cioe

Jy(x) =< v,z >,

¢ ben definita ed e un’isometria lineare bigettiva.

Dimostrazione. Per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, per ogni z,v in H vale che
[Jo(@)] = |< v,z >| < ollg 2] -
Pertanto I'applicazione lineare J ¢ ben definita e inoltre vale che

ol < 1vllgs -

5 (o )| = el

¢ chiaro che J é un’isometria lineare; in particolare, ¢ un’applicazione iniettiva. Per
concludere, basta mostrare la surgettivita. Sia L un funzionale lineare continuo su Hi
in particolare, Ker(L) ¢ un sottospazio chiuso di H. Per quanto mostrato in 3.2.3, &
ben definito lo spezzamento in somma diretta ortogonale

Poiché per ogni v in H \ {0} vale

H = Ker(L) @ Ker(L)*.
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Se L ¢ il funzionale nullo, allora L = Jy. Pertanto, possiamo supporre che Ker(L) sia
un sottospazio proprio di H. Osserviamo che la restrizione di L a Ker(L)* ¢ iniettiva,
pertanto Ker(L)* ha dimensione 1. Sia v, in H tale che

Ker(L)* = Span(vy).

Poniamo

~ L(w)

=0
oI5

Mostriamo che L = J,. Dato x in H esistono « in R e w in Ker(L) tali che
r=av+w.

Del resto, poiché w ¢ in Ker(L), si trova

L(z) = aL(v).

Allora, si ha che

L L

Jy(x) =< v, >=<, Lg;v +w >= % |v]|? = L(z),

perché é facile mostrare che

L(v)

2 =
ol

]

Esempio 3.2.5. Sia H uno spazio di Hilbert e vy in H un vettore non nullo. Un funzionale
allineato (vedi 1.1.6) a v, ¢ definito da

1

[0l

f(w) =

< v,V >

per ogni v in H. Il teorema 3.2.4 mostra anche che é I'unico funzionale lineare continuo
tale che f(vo) = ||voly-

Osservazione 3.2.6. Siano H uno spazio di Hilbert, {v, },en una successione in H e vy,
un vettore in H. Per la definizione 1.1.18, {v, },en converge debolmente in H a v, se
per ogni f in H' vale che

lm  f(v,) = f(Vso)-

n—-+0o

Per il teorema di rappresentazione di Riesz, i funzionali lineari e continui su H sono tutti
e soli i prodotti scalari per un vettore fissato di H. Pertanto, possiamo equivalentemente
dire che {v, }nen converge debolmente in H a v, se per ogni w in H vale che

lim <w,v, >=<w,vy > .
n——+00

Osservazione 3.2.7. Possiamo interpretare il teorema di rappresentazione di Riesz (vedi
3.2.4), in termini di riflessivita. Sia H uno spazio di Hilbert e H' il suo duale: H’
é uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare indotto da H. Per la precisione, se
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f, g sono funzionali in H', esistono (e sono unici) v,w in H tali che f(z) =< v,z > e
g(x) =< w,x > per ogni = in H; allora vale che

< fyg >mw=<v,w>.

Se L ¢ una funzionale in H”, esiste f in H' tale che per ogni g in H' vale che

L(g) =< fvg SH -

Siano v, w, in H tali che f(z) =< v,z > e g(xr) =< w,x > per ogni z in H; allora vale
che

L(g) =< f,9 >w=<wv,wy >=g(v) = Js(9).
Pertanto, L = J,,.

Osservazione 3.2.8. Sia H uno spazio di Hilbert di dimensione infinita. Non & vero
che ogni successione limitata ammette una sottosuccessione convergente in H. Infatti
esiste una successione {e, }n,en di vettori unitari a due a due ortogonali; tale successio-
ne non ammette sottosuccessioni di Cauchy, pertanto non ammette sottosuccessioni
convergenti. Tuttavia, H & separabile e se {v,}nen € una successione limitata, esiste
una sottosuccessione non rinominata che converge debolmente ad un elemento v, in H.
Questo risultato & un corollario del teorema di Banach-Alaoglu (vedi 1.1.22). Infatti,
consideriamo la famiglia di funzionali {f, },en in H' tali che f,(w) :=< v,,w >. Per la
disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, si ha che

ol < llvnlls

pertanto, { f, }nen € una successione limitata in H'. Per il teorema di Banach-Alaoglu,
a meno di sottosuccessioni (non rinominate), possiamo assumere che { f,, }nen converga
debole* a f.,. Per il teorema di rappresentazione di Riesz (vedi 3.2.4), esiste vy, in H
tale che fo(w) =< vs, w > per ogni w in H. Dunque, abbiamo che per ogni w in H
vale che

lim <wv,,w >=< vy, w >;
n—-4o00

ovvero {v, fnen converge debolmente a v.

Proposizione 3.2.9. Siano H uno spazio di Hilbert, {v,}nen una successione che
converge debolmente a v e {wy,}nen una successione che converge fortemente a w.
Allora vale che

lim <wv,,w, >=<uv,w >.
n—+00

Dimostrazione. Dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, per ogni n in N vale che

|< Vpywy, > — < v,w > << v—v,,w >+ |< v, w — wy, >

< |<v=vp,w >+ [|op]] Jlw — w,]| -

Concludiamo osservando che il primo addendo tende a 0 perché {v,},en converge
debolmente a v, il secondo addendo tende a 0 perché {v, },en € una successione limitata
in norma (vedi 1.3.14) e {wy, }nen converge a w fortemente. O

Proposizione 3.2.10. Siano H uno spazio di Hilbert, D un sottospazio denso in H e
{Vn}nen una successione limitata in H. Supponiamo che esista v in H tale che per ogni
w in D wvale che

lim <wv,,w>=<uv,w>.
n—-+00

Allora {v, }nen converge debolmente a v.
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Dimostrazione. Fissiamo un vettore w in H e mostriamo che

lim <wv,,w>=<v,w>.
n—-+00

Sia M una costante positiva che limita la successione {v, },en in norma,; fissiamo € > 0.
Sia w, in D tale che
lw —well < &

scegliamo ng in N tale che per ogni n > ny vale che
|< Op,we > — < v,w. >| < e.
Allora, per ogni n > ng vale che

|< Vp,w > — <v,w > < |<vp,w > — <V, we >
+|< vp,we > — < v, we >|
+ < v, w. > — < v,w >
< Jon[ flw = well + [< vn — v, we >| + [Jo] lw — we |
<e(2M +1).

La tesi segue banalmente. O

3.2.3 Teoremi di semicontinuita inferiore

Lemma 3.2.11. Siano H uno spazio di Hilbert e {v, }nen una successione in H che
converge debolmente a v. Allora vale che

liminf ||v,| > [Jv]| .
n—+o00

Se vale che anche che
il = o]

allora {v, }nen converge a v fortemente in H.

Dimostrazione. Osserviamo che per ogni n in N vale che

2 2
[onl™ = [lv + (vn = V)]

= |va|]? + |on — 0|+ 2 < v,0, — v >
> vl +2 < v, 0, —v > .
Basta notare che il secondo addendo tende a 0 perché {v, },en converge a v debolmente.

Assumiamo anche che
tim o] = o]
Allora vale che
lim ||, —o|> = lim |jva]]> + [[o]]* = 2 < vn,v >
n—+o00 n—+-00
=l + v]* -2 <v,v>
= 0.
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Osservazione 3.2.12. La semicontinuita inferiore della norma rispetto alla convergenza
debole ¢ stata dimostrata in un contesto pit generale ed é una conseguenza del teorema
di Hahn-Banach (vedi 1.1.21). Tuttavia, la dimostrazione data del lemma 3.2.11 &
elementare e non richiede 'assioma di scelta.

Proposizione 3.2.13. Siano H wuno spazio di Hilbert, B un sottoinsieme convesso
chiuso in H e xy un punto in H\ K. Esistono w in H e due numeri reali 65 > 01 tali
che per ogni b in B vale

<w,b>< ;1 <0y =< w,xg > .

Dimostrazione. Essendo B un convesso chiuso, ¢ ben definita la proiezione Pg (vedi
3.2.2). Poniamo w = xy — Pp(zy); definiamo

Oy =< w,xo >

(51 = 62 — ||[E0 — PB(ZE0)||2 .
Dato y in B, ricordando che < zg — Pg(z0),y — Pg(z9) >< 0 (vedi 3.2.2) vale che

O

Osservazione 3.2.14. L’enunciato 3.2.13 ¢ gia stato dimostrato in un contesto molto
pitu generale (vedi 1.1.31); tuttavia, la dimostrazione data in questo caso non richiede
I’assioma di scelta. In ogni caso, possiamo ottenere i seguenti risultati, gia presentati in
un contesto piu generale.

Proposizione 3.2.15. Siano H uno spazio di Hilbert e K un sottoinsieme convesso e
chiuso in H. Allora K ¢ debolmente chiuso, cioé se {v,}nen € una successione in K
che converge debolmente a v, allora vy, appartiene a K.

Dimostrazione. Sia {v,}nen una successione in K che converge debolmente a v,,; sup-
poniamo che v, non appartenga a K. Per la proposizione 3.2.13, esiste w in H ed
esistono due numeri reali d5 > 9; tali che per ogni n in N vale

< W, Ty >< 0 < 0o =< W, Too > .
Tuttavia, questo é assurdo perché

lim <x,,w>=< Ty, w > .
n—-+00

]

Proposizione 3.2.16. Siano H uno spazio di Hilbert e f : H — (—o0,400] una
funzione convessa e semicontinua inferiormente. Allora f é debolmente semicontinua
inferiormente.
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Dimostrazione. Sia {v,}nen una successione in H che converge debolmente a .
Dobbiamo mostrare che

lim inf f(2,) > f(2o0):

n—-+00
Se il limite inferiore ¢ 400, non ¢’é nulla da dimostrare; supponiamo che il limite
inferiore sia finito e che, a meno di sottosuccessioni non rinominate, sia un limite, cioée

che

lim inf =M= 1l

im inf £ (vn) m S )
e che valga f(v,) < M +1 per ogni n in N. Osserviamo che per ogni € > 0 la successione
{vn }nen appartiene al sottolivello

fe={z el | f(x) <M +¢e}

che é chiuso e convesso per le proprieta di f. Per la proposizione 3.2.15, troviamo che
f- @ chiuso debolmente; dunque v, appartiene ad f. per ogni € > 0. Concludiamo che
f(ve) < M. O

3.2.4 Risolubilita quantitativa

Proposizione 3.2.17. Siano V,W spazi di Hilbert separabili e sia f:V — W un’ap-
plicazione lineare e surgettiva. Esiste un’applicazione s : W — 'V tale che f(s(y)) =y
per ogni y in Y, noltre s e lineare e continua.

Dimostrazione. Sia K = Kerf; per ipotesi K € un sottospazio chiuso; pertanto, ¢ ben
definito lo spezzamento in somma diretta ortogonale

V=Ko K"

Osserviamo che la restrizione di f a K+ ¢& lineare, continua e bigettiva su W. Del resto,

K+ ¢ un sottospazio chiuso, pertanto ¢ uno spazio di Hilbert. Per il corollario 1.3.25,

la mappa fl_ll : W — K+ ¢ lineare e continua. Del resto, ponendo s = f|_1l7 si ha la
K K

tesi. O

Osservazione 3.2.18. Siano V, W spazi vettoriali; sia f : V — W lineare e surgettiva.
Utilizzando ’assioma di scelta, si mostra che esiste una mappa lineare s : V. — W tale
che per ogni w in W vale che f(s(w)) = w.

Se V, W sono anche spazi di Banach e f é aperta, abbiamo mostrato (vedi 1.3.21)
che esiste una mappa s : W — V tale che per ogni w in W vale che f(s(w)) = w ed
esiste M > 0 tale che ||s(w)|ly < M ||w||y,. Tuttavia, non ci sono garanzie sulla linearita
di s.

Se V, W sono spazi di Hilbert e f ¢é lineare, continua e surgettiva, abbiamo mostrato
che esiste s : W — V lineare e continua tale che f(s(w)) = w per ogni w in W (vedi
3.2.17). Tuttavia, questo risultato non ¢ vero se V e W sono spazi di Banach: infatti, non
é detto che esista un sottospazio chiuso in somma diretta con Ker f, detto supplementare
topologico di Kerf. Se tale sottospazio esistesse, la stessa dimostrazione funzionerebbe
anche nel contesto di spazi di Banach.
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3.3 Spazi di Hilbert separabili

Teorema 3.3.1. Sia H uno spazio di Hilbert. H é separabile se e solo se ammette un
sistema ortonormale completo al pit numerabile. In tal caso, diremo che un sistema
ortonormale completo é una base di Hilbert di H.

Dimostrazione. Sia F = {v; | i € N} un sistema ortonormale completo; allora Spang([F)
é ovviamente un sottoinsieme numerabile e denso in H.

Viceversa, supponiamo che H sia separabile e sia D := {d; | i € N} un sottoinsie-
me numerabile denso. Possiamo supporre che v; # 0 per ogni 7 in N e che H abbia
dimensione infinita (altrimenti, la conclusione é banale); inoltre, con il procedimen-
to di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt, possiamo costruire ricorsivamente una
successione di vettori unitari {b, },en tali che per ogni j in N vale che

Span(bi;...;d;) = Span(dy; .. .;dy,)

per un certo n; e tali sottospazi hanno dimensione j. Questo basta a concludere che
{b, | n € N} ¢ un sistema ortonormale completo di H. O

Osservazione 3.3.2. Vale la pena notare che il teorema 3.3.1 é una conseguenza del
teorema 3.1.12; tuttavia, la dimostrazione data in questo caso non richiede 1’assioma di
scelta.

Lemma 3.3.3. Siano H uno spazio di Hilbert separabile e {e, | n € N} un sistema
ortonormale completo. Sia {a,}nen una successione di numeri reali. Per ognin in N,

PONLAMO
n

S’n, = E aieg,

k=1
n
Su=>_a;.
)

Vale che {Sp}nen converge come serie di vettori in H se e solo se {Sy}nen converge
come serie di numert reali.

Dimostrazione. Essendo {e, | n € N} un sistema ortonormale, per ogni n > m vale che

2

n
E apeg

k=m+1

||Sn - Sm||2 -

n

= > lal

k=m+1

Sn—ém‘.

Pertanto, {S,}nen € una successione di Cauchy in H se e solo se {S,},en € una
successione di Cauchy in R. Si conclude osservando che H ed R sono entrambi spazi
metrici completi. O
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Osservazione 3.3.4. Siano V uno spazio di Banach e {v, },en una successione in V. Per

ogni n in N poniamo
n

SEIZZZE:Z%7

k=1

5 n
Su=> vl
k=1

Se {8, }nen converge come successione di numeri reali, allora {S, }nen converge come
successione di vettori in V. Dunque, a differenza del lemma 3.3.3, vale soltanto una
implicazione.

Siano n > m due interi positivi. Allora vale che

n

> u

k=m+1

n

< j{: HUH|::§n_"S%'

k=m+1

HELz_—ELn“::

Essendo {5, }nen una successione di Cauchy in R, {S,, },en € una successione di Cauchy
in V; per completezza, ¢ convergente.

Lemma 3.3.5 (Identita di Parseval).
Siano H uno spazio di Hilbert separabile e {e,, | n € N} un sistema ortonormale completo.
Sia {ay, fnen una successione di numeri reali tale che

Z a < +o0.
n=1
Allora il vettore .
V= Z Gn€n
n=1

¢ ben definito in H. Per ogni n in N vale che a,, =< e,,v >. Inoltre vale l'identita di

Parseval, ovvero
oo

2
lolf* = ;.

n=1

Dimostrazione. Per il lemma 3.3.3, il vettore v & ben definito in H. Sia n in N; per la
continuita del prodotto scalare (vedi 3.1.7), vale che

<wv,e, >= lim < ApCly € >= Uy < €, € >= Q.
k=1

Per continuita della norma, vale che

n
g A€k
k=1

2 n o)
2: . _ . 2: 2
o= o Jm ) k=2 o
k=1 n=1

]

Lemma 3.3.6. Siano H uno spazio di Hilbert separabile e E = {e,, | n € N} un sistema
ortonormale completo. Sia v in H tale che < v,e, >= 0 per ogni n in N; allora v = 0.
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Dimostrazione. Dalle ipotesi deduciamo che v appartiene a E*; per la linearita e
la continuita del prodotto scalare (vedi 3.1.7), si ha che v appartiene a (Span(E))=.
Essendo E un sistema ortonormale completo, deduciamo che v é ortogonale a se stesso;
allora deve essere v = 0. O

Teorema 3.3.7. Siano H uno spazio di Hilbert separabile e E = {e, | n € N} un
sistema ortonormale completo. Sia x in H; per ogni k in N, poniamo x =< x, e >.

Allora vale che -
T = anen,
n=1

nel senso che la serie converge in H; si ha che

9]
2
[E s
n=1

Se y & un altro vettore in H e poniamo y, =< y,e, > per ogni n in N, allora

<z,y>= ixnyn

nl

Dimostrazione. Sia n in N. Se poniamo

n
rn =T — E TLEE,
k=1

vale ovviamente che
T =11+ + Tpep + Ty

Osserviamo che per ogni k in {1;...;n} vale che
<rp,ep >=<x,e, > —x) = 0.
Pertanto, si ha che

n
l2l® = & + ...+ rall* 2 )
k=1

Questo mostra che
o
a2 < llal* < +oo.
n=1

Questa relazione ¢ anche nota come disuguaglianza di Bessel. Per il lemma 3.3.3, il

vettore
oo
V= E TnCn
n=1

¢ ben definito in H. Per la continuita del prodotto scalare (vedi 3.1.7), per ogni n in N
vale che
<Tr—0,e,>=<x,6, > —<0v,e, >=x, — T, = 0.

Per il lemma 3.3.6, concludiamo che = = v. Da questo segue banalmente che

oS
2 2
lz]1* = [lv))* = >
n=1
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3.3. Spazi di Hilbert separabili

Infine, se y & un altro vettore in H, osserviamo che per la continuita del prodotto scalare
(vedi 3.1.7) si conclude che

n n o
< x,y>=< lim Trer, lim ep >— T Un,-
Y n—>+oo; K k’n—H—oo;yk b Zl nYn

= = n=

]

Esempio 3.3.8. Sia dato (X;M;u) uno spazio misurabile dotato di una misura u.
Ricordiamo che L?(X) ¢ uno spazio metrico completo con la norma

1], = \//XF .

Tale norma deriva da un prodotto scalare, ovvero
</fg >:=/f-gdu-
X

Pertanto, L?(X) ¢ uno spazio di Hilbert. Se X = N e u ¢ la misura che conta i punti,
lo spazio L?(X) ¢ chiamato ¢* ed ¢ formato dalle successioni quadrato sommabili. ¢ &
uno spazio metrico completo e, date f, g in ¢? vale che

< f,9>=>_ f(n)gn).

n=1

Siano H uno spazio di Hilbert separabile ed {e,, | n € N} una base ortonormale di H.
Consideriamo la mappa ¥ : H — ¢ tale che

U(v) = {< v, e, >}nen.

Il teorema 3.3.7 dice che ¥ ¢ un’isometria lineare e bigettiva tra H ed ¢2.

Esempio 3.3.9. Sia c la cardinalita del continuo e X un insieme di cardinalita 2¢; sia
p la misura su X che conta i punti. L?(X) ¢ uno spazio di Hilbert non separabile:
infatti Pinsieme delle indicatrici dei punti ¢ ben definito in L*(X) ed ha cardinalita 2°.
Tuttavia, ogni spazio metrico separabile ha al piu cardinalita c.

Esempio 3.3.10. Siano H uno spazio di Hilbert separabile e {e, | n € N} un sistema
ortonormale completo. La successione {e,},en non ha sottosuccessioni di Cauchy,
perché se n # m vale che

lew = enll” = lleall® + llewml|* = 2.

Per la completezza di H non pud ammettere sottosuccessioni convergenti. Tuttavia,
{€n}nen converge debolmente in H a 0. Infatti, per ogni w in H vale che

lim <w,e, >=0,
n—-+o00

essendo la successione {< w, e, >},en di quadrato sommabile.
La successione {e, },,eny mostra anche che in generale se {v,, },en converge debolmente
a v e {wy, }neny converge debolmente a w, non ¢ detto che

lim <wv,,w, >=<v,w >,
n—+400
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Capitolo 3. Spazi di Hilbert

come nella proposizione 3.2.9. Infatti, vale che

1= lim <e,e, >#<0,0>=0.
n—-+00
Osserviamo che la proposizione 3.2.10 ¢ falsa se rimuoviamo l'ipotesi che la succes-
sione {v, }nen sia limitata in norma. Basta considerare {ne,},cn. Ovviamente, per
ogni v in Span({e, | n € N}) vale che

lim < ne,,v>=0;
n—-+o0o

tuttavia, la successione non converge debolmente a (0. Poniamo

Per il lemma 3.3.3, w € ben definito in H. Si ha che

. , 1

lim < ne,,w>= lim <ne,, —e,>=1#0=<0,w > .
n—+o00 n—+o0o n

Osservazione 3.3.11. Siano H & uno spazio di Hilbert separabile ed {e, },en € un sistema

ortonormale completo. Sia {v,},en una successione in H che converge debolmente a

Uso. Allora per ogni k in N vale che

Iim <wv,, e >=< U, € > .
n—-+0oo
In altri termini, negli spazi di Hilbert separabili, la convergenza debole implica la
convergenza delle componenti. Se H ha dimensione finita, questo é equivalente alla
convergenza in norma.

3.4 Operatori compatti in spazi di Hilbert

Esempio 3.4.1. Siano H = L?((0,1)) e A : H — H tale che per ogni f in H per ogni
in (0,1) vale che

A () = / " f(s) ds.

A é loperatore primitiva ed é chiaramente lineare; mostriamo che ¢ compatto. Sia
{fn}nen una successione limitata in H. Osserviamo che per ogni z,y in (0,1), con = < ¥,
vale che

[AN(=) = AN (Y] < /y F()] ds < o= yl? [ full 2

Dunque, la successione {A(f,)}nen ¢ formata da funzioni 1-hélderiane con costanti
equilimitate; pertanto, tali funzioni sono equicontinue. Ovviamente, [A(f,)](0) = 0 per
ogni n in N. Per il teorema di Ascoli-Arzela, esiste una sottosuccessione che converge
ad una funzione f uniformemente in [0,1]. In particolare, la convergenza ¢ in L.
L’esempio é abbastanza esplicativo del fatto che un operatore compatto ha un effetto
"regolarizzante" sugli elementi dello spazio su cui € definito.
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3.4. Operatori compatti in spazi di Hilbert

Teorema 3.4.2 (Approssimazione lineare di un operatore compatto).
Siano X wuno spazio normato, H uno spazio di Hilbert separabile {e,}nen una base
ortonormale, f : X — H un operatore compatto. Denotiamo con

H., == Span(es;...;e,)
e con B, : H — H,, la proiezione. Definiamo f, : X — Hl,, l'operatore tale che

fa(z) = Po(f(2)).

Allora la successione { f,}nen converge ad f uniformemente in ogni insieme limitato di
X. Inoltre, vale che

o se f e lineare, anche f, é lineare per ogni n in N;
e se f e continua, anche f, é continua per ogni n in N.

Dimostrazione. Dati un numero positivo € e un insieme limitato A in X, bisogna
mostrare che esiste ng in N tale che per ogni n > ng vale che

sup{[|fu(z) — f(2)]lg [z € A} <e.

Per ipotesi su f, I'insieme f(A) é relativamente compatto in H; come osservato nella
dimostrazione della proposizione 1.2.4, esistono dei punti {y;...;yx} in H tali che

f(A) C QB (y%) :

Essendo Span({e; | i € N}) denso in H, esistono {z1;...; 2.} in Span({e; | i € N}) tali
che per ogni i in {1;...;k} vale che z; ¢ in B (yi; %) Per la disuguaglianza triangolare,
abbiamo che

f(A) C UB(zi;s).

Essendo i punti {z1; .. .; 2} combinazioni lineari finite di elementi della base, esiste ng in
N tale che z; appartiene ad H,, per ogni ¢ in {1;...;k}. Se n > ng, allora concludiamo
che per ogni x in A esiste i in {1;...;k} tale che f(z) ¢ B(z;¢).

[fn(2) = f(@)]lg = 1P (f(2)) = f(2)l[g < dist(f(2); Hn) < dist(f(2); Hy,) < e.
Essendo P, lineare e continua per ogni n in N, le ultime due conclusioni sono ovvie. []

Esempio 3.4.3. Siano H uno spazio di Hilbert separabile, {e, },en una base ortonormale
ed f: H — H un’applicazione lineare continua tale che per ogni n in N esiste un numero
reale A, tale che

flen) = Anen.

Dall’ipotesi di continuita segue immediatamente che la successione {\, },en € limitata.
Se y ¢ un vettore in H tale che
y= Z Yi€i,

€N
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Capitolo 3. Spazi di Hilbert

per continuita vale che
fly) = E Aiyi€;.
ieN
Allora, f é compatta se e solo se la successione {\, },en € infinitesima.
Supponiamo che f sia compatta: essendo la successione {e, },cy limitata in norma,
la successione { f(e,)}nen deve avere una sottosuccessione convergente. Tuttavia, vale

che
1f(en) — f(em)H2 = [[Anen — )‘mem”Q = |)‘n‘2 + |)‘m|2 :
Pertanto, { f(e,) }nen pud ammettere una sottosuccessione di Cauchy soltanto se { A, }nen
é infinitesima.
Viceversa, supponiamo che la successione {\, },en sia infinitesima. Per ogni n in N

poniamo H, := Span(e,;...;e,) e P, : H — H, la proiezione di H su H,,, ovvero se
y= Z Yi€i,
ieN

allora vale che .
Po(y) = Zyiei-
i=1

Poniamo f,, : H — H,, tale che f,, := P, o f. Essendo la successione infinitesima, per
ogni n in N possiamo ben definire

jn) =min{i >n | |N| =max{t >n | [N\|}}.

Sia M un numero reale positivo. Per ogni n in N per ogni y in H tale che ||y| < M
vale che

2

1fa(y) = FOIP = [ D_ vihies = Y yiies
i1 ieN
= Z |>\iyi|2

>n

< })\j(n)|22 |yi|2

i>n

< M| M.

Essendo la successione {|\,|}nen infinitesima, abbiamo provato che la successione
{fn}nen converge a f uniformemente sugli insiemi limitati di H. Del resto, & ovvio che
{fn}nen € una successione di operatori compatti, essendo le proiezioni finito-dimensionali
di f. Pertanto f & un operatore compatto per il teorema 3.4.2.

Definizione 3.4.4 (Operatore simmetrico).
Siano H uno spazio di Hilbert e A : H — H un operatore lineare. Si dice che A ¢ un
operatore simmetrico se per ogni x,y in H vale che

< Ax,y >=<x,Ay > .

Proposizione 3.4.5. Siano H uno spazio di Hilbert e A : H — H un operatore lineare,
compatto e simmetrico. Se {x,}nen € una successione in H che converge debolmente a
Too 1n H, allora { Az, }nen converge ad Az, rispetto alla norma di H.
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3.4. Operatori compatti in spazi di Hilbert

Dimostrazione. Per la linearita di A, si puo assumere che o, = 0. Per ogni v in H,
dalla convergenza debole e dall’ipotesi di simmetria, si deduce che

lim < Az,,v >= lim <uz,, Av >=0.

n—-+00 n—-+oo

Essendo {z, }n,en una successione limitata (vedi 1.3.14), a meno di sottosuccessioni,
non rinominate, si pud supporre che esiste y,, in H tale che { Az, },en converge ad 3
rispetto alla norma di H. Per continuita dei prodotti scalari, si trova che

lim < Az,,v >=< Yoo,V > .

n—-+o0o

In particolare, abbiamo mostrato che < y.,,v >= 0 per ogni v in H. Da cio segue che
Yoo € il vettore nullo. O

3.4.1 Teoria spettrale per operatori compatti

Definizione 3.4.6 (Quoziente di Rayleigh).
Siano H uno spazio di Hilbert e A : H — H un operatore. Definiamo il quozione di
Rayleigh associato all’operatore A come l'operatore ¢ : H '\ {0} — R tale che

Proposizione 3.4.7 (Caratterizzazione variazionale degli autovalori).

Stano H uno spazio di Hilbert e A : H — H un operatore compatto, lineare e simmetrico.
Sia V un sottospazio di H chiuso e A-invariante. Denotiamo con q il quoziente di
Rayleigh associato ad A (vedi 3.4.6). Valgono i sequenti fatti:

e | sequenti massimi sono ben definiti e coincidono:

1. max{|q(z)| | v € V\{0}};
2. max{|< Az,z >| | x € V\ {0}, ||z|| =1};
3. max{|< Az,z >| | x € V\ {0}, ||z| < 1};

o il massimo di q su'V\ {0} ¢ un autovalore di A;
e i punti di massimo di q su 'V \ {0} sono autovettori per A relativi al massimo di q.

Dimostrazione. Step 1: Essendo g radiale, vale banalmente che

sup{|¢(z)| | 2 € V\{0}} =sup{l¢(z)| [z €V, [lz]| =1}
- Sup{|< Az, >| ‘ reV, HJ]H = ]‘}
<sup{|< Az,z>| |z €V, |z| <1}

Possiamo mostrare che anche nell’ultimo caso vale il segno di uguaglianza. Infatti, se x
¢ un vettore in V \ {0} tale che ||z|| < 1 e tale che < Ax,x ># 0, ponendo y = oy S

trova che 4
< Ax, T >
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Capitolo 3. Spazi di Hilbert

Avendo mostrato che gli estremi superiori suddetti coincidono, basta provare che
a=sup{|< Az,z >| |z €V, |z]| <1}

¢ un massimo. Sia {x,},eny una successione in V tale che ||z,|| < 1 per ogni n in N
e {Ax, }hen converge a «. Essendo le palle chiuse debolmente compatte, a meno di
sottosuccessioni non rinominate, esiste un vettore x,, in H tale che {z,},en converge
debolmente in H ad z,,. Essendo V chiuso rispetto alla norma di H e convesso, allora ¢
chiuso per convergenza debole (vedi 1.1.33); inoltre la norma debolmente semicontinua
inferiormente (vedi 1.1.21). Pertanto, vale che z,, appartiene a V e ||z| < 1. Per la
proposizione 3.4.5, vale che { Az, }en converge ad Az, rispetto alla norma di H. Per
quanto mostrato in 3.2.9, vale che

a= lim < Azx,,z, >=< ATs, Too > .

n——+o00

Step 2: Sia 2y un punto di massimo per |¢| in V \ {0}. Senza perdita di generalita,
possiamo supporre che zy sia un punto di massimo di ¢ in V '\ {0}. Allora, per ogni v
in V, la funzione p(t) := q(x¢ + tv) ¢ ben definita per ¢ in un intorno di 0. Vale che

< Axg, w9 > 42t < Axg,v > +t2 < Av,v >
|zo||* + 2t < o, v > +t2 ||v]?

o(t)

Essendo derivabile in ¢ e avendo un punto estremale in 0, deve valere ¢'(0) = 0; con
facili conti, si trova che per ogni v in V '\ {0} vale che

<Axg,ro>

e zo € un vettore in V+. Essendo V un sottospazio A-
0

in altri termini, Axg —

invariante, si trova che < Axg,v > —<"|1|96;’—’H€°>x0 é un vettore in A. Questo basta a
0
concludere che
< A[L’[), To >
Arg — ———5—120 =0
[zl

In particolare, il massimo di |g| in V \ {0} ¢ un autalore di A e un autovettore
corrispondente ¢ un punto di massimo di |¢| in V '\ {0}. O

Osservazione 3.4.8. Dalla proposizione 3.4.7 non segue che ¢ ammette massimo e minimo
in H\ {0}.

Osservazione 3.4.9. Sia H uno spazio di Hilbert e A : H — H un operatore simmetrico.
Se v, w sono autovettori per A relativi a due autovalori distinti, rispettivamente \ e p,
allora sono ortogonali:

A< v, w>=< Av,w >=< v, Aw >= p < v,w >,

da cui segue che < v, w >= 0. Inoltre, se V & un sottospazio A-invariante, anche V+ ¢&
A-invariante.

Teorema 3.4.10 (Teorema spettrale per operatori compatti).
Siano H uno spazio di Hilbert separabile e A : H — H un operatore compatto, lineare e
simmetrico. Allora valgono i sequenti fatti:
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3.4. Operatori compatti in spazi di Hilbert

e csiste una base di Hilbert di H formata da autovettori per A;
e tutti gli autospazi hanno dimensione finita, tranne al pit il nucleo di A;

e [insieme degli autovalori di A é limitato e ammette eventualmente O come unico
punto di accumulazione.

Dimostrazione. Step 1: Nelle nostre ipotesi, A & un operatore continuo (vedi 1.2.3).
Pertanto, ker A é un sottospazio chiuso; essendo H uno spazio metrico separabile, anche
ker A é separabile, pertanto ammette una base ortonormale al pitt numerabile. Poiché
ker A ¢ A-invariante, anche (ker A)* ¢ A-invariante; del resto, ¢ un sottospazio chiuso,
quindi ¢ ancora uno spazio di Hilbert separabile. Se mostriamo che (ker A)* ammette
una base ortogonale di autovettori, allora basta giustapporre questa base e una qualsiasi
base ortogonale di ker A per costruire una base di Hilbert di H formata da autovettori
di A. In altri termini, possiamo supporre che ker A = {0}, ovvero che A sia iniettivo.
Step 2: La dimostrazione consiste nel costruire per ricorsione una successione di sot-
tospazi di dimensione finita che invadono H. Poniamo V; := H; per la caratterizzazione
variazionale degli autovalori (vedi 3.4.7), A ammette un autovalore A; in V; non nullo
per iniettivita. Inoltre A; massimizza il modulo del quoziente di Rayleigh in V; \ {0}.
Sia x; un autovettore unitario relativo a A;. Supponiamo di aver definito gli autovalori

{A1;...; A\g} ordinati in maniera decrescente (in valore assoluto) e i corrispondenti
autovettori unitati {x1;...;zx} in modo che siano a due a due ortogonali. Poniamo
. . . 1
Vi1 = Span(zy;...;x,) .

Se Vi1 = {0}, il teorema ¢ completamente dimostrato. Altrimenti, assumiamo che
sia Vi1 # {0}. Essendo Vi, un sottospazio A-invariante (vedi 3.4.9) e chiuso, per
la proposizione 3.4.7 esiste un autovalore Ay, ; e un autovettore corrispondente xy;
in Vi1 per A. Per iniettivita, vale che \yi1 # 0; per la proposizione 3.4.7, vale
che [Agt1] < [Ag]. Inoltre, possiamo assumere che xyyq sia un vettore unitario. Per
costruzione, ¢ ortogonale a x; per ogni 7 in {1;...;k}.

Step 3: Questi argomenti sono sufficienti per affermare che esiste una famiglia al
pitt numerabile di autovettori unitari a due a due ortogonali {z;};c; 1 cui autovalori
corrispondenti {\;};c; sono ordinati in una successione mai nulla e decrescente in
modulo. Osserviamo che se 'insieme [ ¢ finito, il teorema ¢ completamente dimostrato;
quindi, possiamo assumere che coincida con N. Dobbiamo provare che la successione
{| k| }ren € infinitesima. Supponiamo che esista un numero reale positivo v tale che
|Ak| > v per ogni k in N. La successione {v;}ren € limitata; essendo A un operatore
compatto, la successione { Avy}ren ammette una sottosuccessione di Cauchy. Tuttavia,
per ortogonalita, se k # h vale che

||A?Jk — AvhHZ = ||)\/€Uk — /\hvhHQ = |/\,1€|2 + |)\h|2 Z 21/2.

Questo é assurdo.
Step 4: Bisogna, infine, dimostrare che la famiglia {z, },en ¢ una base di Hilbert
di H, in particolare che genera un sottospazio denso. Sia

Voo = Span({v, | n € N})*.

Supponiamo per assurdo che V., # {0}; essendo un sottospazio chiuso e A-invariante,
per la proposizione 3.4.7, & ben definito il massimo del modulo di ¢ in V, \ {0}; inoltre
Voo € Vi per ogni k in N, allora vale

max{|q(z)| | z € Voo \ {0}} < max{lg(z)| | 2 € Vi \ {0}} = [Ax].
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Poicheé la successione {|\g|}ren € infinitesima, vale che
max{[g(z)| |z € Voo \ {0}} = 0;

in altri termini, V, = ker A = {0}; tuttavia, questo ¢ assurdo. Essendo V. = {0},
possiamo concludere che la famiglia {z,},en € una base di Hilbert di H. O

Esempio 3.4.11. Siano H = L?((0,1)) e A : H — H l'operatore definito da

[Af](z) = zf(z)

per ogni f in L?((0,1)) per ogni z in (0,1). Si mostra facilmente che A ¢ lineare,
simmetrico e 1-lipschitziano; tuttavia, non ammette autovettori non banali. Infatti, se
esistono A in R e f in L?((0,1)) tali che zf(x) = Af(x) per quasi ogni x in (0, 1), allora
f @ nulla in quasi ovunque in (0, 1). Del resto, 'operatore A non é compatto perchée
possiamo trovare una successione { f,, }nen limitata in norma L? tale che {Af, }nen non
ammette sottosuccessioni di Cauchy. Sia {x,},en una qualsiasi successione strettamente
decrescente in (0, 1) che converge a 3. Sia

1

n= —F—1p, .
I s e

Ovviamente || f,]|;2 = 1 per ogni n in N e gli elementi della successione sono a due a
due ortogonali. Dunque, se n # m si trova che

Tn Tm 1
ASa = Afallls = 1A + 1ALl = [ 2 faaf dot [ 2 falaf oz

Tn+1 Tm+1
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Spazi di Sobolev

4.1 Definizioni

4.1.1 Formalismo W

Definizione 4.1.1 (Derivata W-debole).

Siano d > 1, Q un aperto in R?, a in N¢ un multi-indice. Siano u e v funzioni in L{ ().
Si dice che v ¢ la derivata W-debole di u di ordine « se per ogni funzione test ¢ in
C(Q) vale la seguente formula di integrazione per parti:

/u(x)Do‘go(x) dr = (—1)k / v(z)p(x) dz. (4.1)
Q Q
Osservazione 4.1.2. Nella definizione 4.1.1, la richiesta che le funzioni u, v siano in
L .(92) e che le funzioni test siano limitate a supporto compatto in Q ¢ quella minima
affinché gli integrali scritti abbiano senso.

Osservazione 4.1.3. La derivata W-debole, se esiste, & unica. Infatti, se v é una funzione
in Ll _(2) che ammette derivate deboli v; e vy di ordine « in L _(Q), allora per ogni
funzione test ¢ in C'°(€2) vale che

| @@ do = [ o@ote) a

Q

allora, si trova che
[ @) = vaw))ota) dz =0
Q

per ogni ¢ in C2°(€2). Per il lemma fondamentale del calcolo delle variazioni (vedi 4.1.6),
si conclude che v; = vy quasi ovunque. Denoteremo la derivata W debole di ordine « di
u con

ooy
O
Osservazione 4.1.4. Come nella definizione di derivata W-debole (vedi 4.1.1), dati un
aperto  in R w,v in L{ () e un vettore non nullo n in R%, diciamo che v ¢ la derivata

direzionale di u nella direzione 1 se per ogni funzione test ¢ in C°(Q) vale la seguente
formula di integrazione per parti:

/ua—@dx:—/govdx.
o On Q
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In tal caso, denotiamo

_ Ou

v = 8_77
Come mostrato in 4.1.3, se esiste una funzione v con la proprieta di derivata direzionale
di u, allora v é unica. Supponiamo inoltre che u ammetta tutte le derivate parziali
W-deboli di ordine 1 (vedi 4.1.1). Allora, per ogni 1 in R?\ {0} esiste la derivata

direzionale di u lungo 7 e vale la formula

ou

— =< Vu,n >.
on w

Infatti, per ogni funzione test ¢ in C'2°(2) vale che

/uaidm—/u<V@,n> dx
o On Q

—Z/m af dx
0
I—izl/ﬂmsoa—;idx

—/g0<Vu,n> dz.
Q

Lemma 4.1.5 (Compatibilita con il caso classico).

Siano o un multi-indice in N e Q un aperto di RY. Supponiamo che u sia una funzione
di classe C1*(Q); allora u ammette derivata W-debole di ordine o e questa coincide con
la sua derivata classica di ordine .

Dimostrazione. Supponiamo a = (1;0...;0). La dimostrazione per induzione su |a/.
Sia ¢ una funzione in C'°(€2). Osserviamo che la funzione ug puo essere estesa ad una
funzione su tutto R? avente supporto coincidente con quello di ¢ e la stessa regolarita
di u. Essendo ¢ una funzione C>°(£2), per ogni x in R vale la formula di Leibniz

8ug0 ou Op

+ —(x)ul(x),
By ) = 5 (@)e(@) + 5 - (@)u(z)
avendo esteso 59—;‘1 in maniera arbitraria fuori da 2. Integrando ambi in membri si
ottiene che 5 5
/ s g gp dx + 9y da.
R4 83:]_ Rd 8.1:]_ RrRd 01

Sia M > 0 tale che il supporto di ue & contenuto in [—M, M] x R?"%; allora, per il
teorema fondamentale del calcolo integrale vale che

/awd / dxd/ a*”dxl 0.
Rd 8x1 Rd—1

Infine, basta osservare che

O—/ —pdx +/ —uda:—/ —¢dx +/—ud:c
Rd(?.fl Rdaxl
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Lemma 4.1.6 (Lemma fondamentale del calcolo delle variazioni).

Siano Q un aperto di R? e f una funzione in L (Q) tale che

/Q F(@)p(x) dz =0

per ogni ¢ in C°(Q2). Allora f(x) =0 per quasi ogni x in Q.

Dimostrazione. Per ogni k in N consideriamo
. : . 1 k
Q= qx € Q| dist(z;00) > 20 lz| < 2% 5.

Osserviamo che {2 }ren € un’esaustione in compatti di €2 e che per ogni k in N vale
che Q) é relativamente compatto in €2, ,. Pertanto ¢é sufficiente mostrare che per ogni
k in N vale che f(z) = 0 per quasi ogni x in €. Sia k in N fissato; siano fi, == flg, e p
un mollificatore (vedi 2.2.1). Per ogni ¢ > 0 definiamo p. come in 2.2.2. Sia e < 27F+1,
Per le proprieta del prodotto di convoluzione (vedi 2.2.3), vale che sgn(fx) * p. ¢ una
successione di funzioni C*°(R™) con le seguenti proprieta:

e ¢ supportata nell’insieme
Qp + B(0; 27 %) C
pertanto {sgn(fi) * pcfee(2-tk+ny € contenuta in C2°(Qky2);

e converge puntualmente a sgn(f) per quasi ogni x in Q per € che tende a 0;

o lisgn(fi) * pell () < llsen(fi)llway) per ogni & in (0,2-+1).
Essendo f;, una funzione in L'(Qy), per il teorema di convergenza dominata, si trova
che

0 = lim / fr(@)lsgn(fi) = pe](x) do = /

Qp,

san( o) o) do = [ o)l .

Pertanto, fr(z) = 0 per quasi ogni z in {). O

Lemma 4.1.7 (Du Bois-Reymond).
Siano Q un aperto connesso di R, n un intero positivo e f una funzione in L1, (Q) tale
che per ogni multi-indice o in N? tale che |a| = n vale che

||
/Q F@) 9 p(a) dr =0

per ogni @ in C(Q). In altri termini, f & una funzione avente tutte le derivate W-deboli
di ordine n nulle. Allora f coincide con un polinomio di grado al pit n — 1 per quasi
ogni x in 2.

Dimostrazione. Step 1: Sia {0 }reny una successione di palle che ricopre 2. Supponia-
mo che per ogni k in N esiste un polinomio p; di grado al pit n — 1 tale che f coincide
con py per quasi ogni x in 2. Vogliamo mostrare i polinomi p; sono tutti coincidenti.
A meno di modificare f in un insieme di misura nulla in €2y, possiamo supporre che
f(z) = pi(z) per ogni x in ;. Fissiamo k in N e sia zy il centro di €. Essendo 2
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un aperto connesso, ¢ anche connesso per archi; sia oy : [0,1] — € un cammino che
connette x; e xj. Per compattezza, esiste un numero finito di palle {€;;;...;9Q;, } la cui
unione ricopre I'immagine di ay; inoltre, possiamo assumere che Q;, M€, # 0 per ogni
iin {1;...;k — 1} e che ;, = e Q;, = Q. Dal momento che ; N, & un aperto
di misura positiva, p; e p;, coincidono su un insieme di misura positiva; in particolare,
due polinomi di grado al pitt » — 1 che coincidono in (almeno) n punti hanno tutti
i coefficienti uguali. Allora deduciamo che p; = pj;, in ; U €;,; dunque, a meno di
modificare f su un insieme di misura nulla di €2;,, si pud assumere che f coincide con p;
in ; UQ,. Iterando questo ragionamento, si mostra che i polinomi {pj,;...;p;, } sono
tutti coincidenti; in particolare p; e pi coincidono. Essendo k arbitrario, si conclude
che f coincide quasi ovunque in €2 con il polinomio p;.

Step 2: Per quanto mostrato, possiamo supporre che € sia una palla di centro zy e
raggio r > 0. Si osserva banalmente che la palla possiede un’esaustione in compatti
connessi (questo motiva le argomentazioni del primo step): basta considerare per ogni
k in N la palla

Qp = B(xo;r — 277).

Se mostriamo che f coincide con un polinomio p;. di grado al pitt n — 1 per quasi ogni x
in €, concludiamo come nel primo step che p, ¢ indipendente da k e, quindi, otteniamo
la tesi.

Sia p un mollificatore (vedi 2.2.1); per ogni ¢ > 0 definiamo p. come in 2.2.3.
Fissiamo k in N e poniamo f; = flq,. Sia e <2~ (k+1) " Per le proprieta del prodotto
di convoluzione (vedi 2.2.3), {fx * p:}e>0 € una successione di funzioni C*°(R™) con le
seguenti proprieta:

e ¢ supportata nell’insieme
Qe+ B(0;27 ) € Qe
pertanto { fi * pc}oe(2-tk+ny € contenuta in C2°(Qy2);
e converge puntualmente a f; per quasi ogni x in ) per € che tende a 0.

Sia ¢ una funzione di classe C2°(€2;). Osserviamo che ¢ * p. & ancora una funzione in
C>(€) per ogni ¢ in (0,2~ *+V), Utilizzando Iipotesi e le proprieta del prodotto di
convoluzione (vedi 2.2.3), per ogni multi-indice « di cardinalita n vale che

0= [ 10 (Serlenpd) do
/f Kala ) *pa} (z) dx
B /Q (g:fiﬂ@) [f * p.] () da.

Essendo f * p. di classe C*(R?), possiamo integrare per parti e otteniamo che

0= [ (Gete)) 150l @) de= (0" [ (2217 =000 oto) s

Per il lemma fondamentale del calcolo delle variazioni (vedi 4.1.6), deduciamo che

olel
ox®

[ * pel() = 0
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per ogni multi-indice o di cardinalita n e per ogni x in € (infatti ¢ una funzione
continua). Essendo 2 connesso, f * p. ¢ un polinomio di grado al pitt n — 1. Dal
momento che f * p. converge a f per quasi ogni x in ), concludiamo che anche f
coincide quasi ovunque in €, con un polinomio p; di grado al pint n — 1 (infatti una
successione di polinomi di grado al pitt n — 1 che converge puntualmente in almeno n
punti distinti ha come limite puntuale un polinomio di grado al pitt n — 1). ]

Lemma 4.1.8. Siano Q un aperto di R?, {u,}nen € {vn}nen successioni in L} (),

u,v in L () e o in N un multi-indice. Supponiamo che

e v, sia la deriwata W-debole di w,, di ordine o per ogni n in N;

e per ogni sottoinsieme Q' aperto relativamente compatto in Q2 vale che {uy }nen
converge ad u debolmente in L'(Q') e {v, }nen converge debolmente a v in L'(Q).

Allora uw ammette derivata W-debole di ordine o e questa coincide con v.

Dimostrazione. Sia ¢ una funzione C'°(€2). Sia ' un aperto relativamente compatto
in Q contenente il supporto di ¢. Per definizione di convergenza debole il L'(Q') e di
derivata W-debole vale che

|| ||
ua 1 dr = / ua 14 dx
9} 8.1701 ’ @

= lim u, D%p dx

n—-+oo Q

= lim (—1)“'/ Upp dx

n—-+0o0o

= (—=1)l /,vgp dx

= (—1)'“/91}@ dx.

Proposizione 4.1.9 (Inversione dell’ordine di derivazione).
Siano Q in R un aperto, u,v funzioni in L} (Q) e a = (aq;...;aq) in N un multi-
indice. Supponiamo che v sia la derivata W-debole di w. Sia o una permutazione di

{1;...;d}; poniamo

O

o(a) == (Qo(1); - - - Qo(a))-
Allora, u ammette derivata di ordine o(«) e questa coincide con v.

Dimostrazione. Sia ¢ una funzione test in C2°(Q2). Per il teorema di Schwarz, vale che
el dlol@ly
Oz o)’

dalla definizione 4.1.1, & chiaro che v ¢ la derivata W-debole di u di ordine o(«a). [

Esempio 4.1.10. L’esistenza di una derivata W-debole di ordine |a| non implica I'esistenza
delle derivate W-deboli di ordine inferiore. Consideriamo la funzione u : R* — R tale

che
u(z;y) = -1 sex >0, y>0,

u(z;y) =0 se xy <0,
u(z;y) =1 sex <0, y<0.
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Capitolo 4. Spazi di Sobolev

Se ¢ ¢ una funzione C°(R?), si trova facilmente che

PP

R2 uaxf)y

dzdy = 0,

ovvero la derivata W-debole di ordine (1;1) di u ¢ la funzione identicamente nulla.
Tuttavia, possiamo verificare che la derivata W-debole di ordine (0;1) di u non esiste.
Data una funzione ¢ in C°(R?), si trova facilmente che

dp
u— dxdy = / w(x;0)dz.
/R? dy R (:0)

Supponiamo che esista una funzione v in L] (R?) tale che

/ OV da:'dy:/gp(:c; 0)dx
R2 R

per ogni funzione ¢ in C°(R?). Per ogni n in N sia ¢, una funzione in C>°(R?) con le
seguenti proprieta:

e ©,(x;0) =1 per ogni z in [—1,1];
e I'immagine di ¢, ¢ [0,1];
e il supporto di ¢, & contenuto in [-2,2] x [—% 1],

Per il teorema di convergenza dominata, ¢ immediato osservare che

lim Y dxdy = 0;

n—-4o00 R2

del resto, per ogni n in N vale che

1
/gon(x;O) dx > / dx = 2.
R -1

L’assurdo segue banalmente.

Definizione 4.1.11 (Spazi di Solobev - definizione W).

Siano d > 1, Q un aperto in R%, m > 1 e p in [1,+oc]. Si indica con W™P(Q) I'insieme
delle funzioni w in LP(§2) che ammettono tutte le derivate W-deboli di ordine minore o
uguale a m in LP(2).

Osservazione 4.1.12. Ovviamente, se u; e us ammettono derivate deboli v, e vy di ordine
a e a,b sono numeri reali, allora au; + bus ammette derivata debole di ordine « che
coincide con avy + bug. In altri termini, W™P(Q)) ¢ uno spazio vettoriale.

Osservazione 4.1.13. Se ' ¢ un aperto contenuto in un aperto 2 (eventualmente
coincidente con ), m > 1 & un intero, p ¢ in [1,+00], a in N¢ & un multi-indice tale
che |a|] < m e u & una funzione in W™?(Q) allora D®u appartiene W™~12l2(()’) e per
ogni multi-indice /3 tale che |G| < m — || vale che

DP(D*u) = DP*ou,
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4.1.2 Formalismo H

Definizione 4.1.14 (Derivata H-debole).
Siano d > 1, Q un aperto in R, o in N¢ un multi-indice, u, v funzioni in L} (). Si
dice che v ¢é la derivata H-debole di u di ordine « se esiste una successione {uy, }pen in

C>(Q) tale che per ogni aperto €' a chiusura compatta in 2 vale che {uy, }nen converge
ad u in L'(Q) e {D%uy }nen converge a v in L'(€Y).
Osservazione 4.1.15. Siano  una aperto di R? e a un intero in N¢. Se u ¢ una funzione

in L .(92) che ammette derivata H-debole v di ordine a (vedi 4.1.14), allora u e v

coincidono quasi ovunque con delle funzioni continue su 2.

Definizione 4.1.16 (Spazi di Sobolev - definizione H).

Siano d > 1, Q un aperto in R¢, m > 1 e p in [1,4+00]. Si indica con H™P () I'insieme
delle funzioni u in LP(Q) per le quali esiste una successione di funzioni {u, }nen in
C*°(Q2) con le seguenti proprieta:

o {u,nen converge a u in LP(Q);

e per ogni multi-indice o in N¢ con |a| < m vale che { D}, cy ammette limite in
Lr(Q).

Osservazione 4.1.17. Nella definizione 4.1.16, la successione {u, },en € tale da appros-
simare tutte le derivate H-deboli di u. Dunque, questa richiesta é piu forte della sola
esistenza delle derivate H-deboli.

Osservazione 4.1.18. Nel contesto della definizione 4.1.16, data una funzione u in C'*(Q),

definiamo
||u||m,p,Q = Z ||Dau||Lp(Q)'

laf<m

Definiamo 'insieme
() = {u e C™(Q) | [ull,,,q < +oo}.

La funzione |[|-[[,, o ¢ ovviamente una norma sull’insieme C™P(€2). Per la definizione
4.1.16, lo spazio H™P(Q) ¢ il completamento di C"™(€2) rispetto alla norma ||-||,,, o

Osservazione 4.1.19. Denoteremo con D™u : Q) — R" il vettore avente tutte le derivate
H-deboli di ordine m; se m = 1 denoteremo

D' = Vu.

Se p < 400, porremo

= / Z |Du(z)|? dx |
Lr(RY) Qoo

dove |v|p ¢ la norma p-esima di una vettore in R%. Se p = 400, porremo

1D ull o = || 1Dl

maxc{| D"}

D"l 0= 1

L>(Q)

Ovviamente, per ogni p in [1, +oo] valgono le disuguaglianze

ID™ull pozay < Y 1Dl ey -

|a|l=m
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Proposizione 4.1.20 (H C W).

Siano 2 in R? un aperto, u,v funzioni in L}, (Q) e o in N un multi-indice. Supponiamo
che v sia la deriwvata H-debole di w di ordine o allora, v e anche la derivata W-debole
di u di ordine «. In altri termini, per ogni intero m > 1 per ogni p in [1,4+00] vale la
sequente inclusione

H™P(Q) CW™P(Q).
Dimostrazione. Presa {u, },en una successione in C*°(§2) come nella definizione 4.1.14,
la dimostrazione ¢ un’immediata conseguenza dei lemmi 4.1.5 e 4.1.8. [

4.2 Tl caso speciale di W?((a,b))

Studiamo il caso speciale in cui 2 & un intervallo (a,b) in R, eventualmente illimitato,
limitandoci al primo ordine di derivazione. Mostreremo dei risultati di approssimazione
e di regolarita delle funzioni di Sobolev. Nel seguito, mostreremo come sia possibile
ottenere risultati analoghi nel caso generale.

Esempio 4.2.1. Siano (a,b) un intervallo in R eventualmente illimitato e w : [a,b] — R
una funzione di classe C! a tratti. Per la precisione, supponiamo che u sia continua
in [a,b] e che esista una partizione finita a =ty < t1--+ < t,, < t,41 = b tale che
u ¢ di classe C([t;,t;11]) per ogni i in {0;...;n}. Allora la derivata debole in senso
W di u esiste e coincide quasi ovunque con la derivata in senso classico di u (che &
definita ovunque tranne che in un numero finito di punti di (a, b)). Infatti, sia data una
funzione test ¢ in C2°((a,b)). Utilizzando la formula di integrazione per parti in ogni
sottointervallo della partizione e il fatto che u ¢ continua, troviamo che

/a () () di = f; /t @) () di

= [U(tiﬂ)@(tiH) —u(t;)p(ts) — /:+1 u'(z)p(z) dq;]

i=0 i

— u(b)p(b) — u(a)p(a) - / o (@)p(c) da

_ / o (2)0(z) da.

a

Esempio 4.2.2. Sia H : (—1,1) — R tale che
<
Hz) = {0 se x <0,
1 sex>0.

Tale funzione non ammette derivata debole in senso W. Supponiamo che esista v in
Li ((—1,1)) tale che

loc

H(z)p(x) de = —/_ v(z)p(z) do

-1
per ogni ¢ in C*((—1,1)). In particolare, data ¢ in C'°((—1,1)), avremmo che
1 1
| H@¢ @ do= [ @) do= o) - 9(0) = ~2(0)
-1 0

Sia {¢n nen € una successione di funzioni in C2°((—1,1)) con le seguenti proprieta:
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e per ogni n in N per ogni z in (—1,1) vale che ¢, (x) appartiene a [0, 1];
e per ogni n in N abbiamo che ¢,, ¢ supportata in [—%, }1],
e per ogni n in N abbiamo che ¢, (0) = 1.

Allora, per il teorema di convergenza dominata, abbiamo che

1
—1= lim —¢,(0)= lim v(x)pn(x) dz =0,

n—+oo n—+oo [ 4
che é assurdo.

Lemma 4.2.3. Siano (a,b) un intervallo in R, eventualmente illimitato, e u una

funzione in L}, ((a,b)). Supponiamo che u ammetta derivata debole v in senso W (vedi

4.1.11) di classe C°((a,b)). Allora u ¢ di classe C'((a,b)) e v ¢ la derivata di u in
senso classico.

Dimostrazione. Sia xy un punto fissato in (a,b) e definiamo

Essendo v continua, per il teorema fondamentale del calcolo integrale, vale che V' ¢ di
classe C''((a,b)). Sia ¢ una funzione test di classe C°((a,b)); allora, dalla definizione
di derivata TW-debole (vedi 4.1.11) e dalla formula di integrazione per parti per funzioni
di classe C*, si deduce che

u(e)e! () de = — | w(@)p(e) de = [ V(e)o!(x) do:
[ [ A

in altri termini, otteniamo che

b
/ V(@) — u(a))¢(z) dz = 0

per ogni ¢ in C((a,b)). Per il lemma di Du Bois-Reymond (vedi 4.1.7), concludiamo
che V' — u coincide quasi ovunque con una funzione costante; pertanto, u coincide quasi
ovunque con una funzione di classe C'*((a,b)). O

Lemma 4.2.4. Siano (a,b) un intervallo in R (eventualmente illimitato), u una fun-

zione in L} ((a,b)) e v la sua derivata debole in senso W (vedi 4.1.11) appartenente ad

loc
L} .((a,b)). Sia xo un punto in (a,b) e definiamo la funzione V : (a,b) — R tale che

per quasi ogni ¢ in (a,b).
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oe((a, b)), la funzione V' & ben definita ed ¢ continua
per il teorema di convergenza dominata. Sia ¢ una funzione in C2°((a,b)). Valgono le
seguenti uguaglianze:

/abV(x)gpl(x) dx:/abgo'(x) (/x:v(t) dt) du
__ / " ( / () dx) dt + / b < /t " S @)o(t) dx) dt

-/ " ot (t) di — [ voet d

zo

Dimostrazione. Essendo v in L}

_ —/abv<t)<p(t) dt
= [
Dunque, vale che
/ W) - u@)le!(2) do =0

per ogni funzione test ¢ in C°((a,b)). Per il lemma di Du Bois-Reymond (vedi 4.1.7),
possiamo concludere che esiste una costante ¢ in R tale che per quasi ogni z in (a, b)
vale V(z) = u(z) + c. O

Osservazione 4.2.5. In altri termini, il lemma 4.2.4 mostra che una funzione derivabile
debolmente in senso W (vedi 4.1.1) & una primitiva della sua derivata debole.

Teorema 4.2.6 (H=W in dimensione 1).
Siano (a,b) un intervallo limitato in R, p in [1,+00) (+00 ¢ escluso) e u una funzione
in W((a,b)). Esiste una successione di funzioni {uy }nen in C*((a,b)) tale che

o {u,}nen converge ad u in LP((a,b));
o {u) }nen converge a Du in L*((a,b)).
In particolare, gli spazi H*?((a,b)) e W'P((a,b)) coincidono.

Dimostrazione. Per densita, esiste una successione di funzioni {v, }nen in C*((a, b))
che converge a Du in LP((a,b)). Fissiamo ¢ in (a,b); per ogni n in N definiamo

inoltre, sia

V(z) = /w Du(t) dt.
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Osserviamo che {V}, }nen converge a V' in LP; infatti, vale che

/|v >|de—/b< ()—Du()dtDpdm
/ (/ lun(t) u(t)| dtDp dx
/ -

< (b—a) llon = Dullz (qp))

T

essendo (a,b) limitato, {v,},en converge a Du anche in L. Per il lemma 4.2.4, esiste
una costante c tale che u(z) = V(z) + ¢; se poniamo u,, :=V,, — ¢, abbiamo che {u, }nen
converge a u in LP((a,b)). O

Teorema 4.2.7 (Regolarita delle funzioni in W*'?((a,b))).
Siano (a,b) un intervallo in R (eventualmente illimitato), p un esponente in [1,+0o0], u
una funzione in WHP((a,b)) e Du la sua derivata debole.

e Sep=-+00, u coincide quasi ovunque con una funzione lipschitziana e vale che
u(@) = u()] < ull oo (@ 12— Yl

o sep ¢in (1,400), detto p' l’esponente coniugato di p (vedi 2.1.5), u coincide
quasi ovunque con una funzione —-holdemana che denotiamo ancora con u e vale
la disuguaglianza

1
u(z) — u(y)| < HDu“Lp((a,b)) |z — y["

ed esiste una costante c(a,b,p) dipende soltanto dal dominio (a,b) e da p tale che
[l oo apyy < €@ b, 0) [[telly (a0 ;
e se p=1 esiste una costante c(a,b) tale che
el oo ap) €(as 0) < lwlly 1 o) -
Inoltre, sono ben definiti © valori

u(a) = xlgﬁl; u(x),

u(b) = mlg}r)li u(z).

Dimostrazione. Supponiamo p = +o00; per il lemma 4.2.4, per ogni z, y in (a, b) (diciamo
x < y) vale che

Y
u(z) —u(y)| < / W' ()] dt < Nl oo (a9 [2 = 9l

Supponiamo p in (1, 4+00) e sia p’ I'esponente coniugato (vedi 2.1.5). Per il lemma 4.2.4,
per ogni z,y in (a,b) (diciamo z < y) vale che

4 1
lu(z) — u(y)| < / W' ()] dt <[] pogapy) 17— Y17
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per la disuguaglianza di Holder. In ogni caso, abbiamo provato che u é una funzione
uniformemente continua; quindi, se (a, b) é limitato, u si estende con continuita ad [a, bl;
se a = —oo deve valere

lim u(z) =0,

T——00

(intendendo che il limite esiste) perché u ¢ in LP((a,b)) con p < +00. Se b = +o0 &
analogo.

Supponiamo p = 1. Assumiamo che (a, b) sia un intervallo limitato. Esiste un punto
zo in (a,b) tale che

b
o) < 52 [ Juo)] de.

Per il lemma 4.2.4, possiamo assumere che per ogni z in (a,b) vale

u(z) = u(wg) + /w u'(t) dt.

o

Essendo v’ in L'((a,b)), per il teorema di convergenza dominata esiste

It = lim u(x) = u(zo) +/ u'(t) dt.

z—bt zo

Analogamente esiste

Deduciamo inoltre che per ogni z in [a, b] vale che

b
()] < [uzo)] + / W) dt < e(a,b) [l sy

Se (a,b) ¢ illimitato, possiamo supporre che coincida con R; in tal caso , per il lemma
4.2.4, per ogni x in R vale che

w(z) = u(0) + /OZ u'(t) dt.

Come in precedenza, possiamo ben definire [T e [~; essendo u in L'(R), deve valere
[T =1 =0. Allora, per ogni x in R vale che

u(x) = /_1 u'(t) dt,

da cui segue che
HU’HLOO(]R) < HU’/HLl(R)‘
O

Corollario 4.2.8. Siano (a,b) un intervallo in R (eventualmente illimitato), p in
(1,+00) e (¢,d) un intervallo limitato in (a,b). Siano u una funzione in W?((a,b)) e
{tn }nen una successione di funzioni C*((a,b)) tale che

o {u,}nen converge ad u in LP((a,b)),
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4.3. Teoremi di approssimazione

o {u) }nen converge a Du in L*((a,b)).

FEsiste una sottosuccessione, non rinominata, tale che {u, }nen converge ad u uniforme-
mente in [c,d].

Dimostrazione. Siano d > 1 un intero,  un aperto di R%e p in (1,d) e p* I'esponente
di Sobolev relativo a p (vedi 4.5.2). Supponiamo che {2 sia connesso, limitato e regolare
(vedi 4.4.9). Per ogni u in W?(Q) poniamo nte M tale che per ogni n in N esiste z,,
in [c,d] per cui vale che |u,(z,)| < M; essendo [c, d] limitato, & facile mostrare che per
ogni n in N per ogni z in [c, d] vale che
1
up(z)| < M + ”U;zHLp((a,b)) (d—c)",
dove p’ ¢ 'esponente coniugato di p (vedi 2.1.5). O

Proposizione 4.2.9. Siano (a,b) un intervallo in R, p in (1,4+00), (¢,d) un intervallo
limitato in (a,b) e u,v funzioni in WP ((a,b)). Allora vale la formula

/ w(z)v'(z) dz = u(d)v(d) — u(c)v(c) —/ o' (z)v(x) d.

Dimostrazione. Siano {u, }nen € {vn fnen successioni in C*°((a, b)) tali che

o {uy, nen converge a u il LP((c,d)) e uniformemente in [, d] (non restrittivo per il
lemma 4.2.8);

o {u, }nen converge a Du in LP((c,d));

e {v,}nen converge a v il LP((a,b)) e uniformemente in [c, d] (non restrittivo per il
lemma 4.5.6);

e {v) }nen converge a Dv in LP((a,b)).

Per ogni n in N vale che

/ n (2)00. (2) 4z = 1 ()0 (d) — tn(C)m(c) — / o (2)on () dz.

Per le ipotesi di convergenza, la tesi segue passando al limite per n che tende a +00. [

4.3 Teoremi di approssimazione

4.3.1 Approssimazioni in aperti a chiusura compatta

Lemma 4.3.1. Siano B un aperto di R, A un aperto a chiusura compatta in B, u
una funzione in LY(B) e o in N un multi-indice. Supponiamo che D%u sia la derivata

W-debole di w di ordine . Sia p un mollificatore e per ogni € in (0,6) sia u. come nella
definizione 2.2.2. Supponiamo B # RY; sia

0 = min{dist(a; 0B) | a € A}.
Allora, per ogni € in (0,0) per ogni x in A vale che
D%u.(z) = D% * p.(x).
Se, invece, B = R%, per ogni ¢ > 0 per ogni x in R? vale che

D%u.(z) = D% * p.(x).
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Dimostrazione. Supponiamo B # R% in tal caso, osserviamo che § ¢ ben definito ed ¢é
strettamente positivo, essendo A relativamente compatto in B. Inoltre, se € & in (0, §),
vale che A+ B(0;¢) ¢ contenuto in B ed ¢ relativamente compatto in B; pertanto, per
ogni z in A per ogni y in B(0;¢), ¢ ben definito u(z + y). Come osservato in 2.2.3, se
estendiamo u a 0 fuori da B, per ogni x in A vale che

D%u.(z) = /Rd u(z —y)D%.(y) dy = / u(z —y) gdim D%p <y> dy.

Rd

Ponendo z := x — y, troviamo che

o 1 w [T—2
D%u.(x) = /]Rd u(z)mD p (T) dz.

pu(2) = ;p (x - Z) ,

Se poniamo

¢ immediato osservare che

Allora, vale che

Do () = (—1) /R u(2)Drpu(z) dz = (1) /B w(2) D (2) da.

Per definizione di 4, ¢, ¢ una funzione C2°(B); dal momento che u ammette derivata
debole in senso W in B, vale che

Deu(z) = (—1) / u(2) D% () dz

/Da 2) o (2) dz
1 _
/DO‘ —=P (:c Z) dz
€ €
/Da uxr —y pa( )dy
= D% * p-(x).

Se, invece, B = R? la dimostrazione data si adatta facilmente, risultando semplificata.
m

Teorema 4.3.2. Siano 0 un aperto di R, o in N¢ un multi-indice, p in [1,+00) (+00
¢ escluso). Siano u una funzione in LY () con derivata W-debole D*u in L% ().
Allora esiste una successione {up tnen in C2°(2) tale che per ogni aperto ' a chiusura
compatta in Q vale che {u,}nen converge a u in LP(Y) e {DYuy, fnen converge a D*u
in LP(QY). Inoltre, se u ammette derivata W-debole di ordine B (con B un multi-indice
in N) in L7 (), allora per ogni aperto ' a chiusura compatta in Q la successione
{DPuy }nen converge a DPu in LP(SY); in altri termini, la costruzione della successione

approssimante & indipendente dall’ordine di derivazione.
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4.3. Teoremi di approssimazione

Dimostrazione. Supponiamo € # R?. La dimostrazione nel caso in cui Q = R¢ & una
semplificazione di quella proposta.

Step 1: Fissiamo un aperto A a chiusura compatta in 2. Per ogni z in A esiste un
raggio &, > 0 tale che B(x;6,) ¢ relativamente compatto in €. Essendo A compatto in
Q, esistono finiti punti {z;;...;2,} in A tali che

J
A | JB(xi;da,)-
i=1
Se definiamo '
J
B = UB(%; Oz )
i=1

¢ immediato verificare che B ¢ un aperto che contiene A relativamente compatto in
Q). Per le ipotesi su u e D*u, queste funzioni sono entrambe in LP(B). Supponiamo
Q) # R% essendo B a chiusura compatta in 2, ¢ ben definito

0 = min{dist(z;0Q) | = € B}.
Possiamo anche supporre che
d < min{dist(z;0B) | x € A}.

Se estendiamo u a 0 fuori da B e consideriamo un mollificatore p, per ogni ¢ in (0, J)
definiamo u. = u * p. (vedi 2.2.2). Per la scelta di §, per il lemma 4.3.1, per ogni ¢ in
(0,9) per ogni z in A vale che

D%u.(x) = D% * p(x).

Come osservato in 2.2.3, vale che {u.}.~o ¢ una successione in C2°(R?) il cui supporto
¢ relativamente compatto in € che converge a u in LP(R%); in particolare la convergenza &
in LP(A). Analogamente, vale che { D% * p. }.~¢ converge a D% in LP(R?) (intendendo
che abbiamo esteso D®u a 0 fuori da B); in particolare la convergenza ¢ in LP(A) e, per
quanto osservato, concludiamo che { D%u.}.~ converge a D%u in LP(A).

Step 2: Per ogni £ intero positivo definiamo

Qk::{xeﬂ

|z| < k, dist(z,08) > %}

Si osserva facilmente che per ogni k£ in N vale che (), ¢ un aperto contenuto in €2 a
chiusura compatta in €2, 1. Se k é fissato, come dimostrato nel primo passo, esiste una
funzione uf in C°(2) tale che

Hu',j - UHLP(Qk) <

Y

| =

1
Q) — E
Sia ) un aperto a chiusura compatta in ). Esiste kg in N tale che per ogni k > kg
Paperto € é relativamente compatto in €. Allora, per ogni k > kg vale che

1
o = el gy < Mk = w1,y <

A

1D%ui = D[

o a o @ 1
1D = Dl gy < [ D% = D[ 0, < 7
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Teorema 4.3.3. Siano 0 un aperto di R, m > 1, p in [1,+00) (+0o ¢ escluso) e u
una funzione in W™P(Q2). Esiste una successione {uy, }nen in C°(R?Y) con le sequenti
proprieta:

o {uytnen converge ad u in LP(§2);

e per ogni aperto Y a chiusura compatta in Q per ogni multi-indice o in N con
la] < m, la successione { D%y }nen converge a D%u in LP(SY).

Se u appartiene ad L () per ogni n in N vale che
||un||L°°(]Rd) S ”uHLoo(Q) .

Inoltre, se Q@ =R%, per ogni multi-indice o in N¢ tale che |a| < m wvale che { D%y }nen
converge a D%u in LP(R?).

Dimostrazione. Sia p un mollificatore come in 2.2.1. Dopo aver esteso u a 0 fuori da €2,
per ogni € > 0 definiamo la funzione u. come in 2.2.2. Sia & : RY — [0, 1] una funzione
in C>°(R?) con le seguenti proprieta:

e {(z)=0se x| > 2;
o {(x)=1se|z|< 1.

Per ogni € > 0, poniamo
&(x) = E(ex);
inoltre, definiamo

Us<x) = u5<1’>§5(1})

Vogliamo mostrare che la successione {v.}.~o ha le proprieta richieste. Per le proprieta
della convoluzione (vedi 2.2.3) vale che {u. }.-o ¢ una successione in C*°(R?) che converge
ad u in LP(RY). Quindi, {v.}.>0 ¢ una successione in C°(R%). Mostriamo che {v.}.~¢
converge ad u in LP(2). Per il teorema di convergenza dominata, vale che {ué.}.~o
converge ad u in LP(2) per ¢ che tende a 0. Allora, vale che

gllgh |ve — U’HLP(Q) < 51_1>%1+ |uege — u§€||Lp(Q) + 61_13(% [uge — UHLP(Q)

< EE%L erHLoo(Rd) [[ue — u”LP(Q) + Ell%%r [uge — UHLP(Q)

=0.

Fissati un aperto € relativamente compatto in e un multi-indice o in N tale che
la| < m, vogliamo mostrare che {D%v, }.~o converge a D% in LP(€)'). Per il lemma
4.3.1 esiste § > 0 tale che per ogni € in (0,4) per ogni z in Q' per ogni multi-indice « in
N¢ con |a| < m vale che

D%u.(x) = D% * p-(x).

Possiamo anche assumere che €' sia contenuto in B (0; %)) e sia relativamente compatto

in tale palla. Allora, per ogni ¢ in (0,9) per ogni x in ' vale che . () = 1; in
particolare, deduciamo che D%v.(z) = D%u.(x). Per le proprieta della convoluzione,
vale che { D%u* p. }.~¢ converge a D% in LP(R?) (intendendo che abbiamo esteso D%u a
0 fuori da 2); in particolare, la convergenza & in LP(€). Per quanto osservato, abbiamo
mostrato che {D%v.}.~o converge a D% in LP(§Y).
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4.3. Teoremi di approssimazione

Inoltre, osserviamo che, essendo v. = &.(u * p.), per le proprieta della convoluzione
(vedi 2.2.3) vale che
el oo ety < Null oo

Infine, supponiamo 2 = R?. Per ogni £ > 0 possiamo espandere la derivata a-esima
del prodotto con la regola di Leibniz; utilizzando il lemma 4.3.1, per ogni € > 0 per
ogni x in R? vale che

*(ule) (x Z Dug(z) - D%°&(x)
= Z D3ug(z) - =181 D¢ (ex)
= Z D3 (u  p.) ()!8I D5 ¢ (ex)
s
= (D) * pll(w)e D5 e (o),
s
dove S varia tra tutti i sottoinsiemi di {0;...;|a|}. In particolare, per ogni ¢ > 0 vale
che
1D (ueke) = Dull o gay < [[D%(uzps) = (D) pel| pogay + [1(D%w)pe = D¥ul| 1o gy
< (D) = Dull o gy
s al-IS] || pS°
+ ES: 1D%) % e[ o gy DT ey
al variare di S tra tutti i sottoinsiemi di {0;...;|«|} di cardinalita strettamente minore
di |a|. Ricordando che ¢ ¢ una funzione di classe C>°(R?) e che per ogni sottoinsieme
S in {0;...;|a|} vale che {(D%u) * p. }o>o converge a Du in LP(R?) per le proprieta

della convoluzione (vedi 2.2.3), deduciamo che esiste una costante M tale che per ogni
e > 0 vale che

1D (ueke) = Dull gy < [[(Dw)pe = D%l| 1y (gay + Me;

questo é sufficiente a concludere. O

4.3.2 Approssimazioni globali

Lemma 4.3.4. Siano Q un aperto in R, m > 1, p in [1,+00|, u una funzione in
Wm™P(Q) e una funzione in C°(Q2). Allora uyp & una funzione in W™P(Q) e vale la
regola di Leibniz per le deriwate W-deboli.

Dimostrazione. Sia o in N? un multi-indice. Procediamo per induzione sulla cardinalita
di . Supponiamo || = 1. Sia ¢ una funzione test in C2°(€2). Applicando la regola di

Leibniz tra funzioni C2°(£2) e la definizione di derivata W-debole (¢t ¢ una funzione
test in C2°(Q2)), vale che

| wsDug do= [uDnve) o= [ u(eDo) do

— [evDuuda~ [ puD.v do
Q Q

= _/W[¢Dx¢U+UDzi¢] dx.
Q
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Sia j < m un intero. Supponiamo che la tesi sia vera per ogni multi-indice 3 in N¢ tale
che |8] < j. Sia o un multi-indice in N? tale che |a| = j + 1. Esiste un multi-indice
B di cardinalita j tale che D®u = D, DPu, per il teorema di inversione dell’ordine di
derivazione (vedi 4.1.9 e 4.1.13). Applicando la regola di Leibniz per funzioni lisce, la
definizione di derivata W-debole (1)D?p & una funzione in C>°(2)) e il fatto che u &
una funzione in W1?(Q) (come mostrato nel passo base), otteniamo che

/w,DDo‘go dzx = / wp(D,, D) dx
Q Q
= / uD,, (YD) dx — / uD,, b DP o dx
Q

Q

= —/Dmiu(l/JDﬁcp) dx — / uD, v DP o da
Q Q

— [ @Daut uD, ) D s
Q

— [ D)% e
Q

Si osserva facilmente che se u & in W™P(Q), allora D,,u & in W™ 1P(Q). Per ipotesi
induttiva, le funzioni ¢ D, u e uD,,1) sono in W7P(Q). Essendo D,,(uw)) = uD,,1) +
YD, u, allora D, (u) & in WiP(Q). Essendo |3| = j, vale che
/ wpDp dx = —/ D, (w))DPy da
Q Q
== (=) [D" Dy, (u)] ¢ du
= (1) [ Drun)e de
Q

]

Proposizione 4.3.5 (Partizione dell’unita - caso 1).
Siano A un aperto in R? e { Ay }ren una successione di aperti con le sequenti proprieta:

o A e relativamente compatto in A per ogni k in N;

o A=A

keN

e il ricoprimento é localmente finito, cioé ogni compatto K in A interseca soltanto
un numero finito di aperti {Ay | k € N}.

Allora esiste una partizione dell’unita relativa al ricoprimento, cioé una successione di
funzioni {1 tren con le sequenti proprieta:

e 1y, & in C°(RY) e ha supporto contenuto in Ay per ogni k in N;
e 0 < Yp(x) <1 per ogni x in R? per ogni k in N;

e per ogni x in A vale che

> dhi(x) =1.
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Dimostrazione. Step 1: Mostriamo che per ogni k in N esiste un aperto By relativa-
mente compatto in Ay tale che la famiglia {By | £k € N} ¢ ancora un ricoprimento di
A.

Sia k = 1; per ogni ¢ intero positivo, consideriamo ’aperto

]

A= {I e

dist(z;04;) > 1} .

Ovviamente, per ogni ¢ I'aperto A ; ¢ a chiusura compatta in A;. Affermiamo che esiste
un intero positivo j tale che
A=A Ul A

k>2

Supponiamo per assurdo che per ogni i in N esista un punto

k>2

Segue che per ogni ¢ in N il punto x; ¢ in A;. Essendo A; a chiusura compatta in A, a
meno di sottosuccessioni, non rinominate, possiamo supporre che {z; };cn sia convergente
ad un punto z, in A;. Ovviamente, per ogni k > 2 il punto x., non pud appartenere
ad Ay, altrimenti la successione {z;};eny dovrebbe definitivamente essere contenuta in
Ay, (essendo Ay, aperto). Pertanto, ., deve appartenere ad A;. Tuttavia, questo non é
possibile perché z; non appartiene ad A;; per ogni 7 in N, quindi

| =

~

che implica che z,, appartiene a 0A;.

Per ricorsione, possiamo definire per ogni k in N D'aperto B con le proprieta
richieste. Procedendo in maniera del tutto analoga possiamo costruire una successione
{Cy | k € N} di aperti con le seguenti proprieta:

e {C% | k € N} ricopre A;
e per ogni k in N C}, é relativamente compatto in By.

Step 2: Sia k in N fissato. Poniamo
0r = min {min{dist(z; 0A;) | € By }; min{dist(x;90By) | € Ci}}.

Essendo By relativamente compatto in Ay e C}, relativamente compatto in By, 5 € ben
definito ed ¢ strettamente positivo. Sia p un mollificatore (vedi 2.2.1); dato € in (0, &%),
possiamo definire

Op =1, * p:

come in 2.2.2. Dalla definizione di prodotto di convoluzione, ¢ chiaro che 0 (x) ¢ in [0, 1]
per ogni = in R? e vale 1 per ogni x in Cy; per le proprieta del prodotto di convoluzione
(vedi 2.2.3), il supporto di 0 ¢ contenuto in By + B(0;¢) che é contenuto in A, per la
scelta di €.

Step 3: Per ogni z in A definiamo

S(x) = Z 01 ().

keN
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Sia z in A e sia K, un intorno di x a chiusura compatta in A; ¢ immediato osservare
che, essendo il ricoprimento { Ay }ren localmente finito, esiste un numero finito di indici
tali che 0x(y) # 0 che per ogni y in K,. Questo ¢ sufficiente per concludere che la
funzione S é ben definita ed & strettamente positiva su tutto A; inoltre, é di classe
C>°(A) (la somma ¢ localmente finita). In conclusione, per ogni & in N per ogni x in A
possiamo ben definire

Or(z)

S(x)

La funzione 1, ¢ supportata in A che é a chiusura compatta in A; pertanto, la sua
estensione a 0 fuori da A é ancora una funzione liscia. Inoltre, &€ ovvio che

> di(x) =1

neN

Yr() =

per ogni z in A. O

Teorema 4.3.6 (Meyers-Serrin, 1964).
Siano Q un aperto in RY, m > 1, p in [1,+00) (+00 escluso) e u una funzione in
Wmr(Q). Allora esiste una successione {uy, fnen in C(Q) con le sequenti proprieta:

o {Upn}nen converge a u in LP(Q);

o { D%y }nen converge a D*(u) in LP(2) per ogni o multi-indice in N tale che
lal < m.

In particolare, vale il contenimento
WmP(Q) C H™P(Q).

Dimostrazione. Step 1: Per ogni intero k > 1, definiamo ’aperto
) 1
Q= {l’ e ‘ |z| < k, dist(z;00) > E}

Poniamo anche Qy = Q_; := (). Per ogni intero k > 1, introduciamo gli aperti
Ap = Qg \ g1,

By = Qpyo \ Qpa.

Vale banalmente che Aj é relativamente compatto in By per ogni k& > 1; inoltre, gli
aperti {Ag | £ > 1} formano un ricoprimento localmente finito di 2.
Step 2: Sia {9y }ren la partizione dell’unita relativa al ricoprimento introdotto. Per
ogni £ > 1 poniamo
U = U wk

Per il lemma 4.3.5, abbiamo che u; é supportata in A per ogni k > 1; per il lemma
4.3.4, ug & in W™P(Q) per ogni £ > 1. Quindi, possiamo concludere che u; & una
funzione in W™P(By,). Inoltre, per ogni z in 2 vale che
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dal momento che nella somma ci sono al pitt due addendi non nulli. Per concludere la
dimostrazione, basta provare che per ogni 7 > 0 esiste una funzione v in C*°(Q2) tale
che per ogni multi-indice o in N¢ con |a| < m vale che

D% — DaUHLp(Q) <7
e anche
v — uHLP(Q) <1

Dunque, fissiamo 7 > 0. Essendo A relativamente compatto in By, per il teorema 4.3.2
per ogni k > 1 esiste una funzione vy, in C°(By,) tale che

n
vk =kl pm, < o

(vedi 4.1.16 per la definizione di [|-[|,, o). Essendo vy, supportata in By per ogni k > 1
e il ricoprimento { By | £ > 1} localmente finito, per ogni x in €2 possiamo ben definire

v(x) = Z vg(x).

k>1

Inoltre v & anche di classe C°°(€2) perché ogni punto in  ha un intorno compatto in €
che interseca solo un numero finito di aperti del ricoprimento {By, | £ > 1}. Del resto,
per quanto osservato, é ovvio che

HUk — ,Ukavpr == ||uk’ - Uk“m,p,Bk :

In conclusione, valgono le stime seguenti:

v = ully 0 = || D 0k — ur)
k=1 m,p,Q2
< ok =kl
k>1
o
<D
k>1

]

Osservazione 4.3.7. Dimostrata l'uguaglianza degli spazi W"™P(Q) e H"™P(2), lo spazio
Wm2(Q)) & denotato usualmente con H™.

4.3.3 Teoremi algebrici

Il teorema di Meyers-Serrin (vedi 4.3.6) dimostra I'uguaglianza degli spazi H"™?((Q2) e
W™P(Q) per ogni m > 1, per ogni p in [1, +00) e per ogni aperto € in R?, senza ulteriori
ipotesi aggiuntive. Tuttavia, per provare i seguenti teoremi algebrici ¢ sufficiente (e
anche piu comodo) invocare il teorema di approssimazione 4.3.3.

Teorema 4.3.8. Siano Q un aperto di RY, p in [1,4+00], u,v due funzioni in W1P(Q)N
L>(Q). Allora uwv ¢ una funzione in W?(Q) e vale la formula di Leibniz per le derivate
deboli, cioé per ogni i in {1;...;d} vale che

D, (w) = uD, v+ vD,,u.
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Dimostrazione. Sia i un intero fissato in {1;...;d}. Innanzitutto osserviamo che uv e
uD,,v+vD,,u sono funzioni in LP(§2). Sia ¢ una funzione C2°(2). Dobbiamo mostrare
che

/(uv)DwM drx = —/ [uD,u+vDyu] @ de.
0 0

Step 1: Supponiamo che p sia in [1,+00). Per il teorema 4.3.3, siano {u,}nen €
{0 }nen successioni in C2°(RY) con le seguenti proprieta:

o {uynen converge a u in LP(Q), {Dy,un }nen converge a D, u in LP(€)) per ogni
aperto €)' relativamente compatto in €2;

o {VUp}nen converge a v in LP(QY), {D,, v, }nen converge a D, v in LP(§)) per ogni
aperto ' relativamente compatto in €;

e per ogni n in N vale che
||un||L°°(]Rd) < ”uHLOO(Q)’
[0nl Lo ety < (101l ooy -
Per ogni n in N vale che
D, (uyvy,) = Dy, vy + 0y Dyt

In particolare, se ' ¢ un aperto relativamente compatto in 2 che contiene il supporto
di ¢, vale che

/ (Unvn) Dy p dx = —/ [t Dy, Uy, + Uy Dy, @ dix.

Abbiamo che {u,v, }ren € una successione equi-limitata in norma infinito dalla costante
[wll oo [Vl o ()- A meno di sottosuccessioni, non rinominate, possiamo supporre che
converga a uv puntualmente quasi ovunque in 2. Essendo ' compatto, le costanti sono
dominazioni ammissibili; quindi, dal teorema di convergenza dominata segue che

lim (unvn) Dy p do = / (uwv) Dy, du.

n—-+o0o Q ’

Proviamo che

lim (unDyyvp)p dx = / (uDg,v)p dx.

n—+oo o ’

Sia M > 0 tale che [¢]| ;o (q) < M. Essendo €' di misura finita, {Dy,v, }nen converge a
D,,v anche in L'(Q'). Per ogni n in N valgono le stime seguenti:

< | N|upDyvn —uDyo| || dx
Q/

<M | |uy||Dyvn — Dy,v| da
Q/

/ [t Dy, vy — uDy,v] @ da

+M/ | Dy, vl |up, — u| dx
Q/

< M |[ull po(ory |1 Pa,vn = D0 1.y

+M/ | Dy, vl Uy, — ul| da.
Q/
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Per quanto osservato in precedenza, vale che

lim M ||u||L°O(Q') ”szvn — Dx¢U|‘L1(Q/) = 0.

n—-+o0o

Infine, notiamo che
| Dayv(2)] |un(2) — w(z)| < 2|l fo () | Da,v()]

per ogni x in €' per ogni n in N. Essendo D,.v una funzione in L*(Y’), a patto di
estrarre una ulteriore sottosuccessione (non rinominata) {u,},en che converge ad u
quasi ovunque in €2, per il teorema di convergenza dominata si conclude anche che

lim M/ |Dy,v| |u, — u| de = 0.
Q/

n—-+0o00

In maniera del tutto analoga, si mostra che

lim (Un Dy up)p dx = / (vDy,u)p dx.

n——+oo o /

Questo conclude la dimostrazione nel caso in cui p appartiene a [1,400).

Step 2: Sia p = +o00. Se €2 & un aperto relativamente compatto in €2 che contiene
il supporto di ¢, possiamo trovare un altro aperto " relativamente compatto in §) tale
che € sia relativamente compatto in ”. Essendo €2” a chiusura compatta, possiamo
concludere che u,v appartengono anche a W1 (Q”). Dal momento che il supporto di ¢
¢ compatto in ", per quanto dimostrato nel primo passo, si conclude che

w) D, o dr = uwv) D, o dx
1) Do ) P
=— / [uDgv+vDy,ul ¢ dx
= —/ [uDy, v+ vDy,ul ¢ dr.
Q

[]

Teorema 4.3.9. Siano Q un aperto in R, m > 1, p in [1,4+00] e u una funzione in
WiP(Q). Sia g : R — R una funzione con le sequenti proprieta:

e g ¢ di classe C1(R);
e g(0) =0 (richiesta superflua Q0 ha misura finita);
o csiste M in R tale che |g'(s)| < M per ogni s in R.
Allora g(u) appartiene a WYP(Q) e per ogni i in {1;...;d} vale la formula
D,.g(u) = ¢'(u)D,.u.

Dimostrazione. Sia i un intero fissato in {1;...;d}. Innanzitutto osserviamo che
¢'(u)Dy,u & una funzione in LP(€2). Se ¢g(0) = 0, dal teorema fondamentale del calcolo
integrale segue banalmente che |g(s)| < M |s| per ogni s in R; allora, si conclude che
lg(u)| < M |ul, in particolare g(u) ¢ una funzione in LP(€2). Se € ha misura finita e
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g(0) # 0, per il teorema fondamentale del calcolo integrale vale che |g(s)| < |g(0)|4+M |s];
segue che |g(u)| < |g(0)|+ M |u|, quindi g(u) ¢ ancora una funzione in LP(2) (& cruciale
'ipotesi di misura finita).

Siano ¢ una funzione test in C°(€2) e ¢ in {1;...;d}. Dobbiamo mostrare che

Jwobeiedo == [ (@Dl do.
Q Q

Step 1: Supponiamo che p sia in [1,4+00). Per il teorema 4.3.3, sia {u, }n,eny una
successione in C’ff’(Rd) con le seguenti proprieta:

o {Up}nen converge a u in LP(Q), {Dy,uy }nen converge a D, u in LP(€') per ogni
aperto ' relativamente compatto in €2,

e per ogni n in N vale che
||un||L°°(]Rd) < ||U||Loo(Q)-

Sia ' una aperto relativamente compatto in €2 che contiene il supporto di ¢. Per ogni
n in N vale che
[ stw)Du de == [ (g Dy do
Ql /

A meno di ulteriori sottosuccessioni, non rinominate, possiamo supporre che {uy, }nen
converga ad u puntualmente quasi ovunque. Allora {g(u,)},en converge a g(u) quasi
ovunque. Inoltre, essendo €’ a chiusura compatta, vale che {u, }nen converge ad u in
LY(€Y). Per ogni n in N per quasi ogni z in € vale che

|9 (u(2))] < 1g(0)] + M |u(z)].

Essendo u una dominazione ammissibile in L'(£2’) e ' un aperto di misura finita, vale
che |g(0)] + M |u| ¢ una dominazione in L'(€). Allora, per il teorema di convergenza
dominata, possiamo concludere che

lim [ g(un)Dyp da =/ 9(u) Dy, dz.

n—-+400 Q ’

Sia A > 0 tale che ||| oo () < A; per ogni n in N valgono le stime seguenti:

[ 15 w)Den = g (@Dl da

<A [ |¢(un)Dyun, — ¢'(u)Dy,u| da
Q/
Q/

+ A |g/(un)Dociu_g/(u)D:viu’ dx
Q/

< AM || Dy, un — DmiuHLl(Q’)

+ A |’ (un) — ¢'(w)| | Dyu] da.

Q/

Essendo € relativamente compatto in €2, vale che {D,,u, }nen converge a D, ,u anche
in LY(€Y); allora, segue che

n—-+oo
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Inoltre, per le ipotesi su g, per ogni n in N, per quasi ogni z in €’ vale che

|9 (un(2)) = g'(u(@))]| Dz, u(2)| < 2M | Dy u(z)]

che ¢ una dominazione ammissibile in L'()'). Per il teorema di convergenza dominata,
si conclude che

19 (un) = g’ ()] |Dayul da = 0.
Q/

Questo conclude la dimostrazione nel caso in cui p appartenga a [1, 400).

Step 2: Sia p = 4+00. Se ' ¢ un aperto relativamente compatto in € che contiene
il supporto di ¢, possiamo trovare un altro aperto Q” relativamente compatto in €2 tale
che (' sia relativamente compatto in €”. Essendo €2 a chiusura compatta, possiamo
concludere che u appartiene anche a W1(£2”). Dal momento che il supporto di ¢ &
compatto in €”, per quanto dimostrato nel primo passo, si conclude che

[ otwbapds= [ g@bupds=- [ [@Duulpdr =~ [ (gDuule ds

Q
0
Corollario 4.3.10. Siano Q un aperto di R, p in [1,+00] e u una funzione in W1P(Q).
Allora u| & una funzione in WHP(Q) e per ogni i in {1;...;d} vale
D, |u| = sgn(u)D,,u.

In particolare, se v ¢ una funzione in WH(Q), allora max{u;v} e min{u;v} sono

funzioni in W1P(Q).

Dimostrazione. Per ogni n in N definiamo g, : R — R tale che

La successione {g, tnen € in CH(R) e vale

9,(8) =

S

,/32+%7

pertanto, |g/,(s)] <1 per ogni n in N per ogni s in R. Per il teorema 4.3.9, {g,(«) }nen

¢ una successione in W1?(Q) e per ogni n in N per ogni ¢ in {1;...;d} vale che
u
Dagn(6) = ———Dyu.
u? + 1

Sia ¢ una funzione C2°(£2). Dobbiamo provare che

/ |u| Dy, p dx = —/ [sgn(u)D,,ul ¢ d.

Per quanto osservato, se €2’ ¢ una aperto relativamente compatto in € che contiene il
supporto di ¢, allora per ogni n in N vale che

| anwDupdo = [ g Dual e

105



Capitolo 4. Spazi di Sobolev

Osserviamo che {g, (u) }neny converge a |u| puntualmente e per ogni n in N per quasi
ogni z in (2 vale che

0 < gn(u(z)) < fu(z)];
essendo € un insieme di misura finita, u ¢ una funzione in L'(Q’). Il teorema di

convergenza dominata garantisce che

lim gn(u) Dy dx = | |u| Dy, .
Q/

n—-+o0o Q

Osserviamo anche che {¢/,(u)}nen converge puntualmente a sgn(u); essendo |g), (u)] <1
per ogni n in N per quasi ogni z in ' e D,,u una funzione in L' ('), possiamo concludere
con il teorema di convergenza dominata che vale

lim [¢),(u) Dy u] p do = / [sgn(u)D,,u] ¢ d.

n—-+0o Q ’
]

Teorema 4.3.11 (Composizione interna).
Siano A, B aperti di R? tali che esiste una mappa ® : A — B con le sequenti proprieta:

o O ¢ invertibile;
e & ¢ ! sono di classe C*;
o JO ¢ JO! sono limitati.

Sia p in [1,+00]. Allora u appartiene a WYP(B) se e solo se uo® appartiene a W'P(A).
Inoltre, vale la regola di derivazione a catena:

duod 4. ou 0P,
e )= ; 8—%@@)) o, (2

Dimostrazione. Mostriamo che se u appartiene a W1?(Q), allora u o ® appartiene a
WP(A) e vale la formula di derivazione a catena. L’altra implicazione ¢ del tutto
analoga. Siano ¢ una funzione di classe C°(A) e i un intero in {1;...;d}; dobbiamo
mostrare che

¢ . ou 0P,
JuerwEw a=- [ (Z S0 <y>> oly) dy.

Sia A’ un aperto relativamente compatto in A che contiene il supporto di ¢; poniamo
B' = ®(A"). Sia B” un aperto relativamente compatto in B che contiene B’ (che
¢ compatta in B, perché ® ¢ un omeomorfismo). Ovviamente, v & una funzione in
WhP(B") e, essendo B” relativamente compatto in B, vale che u & in W!(B”). Per
il teorema 4.3.3, esiste una successione {u, nen di funzioni di classe C>°(R?) con le
seguenti proprieta:

o {u,}nen converge ad u in L*(B");

o {Vu,}nen converge ad Vu in L'(B').
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Per la formula di cambio di variabili, essendo J®~! una funzione limitata, vale che

lim |ty 0 @(y) —uo d(y)| dy = lim / |un(z) — u(z)| |det(J® " (z))| dz = 0.
n—-+oo A n—-+oo B

Dunque {u,, 0 ®},cn converge a uo ® in L'(A’). In maniera del tutto analoga, si mostra
che {(Vu,) o ®},en converge a (Vu) o ® in L'(A’). Osserviamo che per ogni n in N
vale che

/Aun o <1>(y)§i (y) dy = — /A m%"—gi(l))(y)w(y) dy

d
ou 0D,
= — (P J dy.
/A (;Zl ayj( (y)) ayi> e(y) dy
Allora vale banalmente che

lim [ u, o0 ®(y) O¢ (y) dy:/Auocl’(y)

n—+oo [ 4 8951

Essendo J® una funzione limitata, concludiamo che

. < ou, 0P, du 0P,
Jim | (; 5, (@(y)) ayi) o(y) dy :/A (JZ a—yj@(y)) 8%) (y) dy.

4.4 Teoremi di estensione

Definizione 4.4.1 (Extender).
Siano d > 1 un intero, Q un aperto di R, m > 1 e p in [1, +o0].

1. Si dice (m, p)-estensione una funzione lineare E,,,, : W™P(Q) — W™P(R?) con le
seguenti proprieta:

e per ogni u in W™P(Q) per quasi ogni x in {2 vale che
B pu(z) = u(z);

e esiste una costante ¢(m;p) dipendente solo da m e p tale che per ogni u in
WmP(Q) vale che

[l e < c(msp) llull,,, 0

1 (R9) tale che
la sua restrizione a W™P(§2) ¢ una (m; p)-estensione per ogni p in [1,4o00].

2. Si dice m-estensione forte una funzione lineare E,, : L} _(Q) — L|

3. Si dice estensione universale una funzione lineare E : Ll () — LL (R?) che sia

loc
una m-estensione forte per ogni m.

Teorema 4.4.2. Siano d > 1 un intero, 2 un aperto di R?, m > 1 un intero e p in
[1,4+00). Supponiamo che esista E,,, : W™P(Q) — W™P(RY) una (m;p)-estensione
(vedi 4.4.1). Allora per ogni w in W™P(Q) esiste una successione di funzioni {u, }nen
in C2(RY) tale che
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o {uytnen converge ad u in LP(S),

e per ogni multi-indice o in N¢ tale che |a| < m vale che {D%u, }pen converge a

D%u in LP(9Q).

Dimostrazione. Sia w in W™P(Q); poniamo 4 = E,,,u. Sappiamo che @ appartiene
a W™P(R?). Per il teorema 4.4.2 esiste una successione {tn }nen di funzione di classe
C>(R%) tale che

o {u, }nen converge ad u in LP(RY),
e per ogni multi-indice a in N? tale che || < m vale { D%, }nen in LP(R?),
In particolare, le convergenze sono in LP(2). O

Osservazione 4.4.3. 1l teorema 4.4.2 é il miglior risultato di approssimazione che si possa
dare in questo contesto. L’intento delle prossime sezioni ¢ trovare ipotesi ragionevoli su
Q2 che garantiscano 'esistenza di una (m, p)-estensione (come nel teorema 4.4.2).

4.4.1 Estensione nel caso modello

Definizione 4.4.4. Siano A un aperto in R?"!; poniamo C} == A x (0,1) e Cy =
A x (=1,1) in R? Data una funzione u : C; — R, definiamo

e l'estensione per parita, cioé Eu : C4 — R tale che

u(zyy)  se (z;y) € Oy,
[Eu)(z;y) = qu(r;—y) sex €A, ye(-1,0),
0 sex € A, y=0;

e |'estensione per disparita, cioe Eu:C4 — R tale che

u(z;y) se (z;y) € C,
[Bul(z;y) = —u(z; —y) sex €A ye(-1,0),
0 sexe A y=0.

In entrambi i casi, la definizione in A x {0} ¢ puramente convenzionale (infatti A x {0}
ha misura nulla in R?).

Teorema 4.4.5 (Estensione per parita).

Siano d > 1 un intero, A un aperto di R, Cy:= Ax (=1,1) e CF = Ax (0,1) ep
in [1,400]. Siano E [operatore di estensione per parita ed E ["operatore di estensione
per disparita (vedi 4.4.4). La restrizione di E: WYP(CF) — WP(Cy) ¢ ben definita e
lineare; inoltre valgono le sequenti proprieta:

e per ognii in {1;...;d — 1} vale che

oFu ou

0Fu . [ Ou
o =F—):
Ay (ﬁy) ’
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o per ogni u in WHP(CT) vale che

1Bully oy < 21l po

Dimostrazione. Step 1: Fissiamo ¢ in {1;...;d—1}; sia ¢ una funzione test in C°(Cy)
e mostriamo che

/CA [Eu(x,y)]g_z(iﬂ,y) dzdy = —/CA {ESZ (x;y)] o(z;y) dady.

Poniamo ¢ (z;y) == ¢(z;y) + ¢(x; —y). Osserviamo che

/ [Eu(x; y)]?(x; y) dxdy
Ca z;

:/A(/Ol ule y>§§2<$ v) y) d“/(/ou o ) dy) da
:/A(/ol u(; y)g;fi@ ) y) d$+/(/0 u(z x—y) dy) dx
:/A(/Olu(x;y) Bi(x;y) yD dr

- /(j+ u(x; y)gw (z;y) dxdy.

Con conti del tutto analoghi, troviamo che

/CA {Eg—z(x,y)] o(z;y) dedy = o g (z;y)(z;y) dady.

Dunque, dobbiamo mostrare che
oY ou
[ i) wig) dady =~ [ S wi)tasy) dody
C-‘r 31: C+ a

Osserviamo che ¢ ¢ una funzione C*(C'}); tuttavia, non ¢ detto che abbia supporto
compatto in C. Sia 6 : R — R una funzione C*°(R) con le seguenti proprieta:

e J(y)=0sey<lef(y)=1sey>2

e J(y) ¢ in [0,1] per ogni y in R.

Per ogni intero positivo k, poniamo ¢y (z;y) = ¥ (z;y)0(ky). Osserviamo che {¢y }ren
¢ una successione di funzioni di classe C2°(C), pertanto per ogni k in N vale che

0 0
/C+ u(z;y) é;i (z;y) dedy = —/Cj 8;,- (z;y) V(23 y) dady;

pit esplicitamente, per ogni k in N vale che

[ e g ws)othy) dady = — [ S e )itei)o(hy) dody
o c

i " oz;

109



Capitolo 4. Spazi di Sobolev

Se denotiamo con B il supporto di 1, osserviamo che tutti gli integrali sono in B e che
B ¢ limitato. Per le proprieta di 6 per ogni k in N per ogni (x;y) in C'} si ha

u(; y)%(l’; y)‘

]

u(; y)%(x; y)9(7fy)‘ <

2

che ¢ una dominazione ammissibile in L'(B) (infatti u ¢ in L?(C}) e B ha misura
finita). Inoltre per quasi ogni (z;y) in C vale che

0 0
lim U(Jf;y)a—f(x;y)@(ky) = U(I;y)a—f(:ﬁ;y);

k——+o0
per il teorema di convergenza dominata, concludiamo che

0 0
lim U(w;y)a—w(x;y)H(ky) dzdy = /C+ U(I;y)a—j(rc;y) dzdy.

k— + ;
—+o00 CA l‘z
In maniera del tutto analoga, si mostra che

. ou
lim 3

k .

—+o0 CX Iz

(z; )0 (x5 y) dady.

(z;y)(z;9)0(ky) dwdy:/ Ou

ot Ox;
Step 2: Sia ¢ una funzione test in C2°(Cy). Dobbiamo mostrare che

/CA [Eu(x;y)]g—g(x;y) dxdy = —/CA [Eg—lyt(x,y)} o(x;y) dedy.

Poniamo ¥ (x;y) == ¢(x;y) — ¢(x; —y). Procedendo come nel primo step, troviamo che
la tesi e equivalente a mostrare che

ou

N _ [ Ou, .
/Cj U(x,y)a—y(x,y) dxdy = /c; o (z;9)¢ (25 y) dody.

Osserviamo che 9 ¢ una funzione in C*°(C}); tuttavia, non ¢ detto che il suo supporto
sia compatto in C'f. Sia # : R — R una funzione con le stesse proprieta indicate nel
primo step. Per ogni k in N denotiamo con ¢y (x;y) = ¥ (x;y)0(ky). Essendo {1y }ren
una successione in C°(CY), per ogni k in N vale che

w(x;y)—(x;y) dedy = — —(x; x;y) dxdy;
/q+1 (z;y) 8y< y) dxdy o ay( y)vi(z;y) dedy

pit esplicitamente, per ogni k£ in N vale che

/OX U(x;y)g—j(x;y)e(ky) dxdy + /C,X u(x; y)(z; y)ko' (ky) dedy

ou

. / Gy k) dedy

Come mostrato dettagliatamente nel primo step, vale che

0
lim u(z; y)a—f(w; y)0(ky) dzdy = /

k—4o0 C’j{ qu_

19)
u(z; y)%(x; y) dzdy,
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Ou (z; )0 (25 y)0(ky) dedy = @(rr; Y)U(z;y) dedy.

lim
ok dy

k—+o0 CX ay

Dunque, per concludere basta mostrare che

lim w(x; y)(z; y)kb' (ky) dedy = 0.

k——+o0 CX

Osserviamo che v si annulla sull’asse x e che ¢ lipschitziana; pertanto, esiste una
costante L > 0 tale che per ogni (z;y) in C vale che

(x5 9)| = [P(x5y) — d(;0)] < Lyl
Siano M > 0 tale che ||0/[| @) < M e B il supporto di t: osserviamo che B ¢ limitato.
Per ogni k£ in N poniamo

Bk =BNAX (O,%)

Essendo ¢'(y) = 0 se y > 2, vale che

lim
k—+o0

[ eyt oy
ch

dady < tim_ [ fulas )] 10(wi)| K16/ (ky)]| dady
—+00 By

< lim |u(z;y)| MLk |y| dxdy

<2ML lim lu(z;y)| dedy
k—4o00 By,
=0
per convergenza dominata (infatti B ha misura finita e u ¢ in L'(B)).
Step 3: Abbiamo mostrato che la mappa E : Wh(CF) — W'?(Cy) ¢ ben definita

e valgono le relazioni enunciate per le derivate deboli; inoltre F ¢ ovviamente lineare.
Per concludere, basta osservare che per ogni u in W'?(C¥) vale che

d
||EU||1,p,CA = ||Eul|LP(CA) + Z ||D£L‘iEu”LP(CA)
i=1

d d
< HEUHLP(CX) + HEUHLp(cg) + Z HD:J:ZEUHLP(CX) + Z HDmEuHLP(Cg)

i=1 i=1

d
=2 HUHLP(CX) + 22 HD%‘U”LP(C:{)
i=1
= 2lully e -
O

Osservazione 4.4.6. Lo stesso enunciato del teorema 4.4.5 vale nel caso in cui A sia
un aperto di R e Cy = A x (0,400) e O} = A x R. La dimostrazione data puo
facilmente essere adattata.

Osservazione 4.4.7. L’estensione per parita non ¢ una 2-estensione forte. Basta osservare
che per ogni p in [1, +00], la funzione u(z) :== x ¢ in W*P((0,1)); tuttavia, Fu(z) = |z
non ¢ in W#P((—1,1)).

Osservazione 4.4.8. L’estensione per disparita non ¢ una (1, p)-estensione per ogni
pin [1,+00]. Infatti la funzione u(x) = 1 & in W'?((0,1)); tuttavia Eu non & in
WhP((—=1,1)) per ogni p in [1,400].
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4.4.2 Estensione nel caso di aperti regolari

Definizione 4.4.9 (Aperto C*).

Sia Q un aperto di R?. Sia By_1(0;1) la palla unitaria in R¢~!; poniamo @ := By_1(0; 1) x
(=1,1) e QT :== B;_1(0;1) x (0,1). Diciamo che € ¢ di classe C* se per ogni z in 95
esiste un intorno ¢ di x e una mappa ® : i — @) con le proprieta seguenti:

e d ¢é invertibile;

e & e &' sono di classe C*;

e tutte le derivate fino all’ordine k-esimo di ® e ®~! sono limitate;
e D(UNN)=0QT,

e D(UNIN) =B, 1(0;1) x {0}.

Lemma 4.4.10 (Partizione dell’unita - caso 2).
Sia Q un aperto di RY tale che OQ ¢ compatto. Siano {Ay;...; A,} aperti relativamente
compatti in RY tali che

socl)a
=1

Esistono delle funzioni {1bg;1; . ..;0n} di classe C*(RY) tali che
e 0 <y(z) <1 per ogni z in R per ogni i in {0;1;...;n};
o 1; & supportata in A; per ogni i in {1;...;n};
e 1y ¢ supportata in €);

e per ogni x in Q vale che

Dimostrazione. Poniamo Ag = ). Allora vale che

ﬁgUm.
i=0
Step 1: Per ogni intero positivo k per ogni i in {0;...;n} poniamo
_ 1
A= qx € A; | dist(z;04;) > T
Come mostrato in 4.3.5, esiste k in N tale che
QQU&W
i=0
Osserviamo che per ogni ¢ in {1;...;n} vale che A; ¢ relativamente compatto in A; e
che Ay, € contenuto in 2.
Step 2: Come mostrato in 4.3.5, per ogni ¢ in {0;...;n} esiste una funzione 6; di

classe C>(RY) tale che
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e 0 <0;(z) <1 per ogni x in RY;
e 0;(x) =1 per ogni x in A;y;
e 0;(0) = 0 per ogni x in AS.

Step 3: Per ¢+ = 0 poniamo
o(z) = Op(x);

per ¢ in {1;...;n} poniamo
i—1
i) = 0i(x) | (1 —0;(x)).
=0
Per ogni i in {0;...;n} vale che ¢; & una funzione C*°(R?) a valori in [0, 1] che si annulla

fuori da A;. Per induzione su n si mostra facilmente che per ogni x in R vale che
1= 3 wilw) = [[(1 - bi(a)).
i=0 i=0

Se x appartiene a § esiste i tale che = appartiene ad A; . Concludiamo che la produttoria
al membro di destra ¢ 0; quindi vale che

1— Zwl(x) =

O

Lemma 4.4.11. Siano Q un aperto di R?, p in [1,+00] e ¥ una funzione di classe
CYHR?) supportata in Q2. Supponiamo che u sia in WIP(Q). Se estendiamo u a 0 fuori
da Q, allora Yu & in WHP(R?).

Dimostrazione. Sia ¢ una funzione test in C’SO(Rd), supportata in un insieme compatto
B; fissiamo ¢ in {1;...;d}. Dobbiamo mostrare che

[ @ ge @ o =— [ a5 + v 5 ) o)

assumendo di aver esteso u e 6 a 0 fuori da 2. Se indichiamo con K il supporto di v,
osserviamo che tutti gli mtegrah sono in K N B che é compatto in €2. Per il teorema
4.3.3 esiste una successione {u, }nen di funzioni di classe C2°(RY) tale che

o {u, }nen converge ad u in L'(K N B);
o {Vu,}nen converge a Vu in L'(K N B).

Allora, per ogni n in N, vale che

[ i@ gZ @ do = [ @5 @+ o5 @] elo) d

Essendo ¢, w, B, a;g limitate in K N B, si pud passare al limite per convergenza
dominata. O]
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Teorema 4.4.12 (Estensione per aperti C).
Siano d > 1 un intero, Q un aperto di R® di classe C* (vedi 4.4.9) tale che 0$) ¢
compatto. Allora esiste una 1-estensione forte nel senso della definizione 4.4.1.

Dimostrazione. Essendo € un aperto di classe C! e 9 compatto, esiste un numero
finito di aperti {Us;...;U,} con le seguenti proprieta:

e 00 CJu;
i=1
e per ogni ¢ in {1;...;n} esiste una mappa ®; : U; — @ con le proprieta elencate in
4.4.9.
Per ogni i in {1;...;n} poniamo u; := u‘umﬂ; poniamo v; == u; o ((IDZ-_I)‘Q+ QT = R.

Poiché CIDZ-_I ha jacobiano limitato, per il teorema di composizione interna (vedi 4.3.11)
vale che v; appartiene a WP(Q™). Per il teorema di estensione nel caso modello (vedi
4.4.5), esiste una l-estensione forte E® : WhP(Q+) — WP(Q) tale che
1Bz, 0 < 212l 0

per ogni z in W'P(Q%). Pertanto, per ogni i in {1;...;n} poniamo @; = E®y,.
Definiamo anche u; = v; o ®; : U; — R; essendo ®; un’applicazione con jacobiano
limitato, 4; ¢ in WHP(U;) (vedi 4.3.11).

Poniamo per convenzione Uy = Q) e Uy = u. Sia {tg;;;...;1¥,} una partizione
dell’'unita relativa ad {Uo;Us; . .. ;U,} come nel lemma 4.4.10. Per ogni i in {0;...;d},
assumiamo per convenzione che 4, sia estesa a tutto R? e valga 0 fuori da ;.

Poniamo .
i(w) =Y di(a)i(x).
i=0
Per ogni i in {1;...;n}, per come & definita I’estensione E®) (vedi 4.4.5), per ogni z in

Q) vale che u;(z) = v;(x). Allora, per costruzione & banale osservare che per ogni = in 2

vale che
n n

a(e) =) d(e)i(e) = Y ulz)i(r) = ().

i=0 i=0
Inoltre, € ovvio che 'operatore che associa ad u 1’estensione u ¢ lineare.
Per il lemma 4.4.11, @;1; ¢ in W5HP(RY) per ogni i in {0;...;n}; allora 4 & in
WhP(RY).
Per il lemma 4.4.11 e per i teoremi 4.3.11 e 4.4.5, osserviamo che per ogni ¢ in
{1;...;n} esistono costanti opportune (dipendenti soltanto da 1);) tali che
[@itpilly pra < cin llilly gy,
<G [|0ill 0
< 2ciaciz ||villy o+
< 2¢i16i0¢3 ||uilly o,
< 2¢i16i063 ||ully 0 -
Il lemma 4.4.11 garantisce che per ¢ = 0 vale che

||ﬂ01/10H1,p,Rd < o1 HU||1,p,Q-
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In conclusione, troviamo che esiste una costante C' dipendente soltanto da {t;. .. ; ¥, }
tale che
[l ppe < Cllully g -

4.5 Teoremi di immersione

4.5.1 Immersione nel caso modello

Lemma 4.5.1 (Disuguaglianza di Gagliardo-Brascamp-Lieb, 1959).
Sia d > 2 un intero. Per ognii in{1;...;d}, sia data una funzione p; : R*1 — [0, +00)
in L471(RYY). Sia 7 : RY — R4 Ja proiezione tale che

(2153 @) = (D150 T Tigt; - -5 Ta)-

Consideriamo la funzione ¢ : RY — [0, +00) tale che

pla) = [[ eilmla)).

Allora ¢ appartiene ad L*(R?Y) e vale la stima
d
HSOHLl(Rd) < H H%“Ld—l(Rd—l) :
i=1

Dimostrazione. Procediamo per induzione su d. Se d = 2, vale banalmente che

el gy = /R p1(2)p2(y) drdy

_ (/R o () da:> </R a(y) dy>

= H%”Ll(R) HSOZHLl(R)'

Supponiamo che la tesi sia vera per d funzioni e mostriamo che vale per d + 1 funzioni.

Introduciamo la notazione seguente: per ogni ¢ in {1;...;d + 1} denotiamo
T = (T15. 3015 Tig1s 3 Tay);

per ogni ¢ in {1;...;d} denotiamo
Tiger = (@135 T 13 Tigts - - -3 Ta).-

Pertanto, vale che
d
p(r) = [ wi(@:).
i=1
Se poniamo

d
D(Zay1) 3=/H80i(fi) dxqi1,
Ri=1
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troviamo che

d
/ p(z) do :/ Pa+1(Zar1) [/ H%(fifz) d$d+1] dZ g1
Rd+1 Rd R paie

:/ @dﬂ(@ﬂ)‘b(i’dﬂ) dTgqq
R

d

1 d—1
o d ~ _d_ .. KB
< [/ Gar1(Zar1)" d$d+1:| [/ P(Zgqq) 71 d33d+1]
R4 R4
| d+1HLd(Rd H HL%(Rd)’
dove abbiamo usato la disuguaglianza di Holder con esponenti d e d%‘ll. Quindi ¢

sufficiente mostrare che .
191, 1t oy < TT 130
i=1

Se applichiamo la disuguaglianza di Holder con pesi Cll, ..., = (d volte), troviamo che

1
d

(I)(@dﬂ) = / 901(3?31) T ¢d(§7d+1) drgqy
R

< (/R 01(21)" dl’d+1) o (/R wa(Zq)" dId+1) "

Pertanto, si trova che

1 1

d—1 d—1
@(;@dﬂ)% < (/ ©1(d1)" dﬂ?d+1> (/ wa(Za)? dﬂ?dﬂ) :
R R

Per ogni ¢ in {1;...;d}, poniamo

=
Q;(Tiay1) = (/R 0i(2:)" d$d+1> ;

utilizzando 'ipotesi induttiva, possiamo scrivere le disuguaglianze seguenti:

. d . . R
. D(Dgy1)TT digyr < Q1 (Z1,a41) - Pa(@ga1) dTapa
R B 1
1

d—1
~ d—1 g~
/ (bi(xi;d-H) dxi;d+1:|
Rd-1

d r g . da—T1
:H / (/ ©i(Z;) d$d+1> dxz’;d-&-l}
_ Rd—l R

1 d
d
/w@ﬁﬁ]—ﬂwmwy
=1
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Definizione 4.5.2 (Esponente di Sobolev).
Siano d > 1 un intero e p in [1,d). Sia p* tale che

11 1
p pd
equivalentemente, vale che
. _ _dp
p - d . p N

p* & detto esponente di Sobolev relativo a d e p.
Il seguente teorema fondamentale vale soltanto se I'aperto di definizione ¢ R%.

Teorema 4.5.3 (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg).
Siano d > 2 un intero, p in [1,d) e u in W'P(R?). Sia p* 'esponente di Sobolev relativo
aped (vedi 4.5.2). Allora u appartiene ad LP (RY) e vale

p(d—1)
[l o ray < =y

IVull 1o ga) -

Dimostrazione. Step 1: Supponiamo che u sia una funzione C!(R%) e p = 1. Sia i un
indice in {1;...;d}. Introduciamo la notazione seguente: se i & un indice in {1;...;d},
poniamo

T = (T1;. .5 Tim1; Tig1; - - -5 Ta).
Essendo u di classe C(R?), per il teorema fondamentale del calcolo integrale, per ogni
x in R? vale che

i Ou

u(z) = ax‘u(xl;...;xi_l;t;xiﬂ;...;xd) dt.

Segue che
il Ju
< U ) I B S B dt
) < [ Gt st
0
< /]R 8;»“(961; T G Ty wa) | dE = fi(2).
Vale banalmente che
d
d .
u(z)|* < [ £i(@).
i=1
Osserviamo che 1* = d%'ll; se definiamo per ogni 7 in {1;...;d} la funzione ¢; : R~ — R
tale che
R
0i(Zi) = fi(Z:)7T,
allora si trova che
d d
_d_ L
u(@)| = < I fitz) 7 =[] wild)
i=1 =1
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Dalla disuguaglianza di Gagliardo-Brascamp-Lieb (vedi 4.5.1), deduciamo che

‘o -
|u(x)]% de < / @i(2)% ! d@}
Rd i—1 L Rd-1
‘o &
=11 fi(#:) dfﬂz’}
i=1 L Rd-1
T =
:H / / au(xl;...;xi;...;xd) dz; | dz;
i—1 L Rd—1 R 81’2
d . 1
ou -1
pr— d .
11;11: _/]Rd 8@ <x> x:|

Riordinando gli esponenti, troviamo che

|=

d ou R ou !
llw]| f1x ey < [/ (x) dm] = ‘ . (4.2)
L™ (R4) 111 R4 8£Cz 111 3361 L(R4)
In particolare, vale la disuguaglianza seguente:
[l oo oy < IV ull 1 ay - (4.3)

Step 2: Supponiamo ancora u in C}(R9) e sia p in (1,d). Per ogni r > 0, poniamo
or(0) = o] o;

ricordiamo che ¢ una funzione di classe C'(R). Poniamo v, = ¢, ou = |u|"u e
osserviamo che per ogni x in R? vale che

Vo (z) = ¢y (u(e)) Vu(z) = (r + 1) [u(z)]" Vu(z).

Osserviamo che

d—
4 a
ol e = | [ ol s
R4

Applicando la disuguaglianza di Holder con pesi 217 e ﬁ (p" & 'esponente coniugato di p,
come definito in 2.1.5, e p’ < 400 perché p # 1), per ogni indice ¢ in {1;...;d} vale che

v ou
d = 1 " d
|52, =0 [ |G a
S\ oull  \#
< 1 " d d
<erv ([ e )" ([ |5 a)
ou
— 1 r =
] o

< (r+ D) [l ay Vel o gay -
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Applicando la disuguaglianza (4.2) alla funzione v, troviamo

lull”

1(”‘1)(Rd) HUTHLl*
H ov,
-1 Ox; L1(R9)
S r+ 1) ullzer e IVull o) - (4.4)
Imponiamo che
(1) =i
questo € equivalente a richiedere che
d(p —
s de—),
d—p
in particolare, troviamo che
d—1
il p( )
d—p

e anche che

(r+1)=pr=p-

d—1
Semplificando i termini, ottieniamo la disuguaglianza seguente:
pld—1)
”uHLP*(Rd) < d——p HVUHLP(Rd) : (4.5)
Step 3: Per le disuguaglianze (4.3) e (4.5), per ogni p in [1,d) per ogni u in C}(R?)
vale che @1
p J—
”UHLP*(Rd) < d——p ||Vu||LP(]Rd) : (4.6)

Siano p qualsiasi esponente in [1,d) e u una funzione in WH(R9). Per il teorema
4.3.3 esiste una successione {u, }ney di funzioni C°(R?) con le seguenti proprieta:

o {u,}nen converge ad u in LP(R?) e puntualmente quasi ovunque;
o {Vu, }nen converge a Vu in LP(RY).

In particolare, la successione {Vuy, }nen ¢ di Cauchy rispetto alla norma LP(R?). Per la
disuguaglianza (4.6), la successione {uy, }nen ¢ di Cauchy in LP"(RY). Per completezza,
ammette un limite v in LP" (R?). A meno di sottosuccessioni, {u, }nen converge a v
puntualmente quasi ovunque; pertanto, u coincide con v. Inoltre, & ovvio che

p(d—1)
[[ull o (may < e IVull 1o gay -

]

Corollario 4.5.4. Siano d > 2 un intero, p = d e u in WIP(R?). Allora per ogni q in
[p, +00) (+00 ¢ escluso) u appartiene ad LY(RY) ed esiste una c(d;p; q) che dipende da
d,p e q tale che

||U||Lq(Rd) < c(d; p; q) ||u”1,d,Rd'
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Dimostrazione. Step 1: Sia u una funzione in C! (R?). Se applichiamo la disuguaglianza
4.4 ottenuta nella dimostrazione del teorema 4.5.3, nel caso p = d per ogni r > 0 si
ottiene

1
"

a2 1(7‘+1)(Rd) < (7”-|- 1)

NPy (4.7
Per ogni £ in N poniamo

d
= —I{j

mostriamo per induzione su k che per ogni k in N esiste una costante c(d,p, qx)
dipendente solo da d, p, q; tale che

[l o ety < (i 3 i) Nlully g e

Questo ¢ sufficiente a concludere che per ogni ¢ in [d, +00) che esiste una costante
¢(d; p; q) dipendente solo da d, p, q tale che

[l Loy < e(d; p; q) [lully g pa (4.8)

per la disuguaglianza di interpolazione. Il passo base & banale: u & in LP(R?) per ipotesi.
Supponiamo che u appartenga ad L% (R?) e valga

[l g ety < (i 3 i) Nlully g

Scegliamo r tale che

r=p+-—

questo equivale a richiedere che

Osserviamo che

d
= 1).
Grt1 = 7= Tr+1)
Allora, la disuguaglianza (4.7) diventa
||u||qu+1(Rd) <(r+1) ||“”;kl (RY) ||VU||£;1R¢1)

< (r + Deld; p; ae) 7 Jull o ”V“”ﬁlﬂ%d)
= (r 4+ 1)e(d; p; q) ™ [l g a -

Step 2: Se u ¢ una funzione in W1P(R?), per il teorema 4.3.3, esiste una successione
{tn }nen di funzioni di classe C%°(R?) con le seguenti proprieta:

o {u,}nen converge ad u in L4(R?) e puntualmente quasi ovunque;
o {Vu, }nen converge a Vu in LY(RY).
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Fissato ¢ in [p, +00), se applichiamo la disuguaglianza (4.8), per ogni n in N vale che
[tnll paray < (d; 3 q) [|[nlly gpa -

Deduciamo che {u, },en € una successione di Cauchy in L9(R?), pertanto converge ad
una funzione v in L4(R%). A meno di sottosuccessioni, la convergenza ¢ anche puntuale
quasi ovunque; pertanto, possiamo concludere che u = v e che vale la disuguaglianza

HUHLq(Rd) < C(d;p; Q) Hu”l,d,Rd'
]

Teorema 4.5.5 (Morrey).
Siano d > 2 un intero, p un esponente in (d,+o00) e u una funzione in WHP(R?); allora
u appartiene ad L™ (RY) ed esiste una costante c(d;p) dipendente da p e d tale che

ol e oy < () { el gy + 190l ey -

Inoltre, u coincide quasit ovunque con una funzione a-hélderiana che denotiamo ancora
con u, dove a =1 — %, e per ogni x,y in R% vale

u(y) — u(@)| < e(d; p) [ Vull po gy ly — 2|

Dimostrazione. Step 1: Sia u una funzione in C>°(R?). Dati due punti distinti z,y in
R? poniamo 0 = |z — y| e
S = B(x;5) N B(y; ).

Per ogni z in S vale banalmente
u(z) —u(y)] < fuly) —u(z)] + |u(z) —u(z)].

Integrando in S rispetto alla variabile z, otteniamo

2(5) Ju(z) - uly)| < / ju(z) — u(z)]| dz+ / ju(y) — u(z)| d=.

Vogliamo stimare il primo integrale. Per ogni ¢ in [0, 1], poniamo

Y(t) = (x +t(z — x)).

Applicando la disuguaglianza di Hoélder con p651 5 € L (p' & l'esponente coniugato di p,
come in 2.1.5), troviamo che

() = ula)] = 16(1) = ¥(0)
dt‘

S/ |< Vu(z+t(z—2x)),z—x >| dt
0

1
g/ o — al,, [Vu(z + t(z — )], dt.
0
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Per il principio di equivalenza delle norme in R?, esiste una costante c tale che per ogni

z in S vale
|z —z|, <clr—y| <cd

Integrando in S rispetto alla variabile z, troviamo
1
/ lu(z) —u(x)| dz < 05/ dz/ Vu(z +t(z —z))], dt
s S 0
1
= 05/ dt/ Vu(z +t(z —x))], dz
0 5
1
< 05/ dt/ Vu(z +t(z — 2))], de.
0 B(z;0)

Se poniamo w = x + t(z — ), vale che dz = tiddw. Allora troviamo

/|u —u(x |dz<cc5/ dt/ 1+ |[Vu(w)], dw.
B(:):t§

Applicando la disuguaglianza di Holder con pesi z% e % (p" & esponente coniugato di p),
si ottiene che

/\u —u(2)| dz<05/ — L (B(x; t5)) {/ Vu(w)[} dw "ot
xtﬁ)

L 2(B(z;t8))»
S 05 ”VU’HLP(Rd)/O % dt

Se ¢(d) indica il volume d — 1-dimensionale della sfera unitaria, per ogni 6 > 0 vale
Z(B(0;0)) = c(d)0%

allora troviamo che

L L (B t6))7
/Slu(x) —u(z)] dz < céllWHmmd)/0 % dt

1
<cedd)? 8 [Vl [ 7 d
0
1 d |
=c-c(d)¥ e ”VuHLp(Rd)/ — dt.
0 tr
Essendo p > d, si ha che
'l
— dt < +0o0;
0 tp

pertanto, esiste una costante ¢ (d;p) tale che
a
[ lute) = )| d= < eatdi) 577 [Vl e
s
Ricordando che esiste una costante cy(d) tale che Z(S) = ¢3(d)d¢, abbiamo mostrato
che

ex(d) - 8 [u(x) — u(y)| < 2e1(dip) - 6" IVull £ gay
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Riordinando i termini e rinominando le costanti, troviamo che esiste una costante ¢(d; p)
tale che

_d _d
[u(z) — u(y)| < c(d; p) ||vu||Lp(Rd) 0 = c(d;p) ||VU||LP(R«1) |z — y|1 P (4.9)

Possiamo anche trovare una stima L> su u. Sia z in R% per il teorema della media
integrale, esiste un punto zy in B(0;1) tale che

p 1 uls p s
O S T S MO O

se ¢(d) ¢ il volume d-dimensionale della palla unitaria, troviamo che

1
|u(wo)| < o lll Lo (ga) -

Per la stima (4.9), troviamo che esiste una costante v(d; p) tale che per ogni = in B(0, 1)
vale che

Ju(2)] < fuzo)| + [u(z) — ulzo)]
1

< % HUHLp(Rd) + c(d; p) ”quLP(Rd)

<(p;d) {HUHLP(Rd) + ||Vu||LP(Rd)} : (4.10)

Del resto, la stima vale in ogni palla unitaria contenuta in R?, con le stesse costanti;
dunque deduciamo che vale per ogni x in R

Step 2: Sia v una funzione in W'P(R?). Per il teorema 4.3.3, esiste una successione
{tn }nen in C®(R?) con le proprieta seguenti:

o {u,}nen converge ad u in LP(R?) puntualmente per ogni x in R? a meno di
modificare v in un insieme di misura nulla;

o {Vu, }nen converge a Vu in LP(RY).

Allora, per ogni z,y in R? per ogni n in N, vale la disuguaglianza (4.9); prendendo il
limite per n che tende a 400, si ottiene che la disuguaglianza suddetta vale anche per
la funzione u. Allo stesso modo, si estende la disuguaglianza (4.10) alla funzione u,
sapendo che é verificata da ogni elemento della successione {uy, }nen- ]

Osservazione 4.5.6. Nelle ipotesi del teorema di Morrey (vedi 4.5.5), se {uy, fnen ¢ una
successione di funzioni C2°(R?) tale che {u,} converge ad u in LP(R?) e {Vuy, }nen
converge a Vu in LP(R?), dalle disuguaglianze (4.9) e (4.10), segue che {u,}nen ¢
una successione di funzioni equi-limitate ed equi-continue; pertanto, per il teorema
di Ascoli-Arzela, per ogni compatto K in R? esiste una sottosuccessione che converge
uniformemente ad v in K. Prendendo un’esaustione in compatti di R? e applicando un
procedimento diagonale, si conclude che esiste una sottosuccessione che converge ad u
uniformemente in ogni insieme compatto K contenuto in R

Osservazione 4.5.7. Nelle ipotesi del teorema di Morrey (vedi 4.5.5), se u ¢ in W1P(RY),
allora & uniformemente continua e, in particolare, & infinitesima per |z| che tende a +oo.
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Osservazione 4.5.8. Un argomento di riscalamento mostra che i teoremi di immersione
(vedi 4.5.3 e 4.5.5) sono possibili soltanto per gli esponenti indicati. In particolare, d > 1
¢ un intero, p & in [1,d) e ¢ in [1, +00); supponiamo che esista M > 0 tale che per ogni
u in WP(R?) vale che

||u”Lq(Rd) <M ||Vu||LP(]Rd)’

Allora g deve coincidere con p*, 'esponente di Sobolev relativo a p (vedi 4.5.2). Infatti,
date u in WP(R?) e A > 0, poniamo

uy(z) = u(Az).
Per il teorema di composizione interna (vedi 4.3.11), allora uy ¢ in W1P(R?) e vale
Vuy(xz) = AVu(Az).

Per la formula di cambio di variabili, otteniamo che

1
a 1
losllgen = ([ OO )" = S e

Analogamente, si trova che

P 1
IVl = (1900 )" =

Affinche valga

) .

[urll Logray < M IVur]l 1oy

per ogni A > 0, si deve avere che

ovvero q = p*.
In maniera del tutto analoga si mostra che se p > d, ¢ ¢ in « ¢ in (0, 1) ed esiste
una costante c tale che per ogni u in W?(R4) per ogni x,y in R? vale che

[u(@) —u(y)| < c|Vull pogray |2 —y|*,
allora v deve coincidere con 1 — %.

Teorema 4.5.9 (Immersioni di ordine superiore).
Siano d > 2 un intero, p in [1,+00] e m > 1 un intero.

1. Supponiamo mp < d e sia q tale che

I 1 m

» e @
cioe dp

7= d—mp’

FEsiste una costante c(d; p;m) dipendente solo da p,d, m tale che per ogni u in

WmP(R) vale
HUHLq Ry < c(d; p;m Z | D u||LP Rd)

|lal=m
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4.5. Teoremi di immersione

2. Supponiamo mp = d. Per ogni q in [p,+00) esiste una costante c(d;p;q;m)
dipendente solo da d,p,q,m tale che per ogni u in W™P(R?) vale che

[ull pagray < e(dspsqm) ||ull,,, g -

3. Supponiamo mp > d. Esiste una costante c¢(d;p;m) dipendente solo da d,p,m
tale che per ogni u in W™P(R?) vale che

el ooy < e(dspim) D 1Dl o) -

laj<m

Supponiamo che % non sia un intero e poniamo

g

ovviamente h ¢ in (0,1). Vale che u appartiene a C™*(R?) con

a:m—g—h
p

e per ogni x,y in RY per ogni B in N¢ tale che |3| = h vale che

|D%u(w) — DPu(y)| < cld:pim) S 1Dl lo — yl®

h<|y[<m

Dimostrazione. Step 1: Analizziamo il primo caso. Procediamo per induzione su m.
Il passo base (m = 1) é stato dimostrato nel teorema di Sobolev-Gagliardo-Nirenberg
(vedi 4.5.3). Infatti, basta osservare che

¥l < 3 [

Lp Rd)

Supponiamo ’enunciato vero per 'ordine di derivazione m e mostriamo che vale per
l'ordine m + 1. Dunque, supponiamo (m + 1)p < d; in particolare, vale mp < d.
Ovviamente, se u ¢ in W™HP(R?) allora u e Vu sono in Wm’p(Rd) Per ipotesi
induttiva, esiste una costante c(d; p; m) tale che, detto ¢q := p , vale che

lll ageay < edipzm) D 1D ullpopa -

lal=m

||VUHLq(Rd < c(d; p;m Z 1D*(Vu) ”LP R4)

lal=m

In particolare, deduciamo che u appartiene a W14(R9); osserviamo che nelle nostre
ipotesi vale ¢ < d. Per il teorema di Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (vedi 4.5.3), esiste
una costante ¢(d; q) tale che

HUHLq*(Rd) < ¢(d; q) HquLq(Rd) < c(d; q)c(d; p;m) Z ”Dau”LP(Rd) )

|ae]=m+1
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Capitolo 4. Spazi di Sobolev

dove ¢* & 'esponente di Sobolev relativo a ¢ (vedi 4.5.2). Per concludere, basta osservare
che
N dp

= apm 1)

che é 'esponente desiderato.

Step 2: Analizziamo il secondo caso, procedendo per induzione su m. Il passo base
(m = 1) ¢ stato dimostrato nel teorema di Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (vedi 4.5.3).
Supponiamo ’enunciato vero per 'ordine di derivazione m e mostriamo che vale per
'ordine m + 1. Dunque, supponiamo (m + 1)p = d. Sia u in W™+LP(R%): ovviamente u
e Vu sono in W™P(R?). Essendo mp < d, se poniamo ¢ := dflpm =, per quanto mostrato
nel primo step, vale che

||u||Lq(Rd) < c(d; q) Z ||Dau||LP(]Rd)7

|a]=m
IVl ey < c(diq) D 1D (V)| oy -
|a|=m

In particolare, deduciamo che u appartiene a W14(R%). Nelle nostre ipotesi, vale che
q = d; per il corollario 4.5.4, per ogni r in [g, +00) esiste una costante c(d; g; r) tale che

||u||LT(]Rd) S C(d7 q; 7") HuHLq,Rd S C<d’ q; T)C(d,p) ||u||m+1,p,Rd .

Essendo ¢ > p e u una funzione in LP(R?), per la disuguaglianza di interpolazione, per
ogni r in [p, +00) vale che

lullpray < e(ds g;) lully g < e(d; g5 r)elds p) [|ull g e

Step 3: Analizziamo il terzo caso. Procediamo per induzione su m. Il passo base
(m = 1) & dato dal teorema di Morrey. Supponiamo l’enunciato vero per 'ordine di

derivazione m e mostriamo che vale per 'ordine m + 1. Supponiamo (m + 1)p > d; sia
w in WmHhr(RY).

e Se mp < d, poniamo

Vale che u e Vu appartengono a W™P(R%); per quanto mostrato nel primo step,
otteniamo che u e Vu appartengono a LI(R?) ed esiste una costante c(d; q) tale
che

el oy < e(ds@) D 11D ull oy

|al=m

IVl poray < e(ds @) D IV (D W)l poray

|a|=m

dunque u ¢ in W4(R9). Osserviamo che nelle nostre ipotesi, vale che ¢ > d; per
il teorema di Morrey (vedi 4.5.5) esiste una costante c¢(d;p) tale che

[ull poo ey < e(dsp) lully ,ga < e(d;p)e(c;pym) ||ull,, g -

126
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Inoltre per quasi ogni z,y in R? vale che

lu(z) — u(y)| < e(d; p) [Vull poggay |2 — yl*
< ofd; pym)e(d; p) || D7 M| gy 2 — 91

dove o :== 1 — ¢. Si conclude osservando che
q

Se mp = d, osserviamo che % é un intero. Come verificato, abbiamo che v e Vu

sono funzioni in W™P(R?). Per quanto dimostrato nel secondo step, per ogni ¢ in
[p, +00) esiste una costante ¢(d; p; ¢;m) tale che

[l oray < e(dspigym) [[ull,,,pma
IVull o ey < e(dspsasm) [ Vull,, , ea -

Allora u appartiene a W14(R9) per ogni ¢ in [p, +00). Scegliendo ¢ := p(m + 1),
possiamo applicare il teorema di Morrey (vedi 4.5.5) e otteniamo che

[ll oo may < e(d ;@) Jully e < € (ds i gsm) [[ull,p1 ) a -
Questo conclude la dimostrazione di questo caso.

Se mp > d, essendo u in W™P(R?), possiamo applicare I'ipotesi induttiva e
troviamo che

[ull poe gy < e(dipim) D 1D ull ey < cdipim) > D 1y

|| <m |oo| <m+1

che ¢ la disuguaglianza cercata. Inoltre, se poniamo

h' = [m—c—l},
p

allora u e Vu appartengono a C"*'(R%), con

o/::m—g—h’.
p

Inoltre per ogni z,y in R per ogni multi-indice 3 in N¢ con |3| = k' vale che

|D°Vu(z) — D*Vu(y)| < c(dspym) > [1DVull ey |2 — 9]

R <|y|<m

Osservando che h =h' +1 e

d d
a=m——-——(h—1)=m+1—-—-h=q,
p p
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deduciamo che per ogni multi-indice 3 in N? di cardinalita h per ogni z, %y in R¢
vale che
|D%u(x) — DPu(y)| < c(dipym) > 1D ull oy Iz — yl°

h<]y|<m+1

Per concludere, dobbiamo soltanto provare che u ¢ una funzione di classe C"(R%),
avendo gia mostrato la regolarita delle derivate di ordine h. Per il teorema 4.3.3,
esiste una successione {u, }nen di funzioni C°(R?) che converge ad u rispetto alla
norma ||-||,,,,, ,ge- Per ipotesi induttiva, per ogni n in N vale che
[ = tn || ooy < e(d; pym) [Ju = tnll,y, g

|Vu — vunHLoo(]Rd) < c(d;pym) [[Vu — Vugll,, pre < [u =l ppa-
Deduciamo che le successioni {uy, fnen € {Vun ey convergono rispettivamente a
u e Vu uniformemente in R?. Questo basta a concludere che u ¢ di classe C'(R?)
e Vu ¢ il suo gradiente inteso in senso classico. Essendo Vu di classe C¢' (R9),
concludiamo che u ¢ di classe C™*(R?) e questo conclude la dimostrazione.

O

4.5.2 Immersione per aperti regolari

Teorema 4.5.10. Siano d > 2 un intero, Q un aperto di R, m > 1 un intero e p in
[1,400). Supponiamo che esista una 1-estensione forte Fy (vedi 4.4.1). Allora valgono
le sequenti alternative:

e se mp < d, sia q tale che
I 1 m

p g d
esiste una costante c(d;p;m) tale che per ogni u in W™P(Q) vale che
[ull oy < eldspym) [Jull,, a5

o se mp = d per ogni q in [p,+00) esiste una costante c(d; p; q;m) tale che per ogni
w in W™P(Q) wvale che

HUHLq(Q) < c(d;p;m) ||U”m,p,95

e Supponiamo mp > d. Esiste una costante c(d; p; m; Q) dipendente solo da d,p,m, <)
tale che per ogni u in W™P(Q) vale che

HuHLoo(Q) < c(d; p;m) HuHme

Supponiamo che g non sia un intero e poniamo

d
h = [m — —} ;
p
ovviamente h ¢ in (0,1). Vale che u appartiene a C™*(2) con
d
a=m-———h
p

e per ogni z,y in ) per ogni 8 in N? tale che |3| = h vale che
|DPu(z) — D u(y)| < c(d; pym) |ull,, 0|z —y|*.
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4.5. Teoremi di immersione

Dimostrazione. Procediamo per induzione su m.

Step 1: Supponiamo m = 1: avendo esteso le funzioni in W1?(Q) a funzioni in
WHP(RY), la tesi ¢ una banale conseguenza del teorema di Sobolev-Gagliardo-Nirenberg
(vedi 4.5.3), del corollario 4.5.4, del teorema di Morrey (vedi 4.5.5) e della definizione di
1-estensione forte (vedi 4.4.1).

Step 2: Supponiamo che l'enunciato sia vero per l'ordine di derivazione m e
mostriamo che vale per I'ordine m + 1. In questo caso, si puo facilmente adattare la
dimostrazione data in 4.5.9, osservando che l'ipotesi che £ sia soltanto una 1-estensione
forte ¢ sufficiente. O

Esempio 4.5.11. Denotiamo con B la palla bidimensionale centrata nell’origine e di
ragglo =. Definiamo la funzione u : B — R tale che

u(x) = log([log(|=[)])-

Vogliamo mostrare che u ¢ in W12(B); tuttavia, ¢ ovvio che u non appartiene a L>°(B).
Innanzitutto osserviamo che se u appartiene a L%(B); infatti, per la formula di cambio
di variabili, vale che

/ lu(z)|” dx = 27r/2 llog(log(r))|* r dr < +oc.
0
Per ogni r in (0, poniamo

Y(r) = log(|log(r)]);

pertanto vale che u(z) = 1(|z|). Essendo ¢ una funzione di classe C'((0; 1) si trova
che u appartiene a C*(B\ {0}) e per ogni z in B\ {0} vale

1 T

Vu(@) = Vel i = g ol

Possiamo facilmente calcolare

jf*

VUQQ :/—dﬂj
IVulliaw = J. Gogtiel)? ol

51
ZQWA rog(r)2
1

~ log(2)’

Per concludere, data una funzione test ¢ in C2°(B), mostriamo che per ogni 7 in {1;2}

vale 9 5
® B u
/ &Ul dr = /ngaxi dx.

Per ogni r in (0; %) per ogni t in [0, 27] denotiamo con

v (t) = r(cos(t); — sin(t))

una parametrizzazione in senso orario della circonferenza centrata nell’origine e di raggio
r. Poniamo C, := B\ B(0;r). Essendo v e Vu in Ll(B), per il teorema di convergenza
dominata vale che

lim
r—0 8@
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_ ou ou
1

Inoltre, per il teorema della divergenza, per ogni r in (O; 5) vale che

Op ou
dx = i ds — dz,
/oruaiﬁz‘ x /%ugpy s /Crcpaxi T

dove v; é 1'i-esima componente della normale unitaria uscente da 7,. Dunque, per
concludere basta mostrare che

lim [ wpy; ds = 0.
r—0 e

Per questo, basta osservare che
/ puy; ds
Yr

Esempio 4.5.12. Siano d > 2 un intero e p in (1,d). Denotiamo con B la palla d-
dimensionale centrata nell’origine e di raggio % Vogliamo cercare una funzione v in
WhP(B) tale che per ogni ¢ > p* vale che u non appartiene a LI(B) (p* ¢ I'esponente di
Sobolev relativo a p, come in 4.5.2). Poniamo

<l | 1l ds
Ir

= [l Lo () 277 [log([log (I )] -

1
u(r) = — )
jz[» " [log(|])]

/ 1 p ] /; Td—l p
T = Cq — r
5\ |z[7 " log(||)] o o7 |log(r)’

[
=cq ———— dr < 400,
o [log(r)|

dove ¢4 indica il volume d — 1-dimensionale della sfera unitaria. Si calcola facilmente
che

Vale che

— Llog(Jzf)

2> log(|z])

Vu(z) =z

Dunque, otteniamo che

1 —log(|z| g
IVl < e [ (2l ) a
B\ |z|? log(||)
1 1 — 1 Pp,d—1
= cca;//2 ( og(r))’r dr
0

)
rlog(|r|)?
)

1

2 (1-1 p

= ccd/ % dr < 400,
o rlog(|r[)?

essendo p > 1 (¢4 ¢ il volume d — 1-dimensionale della sfera unitaria e ¢ ¢ una costante
positiva dovuta al fatto che la norma euclidea e la norma p-esima sono equivalenti in
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R?). Come mostrato dettagliatamente nell’esempio 4.5.11, si trova che u appartiene a
WhP(B). Sia ¢ in (1,+400); si ha che

q
1
el ) = / ( ) da
5\ o]+ flog(Jo])|

1

i d—1
= cd/ dqr— dr
0 r» " |log(r)[*

3 rd_H_q_%i
= cd/ ——— dr.
o [log(r)|

Tale integrale ¢ convergente se e solo se

d
d—1+q- 2> -1,
P

che é equivalente a richiedere che

q< —— =7,
d—p

con p* 'esponente di Sobolev relativo a p (vedi 4.5.2).

Esempio 4.5.13. Siano Q == (—=1,0) U (0,1) e u(z) = L(_1,0) — L(o,1). Ovviamente u
appartiene a W™P(Q) per ogni m > 1 per ogni p in [1,+o0]; tuttavia, non pud essere
estesa ad una funzione in W™?(R) e non pud essere approssimata con funzioni in C2°(R)
nel senso del teorema 4.4.2.

1
Se, invece, €} = U

DRESE 2—n>, possiamo definire
n>1

u(zx) = Z|lnn|]l(2n1+172%).

n>1

Allora, é ovvio che u appartiene a W"™P?(§) per ogni m > 1 e per ogni p in [1,4+00);
tuttavia u non é limitata.

4.5.3 Immersione compatta

Teorema 4.5.14 (Rellich-Kondrakov).
Siano d > 2, Q un aperto di RY, p in [1,+00]. Supponiamo che Q sia limitato e vale il
teorema di immersione (vedi 4.5.10). Allora valgono le sequenti alternative:

e sep <d, limmersione i : WHP(Q) — L%(Q) & compatta per ogni q in [1,p*), dove
p* & lesponente di Sobolev (vedi 4.5.2);

e se p=d, l'immersione i : W'?(Q) — LY(Q) é compatta per ogni q in [p,+00);
e sep>d, U'immersione i : WP(Q) — C%(Q) ¢ compatta.
Dimostrazione. Caso 1: Supponiamo p < d. Per ogni k£ in N definiamo

1
Q= {:U €N ‘ dist(x; 0Q2) > E}
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Essendo €2 limitato, vale che

lim Z(Q\ Q) =

k—+o0

Estendiamo u a 0 fuori da €2 e denotiamo ancora con u tale estensione. Siano p*
I'esponente di Sobolev relativo a p (vedi 4.5.2) e (p*)’ I'esponente coniugato di p* (vedi
2.1.5); osserviamo che p* > 1. Vogliamo mostrare che esiste una costante c(d;p; ) tale
che per ogni k > 1 per ogni h in R? vale che

| 7hu — u”Ll(Q\Qk) < 2c(d; p; ©2) HUHLPQ Z(Q\ Q) @,

Utilizzando la disuguaglianza triangolare, la disuguaglianza di Holder e il teorema di
immersione (vedi 4.5.10), troviamo che

7w = ull g < Nl + Il ionay)
1 1
< Jull e () LN Q)T + [T v () L (2N ) T
1
< 2¢(d; p; Q) ||ul], , q ZL(2\ Q) @
Mostriamo che per ogni intero positivo k per ogni h in R? tale che |h| < % vale che
|7 — u”Ll(Qk) < |h|p’ Hvu||LP(Q) ||]1S2HLP’(Q) )

dove p’ & l’esponente coniugato a p (eventualmente +00). Essendo |h| < % per ogni x
in Q. vale che = + h appartiene ancora ad €. Poniamo ¢ (z) = u(ht + ). Essendo u in
WhP(Q), ¥ ¢ in WP((0,1)) (vedi 4.1.4) e inoltre vale la formula

e+ 1) = ()] = (1) ¥ O)
dt’

/ < h,Vu(x +th) > dt’
0

1
< [hl, /0 V(e + th)], dt.

Integrando e applicando la disuguaglianza di Holder, si trova che

lu(x + h) —u(z)| dx < \h\p// (/1 [Vu(z +th)|, dt) dx

:]hlp,/ </ [Vu(x +th)], d)dt

< |nl, / ( Vu(z + th)[? dx) ol
0 o
< 1l 11Vl oy 1l -

Qp

Sia M > 0 e {u, }nen una successione in W'?(Q) tale che [|ull, ,, < M per ogni n in
N. Mostriamo che per ogni & > 0 esiste § > 0 tale che per ogni h in R? tale che |h| < §
per ogni n in N vale che

| Thttn, — Un||L1(Q) <e.
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Allora possiamo concludere che la famiglia {u, | n € N} ¢ relativamente compatta in
LY(Q) per il teorema 2.3.3. Per quanto mostrato, per ogni k in N per ogni h in R? tale
che |h| < ¢ per ogni n in N vale che

| Thun — unHLl(Q) = [|Thun — un”Ll(Q\Qk) + | mhun — “n”Ll(Qk)
< 2¢(d; p; ©2) HunHLP(Q) H]IQHL(P*)/(Q) + |h|p’ HvunHLP(Q) H]lQ||LP'(Q)
< Nunlly o (260529 [l o1 ) + 1Bl 122l

<M [20(61;]?; Q) [ Lol Loy @) + 7l ||]1Q”LP'(Q)] :

Dunque, fissato € > 0, possiamo scegliere kq tale che per ogni h in R? tale che |h| < %
vale

€
Al el @) < 537
e inoltre ) .
LO\N Q)Y < —— —
(A0 < 4Mec(d; p; Q)

Allora, troviamo che per ogni n in N per ogni h in R? tale che |h| < % vale che
| Thun — unHLl(Q) <e.

Infine, sia {u, }nen una successione limitata in W1P(Q), cioé tale che per ogni n in N
vale che
[nll o < M.

Sia ¢ in [1, p*). Mostriamo che per ogni ¢ > 0 esiste 6 > 0 tale che per ogni h in R¢ con
|h| < & per ogni n in N vale che

[Thtn = tn| o) < &

in tal caso, possiamo concludere che la famiglia {u,, | n € N} & relativamente compatta
in L4(Q) per il teorema 2.3.3. Per la disuguaglianza di interpolazione esiste 6 in [0, 1]
tale che per ogni n in N per ogni A in R? vale che

0 1-6
| Thun — “nHLq(Q) < lmhun — Un”Ll(Q) | Thttn — UnHLp*(Q)

0 1-6
< 7wn = unll g1 llmnwl o + flull o]

[%
< It = gy |2 nllzo )
[% _
< 17t = wallfs g [26(d: )M~

= M'||mu, — un”il(ﬁ) ’

dove abbiamo applicato il teorema di immersione (vedi 4.5.10). Questo ¢ sufficiente a
concludere che la famiglia {u,, | n € N} soddisfa la richiesta suddetta.

Caso 2: Supponiamo p = d. Sia ¢ in [p,+00). Sia p; < d tale che ¢ < p7 (p; &
I'esponente di Sobolev relativo a p;, come definito in 4.5.2); essendo {2 un aperto limitato
(in particolare, .Z(2) < +00) una successione limitata in W4(2) ¢ limitata anche in
Whp(Q)). Allora 'immersione i : WHP1(Q) — LI(Q)) ¢ compatta per quanto mostrato
nel primo caso. Concludiamo che una successione limitata in W14(Q) ammette una
sottosuccessione convergente in L9(€).

133



Capitolo 4. Spazi di Sobolev

Caso 3: Supponiamo p > d; se {u, nen ¢ una successione di funzioni limitata in
WhP(Q), per il teorema di Morrey (vedi 4.5.5), {uy, }nen ¢ una successione puntualmente
equi-limitata e equi-continua; essendo € un insieme compatto in R%, per il teorema di
Ascoli-Arzela, esiste una sottosuccessione {u,, }ren che converge uniformemente ad una
funzione u..; dunque abbiamo la tesi. O

Esempio 4.5.15. Dato un intero d > 2 e M > 0, sia B la palla unitaria in R? siano
pin [1,400) e p* I'esponente di Sobolev relativo a p (vedi 4.5.2). Vogliamo mostrare
che l'immersione i : W'(B) — LP"(B) non ¢ compatta. Osserviamo che esiste una
successione di punti {z, }nen ed una successione di raggi {r, }nen tali che, se denotiamo
con B, == B(xy,;ry,), le palle {B,, | n € N} sono a due a due disgiunte e tutte contenute
in B. Sia u una funzione non identicamente nulla di classe C°(B); per ogni n in N per

ogni x in B,, definiamo
1 T — T,
un(z) = %_lu - :

Tn

Se estendiamo u,, a 0 fuori da B,, per ogni n in N, otteniamo una successione di funzioni
in C2°(B). Osserviamo che per ogni n in N vale che
p
] dx
P

1 r—
YV, |? = — |V -
[V ||Lp(8) /Bn [ a u( o )

T'n

1
- /B o) dy

r

Analogamente, si trova che per ogni n in N vale che
1 r—T
ol o= [ | ()
T "

B,
1

- [ Slutwp ay

=y HuHiP(B)

< lullzos) -

p

dx

Dunque {u,}n,eny € una successione limitata in W'?(B). Tuttavia, essendo le palle
{B,, | n € N} a due a due disgiunte, per ogni n # m vale che

* *

P P
. 1 Tr—x 1 r—x
e = ip*(B) :/ d1u< r ”) da:+/ dlu( r m) &
Bn Tﬁ n Bm T;;L m
p* p*
al 1 d 1
= | ro|muly)| dy+ | o | —7uly)|  dy
B 7“711) B 7“%
" d-i-p*—dp* d+p*—£
= ull?- [ r i R }
_ p*
= 2l )
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essendo d + p* — d% = 0. Dunque {u,}neny non pud ammettere sottosuccessioni di

Cauchy in LP"(B), quindi non esistono sottosuccessioni convergenti in L?" (B). Del resto,
¢ facile mostrare che se ¢ < p*, allora {u, },en tende a 0 in L7(2).

4.6 Traccia per funzioni di Sobolev

4.6.1 Traccia nel caso modello

Nel seguito, dato un intero d > 2, denoteremo un punto in R¢ come (x,%), con x in
R?! e y in R. Denoteremo

RY = {(ziy) € B! | y > O},

Data una funzione u in W'?(R%) vogliamo definire in qualche senso la sua restrizione
all'iperpiano dato da
ORY = {(z;y) € RY | y = 0}.

Lemma 4.6.1. Siano d > 2 e p in [1,400). Esiste una costante c(d;p) dipendente
soltanto da d, p tale che per ogni u in CL(R?) vale la stima sequente:

||U('§O)||Lp(Rd71) < ¢(d;p) ||u”1,p,Ri :

(d-1)p
d—p

Se p appartiene a [1,d), poniamo q = . Esiste una costante c(d;p) dipendente

solo da d,p tale che per ogniu in CH(R%) vale che

w5 Ol o a1y < e(dsp) [Ju

d -
1,p,R+

Dimostrazione. Step 1: Supponiamo p = 1. Sia u una funzione di classe C}(R?). Per
ogni x in R4! vale che

o ou

+o00
fu(; 0)] < / J
0

u
8—y(l’,y)’ dy.

dunque, otteniamo che

Integrando, abbiamo che

oo ou ou
u(x; 0 d;rzg/ (/ —(x; ‘d)dx:H—
|, o de< [ ([ )] =

Step 2: Supponiamo p in (1,+00). Per ogni » > 0, poniamo ¢,(0) = |o| o
osserviamo che ¢, & una funzione di classe C'(R) e vale

L'(RY)

(o) = (r+1)lo]".

Sia u una funzione di classe C}(R?). Poniamo v := ¢, o u; osserviamo che v ¢ una
funzione di classe C!(R). Per quanto mostrato, vale che

ov
v(z;0)| doe < ||=—
[, o ]ay
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Capitolo 4. Spazi di Sobolev

Nel nostro caso, abbiamo che

/ |v(z;0)] da;:/ [u(z; 0)"™ dx = JJu( 0|7 gay -
Rd-1 Rd—1

Inoltre, applicando la disuguaglianza di Holder (p’ in (1,400) & ’esponente coniugato
di p, come in 2.1.5), si trova che

ov
= —(x;y)‘ dzdy
H@y LY(RY) /Ri Ay
» [ Ou
= (7“+1)/ u(z;y)| a—(ﬂf;y)‘ dzdy
R Y
1 1
o p’ ou p P
<) [ ddy) ([ || dedy
Ri Rd ay
ou
= (D)l o]
Quindi abbiamo trovato che vale
ou
r+1 r
5Oy < 0+ Dl 5]
Yllrrre)
Imponendo che rp’ = p, da cui r = p — 1, otteniamo che
ou
< — < b :
Ju(; O)I7p a1y < pIIUIILp(Rd 99| oqe) < pllully,pa

Step 3: Sia p in [1,d); osserviamo che se p = 1 vale che ¢ = p = 1 e abbiamo gia
ottenuto la stima desiderata. Dunque, supponiamo p in (1,d); in tal caso, osserviamo
che ¢ appartiene a (p,p*), dove p* é I'esponente di Sobolev relativo a p (vedi 4.5.2).
Data u in C}(R?) e r > 0, ragionando come nel secondo step, troviamo che

ou
r+1 T
5O oy < 0+ Dl 5]
YllLerd)
Imponendo che rp’ = p* = dd%;, si trova che r = % e quindi r + 1 = ¢. Allora
abbiamo che 5
U
5O ey < ol [G1]
R P

Per il teorema di immersione nel caso modello (vedi 4.5.10) esiste una costante c(d; p)
dipendente solo da d, p tale che

ou
(5 OV oy < @ llull, ‘@) || 57
Y |l Lo(me)
ou
ch(d;p) Hqup]Rd a_y J
Lr(RY)

< qe(dsp)? ull? s
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Teorema 4.6.2 (Traccia per funzioni di Sobolev in W#(R%)).
Siano d > 2 un intero e p in [1,+00). Esiste un’applicazione lineare Tr : WH(RL) —
LP(R4=1) con le sequenti proprieta:

o esiste una costante c(p) dipendente da p tale che per ogni u in W'P(R%) vale che

ITr ()] Lo ary < e(p) [l ppa 5

e vale una formula della divergenza, cioé per ogni ¢ : RY — R in C°(R?) vale che

/

dove v ¢ la normale esterna a OR%, ovvero v = (0;...;0;1));

udiv(p) drdy = —/

< Vu,p > dzxdy —i—/ Tr(u)] < ¢, v > dux,
R

d d d—1
+ + R

o coincide con la restrizione a ORYL per le funzioni continue in WHP(RL) che si

estendono con continuita fino in RY.

Dimostrazione. Denotiamo con X I'insieme delle funzioni C>°(R?) ristrette al semispazio
R<%. Per ogni u in X definiamo

Tr(u) :

=U, .-
d
|<9]RaJr

Per il lemma 4.6.1, la mappa
Tr: X — LP(R)

¢ ben definita ed ¢ lineare. Inoltre, se dotiamo X della norma |-, pRL) il lemma

4.6.1 garantisce che Tr ¢ anche continua. Per il teorema 4.4.2, il sottospazio X &
denso in WhP(R%). Allora Tr si estende ad un’applicazione che denotiamo ancora con
Tr: WHP(RE) — LP(RY™) che ¢ lineare e continua.

Sia ¢ una funzione in C>°(R?). Supponiamo che u appartenga al sottospazio X.
Allora, per la formula della divergenza classica vale

J

Dal momento che ¢ ha supporto compatto in RY, tutti gli integrali coinvolti sono su
insiemi di misura finita. Ricordando che la convergenza in LP implica la convergenza in
L' su insiemi di misura finita, allora la formula si estende per densita a tutte le funzioni
win WhP(R%).

Supponiamo, infine, che u sia una funzione in W**(R%)NC°(R%). Vogliamo mostrare
che Tr(u) ¢é la restrizione di u a ORZ. Denotiamo con @ l'estensione per parita di u
a tutto R? (vedi 4.4.4). Abbiamo mostrato che @ appartiene a W1P(R?) (vedi 4.4.5).
Osserviamo che @ € ancora una funzione continua. Approssimando % per convoluzione e
con delle cut-off come nel teorema 4.3.3, si mostra che esiste una successione di funzioni
{tn }nen di classe C°(R?) che converge a @ in W?(R?) e che converge puntualmente
ad @ in tutti i punti in cui @ é continua, cioé ovunque in R¢. Essendo I'operatore Tr
continuo, otteniamo che {Tr(u,)}nen converge a Tr(u). In conclusione otteniamo che
Tr(u) ¢ la restrizione di u a OR. O

udiv(p) dzdy = —/

< Vu,p > dzxdy +/ Tr(u)] < ¢,v > dz,
R

d d d—1
+ + R
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Capitolo 4. Spazi di Sobolev

pld=1).

d—p
denotiamo ancora con X il sottospazio di W#(R%) formato dalla restrizione al semi-
spazio R di funzioni di classe C}(R?). Per il lemma 4.6.1, per ogni u in X vale che

Tr(u) appartiene a LI(R?"!) ed esiste una costante c¢(d; p) indipendente da u tale che

1T (@) paa-ry < e(d;p) [Ju

Osservazione 4.6.3. Nel teorema 4.6.2, supponiamo p in [1,d) e poniamo ¢ =

d -
1,p,R+

Allora possiamo estendere per densita Tr ad un’applicazione lineare e continua Try :
WP(R%) — LR ). Ovviamente le due estensioni coincidono (data una successione
{tn nen che converge ad w in LP e a v in L9, allora u e v coincidono quasi ovunque,
come si mostra passando a sottosuccessioni che coincidono quasi ovunque).

Osservazione 4.6.4. Nel teorema 4.6.2, supponiamo p > d. Per il teorema di Morrey

(vedi 4.5.5), le funzioni in WP(R%) sono <% — é)—hblderiane, pertanto si estendono con

continuita a OR%. Allora applicazione Tr ¢ la restrizione su 8Ri.
Osservazione 4.6.5. Nel teorema 4.6.2, abbiamo definito la traccia di una funzione di
Sobolev sull’iperpiano {y = 0}. Dato yo > 0, possiamo definire in maniera totalmente
analoga la traccia di una funzione di Sobolev sull'iperpiano {y = yo}. Tale applicazione
gode ovviamente delle stesse proprieta enunciate nel teorema 4.6.2.

Proposizione 4.6.6. Sia p in (1,400) Sia yo > 0 e denotiamo con Try, : W'P(RL) —
LP(R4Y) Dapplicazione traccia sull’iperpiano {y = yo} in R (vedi 4.6.5). Per ogni
Y1,Y2 > 0 per ogni u in Wl’p(Ri) vale la sequente disuguaglianza:

ou

dy

1

1Ty, (w) = Ty, (W) o ety < ly2 = v2]7”

Y

Lr(RY)
dove p' in (1,400) ¢é l'esponente coniugato di p (vedi 2.1.5).

Dimostrazione. Fissiamo ys > y; > 0.
Step 1: Supponiamo u di classe C}(R?). Per ogni z in R~ vale che

Y2 8u
—(z;9) dy‘
/y dy

1 (:L’;y)' dy

y2 au
< /
Y1

[u(z;y2) — ul(z;y1)| =

ay

N v | Hu p -
< (g2 —y1)¥ </ —(z7y) dy) -
w10y
Elevando alla p e integrando in R?~! si trova che
2 Y21 Ou P
/ |u(as; y2) — u(z; yn)[” do < (y2 —y1)" / (/ 50 & Y) dy) dx
Rd—1 Rd—1 U1 Yy
p
< / a—u(ﬂf;y) dxdy,
R4 dy
da cui segue banalmente che
ou
[[Try, () — Try, (W] o a1y < ’ 0 :
Yllrre)
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4.6. Traccia per funzioni di Sobolev

Step 2: Siano u una funzione in W*'» (Ri) e {uy fneny una successione di funzioni
C2°(R?) che converge ad u in W#(R%) (vedi 4.4.2). Per la continuita della traccia (vedi
4.6.2), vale che {Tr,, (u,) }nen € {Try, (u,) }nen convergono rispettivamente a Try, (u) e
Try, (u) in LP(R%1). Per quanto mostrato nel primo step, per ogni n in N vale che

ou,,

dy

1

| Try, (un) — Try, (Un)HLp(qu) <y —wu|”

Lr(R4) '
Passando al limite per n che tende a 400, si ottiene la disuguaglianza desiderata anche

per u. ]

Teorema 4.6.7 (Dipendenza continua della traccia).

Siano d > 2 un intero, p in (1,+00) (estremi esclusi) e {u,}nen una successione in
WP(RL). Supponiamo che

e csiste una funzione u, tale che {u,}nen converge ad uq, in LP(Ri),
e esiste una costante M tale che per ogni n in N vale che

HvunHLp(Ri) <M.

Allora us, appartiene a WHP(RL) e {Tr(up)}nen converge a Tr(us) in LP(RYY). Se

p < d la convergenza ¢ in L"(R*Y) per ogni r in [ 7p—(dd__p1)>~

Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che 1., appartiene a W1» (]Ri). Infatti, per la
debole compattezza delle palle chiuse in LP(R%) (vedi 2.4.16), a meno di sottosuccessioni
vale che {Vu, }en converge debolmente in L? ad una funzione vy, : R — R?. Poiche
{tun }nen converge in LP a uy,, vale che uy, appartiene a Wl’p(RSlr) e Vs = Us. Inoltre
vale anche che

”VUOOHLP(Ri) < M.

Per ogni £ > 0 denotiamo con Try la traccia delle funzioni di Sobolev sull’iperpiano
{y = k}. Per ogni n in N, per ogni k > 0 vale

I ) — Tro(tao) 2y a1

< (ITro(un) = Trg(wn) |l Lo + [1Trk(un) — Tri(tioo) |l oo + I Trr(to0) = Tro(uoo )| 12)”

< ¢(p) (I Tro(un) — Tri(un) I” + [|Tre(un) = Tre(uoo) [ + | Trx(uoo) — Tro(uoo)[") ,
per una certa costante ¢(p) dipendente soltanto da p (infatti esiste una costante ¢(p)

tale che per ogni a,b,c in R vale (a + b+ ¢)? < ¢(p)(a? + 0P 4 ¢P)). Fissiamo ko > 0 e,
integrando tutti in (0, ko), otteniamo le seguenti stime:

ko
® /0 [ITro(un) — TrO(”OO)HIzp(Rde) = ko [|Tro(un) — TrO(“OO)Hip(Rdfl) )

e per la proposizione 4.6.6, vale che

p

ou,,

dk
ou

k’o k'O p
| ) - TGl ar< [k
0 0

Lr(R4)
ko

< Mp/ kPt dk
0

< MPkg;
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e in maniera del tutto analoga, troviamo che

ko
/ | Tr (too) — Tro(use)||? dk < MPEL;
0

e nel lemma 4.6.1 abbiamo mostrato che per ogni funzione v in C}(R?) per ogni
k > 0 vale che
~1
Tk 0) iy < 2 100 ) 190 gy -
Ovviamente, questa disuguaglianza si estende per densita a tutte le funzioni v in
W1P(R%); nel nostro caso, abbiamo che

ko
—1
T = ) sy Ok Bl = g, 19 = ) e

< 2Mpky ||u, — UOOHLP(]R‘j_) :

In conclusione, troviamo che

Fo I e (u0) — Tr(uc) < 2MPRE + 2Mpho [t — ol o s -

Hip(Rd—l)
Otteniamo che
-1
Tt — Tr(to0) 2 sy < 2MPRE " 4 20ty — sl o
da cui segue che

liszrup | Tr(u,) — Tr(uoo)“’zp(Rd,l) < 2MPEPTY

n—-—+0oo

Questa disuguaglianza ¢ valida per ogni kg > 0; essendo p > 1 e passando al limite per
ko che tende a 0, otteniamo che

lim sup || Tr(un) — Tr(too)|17p ga-1) = 0.

n—-+0o0o

Supponiamo che p < d; precisiamo che se q == jo(dlen, per il lemma 4.6.3, abbiamo che
p

{Tr(u,) }nen € una successione limitata in L9(R91); del resto anche Tr(us,) appartiene

a LY(R41). Per la disuguaglianza di interpolazione, per ogni r in [p,q) vale che

{Tr(u,) bnen converge a Tr(us) in LI(REL). .

Esempio 4.6.8. 1l teorema 4.6.7 ¢ falso per p = 1 anche in dimensione 1. Infatti, per
ogni n in N consideriamo la funzione

1 se T € (O, %) ,
up(r) = —nz+(n+1) sexe (i 2),
0 se x € (%, +oo) .
Ovviamente, {uy }nen converge a o, = 0 in L'((0, +00)) e [|inl 11 (o 400y = | Per ogni

n in N. Tuttavia, vale che

lim u,(0) =1%# 0= ux(0).

n——+oo

Del resto, ¢ facile mostrare che {u, },ey non & limitata in W?((0, +00)) per ogni p in
(1, +00).
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4.6.2 Traccia per aperti regolari

La costruzione della traccia nel caso modello puo essere generalizzata al caso di aperti di
classe C!. Presentiamo gli enunciati essenziali, di cui non riportiamo le dimostrazioni.

Nel seguito, supporremo che d > 2 sia un intero, p sia in [1, +00),  sia un aperto
di classe C! (vedi 4.4.9) in R? tale che 0 sia compatto.

Lemma 4.6.9. Esiste una costante ¢(p;<2) dipendente soltanto da p e da 2 tale che
per ogni u in CH(RY) vale che

”UHLp(aQ) < c(p; ©2) HuHLp,Q :

Inoltre, se p < d, posto q = %, esiste una costante c(p;2) dipendente soltanto da p

e da Q tale che per ogni u in C()) vale che

HUHL(aQ) < c(p; ) HuHI,p,Q'

Teorema 4.6.10 (Traccia per funzioni di Sobolev in Wh?((Q)).
Esiste un’applicazione lineare Tr : W'P(Q) — LP(0Q) con le sequenti proprieta:

o esiste una costante c(p; Q) dipendente soltanto da p e da Q) tale che per ogni u in
WhP(Q) vale che

ITe(u)ll 1o agy < ;) llully a0

e vale una formula della divergenza, cio¢ per ogni ¢ : RT — R? in C®(RY) vale che

[ wdinte) o=~ [

dove v & la normale esterna a 0S);

<Vu,<p>dx+/ [Tr(u)] < ¢,v > do,

d 09

e coincide con la restrizione a 9 per le funzioni continue in WHP(Q) che si
estendono con continuita in 2.

Teorema 4.6.11 (Dipendenza continua della traccia per aperti C').
Supponiamo che p sia in (1,4+00). Siano {u, fneny una successione in WP(Q) e uy
una funzione in LP(SY) tali che

o {Uy}nen converge a us in LP(QY);
e csiste una costante M tale che per ogni n in N vale che

||Vun||LP(Q) <M.

Allora {Tr(uy) }nen converge a Tr(us) in LP(0Q2). Inoltre, vale che

e sep <d la convergenza & in L"(02) per ogni r in [1, p(ddf_pl)»’

o se p=d la convergenza & in L"(0N2) per ogni r in [1,+00);

e sep>d la convergenza é uniforme in 0S2.
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Capitolo 4. Spazi di Sobolev

4.7 Lo spazio W,""(Q)

Definizione 4.7.1 (W;""(Q)).

Siano d > 1 un intero,  un aperto di R%, m > 1 un intero e p in [1, +oc]. Diciamo che
una funzione u & in Wy""(Q) se esiste una successione di funzioni {u, },en in C°(Q)
che converge ad u in LP(Q2) e tale che {D*u,}nen sia una successione di Cauchy in

LP(Q) per ogni multi-indice o in N tale che |a| < m. In tal caso, denoteremo con D*u
il limite in L” di {D“uy, }nen-

Osservazione 4.7.2. In maniera del tutto equivalente, possiamo definire W;""(£2) (vedi
4.7.1 come il completamento di C¢°(€) rispetto alla norma |-, , . Ricordiamo che
per il teorema di Meyers-Serrin (vedi 4.3.6), lo spazio W™ P(Q2) ¢ il completamento di

C>(Q) rispetto alla norma ||+, , o

Esempio 4.7.3. Siano p in (1,400) e  := (0,1). Dal teorema 4.2.8, deduciamo che

Wy() = {u € W2(Q) | u(0) = (0) = u(1) = a(1) = 0},

W2 (Q) N W,y P(Q) = {u € W*P(Q) | u(0) = u(1) = 0}.
Dunque, i due spazi sono molto diversi.

Osservazione 4.7.4. Siano d > 1 un intero, p in [1,+00), m > 1 un intero; per il teorema
di Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (vedi 4.3.3) vale che Wy"P(R?) = W™P(R?).

Proposizione 4.7.5. Siano d > 2 un intero, m > 1 un intero, p in [1,400) tale che
mp < d. Poniamo =R\ {0}. Allora W™P(Q2) = W"P(€).

Dimostrazione. Per il teorema di Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (vedi 4.5.3), ¢ sufficiente
mostrare che ogni funzione in C>°(R%) si approssima rispetto alla norma Il p.c2 cOM
funzioni di classe C>°(Q). Sia 1 di classe C°°(R?) a valori in [0,1] con le seguenti
proprieta:

e Y(x)=0se |z] <1

o Y(z)=1se |z| > 2.
Sia u in C2°(2); per ogni n in N poniamo

un () = u(z)(nx).

Ovviamente {u, nen converge ad w in LP(2). Sia a un multi-indice in N? tale che
|a| < m; si ha che

|a

D%up(x) = (Du(x))t(nx) + Z Gin(@),
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per certe funzioni g;,, di classe C>°(R?), uniformemente limitate da una costante M
indipendente da j e da n e tali che g;,(z) = 0 se |z| > 2. Essendo |a|p < d si ha che

i o
! i’ = i -
nl—lgloo Zgj,nn nl_l)riloo ngn
= e = ey
|ot] .
< i Jlg.
= 2ol Wil e(e)
]:
|at|
M
< lim n’— =0,
j=1 e ne

essendo mp < d (la costante M’ dipende da M e dal volume della palla d-dimensionale).
Del resto, per il teorema di convergenza dominata, si ha che

lim / | DYu(th(nx) — 1)|” dx = 0.
Q

n—-+00
Questo é sufficiente a concludere. n

Osservazione 4.7.6. Nonostante le proposizioni 4.7.4 e 4.7.5, generalmente gli spazi
WmP(Q) e Wi (§2) sono molto diversi.

Lemma 4.7.7. Siano Q un aperto di R?, p in [1,+00) e u una funzione in W, (Q).

Sia @ Uestensione di u a tutto R?, tale che i(x) = 0 se x non & in Q. Allora @ appartiene
a WhP(RY).

Dimostrazione. Per definizione (vedi 4.7.1), esiste una successione {uy, }nen di funzioni
di classe C°(Q) che converge ad u in WH?(Q). Estendendo tali funzioni a 0 in Q°,

otteniamo una successione {i, fney di funzioni di classe C2°(R?) che converge a @ in
WhP(RY). Allora 4 appartiene a WhP(IRY). O

Teorema 4.7.8 (Immersioni a partire da W, ().
Siano d > 1, Q un aperto qualunque di R?.

o Supponiamo p < d: detto p* l’esponente di Sobolev (vedi 4.5.2), esiste una costante
c(d; p) dipendente soltanto da d,p tale che per ogni u in Wol’p(Q) vale che

[l o 0y < el p) [IVully 0

o Supponiamo p = d: per ogni q in [p,+00) esiste una costante c(d; p;q) dipendente
soltanto da d,p, q tale che per ogni u in Wy*(Q) vale che

[ull oy < eldsp; @) IVl 0 -

o Supponiamo p > d: esiste una costante c(d;p) dipendente solo da d,p tale che per
ogni u in Wy (Q) vale che

”UHLoo(Q) < C(d7p) HuHLp,Q;

wnoltre per ogni x,y in € vale che
1—4
[u(@) — u(y)| < cld;p) [Vull ooy lz =yl 7.
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Supponiamo che 2 sia limitato.

e Se p <d l'immersione

it WyP(Q) — LYQ)
¢ compatta per ogni q in [1,p*).

e Se p=d l'immersione

it WyP(Q) — LUQ)
¢ compatta per ogni q in [p, +00).

e Se p > d l'immersione

i WyP(Q) = C°(Q)
e compatta.

Dimostrazione. Le stime valgono se 2 = R? e u ¢ una funzione di classe C>°(R?) (vedi
il teorema di Sobolev-Gagliardo-Nirenberg 4.5.3 e il teorema di Morrey 4.5.5); pertanto,
il teorema vale per I'aperto € dato e per ogni funzione u di classe C2°(Q2). Per densita di
C=(Q) in W, P(Q) (vedi 4.7.1), le stime si estendono a tutto W, (). Infine, dobbiamo
mostrare che le immersioni sono compatte; nel lemma 4.7.7 abbiamo provato che se u
¢ in WP(Q) e denotiamo a @ l'estensione di u a 0 fuori da €, allora 4 ¢ in W1P(R%);
allora la compattezza delle immersioni segue dal teorema di Rellich-Kondrakov (vedi
4.5.14). 0

Teorema 4.7.9. Siano d > 2 un intero, p in [1,+00) e ]Ri il semispazio superiore.
Per ogni funzione u : Ri — R denotiamo con U la sua estensione a 0 a tutto R%. Sono
equivalenti © sequenti fatti:

1. u appartiene a Wy (R);
2. U appartiene a WHP(RY);
3. Tr(u) = 0.

Dimostrazione. 1 = 2 Per il lemma 4.7.7, vale in ogni aperto € contenuto in R?.

1 = 3 L’operatore Tr : W'P(R%) — LP(R%™!) ¢ continuo ed ¢é identicamente nullo
in C>°(R%) perché coincide con la restrizione all’iperpiano OR? (vedi 4.6.2). Allora
I'operatore traccia ¢ identicamente nullo sulla chiusura di C2°(R%) rispetto alla norma
I[]1 e » che coincide con W, ?(RY).

2 = 1 Sia v una funzione in W'?(R%) tale che v(xr) = 0 per quasi ogni x in
R? := R*\ RY. Dobbiamo mostrare che si approssima con funzioni C2°(R%) in
WP(RL). Dalla dimostrazione del teorema 4.3.3 si deduce che possiamo assumere
che il supporto di u sia limitato. Sia p un mollificatore come in 2.2.1; nel lemma 4.3.1
abbiamo provato che {u * p. }.-o ¢ una successione di funzioni C>°(R%) che converge ad
u in WHP(RY). Se scegliamo un mollificatore p supportato nella striscia {z4 € (1,2)}
contenuta in R¢, per ogni ¢ > 0 troviamo che u * p, ¢ supportata in un sottoinsieme
limitato del semispazio {z4 > €} (u ha supporto limitato). Infatti, dalla definizione di
prodotto di convoluzione (vedi 2.2.2), per ogni z in R? vale che

u*ps(x)zgld/Ide(a:;y) u(y) dy;
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Poniamo
Ac(x) = {y € R?

Osserviamo banalmente che

Del resto, é facile notare che
Aa(x):{yERd | xd_26<yd<xd_8) yd>0}7

pertanto & banalmente vuoto se x4 < €. Questo é sufficiente a concludere.

3 = 2 Sia u in W'?(R%) tale che Tr(u) = 0. Dalla formula della divergenza (vedi
4.6.2), si deduce facilmente che per ogni ¢ in C%°(R%) per ogni i in {1;...;d} vale che
ou

RE Ox;

O¢ u dxdy = — Ou
RE Ox; RY Ox;

pdudy+ [ [T@)@)plwi0) do =~ [ S dady,
Ra-1
essendo la traccia di u nulla per ipotesi. Allora, se poniamo Vu(x) = 0 per ogni z in
R? | otteniamo che
0
L u drdy = — Ou
Rd aﬂ:z R4 aﬂ:z

¢ dxdy,

cio¢ 4 appartiene a W1P(R?). O

Osservazione 4.7.10. Utilizzando i teoremi 4.6.10 e 4.6.11, si puo generalizzare il risultato
del teorema 4.7.9 a tutti gli aperti Q di classe C! (vedi 4.4.9) tali che 99 & compatto.

Corollario 4.7.11 (Disuguaglianza di Poincare).
Siano d > 1, p in [1,+00) e Q un aperto qualungue di R avente misura finita. Esiste
una costante c(d;p; Q) tale che per ogni u in WyP(Q) vale che

[ull gy < e(d; p; Q) [Vl 1o -

Dimostrazione. Sia p fissato in [1, +00). Procediamo per assurdo; supponiamo che la
tesi sia falsa, ovvero che per ogni n in N esiste u,, in W, ?(Q) tale che

[nll Loy > 1 Vtnl| 1o -

A meno di dividere normalizzare le funzioni, si puo supporre che HunHLp,Q = 1 per ogni
n in N. Per il teorema di immersione compatta a partire da I/VO1 P(€)), deduciamo che, a
meno di passare a sottosuccessioni (non rinominate), {u, },en tende ad una funzione u
in L?(Q2). Del resto, & ovvio che

[tnl 1o (g

lim [[Vuy|lppo < lim =0,

n—-+4o0o n—-+4o0o n
da cui si deduce che u & in W'?(Q) e il suo gradiente é quasi certamente nullo. Per
il lemma di Du Bois-Reymond (vedi 4.1.7), si puo assumere che u coincida con una
funzione costante in ogni componente connessa di €2; poiché VVO1 P(€2) & un sottospazio
chiuso di W'?(Q), u ¢ in W, (Q). Allora u coincide con la funzione nulla. Tuttavia
questo ¢ assurdo perché deve essere

L= im0 = ully,0 = 0.
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Osservazione 4.7.12. Una disuguaglianza alla Poincaré vale anche in alcuni casi in cui
2 ¢ un aperto di misura infinita. Supponiamo, per esempio, 2 :== R x (0,1). Data una
funzione u in C2°(Q2), per ogni (z,y) in €2 vale che

Y ou
u(z;y) = i a—y(m,t) dt.

Per ogni p in [1, +00) per ogni y in (0, 1) deduciamo che vale la stima seguente:

1 P
/|u(az;y)]p d:z:ﬁ/ (/ %(:mt)‘ dt) dx
R r \Jo |0y
Y ou b )
< —(x;t)| dt| dx
_/IR{</O 8y< )
H@u P
<= .
0y Il oo

Deduciamo che
||U||Lp(Q) < ”VUHLP(Q)‘

La disuguaglianza dimostrata si estende alla chiusura di C2°(€2) rispetto alla norma
[Il1 .0+ che coincide esattamente con Wy ().

Corollario 4.7.13 (Disuguaglianza di Poincaré-Sobolev).
Siano d > 1 un intero, Q un aperto di R¢ di misura finita e p in [1,d). Sia p* I'esponente

di Sobolev relativo a p. Per ogni q in [1,p*| esiste una costante c(d;q; <)) dipendente
soltanto da d, q,$ tale che per ogni u in Wol’p(Q) vale che

HUHLq(Q) < c(d;q; Q) HquLP(Q) :
Dimostrazione. Essendo €} un aperto di misura finita e utilizzando il teorema di immer-

sione a partire da VVO1 P(Q), per ogni ¢ < p* esistono delle costanti tali che per ogni u in
W1P(Q) valgono le disuguaglianze seguenti:

HUHLq(Q) < c(g;p" Q) HUHLP*(Q)
< c(d; p)e(q: ™ ) |Vl gy -

Proposizione 4.7.14 (Disuguaglianza di Poincare-Wirtinger).
Siano d > 1 un intero, Q un aperto di R? e p in (1,+00). Supponiamo che Q sia
connesso, limitato e regolare (vedi 4.4.9). Per ogni u in W'?(Q) poniamo

@ |
ug ‘= —— [ u(x) dx.
7@ Jo "
Esiste una costante c(d; p; Q) tale che per ogni u in WHP(Q) vale che
lu = ugl ooy < c(d; p; ) [Vull 1o -
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Dimostrazione. Sia u in W?(€Q). A meno di sostituire u con u — ug, possiamo supporre
ug = 0. Quindi, dobbiamo mostrare che esiste una costante c(d; p; ) tale che per ogni
u in WP(Q) a media nulla vale

||u||LP(Q) < c(d; p; ©2) ||VU||LP(Q) .

Possiamo, inoltre, assumere che ||ul| (o) = 1. Infatti, se u ¢ quasi certamente nulla,
la disuguaglianza cercata ¢ banalmente vera; altrimenti, possiamo dividere entrambi i
membri per ||ul|,q e sfruttare il fatto che la disuguaglianza ¢ 1-omogenea. Per ogni u
in W?(Q), definiamo

F(u) = IVull Loy -

Poniamo

X — {u c WLp(Q) ‘ ||u||Lp(Q) =1, /Qu(x) dr = O}.

Se mostriamo che il funzionale F ha minimo in X e tale minimo m ¢ strettamente
positivo, poniamo

1
c(d;p; Q) = —

e concludiamo la dimostrazione.

Proviamo tramite il metodo diretto che F' ha minimo in X (vedi 5.2.6). Mostriamo
che i sottolivelli di F' sono compatti in qualche senso e che F' & un funzionale semicontinuo
inferiormente. Siano {u, },en una successione in X e M > 0 tale che

||vun||LP(Q) <M

per ogni n in N. Essendo [[un[;5q) = 1 per ogni n in N, deduciamo che {u,}nen €
una successione limitata in WP(Q). Per il teorema di immersione compatta (vedi
4.5.14) e per la limitatezza di {2 possiamo dedurre che esistono una sottosuccessione
(non rinominata) ed una funzione u., tale che {u,}n,en converge ad us in LP(2)
(bisogna distinguere i casi p < d, p = d, p > d; tuttavia, la limitatezza di 2 permette
di ridursi all’'unico caso in cui p < d). Essendo p in (1,+00), esiste una funzione
Voo : @ — R% in LP(Q) tale che, a meno di estrarre ulteriori sottosuccessioni, { Vi, bnen
converge a vy debolmente in LP (vedi 2.4.16). Come mostrato in 4.1.8, vale che uy
appartiene a W'?(Q) e Vuy = vs. Essendo la funzione ¢,(z) = |z|” convessa e il
funzionale F' fortemente semicontinuo inferiormente, allora F' ¢ debolmente semicontinuo
inferiormente. Questo basta a garantire che
liminf F(u,) > F(us).

n—-+o0o

Osserviamo, infine, che u,, appartiene ad X. Si ha

Huoo“Lp(Q) — lm HunHLl’(Q) - 17
n—+o0o

essendo () limitato, vale che

lim
n—-+o0o

[ tale) =) | < tim = sy =0

Per il teorema di Weierstrass (vedi 5.2.6), il funzionale F' ammette minimo in X.
Dobbiamo mostrare che il valore minimo é strettamente positivo. Se esistesse u in X
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tale che F'(u) = 0, allora avremmo che Vu(z) = 0 per quasi ogni z in €. Essendo €2
un aperto connesso, per il lemma di Du Bois-Reymond (vedi 4.1.7), u coincide quasi
ovunque con una funzione costante. Tuttavia, questo € incompatibile con i vincoli
imposti, cioe [|ull ) =1 e ug = 0. O

Esempio 4.7.15. Se €2 non é un aperto connesso, non pud valere una disuguaglianza
alla Poincare-Wirtinger (vedi 4.7.14). Basta considerare 2 := (—1,0) U (0,1) in R e
u: 2 — R tale che u(z) = 1(_1 ).

Corollario 4.7.16 (Disuguaglianza di Poincaré-Sobolev-Wirtinger).

Siano d > 1 un intero, Q un aperto di R, p in (1,d) e p* Uesponente di Sobolev relativo
ap (vedi 4.5.2). Supponiamo che Q) sia connesso, limitato e regolare (vedi 4.4.9). Per
ogni u in WP(Q) poniamo

g, = % /Q u(z) d.

Per ogni q in [1,p*] esiste una costante c(d; q; ) tale che per ogni v in WP(Q) vale che

HU — UQHLQ(Q) S C(d7p7 q; Q) HVUHLI’(Q) :

Dimostrazione. Essendo €2 un aperto limitato, ¢ sufficiente dimostrare la disuguaglianza
nel caso in cui ¢ = p*. Per il teorema di immersione per aperti regolari, esiste una
costante ¢(d; p; Q) tale che per ogni u in W?(2) vale che

lu = uall 1o ) < eld; p; €2) {HU — |l p(q) + HVUHLP(Q)} :

Per concludere basta osservare che per la disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger (vedi
4.7.14) esiste una costante ¢ (d; p; Q) tale che per ogni u in W?(£2) vale che

lu = ugll i) < ¢(dip; Q) [Vl poq) -
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Capitolo 5

Introduzione al Calcolo delle
Variazioni

Il calcolo delle variazioni é una branca dell’Analisi Matematica che si occupa dello
studio dei problemi di minimo. Siano dati un insieme X e una funzione F : X — R:
vogliamo capire se F' ammette minimo in X, provando a determinare i punti di minimo
e il valore di minimo. Possiamo tentare di rispondere a questo problema seguendo
almeno due strade molto diverse, che illustriamo nel seguito.

5.1 Metodo indiretto

5.1.1 Motivazioni

Siano X un insieme ed F : X — R una funzione. Supponendo che il minimo esista,
cerchiamo condizioni che i punti di minimo devono soddisfare. Se abbiamo trovato
condizioni abbastanza stringenti, é lecito sperare che l'insieme dei potenziali punti di
minimo sia abbastanza ristretto. Possiamo testare i candidati e mostrare direttamente
che sono punti di minimo. Inoltre, nella ricerca delle condizioni necessarie che tali
punti devono soddisfare, si possono anche svolgere passaggi puramente formali e non
del tutto giustificati. Infatti, vogliamo farci un’idea di quali siano i punti di minimo e
poi verificare effettivamente che lo sono.

Questa procedura, nota come metodo indiretto, corrisponde alla mentalita tipica dei
matematici del XVIII-XIX secolo: ¢ nata per studiare problemi derivanti dalla fisica e
nessuno dubitava che i funzionali introdotti ammettessero minimo. Per la precisione,
non c’era interesse per l’esistenza dei punti di minimo: si procedeva assumendo che
esistessero e si provava a calcolarli.

Definizione 5.1.1 (Variazione prima).

Siano X un insieme, F' : X — R una funzione, zo un punto in X tale che F(xz) ¢ reale e
v : (—e,¢) — X una qualsiasi applicazione tale che v(0) = zy. Definiamo la funzione
¢ : (—¢,2) = R tale che p(t) = F(v(t)). Supponiamo che ¢ sia derivabile in t = 0.
Definiamo la variazione prima di F' lungo « in zy come

0 F (203 7) = ¢'(0).
Supponiamo che x4 sia un punto di minimo per F' in X; in particolare, 0 ¢ punto di
minimo per ; pertanto, deve valere che

0F (wo;7) = ¢'(0) = 0.
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Osservazione 5.1.2. La condizione che impone I'annullamento della variazione prima di
un funzionale in un punto in ogni direzione in cui é definita é nota come equazione di
Eulero-Lagrange ed ¢ una condizione che i punti di minimo devono rispettare.

Mostreremo nei prossimi esempi che in alcuni casi € possibile calcolare molto piu
esplicitamente all’equazione di Eulero-Lagrange.

Definizione 5.1.3 (Derivata alla Gateaux).

Siano X uno spazio affine con giacitura V, F' : X — R una funzione, xg un punto in X
tale che F'(xy) sia reale e v in V. Definiamo ¢ : (—¢,¢) — X tale che

o(t) = F(xg + tv).

Supponiamo che sia ben definita la variazione prima di F' in xq lungo v, cioé che esista

ey Fae 4 tv) = F(xg)
OF (z9;v) ._<p(0)—£1_1>% ; :

Diciamo che F' ¢ derivabile in xy nel senso di Gateaux se §F'(xo;v) ¢ ben definita per
ogni v in V.

Osservazione 5.1.4. Siano X uno spazio affine con giacitura V, F : X — R un funzionale,
zo un punto in X tale che F(z) sia reale. Supponiamo che F' sia derivabile in zq nel
senso di Gateaux (vedi 5.1.3) e che x( sia un punto di minimo per F' in X. Allora per
ogni v in V vale che

dF(xg;v) = 0.

5.1.2 Equazione di Eulero-Lagrange per funzionali integrali

Ci limitiamo allo studio dei funzionali integrali: in questo caso, infatti, é possibile
ricavare formule abbastanza esplicite che legano i punti di minimo alla soluzione di certe
equazioni differenziali. Nonostante i passaggi che svolgeremo non siano pienamente
giustificati, & bene ricordare che l'intento ¢ quello di identificare in qualche modo (non
necessariamente rigoroso) i punti di minimo; poi, si verifica in maniera diretta che tali
punti minimizzano effettivamente il funzionale.

Presentiamo il piu classico esempio di minimizzazione di un funzionale integrale.

Esempio 5.1.5. Siano Q un aperto di R", X := C'(Q) (Iinsieme delle funzioni continue
in Q, di classe C'(Q) con tutte le derivate parziali che si estendono con continuita in
Qe Sia L: QxR xR" — R una funzione continua, detta lagrangiana (I'ipotesi di
continuita puo essere indebolita). Denotiamo con (z,s,p) in  x R x R™ le variabili di
L. Supponiamo che

F(u) = /QL(x;u; Vu) dz

sia ben definito per ogni v in X. Supponiamo che L sia abbastanza regolare in modo
che si possa derivare sotto il segno di integrale (per esempio é sufficiente che € sia
limitato e che L sia di classe C1(Q2 x R x R™)). Sia ug in X fissato; essendo X uno spazio
vettoriale, per ogni v in X possiamo calcolare la variazione prima di F' in uy lungo la
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direzione v, ovvero

SF (up;v) = [%F(uo + m}

t=0

d
= / — L(z;up + tv; Vug + tVo) dx
o Ldt -0

:/vLS(:U;uO;Vuo)—i- < Vu,V,L(x;uyVuy) > dz
Q
Se up ¢ un punto di minimo, troviamo che
0= / vLs(x; uo; Vug)+ < Vo, V,L(z;u9Vug) > dx
Q

per ogni v in X, nota come prima forma integrale dell’equazione di Eulero-Lagrange.

Supponiamo che L sia di classe C?(Q x R x R™) e che 2 sia un aperto su cui é possibile
applicare il teorema della divergenza o, equivalentemente, la formula di Gauss-Green
(non sono richieste troppo stringenti). Denotiamo con v la normale esterna a 92 e con
do la misura d’area su 0f).

Supponiamo in aggiunta che ug sia di classe C?(Q). Applicando la formula di
Gauss-Green, otteniamo che

0= /QvLs(m;uo;Vuo)—F < Vv, V,L(x;ugVug) > dx
:/QvLs(x;uo;Vuo) dz
+ /mv < V,L(z;uyVug),v > do — /QU div(V,L(x; ug; Vug)) dx
_ /QU [Ls(x;up; Vug) — div(V,L(x; up; Vug))] dz

+/ v < V,L(z;uoVug), v > do
09
per ogni v in X. In particolare, troviamo che
0= / v [Ls(x;up; Vug) — div(V,L(z; up; Vug))] da
Q

per ogni v in C2°(Q2), che ¢ nota come seconda forma integrale dell’equazione di Eulero-
Lagrange. Utilizzando il lemma fondamentale del calcolo delle variazioni (vedi 4.1.6), si
trova che

L(x;up; Vug) — div(V,L(x; up; Vug)) = 0,

che é nota come forma differenziale dell’equazione di Eulero-Lagrange. Abbiamo
ottenuto un’equazione differenziale del secondo ordine che deve essere soddisfatta da
ug. Per la precisione, se denotiamo x = (z1;...;2,) € p = (p1;...;pn), 'equazione di

151



Capitolo 5. Introduzione al Calcolo delle Variazioni

Eulero-Lagrange in forma differenziale diventa:

Ls(z;up(x); Vuo(x Z(‘?x pi (T3 u0(2); Vuo(z))

8’&0
oz, @)

= ZLMZ x5 up(2); Vug(x)) + Ly, s(; up(x); Vug(x))

82U0
£ 3 Ly, () V) ),

,j=1

Riprendendo la seconda formulazione integrale dell’equazione di Eulero-Lagrange,
troviamo che

0= / v < V,L(z;up; Vug), v > do
)

per ogni funzione v in X. Applicando ancora il lemma fondamentale del calcolo delle
variazioni (vedi 4.1.6), troviamo che

< V,L(x;up; Vug), v >= 0

per ogni x in J€2. Abbiamo ottenuto le condizioni al bordo di Neumann. Riassumendo,
up deve soddisfare il seguente problema differenziale:

Ly(z;u0; Vug) — div(VyL(x;up; Vug)) =0 in Q,
< V,L(x;up; Vug), v >=0 in 09Q.

Presentiamo una variante dell’esempio 5.1.5.

Esempio 5.1.6. Sia Q un aperto di R”; sia w : Q — R una funzione di classe C'(€);
denotiamo con

X :={ue Q)| ulx) =w(x) Vo € 0Q}.

Sia L : Q2 x R x R” — R una lagrangiana continua. Osserviamo che X & uno spazio
affine con giacitura

V= {ue CLQ) | u(z) = 0 Vo € 90}

Supponiamo che L sia di classe C2(Q x R x R") e che si possa derivare sotto il segno
di integrale; supponiamo anche che €2 sia un aperto abbastanza regolare per cui si
possa applicare il teorema della divergenza. Sia ug in X un punto di minimo per F
supponiamo che ug sia di classe C?(Q). Procedendo in maniera totalmente analoga
all’esempio 5.1.5, si ottiene la seconda forma integrale dell’equazione di Eulero-Lagrange,
OVVero

0= / v [Ls(x;up; Vug) — div(V,L(z; up; Vug))] de
Q

per ogni v in V. Applicando il lemma fondamentale del calcolo delle variazioni, si
deduce che
Ls(x;up; Vug) — div(V,L(x; ug; Vug)) =0

per ogni x in 2. Poiché ug appartiene ad X, troviamo che deve risolvere il seguente
problema differenziale

L(x;up; Vug) — div(V,L(z; up; Vug)) =0 in Q,
up(z) = w(x) in 09.

Le condizioni al bordo imposte sono note come condizioni di Dirichlet.
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Osservazione 5.1.7. Ragionando in maniera del tutto analoga agli esempi 5.1.5 ¢ 5.1.6 si
puo studiare il caso in cui la lagrangiana dipende anche da derivate di ordine superiore
al primo.

Il caso uni-dimensionale

Vogliamo riesaminare gli esempi 5.1.5 e 5.1.6 nel caso speciale in cui 2 = (a,b) é un
intervallo limitato di R. In entrambi gli esempi, 'unica modifica da apportare alla
derivazione formale dell’equazione di Eulero-Lagrange ¢ la seguente: occorre utilizzare
la formula di integrazione per parti al posto della formula di Gauss-Green.

Esempio 5.1.8. Come nell’esempio 5.1.5, in cui minimizziamo

Fu) = /abL(x;u; a) da

in C'([a, b]), troviamo che se ug ¢ un punto di minimo di classe C?(a, b]) e L ¢ abbastanza
regolare (in modo da poter derivare sotto il segno di integrale e integrare per parti), g
soddisfa I’equazione di Eulero-Lagrange nella seconda forma integrale, cioé

0= / v [Ls(x;uo;uo) — L, (2; uo; Vuo)] dx
+ 0(b) Ly (b; uo(b); (b)) — v(a)Ly(a; uo(a); io(a))

per ogni v in C'([a, b]). In particolare, troviamo che

b
/ v [Ls(; uo; tio) — L (25 ug; Vug) | da =0

per ogni v in C2°((a,b)), che ¢ la forma differenziale dell’equazione di Eulero-Lagrange.
Riprendendo la seconda forma differenziale dell’equazione di Eulero-Lagrange, troviamo
che

si trova che

0 = o(B)Ly(b: w0 8)s (1) — w(a) (s o) ofa)
per ogni v in C'([a, b]). Scegliendo v tale che v(a) =1 e v(b) = 0,

Ly (a; uo(a); to(a)) = 0;
scegliendo v tale che v(b) =1 e v(a) = 0, si trova che
Ly (b3 ug(b); g (b)) = 0.
Abbiamo ottenuto le condizioni al bordo di Neumann. Riassumendo, si ha che

{Ls(x;uo;uo) — L (w5 uo; ) = 0 in (a,b),
Ly(a;uo(a);tio(a)) = Ly(b; uo(b); to(b)) = 0.

Esempio 5.1.9. Nell’esempio 5.1.6, in cui minimizziamo
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nell’insieme

X:={ue C'([a,b]) | u(a) = Au(b) = B},
osserviamo che X & uno spazio affine con giacitura
V= {v e C'([a,b]) | v(a) =0 v(b) = 0}.

Se ug ¢ un punto di minimo di classe C?([a,b]) e L ¢ abbastanza regolare (in modo da
poter derivare sotto il segno di integrale e integrare per parti), ug soddisfa I’equazione
di Eulero-Lagrange nella seconda forma integrale, cioé

b
0= / v [Ls(x;uo;uo) — L;(:v;uo; Vuo)} dx
per ogni v in V. Per il lemma fondamentale del calcolo delle variazioni, vale che
L(; ug; 1) — L;(fﬂ;uo; Vug) =0
per ogni x in (a,b). Ricordando che ug & in X, devono valere le condizioni di Dirichlet,
cioé
up(a) = A,

Riassumendo, u ¢ soluzione del seguente problema differenziale:

L(z;u0; 1) — Ly, (25 u0;%0) =0 in (a,b),
up(a) = A,

Esempio 5.1.10. Nello stesso contesto degli esempi 5.1.8 e 5.1.9, vogliamo minimizzare

nell’insieme

X = {u e C'([a,b]) | u(a) = u(b)};

osserviamo che X & uno spazio vettoriale. Se g ¢ un punto di minimo di classe C?(]a, b])
e L ¢ abbastanza regolare (in modo da poter derivare sotto il segno di integrale e
integrare per parti), ug soddisfa 1’equazione di Eulero-Lagrange nella seconda forma
integrale, cioé

b
= / v [Lg(2; uos o) — Ly, (25 uo; Vug)| da
+ 0(b) Ly (b; uo (b); o (b)) — v(a) Ly(a; uo(a); io(a))
per ogni v in X. In particolare, troviamo che
b
0= / v [Lys(2; up; tio) — L1 (5 uo; Vug) | da

per ogni v in C((a,b)). Per il lemma fondamentale del calcolo delle variazioni, vale
che

L(; up; o) — Ly (5 ug; Vug) = 0
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per ogni z in (a,b). Riprendendo la seconda forma integrale dell’equazione di Eulero-
Lagrange e ricordando che v(b) = v(a), si trova che

0 = v(b) [Lp(b; uo(b); o (b)) — Lyp(a; uo(a); io(a))];
scegliendo v in X tale che v(b) = 1, si trovano che
Ly (b5 0 (b); 110 (b)) = Lyp(a; uo(a); io(a)) = 0,

che sono condizioni al bordo periodiche. Riassumendo, u ¢ soluzione del seguente
problema differenziale:

{Ls(as;umuo) — L (; up; i) = 0 in (a,b),
Ly (b; ug(b); ito (b)) — Ly(a; uo(a)s io(a)) = 0.

Esempio 5.1.11 (Equazione di Eulero-Lagrange in forma Erdmann).
Nello stesso contesto degli esempi 5.1.8, 5.1.9 e 5.1.10, supponiamo che la lagrangiana
L sia autonoma, cioé indipendente da z e studiamo il funzionale

definito in un sottoinsieme X di C''([a,b]) che dipende dalle condizioni al bordo (even-
tualmente) prescritte. Sia ug un punto di minimo per £ in X. Supponiamo che per ogni
vin C((a,b)) esista € > 0 tale che per ogni t in (—¢,¢) vale che ug + tv appartiene
ad X. Allora ¢ ben definita la variazione prima di F' in ug lungo la direzione v. Se L ¢
di classe C?(R x R) (non ¢ una richiesta troppo restrittiva) e ug ¢ di classe C?([a, b)),
otteniamo 1’equazione di Eulero-Lagrange nella seconda forma integrale e, poi, in forma
differenziale, cioé
L;(Uo; ) = L (uoj tio)

per ogni x in (a,b). Moltiplicando per g si trova che

o Ly, (uo; o) = 1o Lis (o3 o).
Osserviamo che vale

o Ly, (uo; o) = [1io Ly (uo; )] — o Ly (o; o).
Allora, riordinando i termini, troviamo che
[t0 Ly (uo; wo)]” = Li(uo; tio)tio + Lyp(uo; to)ito = [L(uo; )]’ -

Pertanto, esiste una costante ¢ tale che

Uo Ly (ug; o) — L(ug; i) = ¢

per ogni x in (a,b). Abbiamo ottenuto 1’equazione di Eulero-Lagrange in forma Frd-
mann, che ¢ un’equazione del prim’ordine con una costante arbitraria. Osserviamo che
I’equazione di Eulero-Lagrange in forma differenziale e quella in forma Erdmann non
sono equivalenti: se ug risolve quella in forma differenziale allora risolve quella in forma
Erdmann; tuttavia, il viceversa vale solo nei punti in cui g # 0.
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Esempio 5.1.12 (Equazione di Eulero-Lagrange in forma Du Bois-Reymond).
Come negli esempi 5.1.8, 5.1.9 e 5.1.10, studiamo il funzionale

Fu) = / i) de,

definito in un sottoinsieme X di C'([a,b]) che dipende dalle condizioni al bordo (even-
tualmente) prescritte. Supponiamo che L sia di classe C'([a,b] x R x R): in tal caso,
possiamo derivare sotto il segno di integrale. Sia uy un punto di minimo per F' in X.
Supponiamo che per ogni v in C°([a, b]) esiste € > 0 tale che per ogni t in (—¢, +¢)
ug + tv sia in X. Otteniamo l’equazione di Eulero-Lagrange nella prima forma integrale,
cioe ,

0=0F(up;v) = / [Ls(; ug; o)v + Ly(2;u0; U) 0] do

per ogni v in C°((a,b)). Se poniamo

L(z) 3:/ L(y; uo; o) dy,

possiamo integrare per parti e, sfruttando il fatto che v é nulla al bordo, otteniamo

/ab [_f,(x) + Ly(; uo; uo)] vdr=0

per ogni v in C2°((a,b)). In questo passaggio di integrazione per parti, non abbiamo
assunto ulteriori ipotesi di regolarita sulla lagrangiana L e, soprattutto, su ug. Per il
lemma di Du Bois-Reymond (vedi 4.1.7), esiste una costante ¢ tale che

Ly o) 1) — / "Ly woy); io(y) dy = ¢

per ogni z in (a,b). Abbiamo ottenuto un’equazione del prim’ordine dipendente da una
costante.

5.1.3 Tecniche di minimalita

Siano X un insieme e F': X — R un funzionale. Procedendo per condizioni necessarie
(cioé derivando 1’equazione di Eulero-Lagrange in una delle varie forme descritte e
discutendo le condizioni al bordo), si identifica un candidato punto di minimo xy per
F in X. Presentiamo due tecniche per mostrare che z( ¢ effettivamente un punto di
minimo.

Minimalita via convessita

Teorema 5.1.13 (Minimalita via convessita).
Stano X uno spazio affine di giacitura V, F' : X — R un funzionale convesso, xy un
punto in X tale che F(xg) sia reale e F' sia derivabile in x¢ nel senso di Gateauzr (vedi
5.1.3). Supponiamo che per ogni v in 'V valga

IF (zg;v) = 0.

Allora xq € punto di minimo per F in X. Inoltre, xg & ['unico punto di minimo se F ¢é
strettamente convesso.
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Dimostrazione. Sia x un altro punto in X. Consideriamo la funzione
o(t) = F(xo+ t(x — x9));

per le ipotesi su I, ¢ € ben definita ed é convessa. Dal momento che é ben definita la
variazione prima di F' in xg lungo la direzione x — xq, per la disuguaglianza di convessita
vale che

Fx) 2 (1) 2 ¢(0) +1-¢'(0) = @(0) + 6 F (zo; © — x) = F(x0),

essendo dF(zg;x — x9) = 0. La prima disuguaglianza ¢é stretta se F' & strettamente
convesso; in tal caso, xy & I'unico punto di minimo. O

Esempio 5.1.14. Siano § un aperto di R", L : @ x R x R" — R una funzione di
classe C1(Q x R x R") e X un sottospazio affine di C'(2) (dipendente dalla scelta delle
condizioni al bordo che imponiamo) di giacitura V. Supponiamo che il funzionale

F(u) = /QL(x;u; Vu) dx

sia ben definito in X. Supponiamo che L sia abbastanza regolare da poter derivare sotto
il segno di integrale; sia 1o un punto in X che risolve I'’equazione di Eulero-Lagrange
nella prima forma integrale (vedi 5.1.5), cioé

0=0F(up;v) = / [Ls(z;up; up)v+ < V,L(z; to; Vug), Vo >] dx
Q

per ogni funzione v in V. Supponiamo che per ogni x in Q la funzione L(z;-;-) :
R x R™ — R sia convessa in (s; p). Allora ug € punto di minimo per F' in X. Osserviamo
innanzitutto che per ogni x in {2, per ogni sy, s; in R, per ogni pgy, p; in R™ vale la
disuguaglianza di convessita

L(x; 50 + s13p0 + p1) > L(w; 503 p0) + s1Ls(25 505 po)+ < 01, VpL(25 505 p0) >

Essendo X uno spazio affine, se u € un altro elemento di X, osserviamo che v := ug — u
appartiene a V. Per ipotesi, vale che  F'(ug;v) = 0. Allora, abbiamo che

F(u) = F(up + v)

L(z;up + v; Vug + Vo) dx

L(z;up; Vug) dx + [/ L(x;up; Vug)v+ < Vo, V,L(z;up; Vug) >| do
Q

ug) + 0 F (up; v)

Uo).

(AV2
T s—

Pertanto, ug € punto di minimo per F' in X.

Supponiamo in aggiunta che X sia il sottoinsieme delle funzioni C*(€2) che coincidono
con una funzione w in C*(Q2) su 92 e che per ogni (z;5s) in Q x R la funzione L(z;s;-) :
R™ — R sia strettamente convessa. Allora ug ¢ I'unico punto di minimo per F in X.
Sia u un altro punto in X; se u # v, esiste aperto in cui Vu # Vo (altrimenti u e v
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coincidono in €2, perché coincidono in 02 per ipotesi). Allora, ragionando in maniera
analoga, si trova che

F(u) > /QL(x; ug; Vug) dx + 0F (ug; u — ug) = F(u).

Pertanto, ug ¢ anche 1'unico punto di minimo per F' in X.

Esempio 5.1.15. Siano (a,b) un intervallo limitato di R e ¢ : R — R una funzione
convessa. Denotiamo

X = {u € C'([a,b]) | u(a) = A u(b) = B}.

Sia ug la retta che unisce i punti (a; A) e (b; B). Allora ug minimizza il funzionale

- /abw(u) dx

nell’insieme X. Inoltre, se ¢ € strettamente convessa, la retta ¢ I'unico punto di minimo
per F'in X. Essendo ¢ convessa, per ogni p in R esiste p(p) in R tale che

@(p+p1) > %(p) + pup)m

per ogni p; in R. Sia w in X un’altra funzione; poiché 1, € costante, esiste una costante
u tale che

_ /b¢(u0 (- uo)) dz

\

— F (o) + p[u(b) — uo(b) (u(a) — uop(a))]
= F(uo)v

dal momento che u e uy assumono lo stesso valore al bordo. Se 1 ¢ strettamente
convessa e u # g esiste un punto z in (a,b) in cui u(z) # Uo(z) (altrimenti u = wy, dal
momento che assumono lo stesso valore al bordo); per continuita, esiste un intorno di z
in cui vale u(z) # wo(z). Allora la disuguaglianza di convessita ¢ stretta almeno in un
insieme di misura positiva e quindi F'(u) > F'(uyg).

Osservazione 5.1.16. Sia L : [a,b] X R x R — R una lagrangiana continua. Sia X lo
spazio delle funzioni continue tra [a,b] e R e di classe C' a tratti. Definiamo

F(u) = /abL(x;u; U) dx

per ogni v in X. Osserviamo che la definizione di F' ¢ ovviamente ben posta. Sia u
una funzione in X; per convoluzione (vedi 2.2.3) & possibile costruire una successione
{ty }nen di funzioni C*([a, b]) con le seguenti proprieta:

e {uy, nen converge ad u quasi ovunque in [a, b];

o {1, }nen converge a 4 quasi ovunque in [a, bl;
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e per ogni n in N per ogni z in [a, b] vale che

()| + i ()] < ]} + e}

Allora, essendo L continua, per il teorema di convergenza dominata, si trova che
b b
F(u) :/ L(z;u;4) de = lim L(z;up;0y,) de = lim F(u,).

n——+00 a n——+o0o
Questo ¢ sufficiente a mostrare la seguente uguaglianza:
inf{F(u) | u € X} =inf{F(u) | u e C([a,b])}.

Esempio 5.1.17. Sia f : [a,b] — R una funzione continua. Per ogni u in C'([a,b]),
definiamo

P = [~ @)+ [ )? a

Vogliamo minimizzare F in C*([a, b]). Procedendo come nell’esempio 5.1.5, troviamo
che se 1y ¢ un punto di minimo ed ¢ di classe C?([a,b]), allora ug deve risolvere il
seguente problema differenziale:

uo(z) — f(z)  in (a,b),

Up =0.

to()

tp(a) = o (b)
Supponiamo che tale problema ammetta soluzione, che denotiamo ancora con uy. Come
mostrato nell’esempio 5.1.14, essendo la lagrangiana convessa nella coppia (s,p) e

strettamente convessa in p, ug ¢ I'unico punto di minimo per il funzionale F in C'([a, b]).
Vogliamo concludere che per ogni z in [a, b] vale che

I[I;’izﬁl{f} < uo(x) < r{ﬁf{f}

Sia m = I[Illbr}l{f} Supponiamo che esista xq in (a, b) tale che ug(zg) < m. Definiamo

a =inf{x € (a,x0] | u(y) < m Vy € (z, 0]},
B =sup{z € [0,b) | u(y) <m Vy € [zg,2)}.

Per continuita, vale che u(a) = u(5) = m. Allora, la funzione

{m in [«, 5],

u(zx) =

u(z) in [a,b]\ [a, F],

& continua ed ¢ C! a tratti. Osserviamo che
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Questo mostra che
inf{F(u) | v € C°[a,b]) e C" a tratti} < min{F(u) | u € C*([a,b])},

contro quanto osservato in 5.1.16. In maniera del tutto analoga, si mostra che per ogni
x in [a, b] vale che

u(z) > max{f}.

[a,b]

Minimalita via funzionale ausiliario

Teorema 5.1.18 (Minimalita via funzionale ausiliario).
Siano X un insieme, F,G : X — R due funzionali e xo un punto in X. Supponiamo che

o F(z) > G(x) per ogni x in X;

e 1y ¢ punto di minimo per G in X;

o F(zo) = G(xo).
Allora x¢ € punto di minimo per F in X.
Dimostrazione. Per ogni x in X vale

F(z) > G(z) > G(xg) = F(xo).
O

Esempio 5.1.19. Sia 9(p) == (p* — 1)? il "doppio pozzo". Consideriamo il funzionale

Fw = [ v ar

e studiamo il problema di minimo in X = {u € C'([a,b]) | u(a) = A u(b) = B}.
Poniamo B_A
A=
b—a

Osserviamo che v € convessa se x appartiene a <—oo, —\%) U (\/Lg, —i—oo). Supponiamo

che A appartenga all’intervallo (—oo,1) U (1, +00); mostriamo che la retta wuy che
congiunge i punti (a; A), (b, B) minimizza F' in X. Consideriamo la funzione

definiamo

Essendo zZAJ una funzione convessa, la retta ug minimizza Fin X. Inoltre, é banale
osservare che F' soddisfa le ipotesi del teorema 5.1.18; allora la retta uo minimizza F in
X.

Supponiamo che A appartenga a (—1,1). In tal caso, F non ha minimo in X e
I'estremo inferiore ¢ 0. Infatti, essendo |A| < 1, ¢ possibile trovare una funzione v
continua, affine a tratti con pendenze +1 e —1 tale che v(a) = A e v(b) = B; possiamo
anche assumere che v abbiamo un unico punto di non derivabilita, diciamo s. Allora,
si deduce che F'(u) = 0. Possiamo ovviamente scegliere una successione {v, }nen di
funzioni C*°([a, b]) con le seguenti proprieta:
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e per ogni n in N per ogni z in [a, b] tale che |z — s| > 27" vale che
un(z) = v(x);
e per ogni n in N per ogni z in [a, b] tale che |z — s| < 27" vale che

—1 < dp(z) < 1.

Sotto queste ipotesi, ¢ ovvio che

lim F(v,) = F(v) =0.

n—-+o0o

Dunque, 'estremo inferiore di F' in X é 0; inoltre, 0 non é un minimo a causa delle
condizioni al bordo.
Vogliamo minimizzare F' in

Y::{UGX

i) > - }
u(x .
- \/g
Supponiamo che A appartenga a (\/ig, 1); sia 0 la retta passante per <7§, u (\%)) e

tangente al grafico di . Definiamo

definiamo ,
F(u) = / () dr.

Essendo @Z} una funzione convessa, la retta ug minimizza F in X. Inoltre, é banale
osservare che F' soddisfa le ipotesi del teorema 5.1.18 (¢ fondamentale aver posto il
vincolo sulla derivata); allora la retta uy minimizza F in X.

5.1.4 Variazione interna

Negli esempi 5.1.5 e 5.1.6, abbiamo considerato un funzionale
F(u) = / L(z;u; Vu) dx
Q

definito su un certo sottospazio affine X di C1(€) (a seconda delle condizioni al bordo)
la cui giacitura contiene C°(2). Se ug minimizza F' in X e v una funzione C°(£2),
abbiamo considerato la variazione del funzionale lungo la retta passante per ug e in
direzione v, ovvero
0= [%F(uo + tv)} .

In altri termini, abbiamo perturbato verticalmente il grafico di ug (per questo diciamo
che abbiamo considerato la variazione esterna) e, assumendo qualche blanda ipotesi di
regolarita, abbiamo ricavato condizioni necessarie ragionevoli.

Tuttavia, la classe delle rette ¢ ben lontana da esaurire tutti i possibili cammini in
X passanti per ug. Infatti, possiamo perturbare orizzontalmente il grafico di ug, ovvero
considerare la variazione interna del funzionale. Presentiamo il concetto di variazione
interna tramite un esempio.
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Esempio 5.1.20. Siano (a,b) un intervallo limitato in R e X l'insieme delle funzioni
u : [a,b] — R aventi al pit un punto di discontinuita di (a,b) (dipendente da u) e di
classe C! nella chiusura dei due intervalli in cui ¢ diviso (a,b). Osserviamo che X non
¢ uno spazio affine. Sia L : [a,b] X R x R — R una funzione continua; possiamo ben
definire

F(u) = /abL(x;u; U) dx

per ogni u in X. Supponiamo che uy minimizzi il funzionale F' in X: uy ha al pit un
punto di discontinuita, diciamo in ¢. Per ogni v in C2°([a, b]) per ogni t in R, ug + tv
appartiene a X. Pertanto possiamo calcolare la variazione esterna di F' in ug lungo v.
Ragionando esattamente come nell’esempio 5.1.5 e assumendo che L e ug siano di classe
(2, si trova che ug deve soddisfare separatamente i seguenti problemi differenziali:

{L;(a:;ug(a:);uo(a:)) = Lg(x;up(x); o(z)) se z € (a,c),
Ly(a; uo(a) 5 to(a)™) = Lp(c; uo(e) 5 tio(c) ") = 0;

Ly (x5 uo(x); to(2)) = L (l’ uo(); o () se z € (¢, b),
Ly(c;u(c) ™3 to(e)™) = Lp(b; uo(b) "5 t(b) ™) = 0.
Possiamo aspettarci di ottenere un’altra condizione nel punto di discontinuita di ug: a
questo proposito, data una funzione 7 in C2°((a, b)), consideriamo la variazione interna

di F in ug nella direzione 1. Per ogni ¢ in R definiamo la funzione ®; : [a,b] — R tale
che

O, (z) =z +tn(x).

Se t ¢ abbastanza piccolo, ®; ¢ un diffeomorfismo di [a, b] in [a, b]. Data la funzione uy,
se t & abbastanza piccolo, possiamo ben definire la funzione

Uy = uood);l.

La variazione interna di F' nel punto u é definita come

d
EF(Ut)

t=0

Vogliamo svolgere questi conti:
b
Flu) = [ Lgsuly)inly) dy -

-/ L (31t )00 () s ) o

- bL &, (z); u(z); u(x) ,1 P} (z) dz,
[ i)

dove abbiamo effettuato il cambio di variabile y = ®;(z) e dy = ®}(x)dz. Osserviamo
che vale




5.1. Metodo indiretto

0

S0 = i),

Essendo L abbastanza regolare da poter derivare sotto il segno di integrale, abbiamo

che
= /ab% {L (q)t(l');u(x);u(il?)@;x)) @Q(x)}

dx

d
%F(Ut)

dzx

t=0

[ e (2w usit) ) L)) @)
[ ( 7o) o

+ / L, (Cbt(x);u(x);u(x) @ix)) <_ﬂ($£§322(a:)>

b
:/ [L(a; us w)7) + Lo (s u; i)y — Ly(@; us t)u] da

b
- / (Lon + (L — Lyii] da.
Essendo ug discontinua nel punto ¢, possiamo integrare per parti spezzando l'integrale:

d
%F(Ut)

b
=/[Mﬂ+@—LWMMM
t=0 a

c b
- / [Lon + (L — Lya)n)] dx + / [Lan + (L — Lyi)n] dx

_ / (Lm _ %(L _ L,,@)) dr — [(L - L,,u)n} :_
+ /cb (Lw _ %(L _ Lpu)) do — [(L _ Lpu)n} :
R PR RO

a ct

_ / a (d%Lp - Ls) da — [(L - Lpu)n} o [(L - Lpu)n} :.

a

Essendo uy un punto di minimo, abbiamo gia mostrato che risolve I’equazione di Eulero-
Lagrange separatamente in (a,c) e (¢, b); inoltre abbiamo trovato delle condizioni al
bordo di Neumann. Pertanto, otteniamo che

d Cf

~ |- i

t=0 c+

per ogni funzione 7 in C*((a,b)). Quindi, possiamo facilmente concludere che la
funzione

L(x;u;u) — Ly(x;u; )i

é continua nel punto c.
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5.2 Metodo diretto

5.2.1 Motivazioni

Siano X un insieme ed F : X — (—o00,+00] una funzione. Vogliamo affrontare il
problema della minimizzazione di F' in maniera radicalmente diversa rispetto alla
via proposta dal metodo indiretto. Innanzitutto, cerchiamo di provare che il minimo
esiste mediante un teorema astratto; in un secondo momento, proveremo a calcolarlo.
A differenza dell’approccio tipico del metodo indiretto, dovremo essere rigorosi nelle
assunzioni e giustificare tutti i passaggi formali che svolgeremo.

Questa procedura, nota come metodo diretto, corrisponde alla mentalita tipica dei
matematici del XX secolo, in cui si sviluppa interesse riguardo a come mostrare in
astratto 'esistenza dei minimi per certi funzionali, senza calcolarli esplicitamente.

5.2.2 Teorema di Weierstrass

Vogliamo descrivere un contesto generale in cui & possibile ottenere ’esistenza del minimo
di certi funzionali. Precisiamo che quello che presentiamo non é l'unico approccio
possibile.

Definizione 5.2.1 (Nozione di convergenza).
Sia X un insieme e sia X" I'insieme delle successioni a valori in X. Una nozione di
convergenza ¢ un qualunque sottoinsieme di XV x X.

Osservazione 5.2.2. Nella definizione 5.2.1 sostanzialmente dichiariamo quali sono le
successioni in X convergenti e quali sono i loro limiti. Non introduciamo alcuna proprieta
aggiuntiva, come l'unicita del limite o la proprieta di passaggio alle sottosuccessioni.

Definizione 5.2.3 (Compattezza e semicontinuita).
Sia X un insieme dotato di una nozione di convergenza.

e Un sottoinsieme K di X si dice compatto rispetto alla nozione di convergenza se
per ogni successione {x, },en in K esiste una sottosuccessione e un punto z, in
K tale che {z,, }ren converge ad ., rispetto alla nozione di convergenza in X.

e Una funzione F' : X — (—o00, +00] si dice semicontinua inferiormente se per ogni
successione {x, },en che converge ad x4, in X vale che

liminf F(x,) > F(zs).

n—-+00

Teorema 5.2.4 (Teorema di Weierstrass).

Siano X un insieme non vuoto con una nozione di convergenza e F': X — (—o00, +o0]
una funzione. Supponiamo che X sia compatto e F sia semicontinua inferiormente
(vedi 5.2.3). Allora F' ammette minimo in X.

Dimostrazione. Siano I := inf{F(z) | = € X} e {x, }nen una successione in X tale che

lim F(x,)=1.

n——4o00
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Per compattezza, esiste una sottosuccessione {x,, }rey €d un punto z., in X tale
che {x,, }ren converge ad z., rispetto alla nozione di convergenza in X. Essendo F
semicontinua inferiormente, vale che

I < F(zs) <liminf F(z,,) = lim F(z,) =1.

k—4o0 n—+4o0
Quindi F(x4) = I, ovvero ., minimizza F in X. O

Definizione 5.2.5 (Coercivita).
Siano X un insieme dotato di una nozione di convergenza e F' : X — (—00, +00] una
funzione. Si dice che F' & coerciva se esiste un insieme compatto K in X tale che

inf{F(z) | = € K} = inf{F(2) | = € X}.

Teorema 5.2.6 (Teorema di Weierstrass generalizzato).

Siano X un insieme dotato di una nozione di convergenza e F': X — (—00,+00] una
funzione semicontinua inferiormente e coerciva (vedi 5.2.3 e 5.2.5). Allora F' ammette
minimo in X.

Dimostrazione. Sia K in X un insieme compatto tale che
inf{F(z) | v € K} =inf{F(x) | v € X}.
Per il teorema di Weierstrass (vedi 5.2.4), la restrizione di /' a K ammette minimo in

K; pertanto, F' ammette minimo in X. O

5.2.3 Esempio di applicazione del metodo diretto

Presentiamo il metodo diretto attraverso alcuni esempi.

Esempio 5.2.7. Siano (a, b) un intervallo limitato e ¢ : [a,b] X R — R una funzione di
classe C''([a, b] x R). Denotiamo con

X = {u € C'([a,b]) | u(a) = A, u(b) = B}

e definiamo il funzionale F': X — R tale che

P = [ [ + ooy ar

Innanzitutto osserviamo che F' & ben definito. Vogliamo mostrare che ammette minimo
in X.

Formulazione debole: Consideriamo l'insieme
X = {u e W'((a,b) | u(a) = A, u(b) = B}.

Osserviamo che le condizioni al bordo prescritte hanno significato, percheé le funzioni in
W2((a,b)) sono uniformemente continue, quindi si estendono con continuita in [a, b].
Definiamo il funzionale F' : X — R tale che
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Ovviamente il funzionale F' & ben definito ed estende F.

Compattezza: Vogliamo mostrare che i sottolivelli di F' sono relativamente com-
patti rispetto a qualche nozione di convergenza. Sia {u,},en una successione in X tale
che F(un) < M per ogni n in N. In particolare, deduciamo esiste una costante M’ tale
che per ogni n in N vale che

litn 2y < M-

Per il criterio di compattezza debole in L? (vedi 2.4.21), esistono una sottosuccessione
{tin, tren ed una funzione vy, tale che {u,, }reny converge debolmente in L? a vy, nel
senso specificato in 2.4.16. Inoltre, per quanto mostrato in 4.2.7, per ogni x,y in [a, ]
per ogni k£ in N vale che

. 1 1
() =t (9)] < M |y 12— 1P < DM o =y

In particolare, deduciamo che la famiglia {u,, | £ € N} & equi-continua. Inoltre, per
ogni z in [a, b] per ogni k in N vale che

[ty (2)] < [ty ()] + [ty (%) — 10y ()]
<A+ M|z —al?
<A+ M(b—a).

Dunque, la famiglia {u,, | ¥ € N} ¢ puntualmente equi-limitata. Per il teorema di
Ascoli-Arzeld, a meno di sottosuccessioni, non rinominate, esiste una funzione u, tale
che {un, }ren converge a us, uniformemente in [a,b]. Come mostrato in 4.1.8, possiamo
concludere che u,, appartiene a W'2((a,b)) € tiew = vs. Infine, osserviamo che wu,,
rispetta le condizioni al bordo imposte perche ¢ limite uniforme di funzioni che le
rispettano; quindi u., appartiene ad X. Abbiamo mostrato che i sottolivelli di ¥ sono
relativamente compatti rispetto alla convergenza uniforme sulle funzioni e debole in L?
sulle derivate.

Semicontinuita inferiore: Dobbiamo mostrare che F' & semicontinua inferiormente
rispetto alla stessa nozione di convergenza; in altri termini, dobbiamo mostrare che se
{tn}nen € una successione in X e uy, ¢ una funzione in X tale che {tn}nen converge
a Uy uniformemente in [a, b] e {1, }nen converge a 1y, debolmente in L? (vedi 2.4.16),
allora vale che

lim inf F(u,) > F(uo).

n—-+o0o

Essendo ¢ una funzione continua, per I'ipotesi di convergenza uniforme vale che

lim g(x;uy(x)) dx :/ 9(x; uso(z)) de.

n—-+o00 a

Quindi, e sufficiente mostrare che

1 f° ) I
. . - . > - . 2 )
lérgiglf 5 /a [t (2)]* dx > 5 /a [loo (2)]* dx
Questo fatto é stato verificato in 1.1.21. A

Regolarita: Per il teorema di Weierstrass nella forma 5.2.6, deduciamo che F'
ammette minimo in X. Sia uy un punto di minimo; vogliamo mostrare che uy appartiene
ad X, quindi minimizza il funzionale F' in X. Sia v una funzione di classe C°((a,b)).
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Calcoliamo la variazione prima di Fin g lungo la direzione v. Essendo g abbastanza
regolare da poter derivare sotto il segno di integrale, abbiamo che

— F(ug + tv)

b b
o :/ Ug0 dx+/ gs(z; up)v(z) dx.

t=0

Essendo ug un punto di minimo globale per F in X vale che

b b
0:/ U dx—l—/ gs(x; up)v de.

Riarrangiando i termini, troviamo che

b b
/ UpV dx = —/ gs(z;up)v dz.

In altri termini, abbiamo mostrato che 1y appartiene a W2((a, b)), quindi u, appartiene
a W%?((a,b)) e che
g () = gs(x; uo(x));

questa & I'equazione di Eulero-Lagrange in forma debole (infatti tutte le derivate sono
intese in senso debole). Essendo ug continua e g di classe C', deduciamo che g ¢ una
funzione continua; in particolare, ug ¢ di classe C? (vedi 4.2.3), quindi appartiene ad X.
Deduciamo anche che uq risolve 'equazione

() = gs(x;u0(7))

in (a,b) nel senso classico (in cui tutte le derivate hanno il significato usuale). Precisiamo
anche che se assumiamo che g ¢ di classe C*, allora anche u ¢ di classe C*>((a, b)).

Generalita sui teoremi di compattezza e semicontinuita

Esempio 5.2.8. Siano (a,b) un intervallo limitato in R, ¢ : R - Re g : [a,b] x R - R
funzioni. Consideriamo il funzionale F': W'?((a,b)) — [—o00, +00] tale che

Flu) = / (i) + ()] do,

definito in qualche spazio di Sobolev. Cerchiamo ipotesi ragionevoli su ¢ e g affinche il

funzionale sia ben definito e si possa ottenere 'esistenza del minimo mediante il metodo

diretto. Sicuramente dobbiamo assumere che g e 1 siano funzioni boreliane.
Assumiamo le seguenti ipotesi su :

® convessa;

e csiste p in (1,4+00) e C, D > 0 tale che

() 2 Clzf” = D.

Assumiamo le seguenti ipotesi su g:

e continua in (;s);
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e csistono ¢ in (1,p) e E > 0 tali che per ogni (z;s) in [a,b] x R vale che

g(z;8) > —E|s|".

Innanzitutto osserviamo che sotto queste ipotesi, il funzionale F' ¢ ben definito
nell’insieme

X = {u € W"((a,b)) | u(a) = A, u(b) = B}
ed ¢ a valori in (—oo, +00]. Sia data u in WHP(2): per 4.2.7, per ogni z in [a, b] vale
che
()] < fu(a)| + |u(z) — u(a)l
< A+ [l ooy v = ol
< At [l o gy 10— al”

dove p’ é 'esponente coniugato di p (vedi 2.1.5). Allora vale che

() + g(ziu) = Clu(x)|” = D — Elu(z)|”
> Cla(x)l” = E'[all L (apy — D'

per certe costanti D', E’. Integrando, otteniamo che se u appartiene a W'?((a,b)) vale

che )
/me+yummdxzcwm5Wm B il — D

per certe costanti C’, D", E”. Essendo la funzione C'P — E”&9 — D" limitata dal basso
(infatti p > ¢), l'integrale ¢ ben definito a valori in (—oo, +00].

Vogliamo ottenere un teorema di compattezza. Siano dati M > 0 e {u, },eny una
successione in WP ((a, b)) tale che F(u,) < M per ogni n in N. Vogliamo mostrare che,
a meno di sottosuccessioni (non rinominate), esiste una funzione uy, in W'?((a, b)) tale
che

o {u,nen converge a uy, uniformemente in [a, ],
o {U,}nen converge debolmente in LP (vedi 2.4.16) a .

Per le stime effettuate, deduciamo che per ogni n in N vale che
M > F(un) 2 C' il apy) — E" N0l 70 oy — D"
Essendo p > ¢, deduciamo che esiste M’ > 0 tale che
il ooy < M

per ogni n in N. Dunque, a meno di sottosuccessioni, non rinominate, {t, },en converge
debolmente in L? ad una funzione vy, (vedi 2.4.16). Dalle stime effettuate, si deduce
anche che la famiglia {u, | n € N} & equi-continua ed equi-limitata (vedi 4.2.7); per il
teorema di Ascoli-Arzela, a meno di ulteriori sottosuccessioni, non rinominate, possiamo
assumere che {u, },en converge uniformemente in [a,b] ad una funzione u..,. Inoltre,
Us(a) = A e ux(b) = B; come mostrato in 4.1.8, deduciamo che u,, appartiene a
WhP((a,b)) e che 1y = vo. Allora u., appartiene ad X.

Vogliamo ottenere un teorema di semicontinuita inferiore. Siano {u,},en € una
successione in X € 1o € una funzione in X tale che
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o {u,nen converge ad uy uniformemente in [a, bl;
e {Uy, }nen converge a iy, debolmente in LP (vedi 2.4.16).

Vogliamo mostrare che
liminf F(u,) > F (o).

n—-+o00

Essendo v una funzione convessa, il funzionale

6w = [t da

¢ convesso in LP((a,b)); inoltre G ¢é fortemente semicontinuo inferiormente, cioé se
{wy, }nen converge a wy, in LP, allora

liminf G(u,) > G(us).

n——+0o00
Infatti, estratta una sottosuccessione che realizza il limite inferiore, si pud supporre che
questa converga a u,, puntualmente quasi ovunque in (a,b); allora la disuguaglianza
segue dal lemma di Fatou. Come mostrato in 1.1.34, G ¢ un funzionale debolmente
semicontinuo inferiormente. Quindi, se {4, },en converge a s, debolmente in LP (vedi

2.4.16), allora vale che
liminf G(u,) > G(ls).

Del resto, essendo g continua e {u, }n,en convergente uniformemente a .., vale che

b b
lim g(z;uy(z)) dx :/ 9(x; uso()) de.

n—-+400 a

Questo é sufficiente a concludere che F' é semicontinuo inferiormente. Precisiamo che
potremmo ottenere lo stesso risultato anche assumendo che ¢ sia soltanto semicontinua
inferiormente rispetto alla variabile s e uniformemente limitata dal basso. In tal caso,
la disuguaglianza

n—-+00

liminf/abg(x;un(x)) iz > /abg(:c;uoo(x)) dz

¢ una conseguenza immediata del lemma di Fatou e della semicontinuita di ¢ in s.
In ogni caso, il teorema di Weierstrass (vedi 5.2.6) garantisce 'esistenza del minimo
per il funzionale F' nell’insieme X.

Esempio 5.2.9. Siano d > 1 un intero, £ un aperto in R? di classe C! (vedi 4.4.9) e
limitato; sia p in (1,400). Sia g : @ x R — R una funzione boreliana, limitata dal
basso; supponiamo anche che per quasi ogni z in 2 la funzione g(z;-) : R — R sia
semicontinua inferiormente. Sia ug una funzione fissata in W?(2); poniamo

X = {u e W(Q) | Tr(u) = Tr(uo)}.
Definiamo il funzionale F' : W'?(Q)) — (—o0, +0o0] tale che

Flu) = [ [IVa@f + (asuta)] de

vogliamo mostrare che F' ammette minimo in X.

169



Capitolo 5. Introduzione al Calcolo delle Variazioni

Osserviamo innanzitutto che F' ¢ ben definito in W1?(Q2). Dobbiamo mostrare che i
sottolivelli di F' sono compatti e che F' é semicontinua inferiormente in qualche senso.
Siano {u, },en una successione in X e M > 0 tale che

F(u,) <M

per ogni n in N. Essendo ¢ limitata dal basso e €2 limitato, esiste una costante M’ tale

che
||Vun||ip(9) <M

per ogni n in N. Come mostrato in 2.4.16, esistono una sottosuccessione (non rinominata)
ed una funzione v, : Q — R? tale che {Vu, }nen converge a v, debolmente in LP.
Osserviamo che per ogni n in N vale che u, — uo & in Wy ?(Q) (vedi 4.7.9). Per la
disuguaglianza di Poincare (vedi 4.7.11) esiste una costante ¢ tale che per ogni n in N
si ha

[tn = woll o) < lVun = Vol (g
< e[|V 1oy + clVuol| o
1
< (M) + [[Vuo| ooy -

In particolare, deduciamo che esiste una costante M" tale che per ogni n in N vale che
[tnl 1oy < M". Pertanto, abbiamo ottenuto che la successione {uy, }nen € limitata in
WhP(Q). Essendo 2 regolare e limitato, per il teorema di immersione compatta (vedi
4.5.14), possiamo dedurre che esistono una sottosuccessione (non rinominata) ed una
funzione u., tale che {u,},en converge a uy, in LP(Q2). Precisiamo che se p > d la
convergenza ¢ uniforme, se p < d la convergenza ¢ in L? (Q), dove p* & I'esponente di
Sobolev relativo a p (vedi 4.5.2); in ogni caso, essendo {2 un aperto limitato, si deduce
che vale la convergenza in L”. Come mostrato in 4.1.8, otteniamo che u,, appartiene a
WhP(Q) e che Vi, = v4. Per la dipendenza continua della traccia (vedi 4.6.7), vale
che {Tr(uy,) }nen converge a Tr(us) in LP(0N2); dunque u,, appartiene ad X. Dobbiamo
mostrare che

liminf F'(u,) > F(us).

n—-+o0o

Essendo v (z) := |z|” una funzione convessa e ricordando che {Vu, }n,en converge a
Vs, debolmente in LP, per quanto mostrato in 1.1.34, vale che

n—-4o0o

lim inf / Viun () da > / V(@) da.
Q Q

Dunque, basta mostrare che

lim inf /Q oz un () dz > / 02 1o () da.

n——+00 Q

A meno di passare a ulteriori sottosuccessioni, si pud assumere che il limite inferiore sia
un limite. Dal momento che {u, },en converge ad us, in LP(2), possiamo estrarre una
sottosuccessione {u,, }reny che converge ad u., quasi certamente in 2. Per le ipotesi su
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g, possiamo applicare il lemma di Fatou e otteniamo

liminf/g(x;un(x)) de= lim [ g(z;up, (x)) dx
Q

n—-+0o0o n——+oo Q

> / lim inf g(z; w, (2)) da

k——+o0

= /Qg(fv;uoo(l‘))-

Concludiamo che F' ammette minimo in X grazie al teorema di Weierstrass nella forma
5.2.6. Supponiamo che g sia di classe C*(€2 x R) e che sia abbastanza regolare da poter
derivare sotto il segno di integrale. Detto uy un punto di minimo del funzionale F' in X,
sia v una funzione in C2°(2). Possiamo calcolare la variazione prima di F' in ug lungo
la direzione v, ovvero

%F(uwtv) T jt [/ﬂ [|Vu0 ) +tVo(z)|P + g(x; ug(z) + to(z ))} dx:|t0
:/Qp (g ng(x)p—lg_;(x)> d:v+/flv(a:)gp(x;u0(x)) dx.

Essendo ug punto di minimo, troviamo che

/Qp (ZI: gz:(z (:U)plg_;}z(a:)> dx +/QU(SC)gp(:c;u0(:c)) de — 0

per ogni v in C'°(2). Dunque, ug risolve in forma molto debole I'equazione di Eulero-
Lagrange. A differenza del caso unidimensionale, non riusciamo a dedurre facilmente
che ug é regolare. In ogni caso, affronteremo questo problema nel seguito.

5.2.4 Moltiplicatori di Lagrange

Siano dati due funzionali F', G definiti su un insieme X a valori in (—o0, +00]. Vogliamo
minimizzare F' nel sottoinsieme di X vincolato a G, cioé in

X = {ueX|G(u)=0}.

Si tratta di una generalizzazione della classe di problemi che in dimensione finita é
possibile affrontare tramite il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Supponendo che
F, G sia derivabili alla Gateaux (vedi 5.1.3) e che 1o minimizzi F in X, si pud dimostrare
vale una delle seguenti alternative:

e 0G(up;v) = 0 per ogni direzione v ammissibile;

e csiste A\ in R tale che
OF (ug; v) = A6G(ug; v)

per ogni direzione v ammissibile (A & detto moltiplicatore di Lagrange).

In ogni caso, non vogliamo sviluppare questa teoria. Ci limitiamo a mostrare un esempio
in cui siamo in grado di dare una dimostrazione dettagliata.

171



Capitolo 5. Introduzione al Calcolo delle Variazioni

Esempio 5.2.10. Sia (0,) un intervallo limitato in R; definiamo i funzionali

Vogliamo minimizzare F' nell’insieme
X = {u € W2((0,0)) | G(u) = 1, u(0) = u(l) = 0}.

L’esistenza di tale minimo segue dall’applicazione del metodo diretto: ¢ sufficiente
procedere come nell’esempio 5.2.7 e osservare se {1, nen € una successione in W12((0,1))
che converge a u,, uniformemente in [0, ], allora vale che

nl_l)IEOOG(un) = G(Uoo).
Sia ug un punto di minimo. Vogliamo considerare delle curve in X e calcolare la derivata
direzionale di F in uy lungo tali curve. Per ogni v in C°(Q) in L? a ug possiamo

considerare la curva
Uy + tv

luo + 10l 2o

Ut -

Dal momento che [lug|| 2y, = 1, esiste § > 0 tale che la curva u; & ben definita in
(—6,6) ed é contenuta in X inoltre, al tempo ¢ = 0 coincide con ug. Essendo 1y minimo
globale per F in X, si trova facilmente che

d L . . :
0= D ru| = [ 2ue)ite) e~ inliagon, [ 20t da
t=0 0 0

dt

dunque, per ogni v in C2°((0,1)) vale che

l

[ inta)ite) de = lallsoy [ wla)ota) de

Osserviamo che abbiamo mostrato che esiste A in R tale che per ogni funzione test v in
C2((0,1)) vale che
OF (ug; v) = MG (ug; v).

In particolare, otteniamo che g appartiene a W12((0,1)) e vale che

o = — [|to|| 12(0,19) o,

dove tutte le derivate sono intese in senso debole. Essendo 1y una funzione continua,
deduciamo che 1o ¢ continua; dunque g ¢ di classe C?((0,1)); ragionando per bootstrap,
si deduce che ug ¢ di classe C*((0,1)) e risolve il seguente problema differenziale in
senso classico:

o(z) = — ||u0‘|L2((0,l)) uo(z) sex € (0,1),

u(0) = u(l) =0,

||U0HL2((0,1)) =1
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Se poniamo A = [|to|| ;2o ), ¢ immediato trovare che uo deve essere della forma

up(z) == acos(VAx) + bsin(vVAx).
Imponendo le condizioni al bordo e ricordando che ||uo|[ 2y, = 1. st trova che
a =0,

b0,

per qualche k intero. Dunque, esistono k in N e b in R tali che
k
up(z) = bsin (%x) :
Imponendo che [[ugl| 2, = 1, troviamo che b = \/? Osserviamo che la condizione

k2ﬂ.2 . 2
= A= 0|20,y

¢ verificata per ogni k in N. Tuttavia, il valore di k£ che rende minimo Hfdoﬂiz((o ) €
ovviamente £ = 1. Concludiamo che vale

wo(z) = \/? sin (%«) .

Se denotiamo con P(l) il valore minimo di F' in X, deduciamo anche che

P(l) =

T
!

Pertanto, per ogni funzione u in W;*((0,1)) ¢ immediato dedurre che

2 . 2 . 2
P(1) HUOHL?((O,Z)) < ||U0||L2((0,l)) = ||u0||L2((0,l))'

Abbiamo ottenuto un caso particolare della disuguaglianza di Poincare (vedi 4.7.11).

5.2.5 Approccio variazionale alle equazioni differenziali

Vogliamo mostrare che un certo problema differenziale ammette soluzione. Introduciamo
un problema di minimo di cui ’equazione data ¢ I’equazione di Eulero-Lagrange.

Esempio 5.2.11. Siano (a,b) un intervallo limitato in R, g : R — R una funzione di
classe C°(R). Consideriamo il problema seguente problema differenziale

u(z) = g(u(x)) sex € (a,b),
u(a) = A,
u(b) =B

Vogliamo mostrare che ammette soluzione. Innanzitutto, osserviamo che non ¢ un
problema di Cauchy, perché abbiamo imposto condizioni al bordo di Dirichlet; pertanto,
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non possiamo utilizzare il teorema di esistenza e unicita di Cauchy-Lipschitz. Questo
problema differenziale é legato ad un problema di minimo nella maniera che segue. Sia
G : R — R una primitiva di g; introduciamo la lagrangiana L : R x R — R tale che

1

L(z;s;p) = 5292 + G(s);

definiamo il funzionale

Flu) = / Ll de — / b E[u(x)]ua(u(x)) da.

Se mostriamo che tale funzionale ammette minimo nello spazio
X =ueW"((a,b)) | u(a) = A, u(b) = B},

allora concludiamo che il problema ha soluzione. Infatti, se uy minimizza F' in X, per
ogni funzione test v in C°((a,b)) vale che

d
0= aF(uothv)

t=0

In altri termini, vale che

0= % {/: B(ug + t')* + G(ug + tv)] daz}

:/ [ug(2)v'(z) + G (up(z))v(x)] da

t=0

:/ [ug (2)v'(x) + g(uo(z))v(x)],

dove abbiamo derivato sotto il segno di integrale (osserviamo che, essendo g continua,
G ¢ di classe C''(R); inoltre uy ¢ una funzione continua in [a,b], quindi ¢ limitata;
dunque, ¢ possibile derivare sotto il segno di integrale). Abbiamo mostrato che wg
risolve 1'equazione di Eulero-Lagrange in una forma molto debole. Per definizione (vedi

4.1.1), abbiamo che u{, appartiene a W12((a,b)) e in (a, b) vale 'equazione

ug(z) = g(uo(x)),

dove tutte le derivate sono intese in senso debole. Essendo ug e g continue, abbiamo
che uj ¢ una funzione continua; pertanto ugy ¢ di classe C?((a,b)) e la derivata in senso
classico coincide con quella in senso debole. Dunque ug risolve il problema differenziale
iniziale. Precisiamo anche che, se g ¢ di classe C*(R), allora si trova che ug ¢ di
classe C**2((a,b)). Pertanto, dobbiamo soltanto dare condizioni su g per poter dedurre
I’esistenza del minimo di F' in X tramite il metodo diretto. Per quanto mostrato
esplicitamente nell’esempio 5.2.8, é sufficiente che g ammetta una primitiva G tale che
esistono due costanti positive C, D e ¢ in [1,2) tale che per ogni s in R vale che

G(s)>-C—-D |s|2;

questa condizione ¢ verificata se g ¢ dispari oppure se ¢ limitata dal basso: se G ¢ la
primitiva tale che G(0) = 0, nel primo caso G & non negativa, nel secondo caso, esiste
una costante positiva C' tale che per ogni s in R vale che

G(s) > —Cs|.
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Ammettiamo che il problema differenziale abbia soluzione. Vogliamo studiare
I'unicita di tale soluzione. Supponiamo che ¢ sia una funzione di classe C'(R) e che sia
crescente (anche non strettamente). Allora la lagrangiana L é convessa nella coppia
(s;p) (basta calcolare la matrice hessiana) ed é strettamente convessa nella variabile p.
Sia v una soluzione del problema differenziale; vogliamo mostrare che v minimizza il
funzionale F' in X. Data un’altra funzione w in X, poniamo v := w — u e osserviamo
che v(a) = v(b) = 0; per la convessita di L vale che

F(w) =F(u+wv)

b
= / Llu+ (w—u);u + (w' —u)) do
> / [L(u;u') + Ls(u;u')v + Ly(u;u')o'] da

= F(u) +/ [u'v" + g(u)v] dx;

osserviamo che se v non ¢ la funzione identicamente nulla, allora v'(z) # 0 in un insieme
di misura positiva: se cosi non fosse, avremmo che v & costante per il lemma di Du
Bois-Reymond (vedi 4.1.7), quindi v(z) = 0 per ogni x in (a,b). Allora, dalla stretta
convessita rispetto alla variabile p segue che la disuguaglianza ¢ stretta. Se mostriamo
che

/a [+ gu)o] dr =0,

concludiamo che u ¢ punto di minimo per F' in X e che tale punto di minimo € anche
unico. Integrando per parti (vedi 4.2.9), vale che

/ab[u'v’ + g(u)v] dx = /ab[—iw + g(u)v] dz = 0.

Allora, otteniamo che la soluzione del problema differenziale ¢ unica.
Supponendo soltanto g crescente, possiamo ottenere 1'unicita della soluzione anche
in altro modo. Siano w, v due soluzioni del problema differenziale. Osserviamo che

u—1v=g(u)—g(v)
in (a,b); moltiplicando per u — v, troviamo che
(u—0)(u—v) = (g(u) = g(v))(u—v) >0

in (a,b), perché g ¢ crescente. Essendo u — v di classe C?((a, b)) possiamo integrare per
parti e otteniamo che

OZ/ab(il—é))(u—v)dx

_ /ab(u’ —v')? dx + {(u —v)(u' — U')}

b
= —/ (u' —')? du,

dal momento che v — v si annulla in ¢ e in b. Concludiamo che v — v & una funzione
costante, quindi vale identicamente 0.

0
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Esempio 5.2.12. Dato A > 0 consideriamo il seguente problema differenziale

u(r) = —Asin(u(z)) sex € (0,1),
u(0) =0,
u(m) = 0.

Osserviamo che la funzione identicamente nulla risolve il problema dato per ogni A > 0.
Introduciamo il funzionale

Fy(u) = /0 ' [%11(1:)2—1-/\008@(30)) da.

Ragionando come nell’esempio 5.2.11, si mostra che per ogni A > 0 il funzionale F)
ammette minimo nell’insieme

X = {u e WH((0,7)) | u(0) = u(r) = 0};

detto uy un punto di minimo, si ha che uy ¢ di classe C*°((0, 7)) e risolve il problema
differenziale dato. Tuttavia, se A é abbastanza grande, ¢ facile mostrare 1’esistenza
di funzioni u in X tali che F)(u) < 0; in particolare, uy non pud essere la funzione
identicamente nulla. Questo esempio mostra che in generale non c’é unicita della
soluzione per problemi differenziali con dato al bordo di Dirichlet.

Presentiamo alcune varianti dell’esempio 5.2.11, limitandoci a discutere come
trasformare i problemi differenziali in problemi di minimo.

Esempio 5.2.13. Siano (a,b) un intervallo limitato in R, g : R — R una funzione di
classe C°(R). Consideriamo il problema seguente problema differenziale

u(r) = g(u(z)) sex € (a,b),
u(a) = A,
u(b) = 0.

Sia G : R — R una primitiva di g. Introduciamo la lagrangiana L : R x R — R tale che

1
L(s;p) = 50" + G(s)
e definiamo il funzionale ,
F(u) ::/ L(u;4) dx.
Poniamo

X = {u € W"*((a,b)) | u(a) = A}.

Assumendo che il funzionale F' sia ben definito in X, possiamo mostrare che ammette
minimo tramite il metodo diretto (bisogna adattare I’esempio 5.2.7). Supponiamo di
aver trovato un punto di minimo ug in X. Come precisato in 5.2.11, si mostra che per
ogni v in C°((a,b)) vale che

/ab Uo(z)0(z) doe = —/abg(uo(x))v(x) dz;
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allora si trova che ug ¢ di classe C?((a,b)) e risolve I'equazione differenziale

ug(z) = g(u(z))

per ogni z in (a,b). Scegliendo v in C*°((a, b)) tale che v(a) =0 e v(b) = 1, possiamo
calcolare la variazione prima di F' in ug nella direzione v. Si trova facilmente che deve
valere wo(b) = 0, che ¢ la condizione di Neumann che non abbiamo imposto all’inizio.

Esempio 5.2.14. Siano (a,b) un intervallo limitato in R, g : R — R una funzione di
classe C°(R). Consideriamo il problema seguente problema differenziale

u g(u(z)) sex € (a,b),
u(a) =0,
U 0.

Sia G : R — R una primitiva di g. Introduciamo la lagrangiana L : R x R — R tale che

L(s;p) = %zf +G(s)

e definiamo il funzionale ,
F(u) ::/ L(u;w) de.

Vogliamo minimizzare F' in W'2((a, b)) senza imporre ulteriori condizioni. Assumendo
che il funzionale F' sia ben definito, il problema dell’esistenza del minimo puo essere
affrontato tramite il metodo diretto, come nell’esempio 5.2.11: I'unica reale differenza ¢
che non avendo condizioni al bordo imposte, bisogna utilizzare il teorema della media
integrale per ottenere una stima puntuale a partire da una stima sul funzionale (in
particolare, questo é possibile per alcune funzioni g; tuttavia, non vogliamo discutere
dettagliatamente questo argomento). Supponiamo che ug sia un punto di minimo in
Wh2((a,b)). Ragionando come nell’esempio 5.2.11, si mostra che uq ¢ di classe C?((a, b))
e risolve in (a, b) 'equazione
u(z) = g(u(x)).

Procedendo come nell’esempio 5.2.13, si mostra che ug(a) = ty(b) = 0.

Esempio 5.2.15. Siano (a,b) un intervallo limitato in R, g : R — R una funzione di
classe C°(R). Consideriamo il problema seguente problema differenziale

u(z) = g(u(x)) sex € (a,b),
u(a) = A,
u(b) = B.

Sia G : R — R una primitiva di g. Sia A un parametro reale. Introduciamo la
lagrangiana L : R x R — R tale che

1
L(s;p) = 51?2 +Ap+ G(s)

e definiamo il funzionale
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Vogliamo minimizzare F' nell’insieme
X = {u € W"*((a,b)) | u(a) = A}

senza ulteriori condizioni sull’estremo b. Ragionando come nell’esempio 5.2.11, si puo
mostrare che sotto certe ipotesi di regolarita di g (che non vogliamo discutere) tale
funzionale ammette minimo in X tramite il metodo diretto. Sia uy un punto di minimo.
Data v una funzione test in C2°((a, b)), ragionando come in 5.2.11, si trova che

/ab[uo(x) + AJo(x) de = /abv(x)gmo(x)) dz:

essendo v di classe C2°((a, b)), si trova che

/ab io(x)o(x) dr = /abv(ﬂi)g(u()(f)) da;
otteniamo che ug ¢ di classe C?((a, b)) e risolve in tale intervallo I’'equazione
ug(z) = g(uo(z)).
Se scegliamo v di classe C2°((a,b)) tale che v(a) =0 e v(b) = 1, troviamo che
iig(b) + A = 0,

che ¢é la condizione di Neumann nell’estremo b. Allora, per ottenere che u, soddisfa il
problema differenziale dato, bisogna imporre A = —B.

Esempio 5.2.16. Siano (a,b) un intervallo limitato in R, g : R — R una funzione di
classe C°(R). Consideriamo il problema seguente problema differenziale

u(r) = g(u(x)) sex e (a,b),
u(a) = A,
uw(b) = B

Abbiamo condizioni di Neumann non omogenee: possiamo procedere in due modi.
Primo approccio: Sia ¢(z) = az?+ Bz tale che ¢'(a) = A e ¢'(b) = B. Sia u una
soluzione del problema dato; consideriamo la funzione

v(x) = u(x) — p(z).
Osserviamo che v risolve il seguente problema differenziale
() = u(z) = 20 = g(u(x)) — 2a = g(v(z) + ¢(z)) = 200 se x € (a,b),
(a) =0,
0.

Con questo cambio di variabile, abbiamo mostrato che v risolve un problema differen-
ziale con condizioni di Neumann omogenee, del tipo discusso nell’esempio 5.2.14. In
particolare, se G ¢ una primitiva di g, dovremo minimizzare il funzionale

Flu) = / [%u(x)Z—i—G(v(x) + o(@)) - 20u(z)| do
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nell'insieme W'2((a,b)) senza ulteriori condizioni.
Secondo approccio: Sia ¢(x) = ax + [ una funzione lineare tale che p(a) = A e
¢(b) = B. Sia G una primitiva di g; introduciamo la lagrangiana

L(x;s;p) = %pQ — (ax+ B)p+ G(s) — as.

Minimizzando il funzionale

si trova che i punti di minimo (se esistono) risolvono il problema differenziale dato e
rispettano le condizioni al bordo imposte.

5.3 Regolarita L? per problemi con condizioni al bor-
do di Dirichlet

Dato un intero d > 2, denoteremo con S(d; d; R) 'insieme delle matrici simmetriche a
coefficienti reali. Inoltre, dati un aperto Q in R? e una funzione u in W1%(Q), faremo
riferimento a Vu come ad un vettore riga.

5.3.1 Soluzione debole per alcuni problemi differenziali

Definizione 5.3.1 (Ellitticita).

Siano d > 2,  un aperto di R%, A : Q — S(d;d;R) una funzione e v > 0. Diremo che
A ¢é uniformemente ellittica con coefficiente di ellitticita v se per ogni z in € per ogni &
in R? vale che

(€] A(z)[€] = v €]

Osservazione 5.3.2. Nelle notazioni della definizione 5.3.1, se A & uniformemente ellittica
con coefficiente di ellitticita v, allora A, (x) > v per ogni x in Q per ogni ¢ in {1;...;d}.
Definizione 5.3.3 (Equazione lineare).

Siano d > 1 un intero, Q un aperto di R4, A : Q — S(d,d,R) e f: Q — R funzioni
boreliane. Sia v una funzione in W12(Q); si dice che u ¢ soluzione debole in 2

dell’equazione
div(A[Vu]*) = f

se per ogni funzione test ¢ in C°(Q) vale la formula
| < AT Vo) > do == [ f@)e) da,
assumendo che tutti gli integrali sono ben definiti. L’equazione
div(A[Vu]') = f
é detta lineare; I’equazione & detta ellittica A é uniformemente ellittica.
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Definizione 5.3.4 (Equazione semi-lineare).
Siano d > 1 un intero, Q un aperto di R, A: Q — S(d,d,R)eg: Q x Rx R - R
funzioni boreliane. Sia G : Q x R x R? — R una primitiva di g rispetto ad s, cioé per
ogni (z;p) in 2 x R? vale

8G .. J— P

E(l‘u 7p> - g(.f, ap)
Sia u una funzione in W2(Q); si dice che u ¢ soluzione debole in € dell’equazione

div(A[Vu]') = g(-;u; Vu)

se per ogni funzione test ¢ in C2°(Q2) vale la formula

/ < A@)Vu(@)]', Ve(z) > do = — / G u(w); Va(2))p(e) de,
Q Q

assumendo che tutti gli integrali sono ben definiti. L’equazione
div(A[Vu]') = g(;;u; Vu)
¢ detta semi-lineare.

Osservazione 5.3.5. Siano d > 1 un intero, Q un aperto di R? di classe C' (vedi 4.4.9)
e limitato. Siano A : Q@ — S(d;d;R) ed f : @ — R come nella definizione 5.3.3.
Supponiamo che A sia in L=(Q) e che f sia in L?(2). Definiamo il funzionale

F(u) = /Q [% < A(z)[Vu(x)]', Vu(z) > +u(z) f(z)| dz.

Sia data ug una funzione in W1?(Q). Poniamo
X = {ueW"(Q) | Tr(u) = Tr(uo)}.

Si puo mostrare come nell’esempio 5.2.9 che il funzionale F' ¢ ben definito in X ammette
minimo in X. Sia wy un punto di minimo: vogliamo studiarne la regolarita. Osserviamo
che per ogni funzione ¢ di classe C°(2) & ben definita la variazione prima di F' in wy
lungo la direzione . Infatti, possiamo calcolare

d

o /Q [< A(@)[Vwo(2)]', V(x) > +o(2) f(2)] de.

Dunque, wy ¢ soluzione debole (vedi 5.3.3) dell’equazione lineare
div(A[Vu]*) = f

e verifica le condizioni al bordo di Dirichlet, cioé Tr(wg) = Tr(uy).

Esempio 5.3.6. Data un’equazione lineare
div(A[Vu]') = f,

con le stesse notazioni della definizione 5.3.3, é particolarmente significativo il caso in
cui A é la matrice identita. In tal caso, I’equazione diventa

Au = f,
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intendendo che una funzione ug in W12(Q) la risolve in © se

/quwm2vmm>cm=—/f@wuwm
Q Q

per ogni funzione test ¢ in C°(£2). Supponiamo che f sia in L?*(Q) e che sia assegnata
una funzione ug in WH?(Q); introduciamo 'insieme

X = {ueW"(Q) | Tr(u) = Tr(uo)}

e definiamo il funzionale
1
Flu) = / [5 V(@) + f(2)u(z)| dr.
0

Si verifica come nell’esempio 5.2.9 che F' ammette minimo in X e, ragionando come in
5.3.5, si deduce che se wy ¢ punto di minimo, allora risolve I’equazione

Aw():f

in senso debole.

Osservazione 5.3.7. Siano d > 1 un intero, 2 un aperto di R? regolare (vedi 4.4.9) e
limitato. Siano A : Q — S(d;d;R) ed g : 2 x R — R come nella definizione 5.3.4 (g
non dipende da p). Supponiamo che A sia in L*™ e che g sia continua e limitata. Per
ogni z in ) poniamo

G(x;s) = /Osg(x;t) dt.

Supponiamo che G sia limitata. Definiamo il funzionale

F(u) = /Q

Sia data uy una funzione in W12(Q). Poniamo

% < A(2)[Vu(2)], Vu(z) > +G(z;u(z))| d.

X = {u e W"*(Q) | Tr(u) = Tr(ug)}.

Si pud mostrare come nell’esempio 5.2.9 che il funzionale F' & ben definito in X e
ammette minimo in X. Sia wy un punto di minimo: vogliamo studiarne la regolarita.
Osserviamo che per ogni funzione ¢ di classe C'2°(€2) ¢ ben definita la variazione prima
di F in wy lungo la direzione . Infatti, possiamo calcolare

d
0= %F(wo—l—t@)

t=0

- /Q [< A(2)[Vwo(2)]", V(z) > +o(x)g(z; wo(x))] de,

ricordando che ¢é possibile derivare sotto il segno di integrale perché g e G sono limitate
e G ¢ C' in s. Dunque, wy ¢ soluzione debole (vedi 5.3.3) dell’equazione semi-lineare

div(A[Vu]') = g(:5u)
e verifica la condizioni al bordo di Dirichlet, cioé Tr(wg) = Tr(uo).
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Esistenza di soluzioni deboli alla Lax-Milgram

Nelle notazioni della definizione 5.3.3, abbiamo mostrato che ’equazione lineare
div(A[Vu]*) = f

ammette soluzione debole formulando un problema di minimo la cui soluzione si rivela
equivalente (vedi 5.3.5) al problema iniziale. Tuttavia, possiamo ottenere ’esistenza
delle soluzioni deboli utilizzando un approccio diverso.

Siano 2 un aperto limitato di R? di classe C* (vedi 4.4.9), A : Q — S(d;d;R) in
L>(Q) e fin L*(). Supponiamo che A sia uniformemente ellittica con coefficiente di
ellitticita v > 0 (vedi 5.3.1). Consideriamo ’equazione lineare

div(A[Vu]’) = f;
vogliamo mostrare che ammette soluzione in senso debole in § (vedi 5.3.3).
Per ogni u,v in Hj (), definiamo

<< U v >>= / < A[Vu]', Vv > dz.
Q

Vogliamo mostrare che H}(€2) dotato di << -,- >> ¢ uno spazio di Hilbert. Ovviamente
<< -,+ >> & una forma bilineare simmetrica (infatti A & simmetrica); é definita positiva
perche per ogni u in Hy(Q) vale che

<< U, U >>= /[Vu]A[Vu]t dr > v ||Vu|]iz(9) >0
Q

e vale 0 se e solo se Vu = 0 quasi ovunque in €2 (& fondamentale che A sia uniformemente
ellittica); per il lemma di Du Bois-Reymond (vedi 4.1.7), u coincide con una funzione
costante in ogni componente connessa di €2; essendo u a traccia nulla su 9€2, u é nulla
(vedi 4.6.10). Dunque << -, >> & un prodotto scalare definito positivo; osserviamo
che, per la disuguaglianza di Poincare, esiste una costante ¢(2) dipendente da 2 tale
che per ogni u in H}(Q) vale che

[ull 2y < () IVull 20 -

In particolare, deduciamo che

2 v 2

<<u,u>>2v ||VU||L2(Q) 2 (Q)? ||UHL2(Q) :

Dunque, se {uy, }nen € una successione di Cauchy rispetto alla norma indotta dal prodotto
scalare << -,- >>, allora {uy },en ¢ di Cauchy rispetto alla norma ||-[|, , o; pertanto
esiste us in Hg () tale che {uy}nen converge ad e in |-y 4 Essendo A in L=(),
si ha che

2
<< Vu,Vu >>< ||VUHL2(Q) ||A||L°°(Q) ;

allora, & chiaro che {u,},eny converge ad u., anche rispetto alla norma indotta da
< -,» >. Questo ¢ sufficiente a concludere che (Hj(2); << -,- >>) & uno spazio di
Hilbert.

Consideriamo il funzionale L : H} () — R tale che

L(p) = —/Qf<p dz.
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L ¢é ovviamente lineare; mostriamo che € continuo rispetto alla norma indotta da

<< ey >
'— / Fo dz| < 1l 1912y

< 2y ) VUl 2 q)

c(§2
<l S VIR TS,

Per il teorema di rappresentazione di Riesz, applicato allo spazio (Hj(2); << -, - >>),
esiste una u in H} () tale che per ogni ¢ in H}(Q) vale che

<<u,p >>= L(p),
OVVero

/ < AlVu]', Vi > dr = —/ fo du.
Q Q

Regolarita via stime in spazi di Sobolev di ordine alto

Supponiamo che u sia una funzione di classe C°(R?) che risolve I'equazione lineare
(vedi 5.3.3) o semi-lineare (vedi 5.3.4) in senso classico su un aperto 2. Utilizzando la
formula della divergenza, si verifica banalmente che soddisfa tali equazioni anche in
senso debole.

Proposizione 5.3.8. Siano d > 1 un intero e u in C*(RY), f in L*(RY), A :
R? — S(d;d;R) di classe C'(R?) N L>®(R?) tale che A sia uniformemente ellittica
con coefficiente di ellitticita v (vedi 5.3.1). Supponiamo che

div(A[Vu]') = f
in senso classico su R%. Allora vale che
d
102l gy < = (17 oy + 19 Al [Vl e
Dimostrazione. Sappiamo che u risolve I'equazione
div(A[Vu]') = f

nel senso debole (vedi 5.3.3) in RY. Allora, per ogni funzione test ¢ di classe C°(R9)
vale che

_ /R , < AD)Tu@)]. Vel@) > de= [ f@)e) do.

Fissato k in {1;...;d}, scegliamo come funzione test ¢ = u,, ., ; otteniamo che
_/Rd < A(2)[Vu(x)]), Vg, (z) > dor = » f(@)ug,q, (z) do.
Vale che
e f(@) gy (z) do < ||f||L2(]Rd) HukakHLZ(Rd) < HfHL2(Rd) HvukaLz(Rd)-
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Commutando 'ordine di derivazione, integrando per parti e utilizzando le ipotesi su A,
otteniamo che

_/Rd < AVu]', Vug,,, > dx :/ < (AVu)y )", Vug, > dx

R4
= / < A, |[Vul', Vu,, > dz —i—/ < A[Vug,]", Vu,, > dz
Rd R4
2
> - ||VA||CO(JRd) ||Vu||L2(Rd) ”VU:%HB(Rd) +v HvufﬂkHLQ(Rd) :
Pertanto, otteniamo che

2
v ||Vuxk||L2(Rd) < ||f||L2(]Rd) HVUCCkHLQ(Rd) + ”VAHCO(Rd) ||vu$k||L2(Rd) ||VU||L2(1Rd) )

da cui segue che

1
1Vt pzgey < 5 [1F gy + IV Allgaggay 1Vl e -
Essendo k in {1;...;d}, otteniamo la disuguaglianza desiderata. O

Corollario 5.3.9. Siano d > 1, Q un aperto qualunque di R, f in L>®(Q), u in
C>(Q) e A: Q— S(d;d;R) di classe C1 () N L>®(Q) uniformemente ellittica in Q) con
coefficiente di ellitticita v (vedi 5.3.1). Supponiamo che u sia soluzione dell’equazione

div(A[Vu]') = f
in senso classico in Q. Siano Q' e Q" aperti in Q tali che Q' ¢ relativamente compatto

in Q" e Q" ¢ relativamente compatto in Q. Allora esiste una costante c(v;$2;Q"),
dipendente soltanto da v, € e Q" tale che

D%y < el 22 [y + 14T o 0] -

Dimostrazione. Sia 6 una funzione C°(R?) tale che f(z) = 1 in ' e f(z) = 0 in Q".
Se definiamo v := uf, si osserva facilmente che v risolve ’equazione

div(A[Vv]') = £0 + udiv(A[VE]') + 2 < Vu, A[VO] >:= f
in senso classico su tutto R?. Pertanto, per la proposizione 5.3.8 vale che

1D%ul| 2y = D%l (o)

=< HDQUHL2(Rd)

IN

[0+ 17 Al 190l

L2(Rd

R "I R

[

IV A o ||W||L2(m>}

L2 (Q//

IN

1l zageen + O AN e 0l 20

per una opportuna costante ¢(f) dipendente soltanto da 6. ]
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5.3. Regolarita L? per problemi con condizioni al bordo di Dirichlet

Proposizione 5.3.10. Siano d > 1 un intero, u in C°(R?), f in L®(RL), A: R? —
S(d;d;R) di classe C1(R?) N L>®°(RY) uniformemente ellittica nel supporto di u con
coefficiente di ellitticita v > 0 (vedi 5.5.1). Supponiamo che u sia soluzione in senso
classico del problema differenziale

{ﬂ%M%wWmeﬁzf@w) se (z;y) € RY,
u(r;0) =0 se v € R1L.

FEsiste una costante c(d;v) dipendente da d,v tale che

||D2U||L2(Rd+) < C(d§ V) [HfHL?(Ri) + ||A”1,OO,R1 ||VUHL2(R1) :
Dimostrazione. Sappiamo che u risolve I'equazione
div(A[Vu]) = f

in senso debole (vedi 5.3.3) in R ; allora, per ogni funzione test ¢ in C°(R%) vale che

¥

Per densita, I'uguaglianza si estende a tutte le funzioni test ¢ in Hj(R%). Fissiamo un
intero k in {1;...;d — 1}; essendo u di classe C°(R?) e nulla sull’iperpiano {z4 = 0},
deduciamo che uy, ,, ha traccia nulla sull'iperpiano {z4 = 0}. Pertanto, u,, ,, appartiene
ad H}(RL) (vedi 4.7.9). Dunque, vale che

¥

Procedendo in maniera totalmente analoga alla proposizione 5.3.8, troviamo che

< A(2)[Vu(2)]', Vo(x) > dz = y f(@)p(z) de.

d
+ +

< A(2)[Vu(x)]), Vg, (z) > dr = y f(@)ug,q, (z) do.

d
+ +

1
1900, laggey < 5 1oty + 19 Alloogaty 1V0loges) |-

Dunque, otteniamo una stima sulla norma L? di tutte le derivate seconde di u eccetto
Uy, Luttavia, osserviamo che nell’intersezione tra il supporto di u e R‘i vale la stima

d

div(A[Vu]*) — Z

=1

d—1

@xi

1

Heaza = Add

I

k=1

dunque, vale ovviamente che

lteseallpagusy < (i) [1F o) + 1A et 1Vl o)

per una opportuna costante ¢(d;v). Questo é sufficiente a concludere. O

5.3.2 Metodo delle traslazioni di Nirenberg

Definizione 5.3.11 (Derivata discreta in R9).
Siano d > 1 un intero e h un vettore in R?\ {0}. Per ogni u : R? — R definiamo

z+h)—u(x)

hUI' = U(
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Capitolo 5. Introduzione al Calcolo delle Variazioni

Proposizione 5.3.12 (Proprieta di D").
Dati d > 1 un intero e h un vettore non nullo in R%, l'operatore D" definito in 5.3.11
gode delle sequenti proprieta:

e ¢ lineare;
e date u,v : R* — R funzioni qualsiasi, vale che
D"(uwv)(z) = u(x)D"v(x) + v(z + h) D"u(z);

o seu ¢in L}

1 (RY) e @ ¢ una funzione L°(R?) vale la formula di integrazione per
parti:

/Rd o(x)D"u(z) da :/ w(z) D o(x) da;

R4
la stessa formula vale se u, @ sono in L*(RY);

o se u ¢ una funzione che ammette i-esima derivata debole in senso W (vedi 4.1.1),
allora vale

h
oD, Ou
=D .
Dimostrazione. 1. L’operatore D" & ovviamente lineare.

2. Date u,v : R? — R funzioni qualsiasi, vale che
u(x + h)v(z + h) — u(z)v(z)
1]
u(x + h)v(z + h) —u(z)v(x + h) N v(z + h)u(z) — v(z)u(x)
1] Id
= v(x + h)D"u(z) + u(x)D"v(z).

D*(uv)(z) =

. . 1
3. Siano w in L

(RY) e ¢ in LP(R?). Vale che

b B . u(z + h) — u(r) .
AﬁwawM—Lﬂ> o

= |—}1L’ g o(x)u(x + h) de — ﬁ g o(z)u(r) dx
- |_}1L’ y oy — h)uly) dy — ﬁ g e(y)uly) dy
Ny SUCECHE

= / u(z)D"p(x) de.
Rd
Del resto, se u,  sono in L2(R%) si puo ragionare in maniera totalmente analoga.

4. Se u ammette derivata debole rispetto alla variabile x; in senso W, allora vale che

ODMy 1 ou 1 Ou
ou
Y
=D &El(x)
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5.3. Regolarita L? per problemi con condizioni al bordo di Dirichlet

Osservazione 5.3.13. Siano d > 1 e per ogni i in {1;...;d} indichiamo con e; 1'i-esimo
vettore della base canonica. Dato € # 0 possiamo definire 'operatore D¢ tale che per
ogni funzione u : R — R vale che

u(z + ee;) — u(:v)
5

D%u(z) =

La proposizione 5.3.12 rimane ovviamente valida con I'unica modifica che se u appartiene

ad Ll (R?) e ¢ ¢ una funzione in C?(RY) allora la formula di integrazione per parti ¢

/Rd o(z)D%*u(x) do = — /Rd (@)D~ p() d.

Teorema 5.3.14. Siano d > 1 un intero, i in {1;...;d} e u una funzione in L*(RY).
Allora la derivata W debole di u rispetto alla variabile x; & ben definita e appartiene ad
L*(RY) se e solo se esiste una costante M > 0 tale che per ogni € # 0 vale che

D% ul| p2gay < M.
In tal caso, per ogni € # 0 wvale anche che

ou

— < M.
8:1;1»

D% oy < \

L2(RY)

Dimostrazione.

e appartenga ad LZ(Rd). Sia € > 0 fissato; dobblamo mostrare che

ou
Dl < ]|
®) a'xz L2(R4)

Possiamo anche supporre che u sia di classe C°(R?). Infatti, se dimostriamo la
disuguaglianza in questo caso, si estende per densita a tutte le funzioni u che ammettono
derivata debole i-esima in senso W. Poniamo h := ee;; per ogni z in RY, poniamo

Y(t) = u(z +th).
Segue che

e+ 1) = u(a)| = [9(1) = ¥(0)
dt‘

/ < Vu(zx +th),h > dt'
0
/1 ou

ox;
<|5|/ ‘—x—l—th‘ dt

2 3
<[ [/ dt] |
0
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Capitolo 5. Introduzione al Calcolo delle Variazioni

Elevando al quadrato e integrando in R? si ottiene che

ou
o0x;
ou

o0x; (
2

dy.

lu(z + h) —u(z)]* dz < |e|? g (/01

- (.

ou
oz, (y)

(x + th) dtD dz

)

Rd

x +th) dx

= le|’

R4

Per concludere & sufficiente dividere per |¢|*.

Step 2: Supponiamo che la successione {D%u}neN sia limitata in L?(R%). Come
mostrato in 2.4.16, esistono una sottosuccessione (non rinominata) ed una funzione v
tali che {D%u}neN converge a v debolmente in L?. Sia data ¢ una funzione test in
C>(R%). Come mostrato in 5.3.13, per ogni n in N vale che

/Rd o(x) D" u(z) dr = _/Rd w(@)D~ % o(z) d.

Osserviamo che dalla convergenza debole in L? segue che

€

lim o(x)Dnu(z) doe = /Rd v(x)p(x) d.

n—+00 [pd

. oo (Tod : _a : md . 0.
Essendo ¢ in C2°(R?), la successione { D~ p},en converge uniformemente in R a o

essendo tutti gli integrali su un insieme limitato, vale che

23 (9g0
lim u(x)D 7 p(z) doe = u(x x) dx.
Jdim [ @)D o) do = [ ule) 2@
Questo ¢ sufficiente a concludere che v é 'i-esima derivata di v in senso W. Infine,
essendo la norma L? debolmente semicontinua inferiormente (vedi 1.1.21), otteniamo

che

8u 21
H SlimianD?u‘ < M.
or; L2(RY) n—r+00 L2(R4)
Per quanto mostrato nel primo step, abbiamo che
e; au . . €q
lim sup HDWU‘ < H < liminf HD?UJ’ :
n—+00 L2(R%) a.CEZ L2(RY) n—+o0 L2(R4)
per quanto mostrato in 1.1.21, deduciamo anche che {D%u}neN converge a % rispetto
alla norma di L?. O

5.3.3 Regolarita via traslazioni di Nirenberg

Vogliamo riottenere i risultati sulla regolarita utilizzando il metodo delle traslazioni di
Nirenberg.

Teorema 5.3.15 (Regolarita L? su R?).
Siano d > 1 un intero, f una funzione in L*(R?), u una funzione in H*(R?) e A : R? —
S(d; d; R) una funzione in L>°(R%) N CYR?) con jacobiano limitato e uniformemente
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5.3. Regolarita L? per problemi con condizioni al bordo di Dirichlet

ellittica in R con coefficiente di ellitticita v > 0 (vedi 5.3.1). Supponiamo che u sia
soluzione debole (vedi 5.5.3) in R? dell’equazione

div(A[Vu]') = f.

Allora u appartiene a H*(R?) e vale che

d
102l gy < = [y + 1V Allcogge) Vel oy |-

Dimostrazione. Per definizione di soluzione debole (vedi 5.3.3), per ogni funzione test
¢ in C°(R?) vale che

_ /R , < A Tu@)]. Vel@) > de = [ f@)e@) do.

Per densita, 'uguaglianza si estende ad ogni funzione ¢ in H}(R?), che coincide con
HY(RY) (vedi 4.7.4). Fissiamo k in {1;...;d} e sia € # 0; poniamo h = ce;. Per la
proposizione 5.3.12 deduciamo che D~"(D"u) ¢ una funzione in H'(R?). Per quanto
detto, vale che

—/Rd < A(@)[Vu(2)]', VIDT"(D"uw)|(x)) > dz = g f(@)[D"(D"u))() da.
Osserviamo che per il teorema 5.3.14 vale che

» F@[D™M(D"w)](w) dz < |[fll 2ggay [ D7D w)]] 1> gay

< ||f||L2(]Rd) HV(Dh“)HH(Rd) ’

Osserviamo che, per le ipotesi introdotte, A(z) ¢ una funzione lipschitziana con costante
di Lipschitz L < [[VA[ co(ray- Per la formula di integrazione per parti tra funzioni in
L? (vedi 5.3.12) abbiamo anche che

_ /R <A@ V()] VDD w)(r) > dr
__ /R < A@[Vul))', DHV(D () > da
_ /R < DM(A@)Vul@))), V(D"u(x)) > da
_ /IR < A@) D (V) (@), V(D u(e) > da
n / < DMA@) Ve + B, V(Drua)) > do
_ /R < AW VD u(@)), V(D" () > d
+ /R < D"A(x)[Vu(z + h)]', V(D"u(x)) > dx

2
L2(R4)

> 0 [0 ey — IV All gy Vel ey [ (D)

L2(R4) *
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Capitolo 5. Introduzione al Calcolo delle Variazioni

Abbiamo trovato che

v Hv(Dhu)Hi2(Rd) - ||VA||CO(]R‘1) Hvu|lL2(Rd) ||V(Dhu)HL2(Rd)
S ||f||L2(Rd) HV‘DhuHLZ(Rd)

da cui segue che
1
HDh(VU)HLz(Rd) < ||VDhUHL2(Rd) < o |:||f||L2(Rd) + HVA”CO(Rd) ||VUHL2(Rd) .

Per il teorema 5.3.14, deduciamo che esistono tutte le derivate W deboli di ordine 2 di
u che che coinvolgono una derivazione rispetto ad xy; inoltre, vale che

H oVu

1
o <7 [HfHLQ(Rd) + VA cogay HVUHB(RUZ)} ;

L2 (R4)

dal teorema 5.3.14 deduciamo che u appartiene a H?(R?) e vale

d
1020l gy < 5 (112t + IV Allgogge) 900 2qeay |-
O

Corollario 5.3.16. Siano d > 1, Q un aperto qualunque di R?, f in L*(Q), u in
HL.(Q) (cioe w & in L} (Q) e le derivate deboli in senso W di u sono ben definite
e sono in L?

2(Q) e A:Q — S(d;d;R) di classe C*(Q) uniformemente ellittica in
Q con coefficiente di ellitticita v > 0 (vedi 5.3.1). Supponiamo che u sia soluzione
dell’equazione

div(A[Vu]") = f

in senso debole in Q (vedi 5.3.3). Siano Q' e Q" aperti in Q) tali che Q' é relativamente
compatto in Q" e Q" ¢ relativamente compatto in Q2. Allora u appartiene a HE () ed
esiste una costante c(v;Q';Q"), dipendente soltanto da v, Q' e Q" tale che

D%y < 22 [y + 14T e 0] -

Dimostrazione. Sia 6 una funzione C>°(R?) tale che §(z) = 1 in ' e f(z) = 0 in Q".

Se definiamo v := u#, vogliamo mostrare che v risolve I’equazione
div(A[Vo]") = f0 + udiv(A[VO]') + 2 < Vu, A[VO] >:= f

in senso debole su tutto RY. Innanzitutto ricordiamo che v ¢ una funzione in WhH?(R9)
(vedi 4.4.11); inoltre, v e Vv sono supportate in " che & limitato. Data una funzione
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5.3. Regolarita L? per problemi con condizioni al bordo di Dirichlet

test in C>°(RY), vale che

/ < A[Vv]", Vo > dx / [< A[OVU]", Vo > + < AluV]'0, Vi >]| do
R4 Rd

:/ <A V(byp) > da:—/ < A[Vu]', oV > dx
R4

Rd
+/ < Au[VO)', Vo > dx
Ra
=— [ f(Oy) dx —/ o < AVul', VO > dx
Rd Ré
—/ div(Au[VO]" ) dz
R4
= —/ 0(0f) dm—/ o < Vu, A[VO]' > dzx
Rd Ré
- / [udiv(A[VE])+ < Vu, AIVO)' >] ¢ do
Rd

R4

dove abbiamo usato il fatto che tutti gli integrali sono in Q”, Au[V0]" appartiene a
Wh2(Q") (vedi 4.4.11) e A ¢ una matrice simmetrica.

Possiamo applicare la proposizione 5.3.8 e otteniamo che v & una funzione in H?(R?)
e vale la stima seguente:

d|
%0l oy < & L
_ ¢ VA v
-2 _Hf ey 1A oo 1900 2
d -
< S8 n, + €(0) 1A o Il 2]

per una opportuna costante c¢(f) dipendente soltanto da §. Concludiamo osservando
che v in particolare appartiene a H*(£2"), in Q" coincide con la funzione u e dunque
vale la stima

d
1020l iy < 5 (112, + O 1Al o il 0]
Pertanto, otteniamo che u appartiene ad HZ (). O

loc
Lemma 5.3.17 (Regolarita L? su R%).
Siano d > 1 un intero, f una funzione in L*(RY), u una funzione in Hj(RL) e
A RY — S(d;d;R) una funzione in L*(RL) N C*(RYL) con jacobiano limitato e
uniformemente ellittica in Q con coefficiente di ellitticita v > 0 (vedi 5.3.1). Supponiamo
che u sia soluzione debole (vedi 5.3.3) in RL dell’equazione

div(A[Vu]') = f.
Allora u appartiene a H*(RL) e vale che
HD2UHL2(R¢) < c(d;v) HfHLZ(Rd) + HVAHCO(W) HVUHLQ(Rd)

per una opportuna costante dipendente solo da d,v.
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Capitolo 5. Introduzione al Calcolo delle Variazioni

Dimostrazione. Per ipotesi, per ogni funzione test ¢ in CSO(RSQ vale che
[, < A@IVu@) Vo) > do=— [ fa)els) de
R R4

l'uguaglianza si estende ovviamente a tutte le funzioni test ¢ in H}(R%). Siano ¢ in
{1;...;d—1}, e > 0 ed e; i-esimo vettore della base canonica; poniamo h = ge;. Si
osserva facilmente che, essendo u in H} (R?), anche D~"(D"u) ¢ in Hj(R%). Ragionando
esattamente come nel teorema 5.3.15, si mostra esiste una costante dipendente soltanto
da v e da d tale che

10" (V0 gy < 5 (1 zacusy + I Allgwgagy el |

Per il teorema 5.3.14, otteniamo che u ammette tutte le derivate W deboli seconde di
ordine eccetto u,,,, € che vale la stima

0*u
8x,~8xj

1
< = {11y + IV Allcogag, el 21

L2(R4)
per ogni (i;5) in {1;...;d}*\ {(d;d)}.

Potendo integrare alcuni termini per parti, osserviamo che per ogni ¢ in Hg(R%)
vale che

fodo = —/ < A[Vu]', Vo > dx
R4 R4

_ dp
- Z/Rd ( ’J(?xz) Gm] dr

i,7=1

(S o (o) ene)

. ou ou Oy
+§;/ D < s )godx /Addaxdaxdd

Riordinando i termini e passando e ricordando le stime effettuate, si trova che esiste
una costante ¢(d; v) dipendente solo da d, v tale che per ogni ¢ in H}(R%) vale che

ou Oy
/ , A iy | S V) 151 zeqaety + 14T oot Tull oz | Il egas -
Osserviamo che vale
Ay A,
Ri 8xd 8Id Ri 8xd 6J;d Ri 8xd axd

Dunque, a meno di rinominare la costante ¢(d; v), otteniamo che per ogni ¢ in Hg(R%)
vale che

/ Ou 9(Aaay)
R

Oy Or, o lelzaagy

2] < e(dsv) |1l oy + 1Al ot
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5.3. Regolarita L? per problemi con condizioni al bordo di Dirichlet

Se definiamo T : H}(RY) — R tale che

L(p) = /R 5 g,

i 8£Cd 8xd

le stime effettuate garantiscono che I' & lipschitziano; essendo ovviamente lineare, si
estende per densita ad un funzionale lineare continuo definito su L?. Per il teorema di
rappresentazione di Riesz (vedi 3.2.4), deduciamo che esiste v in L*(R%) tale che per
ogni ¢ in H}(R%) vale che

vy dx.

d
+

Ou I(Aaap) :/
R

Ri a.Td 8{Ed

Essendo Agq(z) > v > 0 per ogni z in R, se ¢ & in Hj(R%) allora i, ¢in H}(R).
Pertanto, per ogni ¢ in Hg(R%) vale che

ou Oy v
———dr = — dzx.
RdJr 8:1:d 8$d RdJr Ad;d

-4 & la derivata W debole di u di ordine z4x4. Essendo I'isomorfismo

Ad;d
di Riesz una isometria (vedi 3.2.4), vale ovviamente che

In altri termini, —

v c(d;v) [
’ Aga L2(RY) - v HfHL"’(Ri) + | H1,oo,Ri HuHLz,Ri
Questo conclude la dimostrazione. B

Lemma 5.3.18. Siano d > 2 un intero, Oy, due aperti limitati in RY, & : QO — Qy
con le sequenti proprieta:

o ¢ invertibile;
e & ¢ ! sono rispettivamente in C1 () e C1(y);
o tutte le derivate di ® e ®~! sono limitate rispettivamente in Q; e Qy.

Sia A :Q — S(d;d;R) di classe C'(Q) N L>®(Q) con jacobiano limitato e uniforme-
mente ellittica in €y con coefficiente di ellitticita v > 0 (vedi 5.3.1). Sia f in L*(Q) e
sia u una funzione in H' () soluzione dell’equazione

div(A[Vu]") = f

in senso debole (vedi 5.3.3) in Qi. Se poniamo v = u(®~1), allora v appartiene a
HY(Qy) e risolve I'equazione

div(B[Vv]") = g
i senso debole in )y, avendo posto
g = [det(Jo )| (@),

1

B = [J(I)(CD‘I)]A(@‘I)[J(I)(CD‘l)]t|det((]q)(q)fl))|.

Inoltre, valgono le sequenti conclusioni:
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Capitolo 5. Introduzione al Calcolo delle Variazioni

e la matrice B & uniformemente ellittica in Qs ed esiste una costante u(®) > 0 tale
che B ha coefficiente di ellitticita vu(®P);

e se ® e & sono di classe C* si ha che g e B sono di classe C1;

o csiste una costante ¢(®) tale che
||g||L2(Qg) < ¢(?) ||f||L2(Ql) )
1Bll1 so.0, < (@) Al 0 0, -
Dimostrazione. Come mostrato in 4.3.11, la funzione v ¢ in H'(€)y) e vale la formula
Vv = [Vu(® H)]Jo .

Osserviamo che J® e J®~! sono invertibili in ogni punto e per ogni y in Qs vale la
formula

[J2(2~ (y)][J2 ™ (y)] = Id.

Pertanto B ¢ ben definita e se ® e ®~! sono di classe C? ovviamente ¢ e B sono di
classe C'. Verifichiamo che per ogni funzione test ¢ in C2°(€)y) vale che

/ < B[Vv]",Vyp > dy = —/ g dy.
QQ Q2
Ponendo x = @7 !(y) e dz = |det(JP®(y))| dy, otteniamo che

/ gp dy = / F@ ) [det(J3 )| o dy = | f(po®) dr.
Qo Qo

1971

Analogamente, otteniamo che

_ DIA@ @ e
_/92 - Idet(J<I>(<1> ] [T [Vu(@™)], Ve > dy

’diL?J(z(é)[J)?\(Q_ e ey g

[Vl [J®(@ AP H[JO L TR(d N [Vu(® )] det(JO) dy

:/Ql JA[Vu]" dz
:/ (p o ®)]A[Vu]" dx

951
:/ < A[Vu]",V(po ®) > dx.
951
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Osservando che, ¢ o ® ¢ una funzione di classe C!(€) e che u soddisfa 1’equazione
div(AVu) = f in 4, allora vale che

/ < B[Vv]', Vi > dy:/ < AlVul',V(po ®) > dx
QQ Q1

=— [ flpo®)dx

951

= —/ gy dy.
Qo

Infine mostriamo che la matrice B ¢ uniformemente ellittica in . Infatti, dati £ in R?
e y in )y, vale che

(€' B(x)[¢] = ldet(ﬂb‘l(y))l*1 [(JO(D (1)) AR () [(JR(D (1)))E]
> e [(JO(D 7Y (y)))e|”

> C1CV |§|2 ;

dove ¢; € una costante positiva che limita dal basso in €2 il determinante dello jacobiano
di ® e ¢ ¢ una costante positiva che limita dal basso la funzione continua © : Qs x {{ €
R? | |€] =1} — [0, +00) tale che

O(y;: €) = |(JO(® ()¢ ;

infatti © assume minimo strettamente positivo perche J®(®~!(y)) ¢ una matrice
invertibile per ogni y in ;. Per concludere, essendo det(J® ') e JO(P~!) funzioni
limitate in €25 vale ovviamente che

191 220y < (@) I fll 202y »
||B||17OO7Q2 < C<q)) ||A||1,00,Q1 ’
per una certa costante ¢(®) dipendente soltanto da ®. O

Teorema 5.3.19 (Regolarita L? fino al bordo).

Siano d > 2 un intero, Q un aperto limitato in R? di classe C? (vedi 4.4.9), f in L*(Q),
A:Q — S(d;d;R) di classe C*(Q) uniformemente ellittica in ) con coefficiente di
ellitticita v > 0 (vedi 5.3.1). Sia u una funzione in Hg(Q) che risolve 'equazione

div(A[Vu]') = f

in senso debole (vedi 5.3.3) in Q. Allora u appartiene ad H?*(QY) ed esiste una costante
c(d; v; Q) dipendente soltanto da d,v,<) tale che

102y < i) [l 2@y + 141 sl 0] -

Dimostrazione. Denotiamo, come sempre, Q) := B,_1(0;1) x (—1,1), Q4 = B;_1(0;1) x
(0,1) e Qo = By_1 x {0}. Per le ipotesi su Q (vedi 4.4.9), esistono degli aperti
limitati {Uy;...;U,} che ricoprono 02 e delle mappe {®;...;®,} tali che per ogni i
in {1;...;n} vale che con le seguenti proprieta:

o &, : U; — Q ¢é invertibile;
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e &, ¢ d;' sono rispettivamente di classe C?(U;) e C%(Q);

Se poniamo Uy = €2, possiamo introdurre una partizione dell’unita {ug;11;...;¢,}
come nel lemma 4.4.10. Ricordiamo che per ogni x in () vale che

Z%(@ =1

inoltre, essendo 2 limitato, per ogni i in {0;...;n} vale che ¢; & in C°(UY;). Procedendo
come nella dimostrazione del corollario 5.3.16, si mostra che per ogni i in {0;...;n} la

funzione v; = U|u mzpi ¢ in HY(U; N Q) e risolve I'equazione lineare
7

div(A[Vu]') = fo; + udiv(A[V$]) +2 < Vu, A[VE] >=
in senso debole in U; N Q. Ovviamente esiste una costante p;(€2) > 0 tale che
E

Osserviamo anche che esiste un aperto {2y relativamente compatto in €2 che contiene
il supporto di fy. Per il corollario 5.3.16, deduciamo che vy ¢ in H?(€)y) ed esiste una

costante cy(d; v;2) tale che
HD2UOHL2(QO) < co(d; v;Q2) MfO‘ 1,2,9]

< po(@eo(d: 13 Q) |11l 2@y + 141 o Nl 2] -

L304n0) < pillfll2q) -

iy T 14l el

Sia i in {1;...;n}; per il teorema 4.3.11, v; o ®; ' appartiene a H*(Q,) ed esiste
una costante [; tale che

H/Ui o ¢@'_l||1’27Q+ S l'L ’lvi‘|l,2,U¢ﬁQ :
A meno di rinominare la costante, si pud anche supporre che
HUi °© q);lHLQ’Q+ <l ||u||1,2,um§2 <l ||u”12Q

Per il lemma 5.3.18, esistono B; : Q@ — S(d;d;R) di classe C1(Q) N L>®(Q) con
jacobiano limitato e g; : @, — R in L*(Q,) tali che v; o ®; ' soddisfa I'equazione

div(B[V(v; 0 ®;']") = g;

in senso debole in ). ; inoltre, esiste una costante positiva c(®;) tale che
i < pi(§2)c(P;
[ Lang) pi(§2)c(®;) ||f||L2(Q) 5

1Bill1 o0, < (@) 1411 00 arey, < €(®2) [[A

inoltre esiste pu(®;) > 0 tale che la matrice B; ¢ uniformemente ellittica in @+ con
coefficiente di ellitticita vu(®;). Per il lemma 5.3.17, vale che v; o ®; appartiene ad
H?(Q,) ed esiste una costante c(v; ®;; d) tale che

HgiHL2(Q+) < ()

1,00,02 )

HDQ(Ui © (I)i_l)HLZ(Q+) S C(V; (I)Zﬂ d) HgHLQ(Q_;,_) + HBiHl,oo,Q+ Hvl © @;1“1727Q+] .
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A meno di rinominare le costanti, troviamo che

|D?(v; o (I)i_1>HL2(Q+) < c(v; ®4;d) |:||f||L2(Q) + 1Al o0 ||U||129] :

Per il teorema 4.3.11, deduciamo che v; appartiene ad H?(§2;) ed esiste una costante
c(®;) tale che

1D%vi| < (@) [Jvi 0 ®F

l
L2UinQ) 22,Q+

A meno di rinominare le costanti, deduciamo che

1D%0ll g < 5 ®55) [0 + 1411 e 0l 5]

Per il lemma 4.4.11, per ogni i in {1;...;n} lestensione di v; a 0 su tutto {2 & ancora
una funzione in H%(Q2) e vale che

||Uz||2 20 = ||Uz||2 2,QMU; *
Ricordiamo che

n
u= v
=0

pertanto u ¢ in H?(2) ed esiste una costante c(d; v; Q) tale che

D20 2 gy < ;3 Q) |1 F gy + 1Al Nl )| -

Questo conclude la dimostrazione. O

Osservazione 5.3.20. Nelle ipotesi del teorema 5.3.15, del corollario 5.3.16 oppure del
teorema 5.3.19, otteniamo che u ammette derivate deboli del second’ordine almeno in

Ll .(9). Data ¢ in C°(Q), vale che

loc

/f(p dx = —/ < AVu,Vy > dr = / ediv(AVu) dz.
Q Q Q

Per il lemma fondamentale del calcolo delle variazioni (vedi 4.1.6), possiamo concludere
che per quasi ogni x in €2 vale che

div(AVu(z)) = f(x).

Osservazione 5.3.21. Il teorema 5.3.15 ammette la seguente generalizzazione almeno nel
caso in cui A = Id. Siano m > 1 un intero, u in W1?(R%) ed f in H™(R?) tali che u
risolve I'equazione

Au=f

in senso debole su RY. Allora u ¢ in H™2(R%) ed esiste una costante c(d;m) tale che
HDerQUHm_i_Q’Q’Rd S C(d7 m) Hf”m,Q,Rd :

In particolare, se f ¢ C°°(R?) e tutte le derivate sono in L*(R?), per il teorema di
immersione di Sobolev (vedi 4.5.9), u ¢ di classe C°°(R?).
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Il corollario 5.3.16 ammette la seguente generalizzazione, almeno nel caso in cui
A = Id. Siano © un aperto di R%, m > 0 un intero, f una funzione in H{" () e u una
funzione in H. () che risolve I'equazione

Au=f

in senso debole su 2. Allora u appartiene ad Hf&”(Q). In particolare, se f é di classe
C>(Q), dal teorema di immersione di Sobolev (vedi 4.5.9) si deduce che u ¢ di classe
C>(Q).

Il teorema 5.3.19 ammette la seguente generalizzazione, almeno nel caso in cui
A = Id. Siano m > 1 un intero, { un aperto limitato di R¢ di classe C™*? (vedi 4.4.9),
f una funzione in H™()) e u una funzione in H}(f2) che risolve 'equazione

Au=f

in senso debole su €. Allora u appartiene a H™*2(Q2). In particolare, se ) ¢ un aperto
limitato di classe C* (cioé é di classe C™ per ogni m > 1, come in 4.4.9) e f & in
C*>(£2) con tutte le derivate in L*(Q2), deduciamo che u ¢ in C*°(12).

Osservazione 5.3.22. La teoria della regolarita sviluppata per equazioni ellittiche lineari
si estende anche al caso semi-lineare nel modo seguente.

e Siano A una matrice uniformemente ellittica in RY, di classe C1(R%) N L>(R¢) con
jacobiano limitato, ¢ : R? x R x R? — R una funzione boreliana e v una funzione
in H'(R%). Supponiamo che g(-;u; Vu) sia in L*(R%) e che u risolva I’equazione
semi-lineare

div(A[V]") = g5 u; Vo)
in senso debole su R? (vedi 5.3.4). Allora u ¢ in H*(R?).

Infatti, basta porre f := g(-;u; Vu), osservare che f appartiene ad L*(RY) e
applicare il teorema 5.3.15.

e Siano € un aperto di R?, A una matrice uniformemente ellittica in Q di classe
C'Q), g: Q2 x R x R" = R una funzione boreliana e u una funzione in H,._(£2).

Supponiamo che g(-;u; Vu) sia in L () e che u risolva 'equazione semi-lineare

div(A[Vu]') = g(-;u; Vu)

in senso debole su Q (vedi 5.3.4). Allora u ¢ in HZ_(Q).

Infatti, basta porre f = g(-;u; Vu), osservare che f appartiene ad L () e
applicare il corollario 5.3.16.

e Siano  un aperto limitato di R? di classe C?, A una matrice uniformemente
ellittica in ©, di classe C*(Q) N L>(£2) con jacobiano limitato, g : @ x R x R4 — R
una funzione boreliana e v una funzione in H}(€2). Supponiamo che g(-; u; Vu)
sia in L2(R?) e che u risolva I'equazione semi-lineare

div(A[Vu]') = g(;u; Vu)

in senso debole su  (vedi 5.3.4). Allora u ¢ in H*(S2). Infatti, basta porre
f = g(-;u; Vu), osservare che f appartiene ad L*(Q2) e applicare il teorema 5.3.19.
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5.4 Appendice: 'inverter del laplaciano con Dirichlet
boundary conditions

Siano d > 2 un intero, Q un aperto di R? f in L?(Q). Supponiamo che  sia limitato e
di classe C2%. Definiamo il funzionale

G(u) = /Q B]wm F@u@)| de.

Innanzitutto osserviamo che Gy & ben definito in Hj(Q2). Inoltre, per la disuguaglianza
di Poincarée (vedi 4.7.11 se d > 2), esiste una costante c(d; §2) dipendente soltanto da d
e da () tale che

ull 2 < (d; Q) [[Vull 2

per ogni u in H} (). Deduciamo che per ogni u in H}(2) vale la disuguaglianza

1 9 1 9
Gy(u) = ) HVUHLQ(Q) - Hf“L2(Q) HuHLQ(Q) > ) HVUHLZ(Q) — c(d; Q) HfHLZ(Q) ”VUHL2(Q) :

Vogliamo mostrare che Gy ammette minimo in H; () tramite il metodo diretto. Sia
{un}nen € una successione in Hy(2) tale che |G (u,)| < M per ogni n in N; deduciamo
che esiste una costante M’ tale che per ogni n in N vale che [|[Vu[ ;2 < M'. Per la
debole compattezza delle palle chiuse in L? (vedi 2.4.16), esistono una sottosuccessione
(non rinominata) ed una funzione vy : Q — R? tale che {Vu, },en converge a vs
debolmente in L?. In particolare, la successione {uy, },en € limitata in H}(Q2). Essendo
2 limitato, per il teorema di immersione compatta (vedi 4.5.14), esistono una ulteriore
sottosuccessione (non rinominata) ed una funzione u., tale che {u, },en converge a uy
in L2, Come mostrato in 3.2.9, si verifica che uy ¢ in W12(Q) e Vg = vs. Per la
dipendenza continua delle tracce (se d = 1 segue dalla convergenza uniforme, se d > 2
vedi 4.6.11), si ha che u,, ha traccia nulla su 9Q; pertanto u., appartiene ad H} ()
(vedi 4.7.9). Per le ipotesi di convergenza e la debole semicontinuita inferiore della
norma (vedi 1.1.21), ¢ immediato verificare che

n—-+o0o

lim inf /Q E|Vun(:v)|2+ f(x)un(x)} iz > /Q B|Vuoo(x)|2+ F@)um(@)| de.

Pertanto, il teorema di Weierstrass (vedi 5.2.6) garantisce I'esistenza del minimo per il
funzionale G in Hg(§); denotiamo con uy un punto di minimo. Data ¢ una funzione
test in C2°(2), possiamo calcolare la variazione prima di Gy in uy lungo la direzione ¢;
essendo uy minimo globale vale che

d
0=—F t
o (us +tp)

. = /Q [< Vu(z), Vo(x) > +f(x)p(z)] de.

Dunque uy risolve I’equazione lineare
Au=f

in senso debole (vedi 5.3.3) su Q. Per il teorema 5.3.19, u; appartiene a H%((2) ed esiste
una costante ¢(€2) dipendente soltanto da 2 tale che

0%y < @ {1y + sz}
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Supponiamo che v sia un’altra soluzione dell’equazione
Au=f

in senso debole sull’aperto 2. Per differenza, si deduce che per ogni ¢ in C°(£2) vale
che

/<Vuf—Vv,Vg0> dx = 0;
Q

per il lemma di Du Bois-Reymond (vedi 4.1.7) possiamo concludere che V(u; — v)
coincide quasi ovunque con un vettore costante; allora u; — v ¢ una funzione affine e
dovendo appartenere a Hj(€), per caratterizzazione della traccia (vedi 4.6.10), vale che
us — v = 0 quasi ovunque in 2. Questo ¢ sufficiente a dedurre che, Gy ammette un
unico punto di minimo in H}(Q).

Per quanto mostrato, possiamo ben definire operatore W : HJ(2) — H}(Q) che
associa ad f in L*(Q) la funzione u; in H}(Q2) che minimizza il funzionale G in tale
spazio. Avendo caratterizzato u; come I'unica funzione in Hg () che risolve I'equazione
lineare

Au=f

in senso debole in €2, 'operatore ¥ ¢ ovviamente lineare.

Vogliamo mostrare che ¥ ¢ un operatore compatto (vedi 1.2.1). Sia data {f, }nen
una successione limitata in norma L? da una costante M. Per ogni n in N denotiamo
con u, = uy,. Dobbiamo mostrare che a meno di sottosuccessioni (non rinominate)
{ty }nen ammette ammette limite in H} (). Osserviamo che per ogni n in N valgono le
stime seguenti:

0= Gy, (0) = Gy, (un) = [Vl o) = () 1 full 2oy IVttall 12y

da cui segue che

||Vun||L2(Q) < () ||fn||L2(Q) < c(Q)M.

Per la disuguaglianza di Poincaré e il teorema di immersione compatta (vedi 4.5.14), a
meno di sottosuccessioni (non rinominate), {u,}n,en converge ad una funzione u, in
L*(2). Utilizzando la disuguaglianza di Poincaré e il teorema 5.3.19, deduciamo che
esiste una costante M’ tale che per ogni n in N vale che

D% < o

Per il teorema di immersione compatta (vedi 4.5.14), a meno di ulteriori sottosuccessioni
(non rinominate), {Vu, Inen converge ad una funzione v, : © — R% in L% Per quanto
mostrato in 3.2.9, si ha che u,, appartiene a H'(Q2) e Vs = vs. Per la dipendenza
continua delle tracce (vedi 4.6.11), si ha che uy, ha traccia nulla su 0€2; dunque
appartiene a H}(Q) e {u, }nen converge ad s, in W2, Questo ¢ sufficiente a mostrare
che ¥ é un operatore compatto.

Denotiamo ancora con ¥ : L?(Q) — L*(€)) l'operatore introdotto; ovviamente
rimane un operatore compatto. Vogliamo mostrare che W ¢ simmetrico come operatore
su L2(€2). Siano dati f, g in L*(Q); dobbiamo provare che

[ 1@y de = [ usteigle) .
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Per caratterizzazione di uy e u,, per ogni funzione test ¢ in C2°(€2) vale che

/Q < Vuys(z),Vo(x) > dr = —/Qf(:c)go(x) dz,

/Q < Vu,(z),Vo(z) > dr = —/g(a:)cp(a:) dx;

Q

le uguaglianze si estendono banalmente ad ogni funzione test in Hj(£2). Ricordando
che uy e u, sono in Hy (), deduciamo che

/f(x)ug(x) dx = —/ < Vuys(z), Vug(x) > do = / g(x)us(z) do.
Q Q Q

Possiamo applicare il teorema spettrale (vedi 3.4.10) e otteniamo che esiste una base
di Hilbert di L?(Q) che denotiamo con {e, },en formata da autovettori per 'operatore

V. In particolare, per ogni n in N esiste un numero reale ), tale che u., = \,e,.
Deduciamo che e, ¢ in H*(2) N H () e che per ogni ¢ in C°(Q) vale che

)\n/Q < Ve,(z),Vo(x) > dr = —/Qen(x)cp(x) dx;

osservando che A, # 0 (altrimenti e,, = 0, come segue da 4.1.6), vale che

)\n/ < Ve,(z),Ven(x) > dr = —/ en(7)? du;
Q Q

essendo e,, unitario, si deduce che

1 2
o ||V€TLHL2(Q) ;

otteniamo che e, risolve in senso debole in €2 ’equazione lineare
Ae, = — || Ve, :
en = = [IVenllL2 () €ni

per quanto osservato in 5.3.20, I'uguaglianza vale per quasi ogni x in €. Si dice che
{€n}nen € una base di autovettori per I'inverso del laplaciano con condizioni al bordo di
Dirichlet in L2.

Tutte le affermazioni dimostrate sono valide anche se {2 ¢ un intervallo limitato in
R (la dimostrazione data risulta notevolmente semplificata). Supponiamo §2 = (0, 7);
in tal caso, é facile mostrare che se e, € un autovettore per il laplaciano, allora risolve
I’equazione

" o__ <12

€n = — HenHL2((O,7r)) €n
in senso classico in (0,7) e vale e, (0) = e, (7) = 0; in particolare, ¢ di classe C*°(Q2). Si
mostra facilmente che le uniche soluzioni di tale problema sono le funzioni

en() = \/g sin(na);

per quanto provato, questa ¢ una base di Hilbert di L?((0,7)) (¢ una delle basi di
Fourier).
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Vogliamo dare un’ulteriore caratterizzazione dello spazio H}(2). Data u in L*(Q),
denotiamo con u,, ‘=< u, e, >. Mostriamo che

Z/\—ZUEL < —i—oo}.

neN

Hy(Q) = {u € L*(Q)

Innanzitutto osserviamo che {Ve, },en ¢ un sistema ortogonale di vettori in L?((2).
Infatti, essendo {e, }ren contenuto in Hg(f2), per ogni n, m vale che

/<V6n,Vem> dx:—/enem dx
Q Q

che vale 1 se n # m, 0 se n = m. Dunque, se v :  — R? & una funzione in L?*(), vale

che )
Z (/ <v,Ve, > dx) < ||U||iz(9),
Q

neN

come mostrato in 3.2.3 e 3.3.5.
Data u in H{(f2), per ogni n in N valgono le seguenti uguaglianze

1
/<Vu7ven> dx:_/UAGn dl’:—— Uy, dw:_%7
Q Q n JQ A
segue che
u? 2 )
> i > (/Q < Vu, Ve, > dx) < V32 < +oo.

neN neN

Viceversa, supponiamo che u sia una funzione in L*(2) tale che

2

Z%<+oo.

neN = "

Per ogni n in N poniamo
n
Sn = E U;€;.
i=1

Osserviamo che la successione {5, }nen converge ad u in L*(Q). Inoltre, per ogni n in
N vale che

=1

Osserviamo che

> ul[[Ve|* =) ;L—il < +o0.

neN neN =

Per il lemma 3.3.3, la successione {V.S,, },eny ammette un limite v in L*(Q). Per quanto
mostrato in 4.1.8, si ha che u ¢ in H'(Q) e Vu = v. Inoltre u ha traccia nulla su
99 perche la successione {Sy, }nen ¢ in Hg(Q) e converge ad u in norma |||, , o (vedi
4.6.11).
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Questa caratterizzazione fornisce lo spunto per introdurre la seguente definizione.
Sia s in (0, 1]. Nelle notazioni introdotte, definiamo lo spazio

u2
Z |)\ |25 < +00. ;.

neN

H*(Q) = {u € L*(Q)

Per quanto mostrato, nel caso in cui s = 1, si ottiene lo spazio di Sobolev clas-
sico Wy (). In tutti gli altri casi, si dice che H%(Q) & uno spazio di Sobolev
frazionario.
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