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Esercizio 1 (8 pt) Sia dato il seguente sistema dinamico lineare

x 1 0 O x
y|l =11 -1 —4 Y
0 1 -1 z

d
dt
a) Calcolare la soluzione generale in funzione delle condizioni iniziali.

b) Trovare quali condizioni iniziali danno luogo ad orbite con l'origine
come a-limite ed w-limite.

Esercizio 2 (12 pt) Dato il potenziale
U(z,y) = arctan(z® — 1) arctan(1 — y?)
si consideri il sistema gradiente

&= —0U/0x
y=—0U/0y

a) Trovare i punti di equilibrio e studiarne la stabilit.

b) Dimostrare che il quadrato aperto @ = {(z,y) : |z| < 1, |y < 1} ¢
positivamente invariante.

¢) Dimostrare che I’asse delle ascisse, I’asse delle ordinate e le due bisettrici
(y = x, y = —x) sono rette invarianti.

d) Tracciare un disegno qualitativo delle orbite nel piano (z,y).
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Esercizio 3 (10 pt) In un piano verticale si fissi un sistema di riferimento
Oxy con asse y verticale ascendente. In questo piano si consideri un cor-
po puntiforme P di massa m, vincolato a muoversi su di una circonferenza
centrata in O e di raggio R. Il corpo e soggetto alla forza di gravita di ac-
celerazione g e ad una forza elastica prodotta da una molla di costante k
che congiunge il corpo all’asse x mantenendosi sempre verticale. Si usi come
coordinata lagrangiana ’angolo 6 tra OP e la direzione verticale discendente.

a) Scrivere la lagrangiana e I’equazione di moto.
b) Scrivere ’hamiltoniana e le equazioni di Hamilton.

¢) Trovare i punti di equilibrio e discuterne la stabilita, in funzione del
parametro J = (mg)/(kR).

¢) Disegnare il diagrammma di biforcazione.



