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Eser
izio 1 Sia dato il sistema dinami
o newtoniano ad un grado di libertà

d2x

dt2
= −

dV

dx
− γ

dx

dt
,


on energia potenziale

V (x) =
x3 + 10x

1 + x2
.

Si 
onsideri dapprima il 
aso senza dissipazione, 
ioè γ = 0.

a) Trovare i punti di equilibrio e determinarne la stabilità (motivando la risposta)

b) Tra

iare un disegno qualitativo delle soluzioni nel piano (x, y), 
on y = dx
dt
, e determinare

le tangenti alle separatri
i negli eventuali punti 
on linearizzato di tipo sella.

Si 
onsideri quindi il 
aso 
on dissipazione, 
on γ > 0.


) Determinare la stabilità dei punti di equilibrio (motivando la risposta) e stabilire l'inter-

vallo di valori di γ per 
ui tutti i punti di equilibrio di tipo 
entro del 
aso γ = 0 diventano

punti di equilibrio di tipo fuo
o.

d) Tra

iare un disegno qualitativo delle soluzioni nel piano (x, y) nel 
aso di γ pi

olo,

ponendo in risalto le separatri
i dei punti di sella nonlineare ed evidenziando i ba
ini di

attrazione dei pozzi nonlineari.

e) Determinare il limite per t → +∞ dell'orbita 
on 
ondizioni iniziali (x0, y0) = (−4/
√
5, 1/

√

7
√
5).

Eser
izio 2 Si 
onsideri il sistema newtoniano dell'eser
izio pre
edente senza dissipazione (γ =
0) ed il sistema dinami
o 
ontinuo ad esso asso
iato.

a) Trasformare il sistema newtoniano in un'equazione alle di�erenze �nite del se
ondo or-

dine 
on passo h > 0 usando l'approssimazione delle di�erenze 
entrali se
onde e della

di�erenza prima all'indietro

D2x(kh) =
∆2

0
xk

h2
, Dx(kh) =

∆
−
xk

h
,

e su

essivamente in un sistema dinami
o dis
reto usando 
ome variabile yk = xk − xk−1.
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b) Caratterizzare i punti �ssi del sistema dinami
o dis
reto al variare di h.

Eser
izio 3 Sia dato un 
orpo puntiforme P di massa m, vin
olato a muoversi su una guida


ir
olare di raggio R e 
entro �ssato in O nel piano (x, y). Il 
orpo è 
ollegato da una molla ad

un punto Q (privo di massa) 
he si trova su una se
onda guida 
ir
olare, 
omplanare alla prima,

avente 
entro in (0, R/2) e raggio R/2. La posizione di Q durante il moto è tale 
he i punti P ,

Q e A ≡ (0, R) appartengano alla stessa retta. La molla ha lunghezza a riposo nulla e 
ostante

elasti
a k > 0. Sul 
orpo agis
e un'a

elerazione 
ostante g > 0 diretta verti
almente verso

il basso. Inoltre il sistema ruota attorno all'asse verti
ale as
endente y 
on velo
ità angolare


ostante ω > 0.
Si usi 
ome 
oordinata lagrangiana l'angolo θ tra la direzione verti
ale e il segmento AP (si

veda la �gura).

a) S
rivere l'energia 
ineti
a, l'energia potenziale e la funzione di Lagrange.

b) S
rivere la funzione di Hamilton, le equazioni di Hamilton e trovare i punti di equilibrio

del sistema dinami
o hamiltoniano, in funzione dei parametri (reali positivi) m,R, ω, k, g.


) Dis
utere la stabilità dei punti di equilibrio trovati in funzione del parametro J = 4mg−kR

mω2R
.

d) Tra

iare il diagramma di bifor
azione dei punti di equilibrio nel piano (J, θ).
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