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20/0%/2%
p:IR - S? £ |£~, ( cos 2ITé, sinimt) Stamuedy

Pl = 2< R

P induce wn OMROMDiISMO  Ero (O.-'/Z‘Qf'/l) clR

e ST\ plotl)

LEMMA () Per oG Ni. laccio F:I = S?* con £(0) = F(1) = (1,0)
3l cammino  (in genefale NON chiwso) F:T -R t.c
£(0)=0 e P.$=F

(i) Se fo~f $SONO oue locti omotopi OMme in (i) =
= Fo() = & (1)

DiM. (i) Consideso il ricoprirento apefto di €2 dato do duse
" o randli accli® Ua € U come sopra. la restritione ol
P oo oqni Componente o 7 (U4) incluce un OMEOMOr_
fismo on Uq (anologamente per Uz). Inoitre, (e
corngonentt conneste ol £ (V) e F'(Uy) danno un
acoprimento  aperto di I = [O4]
I ¢ wupato =) A wuno sokodivisione O=to <t < <ta=d

i T tale ohe [&,tinlc £ (UQ) opp. £ (V2) Wi,

g € £(0) n £ (0L,

f Si costrud Sce incluftivasente. . St ?[[0‘*_‘] e i

costruwito e [Hia, 1 ¢ F-'(Ug) oMo ra.  §i costrud Sce

solieva nento ok F/“’ 1 postendo do- f(h) e
wsando  (LisoruorfiSruo olello COMponenfe, ol P '"(U,) clae
contiene. F (&) con Uz. Se [t., K1 £ (U si lavoro
con  p (V). ]
L'urnucita o £ rswtoa oot faHo , gik oswrvaro cue
Vo € IR  esiste un inforao ou o suwl qQuale P incluce
wn  oreonao (Fignao (o€ olad fato clae P € un |
oMo MO FFiSMO  [ocale). |

DiIM(iT) | Stal ' Ixp (= ST un'oru.or“opro.'fro. fo ¢ Fi. Come
in () = si solleva  ad un' applicationc continuo

T ,k
I

I« IR . le componenti connesse ol K'(U)e IK'(w,)

200



cdlanno un cicoprirnento aperto ol IXT.

H naveco ol LebesSque M pumaehle oU ol violere T2l in
quockrating  told clhhe ognung o egsi - sia contenuto ‘W (U)
oppuse W' (V)

Vo (Ua) < | Stabilende wn' ordine’ $Sui
L i . - Quacdlrofing, per | €etnuplo Quelo
\¥%&‘ sl "o secpente” in verde ned itk oo
‘ ’ ,,’g \ St CostrudSce n indurttivanaente .
C—Tf j :‘K'(Uz) [t sollevarme nto dei ot

oritrontald okl quadrato

Fi
['ho clise nato 3 “ '
nede A bisogno \-v/
iMoo noe e Oo&.ni — %
quoadrahno fia (nteranente
10 woce pattor msse o blw
Fo
N . - 5
deve dose £, € F per ['unicta clinwostrata. ned punto (i)
o N A\ t w
Co€ : I (OF) = Fo(t) |  L(L,t) = A (#). Inottre, Sk (s, a)

3

. (Vo) e : -
€ wn commine  in (R brow Fol1) e F (i) cle Soleyo. il

#—pcaMmino costante S (1,0 =) per anicted S M)

& @l corunidno coStante S i=> Fo(4) ., QuAndi D | < ?‘,({)_
TEOREMA FONBANENTAE DEW AGERRA

F€ Clzl. S¢ oegfzd = I 2,6C | F(3) =0
DiM. © Bupponiano oeqf 21 ma flE) % 0 V&€ C. Aiora 7r20

o (re®)
recde Consioerianao FeB)i= P (rcos(amt)+ irgin (2t)) [ HP)
t€ I (%) I F(rcos (2mt) + irsin Qné) [/1#e)]

Fe(d) defnisce wn faccco I — ST cle Parre do. 4€ C.
EFr llrn€ I E oleFinisce wn' onwotopio tra fFo: I = Eﬂi e F
COMPO(\Q(\OUO con [O,'l - [O,fl Oft enia.nupd anche

S == §-r ‘
Ul ona0 to dia tral fg : T -A§«i’ e fr =)[f1i=0 € (S

Sia ofa. f = 2" tanp., 2™+ an, 2"t Lty e per
SEI  F = 2" ¢ Slan ¥t tog), =  plef
S 0> max (4, Zilaid) e (2l =0 auora
(™M £ "< |r "5 s i(Z. 10kl) [ #™ |2 [SCa,, "' +.. +ae)l
= £°(2) +0 s l2l=r yS€I. In particolore,

£° (reos (2mt) ricgin (2mD) = 0 =) Sostituehdo £~ £°

in (%) & oftenqono  (acci £ - 8§ Vs €1 |loo

Farw;"cgf((a. } £ Sefi ola wun'onuotopia fra Fe e FR=¢p



Fe P & > cos(umak) visin (nint)  (laccio che percorme il cerchio

n volre )
= [P] = n€ n (§Y)
1
[¢¢] =0 € w(SY) J‘/ O
_ - 24/03/2015
FORMA DEROLE DEL TEOREMA B VAN KAMPEN Stanuely

Siea X = X, 00X, deve X, X2 ©X Sono operti.
Siano  iq? X, @ X |, L+ Xg e X [e inclusioni

Supponianu0 X, Xy, X0 X, conncssi per orchi . Alloro T, (X, Xo)
© qenerotd da Ly, (m, (A, k0)) € g (T( Xy, xo)) U4 € X, Xy

DIM, : Siae F*I—-X un locuo ohe paste da K, Conme nelle
i mostratione oed (emamao Sud SO UVOLMENTO di CamMMiIng,
3 gottodivisione O =tg< "< th =4 i I bk.c. HEYEX DX,
e F([t,til) C© X, 0 Xz,
Quindi = f,--- fn owove & 1 ™ X, o X,
Ora sia gq* I — xin Xy un camnuno Con g4 (0) = Aq &

q:\(l) = ft;)

La

= F=fQo FL %G Fa .0 Qaufn T
= (Fq)(q.f297)(q,faqy) ' (Ga-z Fom Qs ) (Gacy Fr)
Pel cui £ Si Scrive come prodolto o lacck che partong da Xg
e sono contenuti in X, o Xp. | 1 a

COROLLARLIO X, e KXo senaplicemente  COnnessi  nelle gtesse jpotes

dedl teo. =) X Serapii cenwente  conn€ $€0,

CORO LARIO  S™ @ semplickrugnte connesgd s¢ N> 4

DIM. Ricopriaruo Sn  con oe opert  isomorfia Dn

e

(che $ONO  stmupliceente  connessi):
0SS+ questo ofgorwento NON funkono Per g2

perole llinkersedone ol quect diie 202



aperti non sacebbe connessa.

COROUARIO R™ non & omeomwo ifo o IR™ (n>2)

DM, IR*\ 303 e ' omotopicamente
e gn) e B s ey
\ O s ny»2

Xin KAy e X, e .&;_

"~ e

equivorente a S

'Propo’&'ﬂ:\ONE. Siono  1q: X 0 Kyl el (X, | le
inciuw stoni |
=> ¥ qrupee G e per ogni diogramMmon  COMMUtotivo ol

OMNEQNAO (F Sl :
(Ko E XaONX,)
: ‘ g N f[‘()(n,i(o) 7 s
&k Aoy

T, (X,ﬁo) 3)..._.._) G

- s /’
&k' e "0{;5//\{;

Al oo rfisaao @ TW(X 40) @ G cbr foo COmmtoUe

Tr'\ ()(|n )(Z) XO)

Adx o Ocr NN CL
Dim. Caso lementouse = M, (Xy, Kg) = 211

= | (X, xd) | & Tt.()(\,)wﬂ/N
o (TC (X, 0 Kq, x0))

dove N & il sottog (uppo

nNQC M oke, %r\,UOJ'O oo

s

Richiomh di teocdo. du Qruppi
-M.\_ .
@sﬁ) X iasienre. Qruppo  lthero du base X ¢! un o‘.rupgo clie

Soddui SFa. o Propreted uvniversale:
X =G owve G € unqmppo

ogni  MoPpa. ol ingienad

St estende in rQdo UNito OULl OMOPARrEiSrO U Gruppl
M

F(X) - G L IO
N IS \Lal(‘ \
— F(x) \\QFL(/\ id
A
)\l /:\'\ OMAC puOrfig PO '_,/\ y \t{_}‘_qs
P b
=) Ckn{l~ l'd(-—:‘

risukta.  oleter piinato MEeNnO ou (§0 MOrF SAuD

Domo. definitone TF(x)

Tl)q e F(r, soddisfano a proprieta |

24 entranab;

X —  FX)q —
a1 = la compoyhonc o questi
\ Al OnMOro raSrud deve
% F(X ess¢ere,  lidentitod
= F(x) £ E

eseMpio: ¢¢e X 'ha un efenrento



COSTRULIONE DI F(X)
Siee X = §0lxexd
Una.  powolo in X € un prodotte formale = K‘t" izt & X:‘ cove Xy
fon Ssono Newessanamente dugtinti naoe P NoNn COAriene  FQuRNte
LMK o AL
F( = i")o.ro(e, in )(202'1%
la moltiplicatione & odota dat prooloto formode (concotenatione.)
e douoe Canceilationg o sequentt AGxie XiXi
Prop. universare = % AX) =g alora
FAGE - x3) = gt gqn' €G
EMMA  Ogqni qruppo € quokente  du U Gruppo libero
Dim. S (qil i€I> =G, sia X =§xlielf

F(X) ‘2) G
Xi | ™ %

il 4° teo. i ononorFismo M da ['enuncioto.
@ Sioo. N= Ker @ e Sio i?'&l &e'Si u) Sistepao ou q,p_nump;

di N come Softogruppd aoruale du =(x) G = HX)/N
Aboro. G = (g i €l | p;:§€T 7 € una prewntatione oli
G tramute qeneraton ¢ felationd.

Toie Presentatione i G NoN € unica.

@ Siano Gie Gy gruppi. (1 prodotto iibero (0 coproolo#o)
G, %G, € it gruppo oefinito dalla «wquente proprieta
universale : '
esistono (t G, — G, *G, tore che ¥V diagrammo,

Xp: Gy — G %G,

co Mpartocti Yo

G| ' (P'
\ a( O(\LQMO\'HSNQ
® Gl--——> G R (’P
/‘/ e Fou comMmautkore
/ i duagranm o

Il prodlotio hbe.ro & unico oo Meno i (SOMOrfigmo
Dim.  esistento du G, % G,

S¢ G, = Lai: i€lqlo (€T,
%‘ s P; & ‘ \) ?rc sentaHond
< C}S)r : ieIz_s i &E I,72 *

=) G\ % Gy = ( iqﬁiuifﬁ. 3?& 3?&§
204



0ss: 4) Gl elementi G, * O, sono Parole di elemurati In
G\ o GL
L) F(X) = F(X4Q) s F(x 3 Xx)

) Si pud | veokre due 'Z/zi*& Z/?)% 2 QSL,(R)

GENERALIEEAHONE *  ntlra  Sitworione o procdlofto libesro
supponiauo du  avere duue  omonriorFi S A

P H G

B H =G

?’/’G\G,e:@
A/

G, #u Gy € it coprodotto amalgamate i (G, Gy) dspetto
a #H

Costrutone: G, %, G, ’<§‘i—?iui<}%if SP?iOEP;iU

-
v %s(("i) %2 (il 1 >
odove H = (in'i613> \\,
identifico v G % G,
g lenmnrentt  che sono
H\AN(‘,\C\,(\'\Q (rigpe o nente

in Gie Gu) dewo
Sresso  efe ppento dy H

209
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RECOP: Stanuely
Se X=X UXq, X, € Ky aperfi conneesi peroschi e Xin Xz cpa
X0 € X Ky |, oora T (X x0) £ (X, 40) ¥, Tl Xa, 20)

T (00X Xo)

Casi particolari:

« (X, %0)
D m(X) =383 @ mxx) TNy deve
N = SohOGruppe nornaade dato olo

=

Ker (TV| (/(\n)'(l, .)(o\ gf’ [ (KI‘ )‘O))
D) mA4n Q) =34 = W (X, ko) # (X, 40)

ESEMPL:
Q) D\ 34, i = X 0K,

olove Xi € D,\ 307 e X 0Xy stmpicemente CONNCSSO
| ! Lo c Xl 0 Xl

Yoo

Wl(Dz\ 1%, X2, Xo) s T, (D*\ 201, Xo ) * T, (D'\ éoi, Xx0)
C Zx g £ ¥ (qruppo libefo gentrato do due mmnﬁ)

[terando  targqome nto = D $ Klyd.d, Kni ha qr. fondanrentale

iSOMuQrf0 a Fp
2) Bouquat du olue ceroli

Sq Sy

X = (Xx 341) O(X\ fad)
X o= X\ §4% o~ Sy (onotopicame nte  equivalente)

Xin Ky € contrattile
Dunque  do Van Kampen =) T (X, Aq) 2 T (§) * T (S) €7,
lterande  ilacgo mento =) TC.(Bou.qu.d M n cerci) £ Fn
ComMento :  Si pus vedficare oe D \ jx, %41 € omotopica_

Mente equivalente auna Fornua 00,
?Q%ﬁ Un grafo finito € wno  Spatio di How sdorff fale ckhe
A x®c X Finito odiscreto bake ce XN X° & unione

numero Ffndko ou apesti 206

dhsqiunta. di  wn €Al yus ey BFa



Vi ;i T (01) ¢ la Cchiuswro

@i soddisfa. 2 ¢ I &N eil g2,
S | |G Eilie2 (€, ei) £ ( [0}, (0,))
lgGiNell =1 (€i,es) € (s? 61\pum—o)

Gli elementi o X®° sono i vertici oled Grafo, qli ei qli arcl.

On' qrato € un AIBERO Sc € CcONNeSSO e non  contiene

cer clar (So#oo(raﬁ’ onLeo Mo rfl a S"‘) €S

08s: Agqogiunornde nueovi  vertici oo
Ko si pus suppot  ole it grafo

non  atengo. lacd' © “acclu awaltipli !,

E,Sf,mpno casa m—ncolare
clet confe,HO chi
“CW - comple cso™
TEORENA

Il qruppe fondamentade di un grako Finito € (SOMOrFO o Wn

Gruppe  libero  Finika naente generodo (2 Fn per un certo n)

EMMA 4 : Un alberdo X & contrapile

DM, Per indiuvione sw | XOI

. |
3 un verlice 'Xg t.c. Ao & connesso o Solo wno oleqli

oM vertict (outrinnenti X | conterrebbe wn Cercluo)
Sia. €9 llorco cle conneHe Ao ok resto olc X. X i
contror S XK\ ( i/‘ﬁ v 26020 £  hp. indutiva. implico

oe X\ (54610 §€0}) (che ka un vertice in nueno) €

Contyatile. | O

EMMA 2 : Esictenta olelo spanning trer

¢ X € un grafg Finito Connesso I un SoHoqrafo Y C X
con Y® = X% che & wn albero

DIM. Indutone gsu [X°. Sia XQGXO e Ccancelifarao oo X il

vertice Xo e ftuti i arclui cle portono da €550,
Cosi §i oHiene wun qrafo Z con IZOI = (X% -1

Por indutone esiske wn gsoHografo oi £ clee \/eriFa'ca. il
| |

lemmaa. Ora ¢ bastae  fimedecre A, € Fuki Gl arcli che

[0 connetono  ad Ogni componente conneSsa ok X
DiM. ' (reoreruar) +

Sio. YCX come ned ! lemma 2. Contraianso ¥ su unl punto (possianio

farlo per' il (emamna a), rafo  risultante
P Qr

e OO tO pi Carue Nte
0% equivatente g X

ed ¢'OoMmeonorfo a lun bouquet ol cerclu. 0



ET NI (O

Stamuedy
Esempio: T= toro
Dtilitiamo (o mppre centarHeNe |
yd T
i Quadsato con lati opposti identificat
PN C A
ot o Y = cnto i [
d / U= T 3yt
# vV = iMmmagdne dedlo. parte internoe ok [
N d
Xo b in T

V= T\ bouquet od due rci che vengono dou lati a ¢ b
MY kg) ¢ LYY Gyg | 1w borolo o [

. OMot. EQuiv,

o T (U x0) & m(dbua) 2 Ba EF,

Ve fenmplicemente <connegso . i

UnV € omeomwrfo o D \{0Y} = rc,(unV\S -
Do. Voo Kampen: Siccone T,(V) = §3%

T, x) ¥ (U, x)/N oove V& i soHOgruppo noriuole
gqeieroto  dall' iMMagine Tt (LaV) — [, (V) (incsione)
T(Y, %) & cunerato daile classi o dwme lacad iMmmoqgins o

— ™
x b

'

T, (U, «) < gqenerodo  otadle clossi o owe (ocei immagind i
N - T
F oo F ¢ f bf

D'autra parte TC.(Un\/) & geacrato oo un lacto’c COMe ned
WS I = 1
diseqno . Ma -] F R X

S¢ ol = classe et iMMogine A £ F in .T.(le,)
8= o “ olk F'Bf in T, (U, x,)
=> 'tMmogine ok [Th (VaV, x) — 1, (U,«)] ¢ Qe neroko
da oPap™

[ Caff b fF(Fotf) (Fbé)" = Fabd't"f]
E. 2 i sl bR 2
CONCLUSIONE: T (T &) ¥ <o, Bl Ofi_? 12 = "Lepl>s T

[«,?]
€ A2

: 5 el we= ; -
Gl elemmenti oi T2 sono pamit in ol B, a7 D

Q_CJLCXH‘OV\C‘ 0(%:: 30( (:r. O(-i?ﬁv ’.E)d*‘ ) .E)HO( ~ o{&"‘)
quinci  Pposso  Mekere o(cbl;a.n‘("( huli  qli &« e poi f)

208



ES’(MPI'O'- Tordo a 2 pbuchi
o Puo  identificore oo SomMMmo. CONNeSScL
di ocuwe | ton Ta, T2 ¢

° toglio wn disw oaperto oo Ty e T2

° incolio le superfici restantt (dlentifican olo
i boroli (£S%) dei owe olisch
_ \ ’rac&ua,ﬁ |

(' (Otp"r‘ 3 )
U incn Qo (ST dirnostra. clie Scaq_lienoto olischu aperh
Sut borclo €CSED

civersi okcngo  Spaki  oMmeono ()

Guarcdando T & T, core quaodlrati  con  borcl  iglentificati

(& XY (o33
& 3
C,\ y v :vfi
(8! b if
b v || Yb. ‘\4 A Y bz
\a1 \Q“
?« Q a,
‘ gy cﬁ CL
P b
PP, Qeat b !
x/{rrgnno bl bz
rutt {deotificatt | &l |
Q @, Q oLy
identificando Cq e C,
ba
Q.
1y
b2
o

Uso.ncko (0O Sh:sso' argonrento oled torO classico
O= Tq#T2\ 3‘/% U= immacune  derr! interno it
2 ok agono
SoMmnma  connessa

G ey bouC}ue}‘ L 4 cerclu

ornnot.
V' semMplicenientre  coNnesso
davi = D\| §07
ONM ONA,

\ - - e s T e -
m(VaV, x) £ Z generoto ola  ay 6, o= bl &, by lag ba_ '

n ConcluSione: N.( T.#Tj)_) £ < a, | B‘ I’ d]_ " %7. l [O(U%.l p [dl)?)q'.]>
GE NERD LI HHRA+HONE ¢ toro ' con q ' bucld
- T’ﬂ#',_.‘,‘.ff% T; fori

209 Viene rappre sentato  'dae wn 4gq - aqono  con Hoti iodlenti Ficaty
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