ANALISI COMPLESSA 44/04/2029
C = jarbi Q,b€IRY € wun campo (it=-1) SRR

= atib = Z=a-ib

izi= V2.2 = [aivor

(2,w) = [z-wl defingsce uno aetrica su ©

~> C ¢ un0 Spoo nwetrico € Uha una topologia indoHa daiia

metrica,  Come  gp. topo (0 qiCo C 2 IRZ'. Sio. - aperto connesso.
DR Una  funtione w5 € ¢ cufferentiobile i0 Ze€ W se

esiste £ (Zo) '= L £ o+ h) = #(Zo) (WET e converge &
N0 h O in norma)

Se f € cufferentiabile in  ogni ?um’ro adi w € oleHoo

OLOMORFA |
Escupio: 1) £ € Cl[zl = ¢ olomorfo Su C
) f: % H"i (2+#0) ¢ olomMmorfa swu C\ioi con
aden vadoe -é—?-

5) 2:‘-*2 non € differentiabile n Nessun ?unfo di €

Zh - %o T & h (‘Hu;’
h T Wy W
e nanaero o valore
[ld assoluto 4

T Pud mwoversi Sue jIZ =43 centa ONVergere
Tauti chne  § dinuOstrono conn®  per e funtiond ok

¥ f ufferentabile in Zo = f continma.  in wn intorfno di Zo

* f.q olomorfe =) frq, F.q, foq oOlomorfe con (e Stesse Tegole

A dernvatione,
o9 n
20, € C f = Z—i Qm(z-Zo) gGnt £
N=o

Fattitc A O RO (ragqdo du conVerq.é,nto. di f)
toue chhe f Onverge assoluramente € uniformeniente  pers
lz-%ol <R e diverge per [Z-2ol >R

Inoltre,, o 4

—

(Hadamard)

Linsup IQA“/W

N2 00
Dirostratione. come er (R,
Q(‘Oi)u e F converge @ Per [2-2ol ¢ R aMora £ € olonorfo
o< A
in [Z-2ol <R . Inoltre Fl = A\ Adal - to\n' (e questa sere
=0 1 i (o steS80 rac}q.io
| di convergeneo.)
DIM. Lo convergentc. oo §erie pes ¥
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Aswta dauma  fornurla o Hadamaord .

Mo stramo e ¢ (o dervota. Possia o Suppome  Zo = O.

F(&* "\A = F(%) 00 n-i o0 (z. “_L\')'\-_ %r\. |
= Zalnan - i (lr\.( “ny" (%)
"\_ N=O nN=2% L\,
ﬂxoofouaf\&o clae x"»\/"‘ © ‘()(,y)(xnr( + ’(n_tV e yrw)
(Z:“V\Jn' - ZW o n-t n-u I8
m - ndtT = (%1—1‘\,) t (%H\) £+, .+ }n = T
R

cue converge a O s¢ h-O

O Figgsiorno  (Z1<r <R ¢ suppoiamo  [hil ro(z]

([, 12 +hl < r

(1:1-'\)“ = %r\' ks / 17
-na"" £Q@nr™") dasta
h - =" gerithurol du prineo.
= ()] € Flanl (za ™) <00 Perce” re R
n=t
Dunque Y e>0 AN>O ] g n>pN Zf'\x anl (2nc™') ¢ %
n>
N "y
D' onrra porte , per (| P((;C,o(,o) e, (el - #7° _ A 2/
ne 2 I <72

Corollori0o: £ & ouffecentiobile 00 yolte, per [2-Zol<R ¢ (o
e e Tt vmm—————

dedvora.  i-efirnoe @ dato  dduo oen voto formnolde,
olexka.  sere..

£ ( 20)
Ino (tre, QAnl = __———’n! (TOu.{(or)

inowu (7¥]
D_%. f:ruw—-»->C ¢ AND‘UTICAHS—G Yic€uw Fdr>o ¢

v.C.
SteC| 1z-20l < rf© W e waa wre

(8]
Ziaa2” tade che o Cxa(z:fzzbnoowexa(a Per [Z-Zol<r o
Nn=90
nolinute @ £
Apotiticoe = olo niorfa

o0 |
@ro . 5\'0. fi= Zﬂ a 2:,\' odu  ro (O ' A con vers Ntou R,>O
—_—-Q. N=0Q " w ae

AUbora f ¢ anolitico. ned disco iil“<Qz

DIM. &ita o tic. 1Zol < R . Dinvostriano che lo serre di Taylor

di £ ner duato zo Converge Per [Z-2zol ¢ R- (2ol @

SO H\'\,U'J"%o e ‘F(i) (nﬂ__‘})‘ 00 (t‘)l =
. - J vl
FRD = Z aln-) o (0-ivd) anzd” = 2, T Qirg 1S
ni= L =0 o
00 o0 e ¢
A : . (it : .
- i LES gD & 2 2 i ICL‘-%H}S{ r
i=0O
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e n
« Zu lapl ((2oltr) < 00 r¢ R-12ol

N=OQ
e ity .
Quindst | S= 2 (a ai it Converge ossolwramnte  per
i

[hl ® ¢ < R [tol

| n
Mo oMoro. S = Z, oaltoth) < dlatro. porte

N=o
00 ()
FY ()
S=27 — Wk = Fflroth)
ool | |4l Toylor V;" |

Pop. S wCC  un aperto connesso , o € U, iU > € anautica.
Sono | equivalenti (4) fi(to) = O ¥id0
(2) £=0 in an intomo di to
(3) F=0 sw W .
Quindi (& conoscenta odeua  §ede di Taylor in to deternunc
¢ Su tudo w
DIM.  (3) = (2) = (4) banaie

——

(4) . |=D (2) - (a  serde odi Taylor converge N wn intornO
M to. St i suoi U sono O => =0 in quelto
intorMoO, | ?rop. (Z)

(z) =) (3) St= 3{-6(,» | fH) =0 in wh intorno i i‘g i‘ﬁ

S & oapesto daliee definitione. St dunwostriono che e

anche CRiWSO QUore abbiomo FNitO  percht’ L € CoNNessOo.

Sio. ¥ neo cheuswra i S A @ ¢ S Zn — 2.

= v Fey o fRe) &) Fe s per lequivalento
Do oroe e € Senupre O (me€S) A (2) e (2)

cCONNESSO non &
Coroliaio 4 S  fYo identlcamente O s W =) U =226UL{ FE) =o§

& un soHoinsienwe duscreto.
0 darticolore ¢ Ccuw € uwa compatto  amMorov
[cn uol < oo
DIM. % £70 ¢ onmitica , £t =0 3 >0 | F™ (k) #O

() .
A OL t = O < . ; ;
e 00 ((i) [\§ P - 0o {-“’(%o) i=-NL
Ol ok Fly) = 24 f (¥ (+-d0) = (¥-%0) 24 77 (+-t0)
i=0 L, =~
————

#0 in un infornO di Zg
=y 3 intorno V ok to in W VNU =320t



CoroUorio 2 ¢ g W2 C  $0N0 duk funHoni analitiche
¢ I S<W non cuscreto | F(E) = q(t) yteS = f=q.

(Y PUT essere  (NNFOrNG di un punto
Oppure wnol sequeator b Converoe

verto  wn punatko i U 19704/ 2025

S%umbuw/
W
Qg&. Definiounao loo  funtione esponentiode come e%:= & 3
v NWN= O Y\(

Questa.  Fundone €  andlitica su tuko € (il raqaio ol
Converganto. ceua serie € 00) e, inoltre vodk Mr
(eR) = o*
EMMA: 2 > e?  ndice  uh OMOMOrFISMO  Sarqeitiuo di
Pt (C, +) — (G;«*J') coN  aucleo 2“‘{\7«
C\ 5%
DiM. ™ - e.z- e rswte  dalla Forniuua  det binonuo du Newton
OM""(comg per IR
b;jgﬂ (Su.gpor\mmuo esista. 2 ECl e®* =0 =
| O=e® % - e% -1V o etso vzec.
Dinmostriana0 Ora (o Susierivikg !
Se R = areibl (o€ R e¥ <« g% gl

— . i 2 . —
L e® =7 (dsutta dalla sedie ) = Jei®] o eib. gib
Suii eyt , Lib .
ectb,e ( =ﬁ0 -_-oo/_L =) (C‘bl _1 e ‘ﬁzlc (eo.‘
( o (bnm i = \ Zm—u
e 1= 2L L ZL EDT g 5 e -
w=0 N e (zm\ “=o (zm—m

= oosb +i8inb
Stccorne o = 2% & wna Surogtione R = [R5 e

b > cosb viSinb € uno Suuqu—\'of\-c

IR - Sizl=a%¢ O He NLa RO (o
(SMQH'\U(\'Q i 2 et (uoh—re, et= 11 & o.l=0,
neche s ’
e®® =1 & b=noav per nez 0

L' esponentiode reore o+ e® (nduice (n (SOAOT Fi SO
(R, +) — (Rso, <), quindi  ammsette  wn' inversa (contingoe)
A= 0. X . TauR wso. non sucede per llesponentiode
conmplessO  perche’ il nudeo! €  non banale. Esiste perc
wnoe  inversa restAingendosi a certi aperti UQC’(

08§ Lo funtione anaditico Z = Z:K induace wn O(\kOMQrFigr\m

C* — €% sudettivo ©n  audeo H«."‘§ zecCl 17g
% K21, Mk € NONn banaue e non esiste  un'inverga
2oq %
22Q s tung C*. Sicco nae. %k"= QK % , Llesistento. du ROC&%



in wn aperto U & C* inplica quelion  di i

Def. St Ue € ownnesso, Una branco del logaritmo su. U €

i wna. Funbong  onoldtico. O &> C  ftose che e%m # VZGU

(EMMA  Se %, Gz SONO e branche ded logartruo Sw. U, aoro

QT Q2 t2Win Pef wn n€ Z

Ve 1= [2- (&™) = e%‘m "My eV = %,m c&z(i) SEXM
€ wna FunklOne  oNtmua  Con (G- g2) V) € 2miR |
Siccorae 2miZ € C ¢ wn sotospatio oiscreto (= le sue
COMPONRNL CONNREER SOMO i punti) & U & connesso,
(qi-q)V) = §amin} per wo wrto n€ Z. O

?ropoaﬁ\or\p_ Unoa. branca oed LOO‘OJTH\LO Suy disco 1z ~il¢ 1%
¢ dofa da GiY) = Z‘ (a8 2

N+
Peo orNRroA MR ARE. | per zo 40 wno- brou\c& Sud cusco

Nty
3‘2:' 2ol < I?:g'i 2 doxo do C&*ou-) _._i Z' (- )""(Hfol t)
o u=o Ny
EMNA - Se %:0~>C 2 wno broancoe ded  (ogaritrao s ), omoro
@ = 5= Yzel

DiIM: Comne in (R: ..Q;M 9L(6+(Q %(%) = Piks qf(h—b.)-ck(%x

—

s O o = O {,’%(HM_ e’%(ﬂ
‘ej t' T t' i ! 2;..\
= rinlL —_—— = T = 7 =
T bt et-ef (o) T et
t=q)
t'—-*ca(l—t—bu\ [

D(M(proposaHOne3=oolo. $eade oonverge P 1Z2-11< 1 e la suo
erivaka € Z (-(-M" "‘/%.

w=90 (#)
Mo ouno rou ( ‘1‘”5 = M.z eV 2
=0
T 22
(+) & 0
=) % ':'C’%' N O Q,ck = £ =4 =) cC=1
(outernoHua pente i ver fco. oureHame nte. con (e $rie clie
(+)
4?,% = Z). Per (a Genrr odd ttato ne ! U~Scu*e. -
AR AN ENE SN AP IR DA )
Z %0*‘(}'10) z0 \’r(.%.oq) EO w=0 < 0
o

0SS. Siano 2o, 2, €0, o, G duk broace det logortaio che
Lsistono s discli aperti Do, D € U ok centri o ¢, tokt clik
Do D #P. Ausca Yolp,

= 2N
0D q“loor\

Sogr‘n—u.e,ncm C%_"\A-?c&‘r Zﬁi(\ le funtioni aunokiticlee. %%
oRfiniscono  sw Do VD, wha  braanca q &b (ogositruD.

Quinat wooe brancor QUi essere, "continuwato” sw opert o i



grandi. Facuamo uno oksunssione Sistematicoan i questa idea.

Q% On qurae i funkone anoutico. Nt Puato 20 €0 € unol
cerie on(ﬂ = U‘%ZOQ‘\(Z:-103W clae CONVesrOR sw un disco IRFaN
Cent(oto in 2o contenuto in U,

Se f:r U= C < anolfico., il SO gqertuR Faoiu Zo€U €
loo suo serie o Toylor.

@%&g, Stee Fp, wan geerar i fuotione analtico. 0 20€0 g1V
W cxmmine  continuo con q0) = Zo. Una CONTINUAHONE
ANALMCA i fry (wngqo g € dara da un qermk Fz
Yz € Ci=q(D) in ruodo cke YEEC esiste un intorno aptrto
Ve wao Funt. anatiticw f:V— € tc. 92 EVAC fn €
il oeraae cu f o %L

Siccorne € € ofpaHO , Wwno COMKLOHONR onokitica  PUoO

escere, odrscria.  anclke do wn # finito di duscl aperti

Vo,..., Yu coon CEC Q')O Voo ¢ Ffuntioni anauficie FitVioC
tous che F“V;n\l; - R ®  to €Vo (Fo)zo'= fio

'- A AR NROLQ AILOL

Siane Go. Gt I — O dur commini omnotopl con %0(03--%(0%&-0

fﬂkt V((\V"k

cSOCt\ <ou(V) =k, COn Oruotopic dogow  dhov wnoe fanulolion
Al COMANLLNL 3451 Sé IE . Sioe Fo b gremR di funtione.
onoMtico. iw 2o car | o He  wna continuatone anoliticon
lungo Ok Gs. Auore (& contimuaton: (wngo Ge & Gu
GAAVGNO OULO §FesSO oermie Fg .

0§§: Stccorme ogqnh  £: Vi — € sopro 2 determinodo, ook suo
qerrak  in wn punto & eECav;, postendo do fo 81 vede che
;o(um fz weuo continuoblONe SONO wni conaente  dekerndd Nodi
da fo e C. [l fteo. duce cle Fz, dupendr unicamente dadio
oswe ok omotopio. o C (e da fo),

COROLLARID* s¢ U € sempliceraente. connesso ¢ Fzgy € un grriue

S funt. aualitico. iw 2o €U per awi egigtel wnoo
continuotione onok. lungo oqui CamMino partendlo
da %o = 3Af:0 = C acauticoe con germr Frg i Zo.

COROUARLD @ s« Ug C\3IOF & semplicenrente conne§SO , eSiste

umo. | braaca oed  (ogofitaro 0 0.

A R e B

5y Gli U wnlittoti pid spesso sono C\IR,o5 © € privo di wno




senui-relo che parte da O. |
Dg. ¢ F: U - C ¢ 'una Fundione anolitico. | wna prinutivos cli

o

F e wna  Funk. analiticce F: U = € con F'= F. |
0ss 1) s F e F;_ sono e Pn'lu.ih've. i f, - Fy =§0skanfc,
) Sl £ = L an (- %o) e ha raqoio ol oonvuorem&
R >0, o.LLora F = .Z« r-“_— (2-% A € wna ?d‘r\,uﬂucx.
i 1F i I -] ¢ R..O

COROUARIO  s¢ U & senuplicenurnte Connesso, esiste una prinutiva

Per £ in U,
(stesso orqonmento cle neld caso FlH) = )

NBl Se f=Y5 wouw esiste woa prinditiva ok f su C\ioi
(= z wooe broncoe ded  (0Gadtruo su €N\ 5_0@ (nfaft,
vedremwo ik s (& prinutival T oesicte, o«= I »C\iof
comnino C* con %O = %o |, % (4) =

t
= f B At = F(R) - B(te) | Mo ke %zt bl

vedre o clue f%'/z dz = 2w #0O

lw questo caso  2m € (a Meaodomio. oh Y% ungo -
NE’:'_Y O%v\i‘ GPLrro TPl cemente  Connesso UQ(RLe?mnerHikg,
Questo risuma da wun feo. i Riemann: U conue $OPra. €
Senpre  OMeOnuorfO ok di§co aperto D= §leicag
(woltre, f: U0 o F D o Ol ele induecono | 'oneo,
POSEONO  egsre.  Scelte olonio cfe. |
Per (oo dini. ded ted. di monpdronuo,  serve (o sequente
Costrutrioue |

St Ve € un apertd 0onnesS0. DefiniamO wno SpatO topo logi co
Oy cosit Oy = }o(urw; di funHoni andkitice In Dunt %eui, con

(oo Sequente topolograt T f
VE U aperto @ £ V- € anaution |, sio Vp:= 3 gernu ol f per
zevgc Ou

I Ve formano wno boase ol aperti perche’ e Fz| € Ve l0 Vz e
W & wn iMoo operto connesso cb 2 contenuto fw V0V

= L Ald = F[w percbs 1 loro gerrul w2 coincidono

= W VFNVF-_

Ll moppa Oy e PUTY I8 Fz B2 % NMancla. Ve bige tivanuente jn

V = 1 & continua ed € wn OneOnuperfispno | Locake., sty



DiM :
(teo. cl
ALO Ao OLrO (LG ) |
Uno ocml-ir\.o.,tcut'iorxt1 anctitica di fo I[ungqo (:"-I - W Coinciole -
con un sollevamento ‘§=1 —»Ou old CamMmino g con P%(O)tFo
(per (o defiru tione deilo. topologia oli ‘Ou-).

Sc. Ou — U fosse un Avestinnento, audera d teo. Asultercbbe

dod  lemmo. i Sollevamento di  caMauind OmMotopl.

Mo Ow = U € solo un omeomorkisnao locode. Questa propreta

iMplicae admeno cle s il Sellevamento esiste, allora € wnico.

Daile lipotesi | esistolno g+ T =2 Oyl ¥ gg! L =7 |k weiin Foruiqlo.
iqsls€lf.

T oMeOMOfFisno locake => (g,t) & Gslt) € wuna mMappo
continno. oda I*I in Ou cue oo wun'onotopion tra ao & @\

= Q, (4) = §,(8) Per (0 stesso  OLQOMRALO Per i rivestinenti

0

Abbioro ofuegso i detragli

CoNe €
eyldente
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28 /04 /2025
FUONHONI OWONMQRFE € 2A-FORME COMPESSE 'Fraq.en'o

Fr W > R"™ we R" aperto € DIFFERENZIABIWE in XK€W R

3 wna  Fundone lineare dfg, R = IR* ¢.c.

E(x) = £la0) + e (X" 40) + o(lix-%ol) per X = Ao o€ :
F(x) - F(Xx0) - o(@q(x—,xo)
Lins =0
A=> Lo Il x- Xeli

Inoitre, poicke Hom(IR™, IR™) "'—";\ M(man,IR), posSiano pensare a
iS0. canonico

Ofxy COME o Un  MatriCe. nel oW Posto (i,{) - esimO  troviano

of.
— (40).

dx,

= 3 N ~2
Noi Sia.aap  interessati a4 caso W =0 cC 2R e IR =IR

z g
cioe M=n=2 ¢ C £ R2 tramdte  £+iy < (xy)

.’quo\o pef sottintesa.  questa identificationg qu.ano(o &Crv'e,abb(amo:
TEb f: OU-— C, U operto Z, €L, | TFAR*®

‘ () fF olomwoffa in 2o con dedvaka £'(20) = atib

(1) £ QUFF. i Zo con dfg, © (a --b)

{

* O oo
(i) F Quff. in Ro € odfp C-iinecre
(iv) F OUFF. in Zo e ARe (£ AOInlf) & condubonx di
5; = 5;* chncvurRieMQr\n
d_@i(f—) O Im(F)
| d\{ - .—.a_;\

DiM: (D) & (1)
(i) vole SSE Lin
22 Z- 2o
n
F(2) - F(%o) - (a+ib)(Z - Zo)

£(2)- Fl %)

= atib

.M = O
z = 2o Z %o
?l/ - facile e€sercitio
F(R) - FlRo) - (aHb')(E"Zo\,
Lina = Q
x - 2o | 2~ 2ol
~

f QifFerentiabile in %y con olfzy = Moltiplicatone per a+ib
Identificanko € con IR*
{ L Q)
1 = (0> Y atipo = (b

) 5. | ol —(Q_b)
L 1OV | i o /b)Y T 9 Tl b
ke (‘\] —s (a+ib)i = (a.> 9 0234



Qw:,s_&o MOstras (1) = (i)

R ~linecre €
anche C - kinecre = | | =<Z~ ’b> per quatcue a,b € IR
(o | |

L°C(.°‘q.°/_‘obov‘e‘ ¢ = (O -
MO (1 pli caHone Pe,r' L8 | (‘ O)
(& o) =1(93)(a8)

(b -a TRAEY: |
i FF 1 o el
d -c b

v

InFaki L ¢ C -lineare (=

< la \

(i) &' (v) e  owio

: £
ES: *f(2) =% non & olomorfa (gia visto)

Si Qu.o‘ controllore!  anclhhe con

Ca/uo(,u/ - Riemann o

fFlay) = (x’—\/) e A Re (€) S Inm(F)
| r—— = 1 — = -
z d)( i d\/ violoe
* f(R) = e ol ve nto- Comcly ~ Riemann
Flariy) =X = X el L oA sy + isiny)
ORe () O Inu(€) »
8’: = e~ COS\/ 87 = eX C,OS\/
d Re(F) A InF)

- - X - = X . \/
C)\/ el &ny ok e siny

1-forne conuDlesse

@) LEC operto. Uno 4-FORMA COMPESSA gu U & wia
w: VxC — C

(1) | continurac

(i) IR-lineowe Scuina 2“7" variabile , o€ tc. w(2, Aw) = Aw(2,w)

VzeO, YweC
(n aMre poarole, € wno  colitHone di w'%: C - C IR-lineari
Maniera continwo. ol vadare di z2 € U
ESEMPO FONDAMENTAWE ' f: O = € oi classe CF
(g-‘—i e gf esistono ¢ gono conﬁ‘mey ‘o teo. di Angwisi 2 assianre
clre F\le‘ cifferentiabile,. e dfy « C = C e IQ— lineore., €,

| i, [,

proprmo perche’ £ e Cﬂ',vo.n'CL N pmanierol continua rispeHo a Z,
Odunque. olf & 4 -Ffornka  complessa

chhe wvacia in

@ L' inslenme ortte 1- forme  complesse  Sw U si denota

con  ON(0). Una w€ N'(V) st dice ESATTA  ge s =df
Per  quad cue
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In tok caso, F o duce PRIMITIVA i W.
@ Uno. 2-forma §i duice CHIVSA  se & (pcaanente esaMa.,
| o€ s YZ2EU A wn ogerto W con 2EWEQ €
W[, wdf, on FiW D C i datwe 5]

Notosrolnaente  €satian =) cliusa.

HOMR(C,@:) gono wno sp. vehorioke su IR du dina, 4

’ ¢ wnO sp. vedorode &« C du i 2
(IR - line,are>

(A BY(V) = AF(V)  definisce wna Mappa R -lineare
ME 2 C — C arib };;) o

/1 O
Unoe C-base i take spatio € data da dx, dy, dove olx =(OO)

7
= +ib i
- O‘Y (85 - :‘_‘f_) ‘ PWkreéaLe,“
“pocte
iMMqunqda“
Percis, ogqu WE Q'(V) & scave come Wiy = Play) dx + Q=) dy
2,610 = C continue. AN IR,

Un' alro. base € data da o = dlxriy) = dx«idy
Z = d(x-iy) =dx-id
i aof‘((b ._._i:{ o—1b o

(Si noti cue dz =1d , dZ = riflessione n’sﬁeHo all' asse X )

= joa e P dz + Q) JdZ
PQ: U— C continue

= - OF of
Se W= df, aMora w &d/(+ d-qd\/

Net  focdio eserCit definanwo 3—2_ (& ‘2-2 in nodo cre &

=
abbia of = OF Jdz + 9f JE
| O é—i éz

INTEGRAU Dl 1- FORME (di linea)
Siaa Y:[abl — U  wra cwrva C* ¢ sio weE Q (V). Auoro.

o
f\_w = f@ W ey (r'(‘m olt

5 g b
Intendiiams0 chee llintegrode f o (&) olt, con g [a,b] > € si
o

oHiene inteqrando fcpasatamente.  porte  rear e parte rm/\aa'c‘,;nan'a
o b _pb
fa. (%.(f) + ‘-%Z((—))o(t = L_ %;(%) de +i fo. %Z(U olt

%‘/ C%’Ll [Q,b] = [R"
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S¢ Ye C*' a tradi, wol

< ontinua e POsso  npartire
[a,bl in  wn

# finito di sotointer vodli [f‘o_,hl U,

e OE(F(\—:, fhl
tbe. to® o, 'ta= b | Y C?| (%l
c © n - ‘[H-v,HI & {
=) JY = Z( j N
’ 'FP r’f*’i,‘"(ﬂ]
Proposiriaar: |

(M Se [edil| = | [a,bl | & all Surge ftiva e t.c.

QO = o e ld) =b e Y: [a,b]l > O e c*

a Frati
oo ron (invadan ya per
W = f w [P OUa Mg T HaHo i )
(“ f w =—f ‘(A) (u’we,réenoLo it VRSO  du percomentq
Si inveffe | §l seqro deu inteqrode)
(m) J

< for fu
OIM: ((’ic) e owice

B o Stda o (7D

. O &% SONQ' Concatenabiis.

(la (i) & sinnile)

@oss(‘o.r\&o Supporre | (S«L e C1 &« trat SOMNMA MO Suwi

f'ro,é‘rﬂ le
» = fdw ((r- @' () ot f Y (p(6) o ))Obt
@ I § (7 0) ¢ = r(aem) PR gl
A ‘ ' b
; fc i€ ok Tl (6)) (¥ (\O(H))d’b > fab Ware) (' sy ds ’.( W
R- 1¢ YaoN Se @l
ouneCDom o 9 () ]
Fado:

O<e C oaperto connesso ™=

( dimostrarione  identtco oo

we NV fusra

emma

cpa CT o | trai

wnne sso F (ocour\,ue,nfe, cpa =) c,pcx.)

w € esalo <==)fw o VU cuwrva

cduusa C? o trati

allo rec fus=F(r(b))-F(r(w)
L§
W e NULY | 710 (@,

assumere Y ¥
CO ntn buti et  trai

¢ W= dF o Y‘e\C"o.fro_Hl
Y: [abl — O

DM LEMMA)Y @ Posso (e € Cl o troH SOMMMDO i

oftenenclo una  sOMMa {"Q/LQ.SCOPICCL)

e v e f W = folr’ fa O‘r’r(‘r) (Yii4))  dt /::L (Fo¥) (b ol
prop. ol
comnpositione clei
oUfe NnHa
L= |Flr)) - Fl (rta)) RIROH o
T
teo. fondany

ded Cadco(o

22F



29/04/ 2015
Frigerio
INTEGRAU DI 4-FORNE
Abbianmo visto ier che, % W € ¢satia, Srw =0
¥ Y cauwvo C? a trasi cliuse, in quanto , st wW=dF,
S W= F(rb)-Fx@ad = O s YIb) = r(a)
Osse.rwam.o ancle che, st fuo O VY auva duusa, cstoro

] W ipende solo dat puato initiode € Finode ol .

Infath, s @ wn' altra  curva  Con  gli stessi estrend o o,
oML ro, A * ’;5" € una ocwmsve chuiusae € ?erci.o‘
O = j w = I 0w + w = J (A)"j W, da G
oL % B ol 3™ & =

- j w
P
f::::) We Q). Alora W £ esafta F € Solo e er-:o
¥ ¥ ourve chiusoe C3? a trati in U.
Dine &) ox!
@) Sopende cle S W =0 YUY cuiusa, oevo
costruire wno. prituitivaa F: U - C i w.
Sce(qo to €U a caso ¢ Y2 E€OQL pongo
&) = J W, dove Y: (a,bl = U & C?*a tratti =
fole clae’ (a) > %, Y(b) =&
(posso  supporve U connesso, dunque cpa C?a tratii,
Perche’ autdnuenti potrel fogionare componente. pel
consponente). T o definita bene proprio  percke’
f“ub = O VYd chiusa, per i frw ol pendle Solo dagli
estrend o ¥, @wo€ Zo e Z.
Dobbianwo vedere e dF = W, o€ dFy = wy YieU,
ScAviaamo W = O(xu'y}dx F Qlxriy)dy € mostriano
e OF =9, OF -

s

A x d\/
= wrh, REIR oF ) ' Fltirh) - F&)
r Y‘h é)( ('h = (;C:.;\?) LL
wER
Zo.‘ Se induco con Y ¢ [oh] — C il camnuino
Yh(®) = -2».+'(’ oo ro,
r*rk Cie
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h
i IO (PlY, @) odx' + Q( &) dyy((lu(ﬂ) olt

Porce’ WL =(2,0), ok (YL () =4 ay(ri ) =0,
h

Fneh) ~F(8) = [T 9(r, () ot = W-P(.(ch) 0gcuch
o

teorenace
olelra ' naeclioo
('nfg_c‘,rale, ‘ L ‘
Dunque 2 (1) = i FraW -F) _ o, Y P v ew)) L
i b=a > h=>0 e

= P(H)  come uwoluto
Anosogankente, , posto Y [Ohl = Yi.(t) = 24 tih

™
5

2o
esalanruente (0 §tesgo Coadco(O o stra. clile 33—’—:(%13‘:@(%)

| ca
Se R & wn feHongqolo contenuto in U, indiclianto con 3R

Uuno  parapuetrittatong antiomada del boroo fopo‘Oq—igo ol R.
Lo. dinuostratione appena  vista nostra ancke i sequente
Sio U=8B(%,) na polta  operta. AUore wE N'(V)

< lesattar S U & fdkwbo 'er,Hanq.o(D R eu.
_\P_'y__’ @ Owvio, pucue’ AR & wna Curva cliuson-

@ Costruiseo (o priruitido. + comnue §Qpra, usando Solo
Conntini  ola 2 $eqreenti, wno parallelo au' asse X
€ «wno paraidelo o' asse y. L' Lkp. € sufficiente peﬂr’?
Qarantite,  che T Sia. ben definital e il codcol0 B
Sopra. 5 PuS replicoue  Neo  stesso  Aoolko, O

_UN ESEMPIO FONDAME NTAUE
Sia ?)(?o, R) (o podia. i centro tp 2 raggdo R>O, e (nducluand
con 9B(#,R) uwna ‘Suo, poranietittaHone, In senso ‘antiorario, AUora

sty ity = 7
= TT
OB () T o ‘
Infalti, posto Y:[0o2m] — CN\ fr}  Y(t) =20+ Re™, abbianwo
. pXi4
Y'(¢) = u‘Re.‘t, ola cui | oAt = S L dE (FE) ok
d%“’o,k‘) ti- o Q T(f) - i
2T { . ALY Lol
- ST T i : { { i = X
[o,l{fRe,‘t-% iRe'" ar fo ( olt 27T

COROUARIO® lao Formua 9‘-—% & _(11(@\303) < cliusa naa Non
Q t esafia,



DIM.: Yt € C\ §0% s U< C 10F € wna ?a('a aperto. ‘centroto

in to, omora U € gemplicenmente  Connessc € SopPianuo

chhe esiste wno bronca ded loqaritmO  olefinito. s U,

LV —»C . | Dico | cliel ol = d-%i',pe.r cwi L 1€ una
dt g O, per Qi O—‘;— LS,

Prinuitivo (ocadke ol =
(50»99(0.(\)\-0 e L €& oOlornwocfo. e Li(t) = ‘/t, wo€  cle,

il ufferentioke, o L € (o awoitiplicotione per V#, il ce

equivake o 5 dt ).
Ick
D' outrondle '/Z_ dt non €& <sota in C\ 0% percue’ i suo

infegrake (wngoO IB(O) ¢ 2mi#zO0 ¢ OB (0,1 & una

£

aurvoe  cluwsa.
COROUWARIO: nen  esiste wna branca qlobose det logadtnio,
una L+ CN 5_01 — € continua, cue Sioe

ot
inversa. oleU' esponentiale.

DiIM. ' abbiano visto oke, per quasiasi [(ogaritnio L, st Lo

L'(#) = Yz . Ge esistesse L* C\}0%} 2 C oon tale
Proprietat | lov Forraon '/1, ot Sarebbe esattor su C\Eoi O

Si  vectono bene, o questo punto, i leqoni tro. (o topologia

(in por tico (o T e riveSHruenﬁ) 2 ' analisi coneple ssa. Un' aitron

cUimnp stratone olemc non  esisfento. ol un  (0GaritnmO  globode

seque olod
@ 2xp: C — C\ioi € wn rvestineento
DIM. :  Pensata come Moppo ol R% in RN zoi/ Doi cle” ﬁxriy .

< g% (cosy +isiny)
£ €spo nentHale ) (x,4) — ¢” (oosy, S:'V\y)
R — IR*\ jO%

Tronite ['oneomorfisao RIN§OF — (0, +00) « §?
| OV e (v, LY

[lesponentiohe oliventa perus fivii

IR<IR — (0, +0) x S

(<) = (e* (cosy, siny)), cio& il proclo#O

e onreonio rfisao IR — (O, +09) 2 oled rivestiruento
X eX

R-187
y == (coly, siny)

E\ poi immediato  vedere che il proo(DHo clu wn

OMLOMUD rEisr O € wn nvestinaento € un riveshinaento. ?_%



O, s« L: C\30} = C fosse wn' (nverga destra. continua
olet! esponentiole, , avremmo  exp e L = Id.
L
Crioy > € & ¢ oy
per G expy o Ly = Idg (chgod)
exPx TT-‘(Q - T, (C\ioi)

343 z
L ¢ If, (“C\Eo?s) =3 Tn‘(CB
Lx 4 €AP k. 312
A — 54 — 2 assurdo.
et BEN =

Cerchianio oroe  di doue wno cocaheditarione delte forme
Chinse  &insile O quellee  dato per Lo Eorjué esatte . Primo. di
forlo , drfiniouo &' INTEGRAE DI FORME CHIVSE LUNGO
CANMING O

Siw. U C operto, staa we (V) & supponio o o> CHIVSA.
Ste Y: [a,b]l — U  wun comnnind cominuo. Una Prandtiva ok w
lungo v € wna G: [0,bl - C t.c. Yt € [a, bl I WL €0 operto
2 who  prinutive locode Fr wyg — C ok w,

3 £%0 ti.c. |
Yi(t-2 ,tre)) ¢ Wy e G(s) =F(r(s)) VYse (t-€,tre)
s Y(b)

r(0)

QFOPOS(HOPVQ, e we Chiuso, wno. prinitiivo.  lunqo Y esigte
Fenpre. inolere, odue paputive differisco no per
wna ostante,

@_lﬂ. Yoicke w ¢ Chiuwfa, <@siste wun Ao PANLALD aperto

EV‘“. ié‘:l% ou U t.c. w € esatta su ogni Wi,
7w, € If nu da wn  rdcopinento aperto o [a,b],
Poiches [a,b] ¢ corapatto, fode MAprinaento ammehe un
ounero o lebesque E70. Se scelqo n t.c. b}—_L_a <lE)
auora pogso  partiionare [a,61  sceqliendlo

é'—o = a“ P Ell ‘:?' #y ey Sop *'_V\ = b Con +l‘+\ = b_:____a" r{"i‘ t/

n



VLt tend) € Wiy  Per Quadche W!(K) SU Gk W ammMelte  uno

M Costruisco oo Prnuitivos G lungo

l(ﬂﬂ)
“ ¥ indutivonnte Ccosi:
' — € una Prirutivo

Sio -F:o g Wl(O)

Pn‘r\uH\Jo.,

et I Wito)

Yt € [to,t, 1 ponqo GUt) = Fol(rit))
— i ALt v/ ol
C una  prinutivo Gl chits
T, wno. Costante , POSSO assumere
vt € [t,67 G =F(r)),

Sio Poi Tt Wiy
A mneno i gommoe o
che Fo (TN = F (v(t)). Pongo poi
inco lando" e prmitive.
€ una prnutiva o w lungo
focile, & ciswencle dok

Provequo  cosl
Per ocefirutione la G cost OHenuta
Y. L' anidte o meno di costant ¢
fatto cue Qofevamo  scecdiere, 1 Wi initiowl cennessi e cue

S an conNesSEO  diffeliscono  prr wNo. CRStante,

dut  prnmtive,  di W
tutte & oktre sceite

Per Guir, wna voloe Sceitor Fo  osw Wiy,
(i ¥, Fa, ..., Fo) Sono fortate. n

Percdd s¢ W € Chiwgo & Y € C9% possionmo Porre Jrus = G- G(a)
lngo Y (abl — 0O,

dove G ¢ wnoe  primaditive. dh W
wno. tode (G esiste, ed &

£ wnoe  buona | definitione percur’

unico A MmN dd wno costante.

w Y & C* o trati, € anclre
date ol _(rw (per W obu'u.st COinCicloNo,
prinutive  (ocau wsate per

0ss: C% e le due defirnisONL

Infoki, $S< Fo, ..., Fau SONo (e

definire Gr wn (o “veccua ou,ﬁruhone, i jw abbians0

S‘*’ f e = L (et mle)) =
y -=0 r‘[ti,tml

L—W"—_’—’

w ¢ esalto. intorno

o (([H, Tnl) cen
?mwuhva il

n..
- 24 Gl - Gle)) = Gl - G(o.), .
ege) | )
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S IS U Y

Frigeno
Ricordiono che, s¢ F: U—- C & cuFrerentiabile ¢ dF =0, oWora
F ¢ loc. cosStante . (n parkicoiowre , € C SU ¢ connesgo,

Flo € costante | [n parhicolare, ok prnutive  delia stegsa 4 -forma

ufFferiscono Prr ' una  funtong, Clae. € Ccostante ful coNneggi
(e dF = dG d(F-G) = 0)

1-forrur ¢ Omotopio

Sic w una 4A-Fforna chiusee su UEC e siano d,e)

da [0,i) in U comnuini omotopi e  estrendd Fissi in O,
Alioro. f“ 0 = ja w.,

(OMOtopi a  estreAd fissi =) o(0) = B(0) < oli) =B))

DIM.:  Sia, H: [04) * [04] = U  wn onotopion & estrenu fissi tra
ol e D H(,0) = o) ¥t H(0,8) = a(@) =Blo) VS
H(ea) = ) Y+t H(1,8) = a(a)=p() Ys
i ., Poicke o € Chiuso, I rcoprimento  apesto
o () = Blo ,mfle)vfsl%\ ? Ji, ieIi i | Ul &lcs w(Ui =dF FU > C

} Poiche H & wntinua, H™' (V) € aperto in
[OYx (0 wi e §u" (Vi) i€ 12 € un nc. operto i
0.0 [0,1]. Toicke’ [0dx [04] & compakto, il re, ho wn #di

ok

lebesque €, percid posso swgliere NE€IN t.c. cdaswn
qL,LaoU'od'{f\O QK,K- e [’Yn,hﬂ/yxlx [K/A,Kﬂy\l € *ticl “(QM,K\ c O

pef quoadclag ;‘8 W U L _
.= s
{‘ - w = d¥F
X
( ity i } ol vomore  di ) Seno § Comnand dati datle
T o linee oritientoli et quoadrafinog

{
Siae Y@ = H(LK) vt ol Yo=o, =P, K=O,., N

Dasta  poctrare fr w’-‘—f W YK, cogi
K

rk.ﬂ
we [ w=[w =f 0 = =fw=s]w
Veduamnmo  ad ERNpiOr__o(A,c f‘(‘o w = fr‘w
N §
1 /4 P q . Ol.O/O “SCIJC(QFC,“
O‘0 i >" k- 4vam o qu"\(c ?rfr\uh’\/& |
Yo \/
Sappiame cae  H (Bi) € Ditey & w TdFy, con Fyi prindtive

Vi)
i w su Ugyy. Ora satgo To @ caso, poi voglico oke Tie Fo
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coincidano su H(Ggn B)), wWot H(zni (o, l/n])

Poickhe! i« [0] & connesso, (o & ancle H{Ben QW) per wu

3 costante C +.c. (F- Fo) c

loshad =
Rinmpiarno T cen Fi-e, ko ce F -G ¢ wun' okra prinutiva. du
w s L\(Qt) chre coincrole  con' o Suw H(Qoﬁ Q\)

Proceds  nelo gresco mode per Swqiiere  Fit Uiy — C

prinutive di v sw Uiy in node cue

Tl (8 oY) T T 1 [o,10])
Notianwo che | Poicue’ H € un' onotopia oo estre i FiSSi,
COMAUNT  verti cold S H(0,8) ¢ s H(,8) sono costantt,
ounque Fo (H(0,0)) = Fy(H (o, n))

Fo (H(a,00) = Foy (H (4, V)
Sie |

i SERN RS SMEARE IVaRE
< e/
9 ) Fo(H(P)) = Fo(H(q))
oos«r.rP E4RLT P i N
Frer (HPYY = Fao, (HIQH)
VK=o, .. ./, In prencianio il cammruino Ok Clae percome ( qmuenti

(L0901 £07) u(§¥n} x Eo.‘ml\u( m A 8i)

- r ; w - ()J = g
Js o faxﬂw’ pecgle [61(1-; f (ae.c\ PR

W amtieHe  una  prinudfiva. Sk H(&K).

q)ercxo‘ f Ry = J W Ma IUJ'—' f w in quanto il trato
do

initiode in \/e,mcake, CLEenalO | costante , NoNn | contribuigce
o inteqgrole. Anawoga me nte jd w = fr W in quanto j/
n 0

fralo finade costante  non contr bursce ald' inteq role..

Ll ' o~ MNOn contnbuisce in quantd costante
| ST 11 ___}Q_"
o

nNon contribuisce /"WFN .
N quanto coyxt,
i

h a 1
1 | |
<TEO> w £ LYY . TFEAE: (U senfre aperto)
@ w ¢ cluusa

clhiwsoo
fuo=0 v’rrorwofop.'co.mme, banale in U

@ fb w=Q Y reHanctobo ® interapiente contenuto in U
a4 (R<U,non colo it boroo)




DIM= @r—) @ e Congccau.eni'o. ini me i ot oo d.U +€0. Preud‘enfe
¥ cliuSa e onmnwot. banate = [ N = f W =0
r et

e = @ owio: RE€U = OR omot. banare

@ =) @ VpELU e B paua oapeta centrata in P
con B el Per hp. bew =0 YRsB = ‘(r‘ts. gia visto)
W esalo s B. |
AUora W ¢ (oc. esata, wof cliusa.

O
COROLLARAD: ) smpl. Connpesso, oqni forawa  ciusa sau U €

anclhe gsaha,
Div:  Ge U & strpl. Conntgso, (& conditioni froo=o V1 chiwso
e ]LA)'-*—O VY ciusa omotopicamente banait Sono
equivoke nti  tra (oro. 0|
. — C olonwifa. AUwora la 1-forua w= flRdde €
finn

Que'sto teo. 2 fondamentale pneua teo na delle Funt, olomorfe
DIM.: Dasta vedee che ¢ REOU & wn re,Ho.nq.oUof Adzi=Q.

Sra joa f( dt = o« €C R =R
Siano o b (e (ungh. dei lati i R. [ O[]y
- ?osso uvidere. R in & rquq.ou ar @_
E faule verificare cle = w+rf wr [ w W
g ‘ c)R. f {56 aC foo

(le somme dei lat (ntern{ §i Can RUANO , perComo Ogru
“eq e o (terno clmwe Volte (N Versi oPposﬁ)

Per (a disugquals antae  tiango(are , ouMeno wuno i quest
inteqrau  La aodulo 2 %’

Cluarmo € R (& regione A 3,Co D per la quale

| [ fd) ot | # loll/4' Dividko Ry in 4 retangoU €

O :
oHengo Ra € R, k.c. /de'F(%)oH—/Z [ fyg, FOAE] 5 %
Procedendo x'nd.uH«'vo.mx.nfc,L ohenqo 4
R'-'Ro?—&?—R;,Q-‘\
ol
tlc. /[ahf-mow/ Z 3w | ‘
Tratiancosi oi  retangoli ingcatolaki, ed eswendle (refanqoli
corpatti, 4 24 € OR.n. Poi cre’  cians Qn aame 9 }
ORn = 3§} |

¢ olonorFa =) JF () € C ¢t.c. f(¥) = F(to) +F’(+o)(*'+9)3%(g)




con g(8) = o((2-%l) pesr + = 2o,

2(a+b)

i re,(+omctoto Rn La perimetro C ® te C)Rn,

Kl
poicie’ € Rn  si Lo supaw-eol beaangg‘[(zq E ou»b
Om,  (F(to) b F'(ke)(+-to)lolt & csaion | perche’ Lia pri nuitiv o |

F(B = At e+ Al (-t0) . Percio VnGJN,'J;RF(l-)d% -
7 ! n

- ];)Rnf(h) FE(R)(F-k) r (D) di =

= [ Er) r U (1-k0) it ¢ [ @) de

=Q

e(B) = olit-tal) = gd) = |r-tol d@® | con Lim [d(Hl=0

t>to
percis | fdre Foe| = [ [, & o g f Isml oAr =

ORn
- f n{%—eoi.lu(+)ld+ f ‘/;_I lot(ﬂlol+ <
J—Tb_z f loumo(’c < oi?-l——:—bl' (;nf&' su9§’°’(*)f,}€c%n§’
- m (owb) sup § (0PI + € ORn
AN
Riruehendo insiende { Perw |
(;‘Oil X _[jar(?-)df{ . 4 Zm;%(arb)-swgldml,%ehi
dne N - ol & 2 Tavelt (a*b). sup Slaldl, t € ORnY
Me, poiche’ line 0120, si ha i Sup Jla(DI ,t6 0Rs{ =0
t 4o n=> +00
auora  pagsanclo al  hnite /9 =0 =) a=0 1
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06 /0572015
F: Q= C. Supponionuo ce 3D reha

Frige rlO
odtiontare ¢ € C ¢.c. :
1) F € ontinua Su U

2) fl& olonworfan Su O\ ¢
AM(‘Q_

oo formuco f(Ddyr € ﬂ'(\)) ¢ cliusa

(Renwindler : f(+) oloaworfa su U

l\lj

w = KD dt chiusa)

DiM: Bastol yedere che ¢ REU € un retangolo,

jaa F(Hdt =0. Notwradppente g RNr= o]
ricuMato Visto el
1)

ncadiano ned
Q.iMo.r\q_o;\_o i casi
r contiene wn lato ci R

L) cinterseca B oin wn %cqr\a.e,nxo I oMo basi du R, e da esse
S rieswe R MUNgUe

1) Siano  Agtiyo , X,.* iyo ,
i vertia i R

Aistinko.
a dinolStror(O con W ?asmo‘q.io ad lippdte

Ko ¥ iyy , X Hy‘

A R
e R - e ‘/
i R I P r
Ko *l\’o K| Q’IYO

Jy¢>0 considenaruo i rﬁﬁa.ngoto R’E con verfica
Aot io v (g, X *r iyt (&,

Ao +iy, , Aty
Usande e £ ¢ continua si Vvede factinnente

f( ot = ik Ndt =0
de s fdkaﬂ o

in quo.nxo
JngHH d¥r = 0 v¢g pe,rc(,cc’ R,inr - ¢
Lo dunmnOStratione

e identica s Rnr &

€ la baee
“superiore"

?—) R ?g < G;’ "tvitano” r laSaandola o
a5 ] distanta E£.
R . EANEAT
a7 Anchhe in questo caso Si ko

e [ OEBD ot = i J f¥d+ =0 |
E—>0 dJdP¢ £-0 0Qg
|
Inotrre,  tine ) E@rdr ¢ R ot = f Fde
£ 0 dPg é&i fcm



(e - 0)

I quanto { contributi dati date bas Vicine o r od (inite &
cancelhano , Mentre o gsommao  dji  futtl G attr (ol
olou ropro (V) d+

v foa | |

Qﬁ’-&- dial € C < s ¥C: [0 — C\i?o?( wnoe  cwsvo
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