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Prefazione

Essenziale e diretto agli studenti che intendono programmare efficientemente 1
computer: potremino definire in questo modo sintetico 1’obiettivo didattico di
questo testo sugli algoritmi e sulle strutture der dati, allineandosi a come sono
organizzati gl insegnamenti introduttivi di algoritmi e programmazione nei corsi
di1 studio universitari italiani. Per fornire un quadro completo, osserviamo che
esistono principalmente due approcci interessanti allo studio degli algoritmi e
altrettante tipologie di testi molto validi per studiarli.

[ primo approccio st basa sulla teoria degh algoritmi e presenta le 1dee 1n
forma distillata studiandone le proprieta matematiche di correttezza e complessita,
cercando anche di individuare 1 limiti computazionali dei problemi studiati. La
descrizione degh algoritmi e fatta a parole e mediante lo pseudo-codice, per
evidenziare meglio le qualita salienti della computazione senza perdersi nei
dettaghi di un particolare codice di programmazione. Questo approccio viene
Indirizzato allo studente che sia sufficientemente abile nella programmazione, in
grado di prendere una descrizione astratta dell’algoritmo e di tradurla in codice
funzionante e ottimizzato.

[1 secondo approccio st basa sulla pratica dell’ingegnerizzazione degli algoritmi
(algorithm engineering), finalizzata a sfruttare al massimo le caratteristiche del
sistema computazionale sottostante per ottenere la massima etficienza per gli
algoritmi e le strutture di dati sviluppati. Le proprieta matematiche vengono qui
utilizzate per definire algoritmi molto efficienti anche “in pratica”, validando
cosi, anche a livello sperimentale, la teoria che h studia, o anche per ottenere
algoritmi che risultino efficienti sctto opportune condizioni pratiche, anche se non
lo sono necessariamente dal punto di vista teorico. In questo caso, c1 s1rivolge allo
studente piu esperto, non solo abile programmatore, ma avvezzo alla tecoria di basc
degli algoritmi e dei sistemi di calcolo, in grado di produrre codice di alta qualita.

[1 nostro testo segue un terzo approccio, a meta strada tra 1 due, rivolto allo
studente alle prime armi che sta imparando a programmare e vuole comunque
iniziare a studiare problemi algoritmici che forniscano una qualche sfida
computazionale: uno studente che, pur essendo in grado di comprendere la
teoria, non sa ancora tradurla in programmi. Particolare attenzione ¢ dedicata al
codice stesso degli algoritmi, che puo essere letto sia come pseudo-codice che ne
distilla le i1dee principali, sia come codice effettivo che puo essere trastormato 1n
codice funzionante con minimo sforzo. Della simbiosi cosi risultante beneficia lo
studente, 1l quale rafforza sia le proprie abilita programmative che le capacita di
progettazione e di analisi teorica degli algoritmi. La scelta degli argomenti e stata
infatti 1spirata da queste linee guida per produrre codice leggibile e sintetico e, al
contempo, fornire le basi teoriche della materia. Riteniamo che questo sia uno dei
punti di forza di questa nuova edizione.
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Un altro punto di forza € la visualizzazione degli algorimi proposti. 1l testo
contiene numerosi esempi stampati su carta, come da tradizione. Tuttavia si avvale
anche della tecnologia di visualizzazione per produrre nuovi esempi che possono
essere ottenuti cambiando semplicemente i dati di ingresso: i vari strumenti SOno
reperibili sul sito web associato al testo e le visualizzazioni sono disponibili in vari
formati elettronici che possono essere prodotti e scaricati sul proprio computer,
smartphone o dispositivo portatile.

Qui subentra un ultenore punto di forza, ossia la possibilita di accedere al
sito web, all’indirizzo http://hpe.pearson.it/crescenzi, sia per utilizzare le visua-
lizzazioni che per ottenere ulteriore materiale didattico. La scelta editoriale &
stata infatti quella di produrre un libro compatto e snello che copra comunque
gli argomenti fondamentali di1 un insegnamento di Algoritmi e Strutture Dati da
6. 9 0 anche 12 crediti universitari, associandolo eventualmente a un laboratorio
di Programmazione e Problem Solving. Viene quindi utilizzata la pubblicazione
elettronica per introdurre ulteriori argomenti: per esempio € disponibile un intero
capitolo che fornisce una panoramica su calcolabilita e complessita e pud venire
utilizzato indipendentemente da questa edizione. Alcuni degli esercizi sono
interamente svolti per gli studenti nel testo stesso € altr1 ancora lo sono nel sito
web, mentre per i soli docenti che adottano il testo viene fornito uno spunto di
risoluzione per tutti gli esercizi elencati alla fine di ogni capitolo.
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Introduzione

Ottimi test1 su algoritmi presumono che 1l lettore abbia
gia sviluppato una capacita di astrazione tale da poter
recepire la teoria deglh algoritmi con un taglio squisi-
tamente matematico. Altri ottimi testi, ritenendo che il
lettore abbia la capacita di intravedere quali siano gli
schem1 programmativi adatti alla risoluzione de1 pro-
blemi, danno piu spazio agli aspettt implementativi con
un taglio pragmatico e orientato alla programmazione.
I1 nostro libro cerca di combinare questi due approcci,
ritenendo che lo studente abbia gia imparato i rudimen-
ti della programmazione, ma non sia ancora in grado
di astrarre 1 concetti e di riconoscere gli schemi pro-
grammativi da utilizzare. Mirato a1 corsi dei primi due
anni nelle lauree triennali, 1l testo segue un approccio
costruttivistico che agisce a due livelli, entrambi stret-
tamente necessari per un uso corretto del libro:

* partendo da problemi reali, lo studente viene guida-
to a individuare gli schemi programmativi piu adat-
t1: gl algoritmi presentati sono descritti anche 1n
uno pseudocodice molto vicino al codice reale (ma
comunque di facile comprensione);

* sviluppato 1l codice, ne vengono analizzate le pro-
prieta con un taglio piu astratto e matematico, al fine
di distillare 1’algoritmo corrispondente € studiarne
la complessita computazionale.

A supporto di questo approccio costruttivistico, 1l sito
web mette a disposizione degh studenti € de1 docenti
I’ambiente di visualizzazione ALVIE, con 1l quale ogni
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algoritmo presentato nel testo viene mostrato in azione, rendendo possibile sia
eseguirlo su qualunque insieme di dati di esempio sia modificarne il comporta-
mento, Se necessario.

Gli argoment1 classici de1 corsi introduttivi di algoritmi e strutture di dati
(come array, liste, alber1 e grafi, ricorsione, divide et impera, randomizzazione €
analisi ammortizzata, programmazione dinamica e algoritmi golosi) sono integrati
con argomenti e applicazioni collegate alle tecnologie piu recenti. Uno degh
obiettivi del libro & infatti quello di integrare teoria e pratica in modo proficuo per
I’apprendimento, fornendo al contempo agli studenti una chiara percezione della
significativita dei concetti e delle tecniche 1introdotte nella risoluzione di problemi
attuali. Quest’integrazione tra tecniche algoritmiche e applicazioni da luogo nel
testo a momenti di vera e propria opera di progettazione di strutture di dati e
di algoritmi, denominata opus libri.'! L’ approccio costruttivistico, a cui abbiamo
fatto riferimento in precedenza, viene applicato in tali casi, descrivendo 1n modo
semplice le applicazioni e mostrandone I’impatto nella progettazione efficiente ai
fin1 delle prestazioni ottenute, le quali sono misurate in relazione a un modello di
calcolo di riferimento (nel nostro caso, la Random Access Machine, come spiegato
nel prossimo paragratfo).

[a trattazione non ¢ vincolata a un linguaggio di programmazione specifico,
ma risulta comprensibile sia agli studenti con maggiore familiarita per 1 linguaggi
strutturati di tipo procedurale, sia a quelli che posseggono una buona conoscenza
della programmazione a oggetti. Sebbene 'uso di ALVIE (realizzato in Java),
per I'introduzione al suo 1nterno di nuove visualizzazioni, consenta al docente
interessato di introdurre le strutture di dati e gli algoritmi1 su esse operanti usando
I’approccio tipico della programmazione a oggetti, il docente stesso puo decidere o
meno se utilizzare tale paradigma programmativo, senza pregiudicare la fruibilita
degli argomenti trattati nel testo.

Rispetto alla prima edizione, questa edizione presenta diverse novita. Anzitutto,
1l materiale trattato € stato riorganizzato 1n base a una struttura non piu rigidamente
orientata alle strutture di dati. In secondo luogo 1l testo € stato arricchito con molti
esempl ed esercizi svolti € il numero di esercizi proposti € significativamente
aumentato. Avendo inserito gh esempi di esecuzione di algoritmi, 1 riferimenti
espliciti ad ALVIE sono stati graficamente modificati, riducendoli a un’icona
atffiancata a1 codici descritti nel testo. Infine, siamo pienamente coscienti che non
esiste 1l libro perfetto 1n grado di soddistare tutti 1 docenti: 1l sapere odierno €
sempre piu dinamico, variegato e distribuito, e un semplice libro non puo catturare
le mille sfaccettature di una disciplina scientifica 1n continua evoluzione. Per

|1l termine indica un aspetto di progettazione hands-on ricalcando il noto termine opus dei. Giochiamo
con quest’ultimo termine: come il divino permette di progredire spiritualmente attraverso la sua azione,
cosi un libro permette di progredire mentalmente attraverso |’applicazione dei suoi contenuti.
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questo al libro € associato un sito web in cui 1 docenti possono trovare, oltre
all’ambiente di visualizzazione, ulteriore materiale didattico (come 1ntegrazioni
al testo, esercizi svolti e lucidi in PowerPoint e LaTeX).

Modello RAM e complessita computazionale

La valutazione della complessita di un algoritmo e la classificazione della com-
plessita di un problema fanno solitamente riferimento al concetto intuitivo di
passo elementare: diamo ora una specifica formale di tale concetto, attraverso
una breve escursione nella struttura logica di un calcolatore.

[’idea di memorizzare sia i dati che 1 programmi come sequenze binarie
nella memoria del calcolatore ¢ dovuta principalmente al grande e controverso
scienziato ungherese John von Neumann® negli anni ’50, il quale si ispir0 alla
macchina universale di1 Turing. I modermi calcolator1 mantengono una struttura
logica simile a quella introdotta da von Neumann, di cui i1l modello RAM (Random
Access Machine o macchina ad accesso diretto) rappresenta un’astrazione: tale
modello consiste in un processore di calcolo a cui viene associata una memoria
di dimensione 1llimitata, in grado di contenere sia 1 dati che 1l programma da
eseguire. Il processore dispone di un’unita centrale di elaborazione e di due registri,
ovvero il contatore di programma che indica la prossima istruzione da eseguire €
I’accumulatore che consente di eseguire le seguenti istruzioni elementari:*

e operazioni aritmetiche: somma, sottrazione, moltiplicazione, divisione;

e operazioni di confronto: minore, maggiore, uguale e cosi via;

e operazioni logiche: and, or, not e cosi via;

e operazioni di trasferimento: lettura e scrittura da accumulatore a memoria;
e operazioni di controllo: salti condizionati € non condizionat.

Allo scopo di analizzare le prestazioni delle strutture di dati e degli algoritmi pre-
sentati nel libro, seguiamo la convenzione comunemente adottata di assegnare un
costo uniforme alle suddette operazioni. In particolare, supponiamo che ciascuna
di esse richieda un tempo costante di esecuzione, indipendente dal numero dei
dati memorizzati nel calcolatore. Il costo computazionale dell’esecuzione di un
algoritmo, su una specifica istanza, € quindi espresso in termini di tempo, ovvero
il numero di istruzioni elementari eseguite, e in termini di spazio, ovvero 1l mas-
simo numero di celle di memona utilizzate durante 1’esecuzione (oltre a quelle
occupate dai datl 1n Ingresso).

2 1l saggio L’apprendista stregone di Piergiorgio Odifreddi descrive la personalita di von Neumann.
3 Notiamo che le istruzioni di un linguaggio ad alto livello come C, C++ e JAVA, possono essere facilmente
tradotte 1n una serie di tali operazioni elementari.
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intendiamo usare (piattaforma hardware e livelli di memoria, sistema operativo,
linguaggio adottato, compilatore e cosi via). Questi aspetti sono volutamente
1gnoratl nel modello RAM per permettere una prima fase di selezione ad alto
livello degh algoritmi promettenti, che perd necessitano di un’ulteriore indagi-
ne sperimentale che dipende anche dall’applicazione che intendiamo realizzare:
come ognl modello, anche la RAM non niesce a catturare le mille sfaccettature
della realta.

Limiti superiori e inferiori
Per un dato problema computazionale I1, consideriamo un qualunque algoritmo A
di risoluzione. Se Arichiede t (n) tempo per risolvere una generica istanza di I1 di
dimensione n, diremo che O(t(n)) € un limite superiore alla complessita in tempo
del problema I1. Lo scopo del progettista € quello di riuscire a trovare 1’algoritmo
A con 1l migliore tempo t(n) possibile.

A tal fine, quando riusciamo a dimostrare con argomentazioni combinatorie
che qualunque algoritmo A’ richiede almeno tempo f(n) per risolvere Il su
un’istanza generica di dimensione n, asintoticamente per infiniti valonn di n,
diremo che €2(f(n)) € un limite inferiore alla complessita in tempo del problema
I1. In tal caso, nessun algoritmo puo richiedere asintoticamente meno di1 O(f(n))
tempo per risolvere I1.

Ne deriva che I’algoritmo A € ottimo se t (n) = O(f(n)), ovvero se lacomplessita
in tempo di A corrisponde dal punto di vista asintotico al limite inferiore di II.
Ci0 c1 permette di stabilire che la complessita computazionale del problema
¢ O(f(n)). Notiamo che spesso la complessita computazionale di un problema
combinatorio 11 viene contfusa con quella di un suo algoritmo risolutore A: in
realta c10 € corretto se e solo se A ¢ ottimo.

Per quanto riguarda la complessita in spazio, s(n), possiamo procedere
analogamente al tempo nella definizione di limite superiore e inferiore, nonché
di ottimalita. Da ricordare che lo spazio s(n) misura i1l numero di locazioni di
memoria necessarie a risolvere il problema I1, oltre a quelle richieste dai dati in
Ingresso. Per esempio, gli algoritmi in loco sono caratterizzati dall’usare soltanto
spazio s(n) = O(1).



CAPITOLO

Array, liste e alberi

I modo piu semplice per aggregare der dati elementan
consiste nel disporli uno di segurto all'altro a formare una
sequenza lineare, identificando ciascun dato con la posi-
zione occupata. In questo caprtolo studieremo tale
disposizione descrivendo due diversi modi di realizzarla,
'accesso diretto e l'accesso sequenziale, che riflettono
"allocazione della sequenza nella memona del calco-
latore. Studieremo, inoltre, 1| problema dell'ordinamento
mostrando due semplici algoritmi quadratici per nsol-
vere tale problema. Infine, descriveremo come organiz-
zare | dati Iin strutture gerarchiche introducendo le
nozioni di albero binario, albero cardinale e albero
ordinale.

1.1 Sequenze linean

1.2 Opus libn: scheduling della CPU
1.3 Gestione di liste

1.4  Alben

1.5 Esercizi
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L.a correttezza dell’algoritmo discende immediatamente osservando che, al termi-
ne dell’iterazione i+ 1 del ciclo esterno, 1 primi i elementi dell’array sono ordi-
nati: al termine dell’ultima 1terazione, quindi, 1’intero array € ordinato. ]

Anche l'insertion sort € pertanto un algoritmo di ordinamento con complessita
quadratica rispetto al numero di elementi da ordinare. Tuttavia, a differenza del
selection sort, puo richiedere un tempo significativamente inferiore per certe se-
quenze di elementi: se la sequenza iniziale € gia in ordine o soltanto un numero
costante di elementi € fuori ordine, I’insertion sort richiede O (n) tempo mentre la
complessita del selection sort rimane comunque ©(n?).

Esercizio svolto 1.2 Fornite una sequenza di n elementi per cui I’algoritmo
insertion sort esegua ©(n?) operazioni.

Soluzione Consideriamo una sequenza ordinata in modo opposto, tale che
a, > a,>..>a,_ ;. L'inserimento di a; al posto giusto trai primi i + 1 elementi
della sequenza richiede 1n tal caso di raggiungere sempre la posizione all’inizio
dell’array: in altre parole, 1’iterazione i del ciclo esterno esegue un numero di
passi proporzionale a i+ 1. Pertanto, il numero totale di operazioni eseguite ¢
proporzionale a n?.

1.3 Gestione di liste

Abblamo gia visto come 1’organizzazione sequenziale dei dati puo, in generale,
essere realizzata in due diverse modalita: quella ad accesso diretto e quella ad
accesso sequenziale. Nel primo caso, 1l tipo di dati utilizzato € I’array, 1 cui pregi
e difetti sono gia stati analizzati. In questo paragrafo, invece, ci concentriamo sul
tipo di dati lista, che realizza I’ organizzazione dei dati con la modalita di accesso
sequenziale. Ricordiamo che la caratteristica essenziale di questa realizzazione
consiste nel fatto che 1 dati non risiedono in locazioni di memoria contigue e,
pertanto, ciascun dato deve includere, oltre all’informazione vera € propria, un
riferimento al dato successivo.

Sia dato un elemento x di una lista in posizione i; nel seguito indicheremo con
x .dato’informazione associata a tale elemento € con x . succ il riferimento che 1o
collega all’elemento nella posizione (i + 1)-esima. A tale proposito, presumiamo
I’esistenza di un valore null, utilizzato per indicare un riferimento “nullo”, vale a
dire un riferimento a nessuna locazione di memoria, € che per I’ultimo elemento x
della lista sia x . succ = null. Nel seguito, inoltre, denoteremo con a 1l riferimento
al primo elemento della lista, ovvero alla locazione di memoria che lo contiene:
evidentemente, nel caso 1n cui la lista sia vuota, tale riferimento avra valore null.
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7
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X € 1nserito in cima alla lista

4

a —» ——P |~—|—>[ t——h > ... » ——> M

Figura 1.1 [nserimento in testa a una lista.

un caso particolare € rappresentato dalla situazione 1n cui X coincida con a, vale
a dire 1n cui I’elemento da cancellare sia il primo della lista. In tal caso la cancel-
lazione viene effettuata modificando il riferimento 1niziale alla lista in modo da
andare a “puntare” al secondo elemento, come mostrato nelle i1struzioni seguenti:

a = X.Succ;
X.SUucc = null;

Per la cancellazione di un elemento diverso dal primo € necessario non solo avere
a disposizione 1l suo riferimento x, ma anche un riferimento p all’elemento che lo
precede. In questo modo, possiamo cancellare 1’elemento desiderato creando un
“ponte” tra il suo predecessore ¢ 1l suo successore (Figura 1.2). Questo ponte puo
essere realizzato mediante le seguenti 1struzioni:

P.SUCC = X.Succ;
X.SUcc = null;

d —» I~—>I ——> ——> —p > ——> M

a—» e ..AlTL A+| s [ IZ

Figura 1.2 Cancellazione di un elemento da una lista.
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Ignorando 1l costo di allocazione e deallocazione e quello per determinare i ri-
ferimenti x € p nella lista a, in quanto esso dipende dall’applicazione scelta, le
operazioni d1 1nserimento e cancellazione appena descritte presentano un costo
computazionale di O (1) tempo e spazio, indipendente cioe¢ dalla dimensione del-
la lista. Ricordiamo a tale proposito come le medesime operazioni su un array
richiedano tempo lineare ©(n).

1.3.2 Liste doppie

[a struttura di una lista pu0 essere modificata in modo tale da effettuare piu effi-
cientemente determinate operazioni. In questo paragrafo introdurremo una delle
piu diffuse variazioni di questo tipo: la lista doppia.

In una lista doppia I’elemento x in posizione i ha, oltre al riferimento x. succ
all’elemento 1n posizione i + 1, un riferimento x. pred all’elemento in posizione
i - 1, con x.pred uguale a null se i = 0. Tale estensione consente di spostare
in tempo O(1) un rnferimento x sia all’elemento successivo (con 1’istruzione
X = X.succ) che al precedente (con l'istruzione x = x.pred). L.a Figura 1.3
fornisce un esempio di lista doppia: in questa figura non sono evidenziati, per
semplicita, 1 campi relativi a1 riferimenti.

L+

d —*» Z‘ -« «— «—

Figura 1.3 Lista doppia.

[’aggiunta del nferimento “all’indietro”, sebbene complichi leggermente 1 o-
perazione di1 inserimento di un nuovo elemento, semplifica in modo sostanziale
quella di cancellazione, in quanto consente di accedere, a partire dall’elemento
da cancellare, a1 due elementi circostanti, 1l cui contenuto va modificato nell’ o-
perazione di cancellazione. Al contrario, in una lista semplice la cancellazione
d1 un elemento richiede un riferimento all’elemento precedente. Nello specifico,
detto x 1l nnferimento all’elemento da cancellare, possiamo considerare 1 seguenti
quattro casi che determinano I’insieme delle istruzioni necessarie per eseguire la
cancellazione.

Caso 1. x fa nferimento al primo elemento della lista, cio€ x € uguale ad a. In
questo caso, non avendo un predecessore, la cancellazione determina la modifica
del riferimento pred del successore x.succ; 1noltre, € necessario aggiornare il
riferimento 1niziale a, come mostrato nelle seguenti 1struzioni:

X.succ.pred = null;
a = X.SUucc;
X.succ = null;

Caso 2. x fa riferimento all’ultimo elemento della lista, cio¢ x.succ € uguale
a null. In questo caso, non avendo un successore, la cancellazione richiede la
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modifica del riferimento succ del predecessore x.pred, come mostrato nelle se-
guenti i1struzioni:

X.pred.succ = null;
x.pred = null,;

Caso 3. x ¢ I'unico elemento nella lista, cio¢ x € uguale ad a € x.succ ¢ uguale
a null. In questo caso, |'effetto della cancellazione ¢ quello di rendere la lista
vuota, € quindi di assegnare al riferimento iniziale 1l valore null, mediante la
seguente 1struzione:

a = null;

Caso 4. x fariferimento a un elemento “interno’” della lista. In questo caso, vanno
aggiornatl sia 1l nferimento succ del predecessore che il riferimento pred del
successore, come mostrato nelle seguenti 1struzioni:

X.succ.pred = x.pred;

X.pred.succ = x.SUCC;

X.SUcc = null;
X.pred = null;

Notiamo che tutti 1 cas1 appena discussi garantiscono correttamente che x . succ =
X.prec = null dopo una cancellazione, evitando cosi di1 lasciare un riferimento
pendente (dangling pointer). L’ assegnamento dei riferimenti a null € contestuale
al linguaggio di programmazione usato. Nei1 linguaggi dove 1l recupero di celle
d1 memoria inutilizzate € eseguito automaticamente tramite un garbage collector
(per esempio, JAVA), clascuna delle zone di memoria allocate dinamicamente ha
un contatore di riferimenti in entrata: quando tale contatore € pari a zero, la zona
puo essere liberata dal garbage collector. In tale contesto, porre a null 1l valore
dei riferimenti non piu utilizzati, anche se non sempre strettamente necessario per
la logica del codice, ha come beneficio collaterale 1l recupero di zone di memoria
non piu necessarie all’esecuzione del programma.

Esercizio svolto 1.3 Si descriva un algoritmo per I’inversione di una listd"
semplice. Ad esempio, con input la lista 1, 2, 3, 4 I’algoritmo deve trasformarla
nella lista 4, 3, 2, 1. L’algoritmo non deve fare uso di memoria aggiuntiva.

Soluzione I’ operazione diinversione di una lista puo essere realizzata facendo
uso dell’algoritmo ricorsivo descritto nel seguente codice.

InvertiLista( p, x ):
IF (x.succ != null) {
a = Inverti( x, X.succ );
} ELSE {
a = X;

}

X.sUcc = p;
RETURN a;

Per 1nvertire una lista non vuota riferita dalla variabile a, dovremo 1nvocare la
funzione InvertiLista con 1 parametri null e a.
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Osserviamo che, a differenza degli alben cardinali in cui I’accesso a un qualunque
higho richiede sempre tempo costante, negh alber1 ordinali (memorizzati in modo
binarizzato) per raggiungere 1l figlio i (con i > 0) ¢ necessario O(1i) tempo per
scandire la lista de1 figlt con 1l seguente frammento di codice:
P = U.primo;
] = 0;
WHILE ((p != null) && (j < 1i)) {

p = p.fratello;

] = ]+
}
Quindi la memorizzazione binarizzata dei nodi in un albero ordinale, facendo
uso di due riferimenti, € analoga alla rappresentazione degli alberi binari, ma la
semantica delle due rappresentazion: € ben diversa! Allo stesso tempo, 1a me-
morizzazione binarizzata permette di stabilire I’esistenza di una corrispondenza
biunivoca tra gh alben binari e gli alberi ordinali: ogni albero binario di1 n nodi
con radice r € la memorizzazione binarizzata di un distinto albero ordinale di n + 1
nodi in cui viene introdotta una nuova radice fittizia il cui primo figlio ¢ r. Tale
corrispondenza identifica il campo u. sx degli alberi binari con il campo u.primo
della memorizzazione binarizzata degli alberi ordinali € il campo u. dx con il cam-
po u.fratello, € viene esemplificata nella Figura 1.5, dove la radice fittizia €
mostrata come un pallino ed ¢ introdotta a1 soli fin1 della presente discussione
(un altro esempio deriva dai due alberi binari mostrati nella Figura 1.4, quando
questi sono Interpretati come la memorizzazione binarizzata di due distinti alberi
ordinali: nel primo caso 1 nodi B € D sono fratelli, mentre nel secondo caso D ¢ il
primo € unico figlio di B).

@
0 N OERO

Figura 1.5 Corrispondenza tra un albero binario di n nodi e un albero ordinale di n+ 1 nodi.

Esercizio svolto 1.4 Un nodo unario di un albero ¢ un nodo interno con un
solo figlio. Dimostrare che in un albero T non vuoto che non abbia nodi unari il
numero n di nodi interni € strettamente minore del numero f delle foglie.
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Soluzione Dimostriamo 1’asserto per induzione su n. Se n = @, abbiamo che
f = 1 (essendo 1’albero non vuoto) €, quindi, n < f. Supponiamo che 1’asserto
sia vero per ogni k < n € dimostriamolo per n > 0. Sia x un nodo interno 1 cui
figli sono tutte foglie (tale nodo deve necessariamente esistere) e costruiamo un

nuovo albero T’ cancellando da T 1 figli di x. Il numero di nodi interni di1 T’ €

b

uguale a n” =n-1, mentre il numero di fogliedi T ¢ ugualea f'=f-c+1 dove
c indica 1l numero di figli di x. Per I'1potesi fatta su T, abbiamo che ¢ = 2, per
cul ' <f—1. Per ipotesi induttiva, abbiamo che n’<f’, ovveron-1<f -1 e,
quindi, n < f, come volevasi dimostrare.

1.5 Esercizi

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

Dato un array di n element1 con ripetizioni, sia k 1l numero di elementi di-
stintl in esso contenutl. Progettare e analizzare un algoritmo che restituisca
un array di k elementi contenente una e una sola volta gli elementi distinti
dell’array originale.

Descrivere un algoritmo che, dati due array a € b di n € m elementi, rispetti-

vamente, con m < n, determini se esiste un segmento di a uguale a b in tempo
O(nm).

Descrivere un algoritmo di complessita lineare che, dato un array di elemen-
ti interi, determini la sottosequenza piu lunga di elementi contigui dell’ array
non decrescente (ad esempio, se I’array ¢ 5, 10,12, 4,9, 11,2, 3,6, 7, 8, 1,
13, allora la sottosequenza piu lunga ¢ 2, 3, 6, 7, 8).

Un algoritmo di ordinamento € stabile se, in presenza di elementi uguali, ne
mantiene la posizione relativa nella sequenza d’uscita (quindi gli elementi
uguali appaiono contigul ma non sono permutati tra di loro): dire se gli al-
goritmi di ordinamento discussi nel capitolo sono stabili.

Descrivere un algoritmo che ordini in tempo lineare un array contenente
solo @ e 1. Generalizzare tale algoritmo al caso 1’array contenga solo ele-
menti interi compresi tra @ € ¢ € valutarne la complessita.

S1 consideri i1l seguente frammento di codice.

BubbleSort( a ): (pre: la lunghezza di a e n)
FOR (L =0; 1 < n; 1= 1+1) {
FOR (j = 0; J < n-1; j = j+1) {
IF (a[j] > a[j+1]) A
t = a[j+1];
a[j+1] = aljl,
alj] = t;
}
}
}



1.5 Esercizi 29

1.7

1.8

1.9

1.10

.11

1.12

1.13

1.14

.15

Dimostrare che la funzione BubbleSort ordina I’array a in tempo O(n?).
Descrivere, poi, come modificare il codice precedente in modo che, nel caso
d1 certe sequenze di elementi, la complessita temporale sia lineare.

Una sequenza € palindroma se rimane uguale a se stessa quando viene letta
da destra a sinistra. Per esempio, la sequenza abbabba € palindroma. Dato
un intero m e un array a di n interl, progettare € analizzare un algoritmo che
verifichi se esiste un segmento di a di m elementi che forma una sequenza
palindroma.

Mostrare come modificare il codice di ricerca di un elemento in una lista
semplice, utilizzando un ulteriore riferimento g in modo tale che valga la se-
guente 1nvariante, necessaria a implementare 1’operazione di cancellazione
in una lista semplice: se entrambi p € q puntano allo stesso elemento, questo
¢ il primo della lista; altrimenti, p € gq.succ puntano allo stesso elemento
nella lista, e tale elemento ¢ diverso dal primo elemento della lista.

Mostrare le 1struzioni necessarie a inserire un nuovo elemento in ¢ima a una
lista doppia.

Descrivere un’implementazione dell’algoritmo insertion sort che utilizzi
liste anzich€ array, identificando il tipo di lista adatto a ottenere, per ogni
sequenza di n dati in ingresso, un costo computazionale uguale a quello
dell’implementazione basata su array.

Si1a a una lista doppia contenente solo @ € 1 e tale che a, = 1: sia n 1l numero
intero rappresentato in binario da a, assumendo che a, sia la cifra p1u signi-
ficativa. Scrivere un frammento di codice che modifichi la lista producendo
la rappresentazione binaria di n + 1.

Svolgere I’Esercizio svolto 1.3 senza fare uso della ricorsione e utilizzando
una quantita di memoria aggiuntiva costante (ovvero indipendente dalla di-
mensione della lista).

Una lista circolare € una lista in cui I’ultimo elemento last, invece di avere
last.succ =null, ha last.succ =first, dove first ¢ il primo elemento
della lista, puntato, come al solito, dal puntatore iniziale a. Mostrare le 1stru-
z1oni necessarie a inserire ed eliminare un elemento da una lista circolare.

Una lista circolare doppia € una lista circolare in cui ogni elemento X ha
riferimenti sia al successore (x.succ) che al predecessore (x.prec) nella
lista, con first.prec = last. Mostrare le istruzioni necessarie a inserire ed
eliminare un elemento da una lista circolare doppia.

Dato un albero binario, dove ogni nodo ha un puntatore al padre, e dati due
nodi x e y dell’albero, progettare un algoritmo che determini 1l loro minimo
antenato comune.
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Pile e code

In questo capitolo, definlamo e analizziamo due strutture
di dati comunemente utilizzate in contesti informatici (e
non solo) per la gestione di sequenze linear dinamiche,
ovvero le pile e le code. Per ciascuna di esse, descri-
viamo due diversi possibili modi di implementarla e for-
niamo pot alcuni esempi significativi di applicazione.

2.1 Pile
2.2 Opus libri; Postscript e notazione postfissa

2.3 Code
2.4 Code con priorita; heap
2.5 FEserciz
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2.1 Pile

Una pila € una collezione di elementi in cui le operazioni disponibili, come I'e-
strazione di1 un elemento, sono ristrette unicamente a quello piu recentemente in-
serito. Questa politica di accesso, detta LIFO (Last In First Out), comporta che
|’ordine con cui gli elementi sono estratti dalla pila € opposto rispetto all’ordine
dei relativi inserimenti e, per esempio, riflette quanto avviene per una pila di vas-
so1, 1n culi 1l vassoio che possiamo prendere € sempre quello 1n cima alla pila, che
¢ anche I’ultimo a essere stato riposto.

[’insieme delle operazioni caratteristiche di una pila € composto da tre
operazioni, due delle quali, rispettivamente, inseriscono ed estraggono 1’ elemento
in cima alla pila, mentre la terza restituisce tale elemento senza estrarlo. In
particolare, la prima operazione prende i1l nome di Push e inserisce un nuovo
elemento 1n cima alla pila; la seconda ¢ detta Pop ed estrae 1’elemento in cima alla
pila restituendo I’informazione 1n esso contenuta; la terza ¢ detta Top e restituisce
I’informazione contenuta nell’elemento in cima alla pila senza estrarlo. In alcune
applicazioni ¢ utile avere anche I’operazione Empty che verifica se la pila € vuota
O Meno.

Come vedremo, ogni operazione invocata su di una pila puo essere eseguita in
tempo costante, indipendentemente dal numero di elementi contenuti nella pila
stessa: che c10 sia possibile puo essere verificato immediatamente considerando 1l
caso della pila di vassoi, 1n quanto riporre o prendere un vassoio richiede lo stesso
tempo, indipendentemente da quanti siano 1 vassoi sovrapposti. In effetti, se gh
elementi nella pila sono mantenuti ordinati secondo I'istante di inserimento, tutte
e tre le operazioni agiscono su un’estremita (la cima della pila) della sequenza.
Basta quindi avere la possibilita di accedere direttamente a tale estremita per
eftettuare le operazion! i1n tempo indipendente dalla dimensione della pila: 1n
questo paragrafo proponiamo due specifiche implementazioni della struttura di
dati pila, che consentono effettivamente di fare ci0.

2.1.1 Implementazione di una pila mediante un array

Una pila puo essere implementata utilizzando un array. In particolare, gli elementi
della pila sono memorizzati in un array di dimensione 1niziale pari a una costante
predefinita. Successivamente, la dimensione dell’array viene raddoppiata o di-
mezzata per garantire che sia proporzionale al numero di elementi effettivamente
contenuti nella pila: ’analisi del metodo di ridimensionamento di un array (di-
scussa nel Paragrafo 1.1.3) mostra che occorre un tempo costante ammortizzato
per operazione.

Gli element1 della pila sono memorizzati in sequenza nell’array a partire dalla
locazione iniziale, inserendoli man mano nella prima locazione disponibile:
cio comporta che la “cima” della pila corrisponde all’ultimo elemento di tale
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Viene ripetuta |a stessa operazione del passo precedente per i simboli ( e x rispettivamen-
te sulla sequenza di input e in cima alla pila. Il prossimo simbolo dell’espressione infissa e un
operando, il quale viene accodato alla sequenza di output senza passare per la pila e viene
Incrementata p.

P
)

2 x (6 +4) 8 |$|><|(I l I 26

Si applica ancora la regola 1 per il carattere + in input. Al passo successivo l'operando 4
viene accodato in output.

P
)

2 x (6 + 4) % I$IXI(.I+I I 26 4

Ora si applica le regola 2, ovvero con Pop() si accede all'elemento in cima alla pila (+) che
viene accodato alla sequenza postfissa parziale ed eliminato dalla pila; p non viene incremen-
tata.

D
l

2x (6 +4)3% nn-. 264+

ll simbolo ) sulla sequenza di input e ( sulla pila comporta l'esecuzione di una operazione
Pop() ignorando il simbolo restituito e I'incremento di p (regola 3).

P
!
$ s x| 264+

Segue un’applicazione della regola 2: x, il risultato di Pop(), viene aggiunto all'espressione
postfissa.

2 X (6 + 4)

P
\’
$ sl LI L] 2eaex

Infine, non avendo spostato p, il simbolo $ appare sia come elemento attuale della sequenza
di input che in cima alla pila: viene applicata la regola 4 restituendo l'output 2 6 4 + x. La
conversione ha cosi termine.

2 X (6 + 4)

Esercizio svolto 2.1 Un intervallo {a, b] di inter1 rappresenta I’insieme {a,
a+1,a+2,..,b}, dove a <b. Per esempio, [15, 17] rappresenta I’insieme
{15, 16, 17}. L'unione tra intervalli puo essere vista come 1’unione tra 1 cor-
rispondenti insiemi di1 inter1. Per esempio, I’unione di {8, 9], [10, 10], [15,
171, [16, 19] e [18, 18] rappresenta I’insieme {8, 9, 10, 15, 16, 17, 18, 19}.
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Vale la proprieta che 'unione di intervalli puo essere sempre rappresentata in
modo univoco come una lista ordinata L di intervalli disgiunti e non adiacenti,
in quanto gh intervalli adiacenti del tipo [a, b] e [b + 1, c] possono essere
sempre vistli come un unico intervallo [a, c¢]. Per esempio, ’unione degli in-
tervallt {8, 9], [10, 10], [15, 17], [16, 19] € [18, 18] ¢ rappresentato da
L=[8,10], [15, 19]. Dat1 1n 1ingresso 2n inten a,, by, a4, by, ..., @n_1, Dy 1,
interpretati come n intervalli [ a,, by], [a4, b1, ..., [@,_1, Dy_ 1], Si vuole stam-
pare la lista L che rappresenta la loro unione. Progettare un algoritmo che ri-
solva 1l problema 1n tempo O(nlogn) secondo il seguente schema: (1) ordina
gli intervalli 1n base al valore dei loro estremi sinistri a; (ipotizzando che siano
tutti distint1); (2) scandisce gli intervalli secondo I’ ordine di cui sopra ¢ 11 fonde
utilizzando una struttura di dati “pila”.

Soluzione Vediamo prima una soluzione O(n?) per catturare 1’1dea algoritmi-
ca di base. L’approccio segue uno schema induttivo per I’'intervallo [a;, b;].
Passo base i = 0: L = [a,, by]. Passo induttivo 1 > @, che elabora [a;, b;] in
O(n) tempo. S1a L = [¢c,p, dp], ..., [Ck_1, di_ 1] 1a lista attualmente in uso:

* se [a;, b;] € contenuto 1n un intervallo di L, salta al passo i + 1;
e altrimenti:
— elimina da L tutti gl intervalli [cy, d;] tali che [c;, d;] < [a;, b;] otte-
nendo la lista L’;

— trova, se esiste, I'unico i1ntervallo [c¢’, d’] 1n L' che 1nterseca [a;, b; ]
oppure ¢ adiacente a esso, dove ¢’ < a;; altrimenti, poni ¢’ = a;;

— trova, se esiste, ’unico intervallo [c”’, d"'] in L' che interseca [a;, b; ]
oppure ¢ adiacente a esso, dove b; < d'’; altrimenti, pon1 d'* = b;;

— aggiomalL=L"U [c',d"].

Infine, restituisct L = [c,, dp1, ..., [Ch_1, d_ 1], la l1sta ottenuta dopo 1l passo
1=n-1.

Per ridurre 1l costo computazionale a O(nlogn) tempo, Sia [a,, Dyl,
[a4, D41, ..., [@,_4, D,_4] la sequenza di intervalli ordinati risultanti dal pas-
so (1) e che quindi richiede O(nlogn) tempo. La scansione degli intervalli
richiede O (n) tempo. Inizialmente, metti [ ay, b, ] nella pila. Per 1l passo i > 0,
sia [a, b] I'intervallo in cima alla pila e [a;, b;] I'intervallo corrente:

e sea;<b+1,faaPopdi[a,b] ePushdi [a, max{b, b;}]. Deve valere a<a;
per il punto (1);

e sea; >b+1,faiPushdi[a;, b;].

Infine, stampa 1l contenuto della pila alla fine dell’ultimo passo.
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2.3 Code

Analogamente a una pila, una coda € una collezione di elementi in cui le operazio-
n1 disponibili sono definite da una specifica politica di accesso: mentre in una pila
I’accesso e consentito solo all’ultimo elemento 1nserito, in una coda estraiamo 1l
primo elemento, in “testa” alla coda, essendo presente da piu tempo, mentre inse-
riamo un nuovo elemento 1n fondo alla coda, perché € piu recente. Ci0 corrisponde
a quanto avviene 1n molte situazioni quotidiane come, per esempio, nel pagare un
pedaggio autostradale, nel fare acquisti in un negozio e, in generale, nel ricevere
una serie di eventi o richieste da elaborare. Una politica del tipo suddetto viene
detta FIFO (First In First Out) 1in quanto il primo elemento a essere 1nserito nella
coda € anche 1l primo a essere estratto.

Le operazioni principali definite su una coda permettono di inserire un nuovo
elemento nella coda e d1 estrarre un elemento dalla coda stessa 1n tempo costante:
Enqueue 1nserisce un nuovo elemento i1n fondo alla coda, Dequeue estrae
I’elemento dalla testa della coda e restituisce I’'informazione 1n esso contenuta e
First restituisce I’'informazione contenuta nell’elemento 1n testa alla coda, senza
estrarre tale elemento. Infine, 1’operazione Empty verifica se la coda ¢ vuota.
Mentre 1n una pila c¢’¢ un unico punto di accesso su cui le operazioni vanno a
incidere (quello corrispondente alla “‘cima” della pila), nel caso di una coda ne
esistono due, ovvero le estremita della coda stessa, in quanto First e Dequeue
vanno a operare sulla “testa”, mentre Enqueue incide sul “tondo”.

2.3.1 Implementazione di una coda mediante un array

[implementazione di una coda mediante un array consiste nel memorizzare
gl elementi della coda in un array di dimensione variabile. Gli elementi della
coda sono memorizzati 1n sequenza nell’array a partire dalla locazione associata
all’inizio della coda, inserendoli man mano nella prima locazione disponibile:
c10 comporta che la fine della coda corrisponde all’ultimo elemento di tale se-
quenza. Bastera quindi tenere traccia dell’indice (indicato con testaCoda) della
locazione che contiene 1l primo elemento della sequenza e di quello (indicato con
fondoCoda) della locazione in cui poter inserire 1l prossimo elemento per imple-
mentare le operazionl First, Enqueue € Dequeue in tempo costante ammortizza-
to. Tuttavia, per poter sfruttare al meglio lo spazio a disposizione € non dover spo-
stare gli elementi ogni volta che un oggetto viene estratto dalla coda, la gestione
de1 due indici testaCoda e fondoCoda avviene in modo “circolare” rispetto alle
locazion disponibili nell’array. In altre parole, se uno di questt due indici supera
la fine dell’array, allora esso viene azzerato facendo in modo che indichi la prima
locazione dell’array stesso.
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[a struttura di dati coda con priorita memorizza una collezione di elementi in
cui a ogni elemento € associato un valore, detto priorita, appartenente a un insie-
me totalmente ordinato (solitamente 1’insieme degli interi positivi). L.a coda con
priorita pu0 essere vista come un’estensione della coda (Paragrafo 2.3) e, infatti,
le operazioni disponibili sono le stesse della coda: Empty, Enqueue, First e De-
gqueue. Lunica e sostanziale differenza rispetto a tale tipo di dati € che le ultime
due operazioni devono restituire (ed estrarre, nel caso della Dequeue) 1'elemento
di priorita massima (nel seguito, considereremo sempre 1l caso in cui la coda con
priorita restituisca il massimo, ma le stesse considerazioni possono essere appli-
cate mutatis mutandis al caso in cul dobbiamo restituire 11 minimo). A1 fin1 della
discussione, ipotizziamo che ciascun elemento e memorizzato in una coda con
priorita contenga due campi, ossia un campo e . prio per indicarne la priorita € un
campo e .dato per indicare 1l dato a cui associare quella priorita.

La necessita di estrarre gli elementi dalla coda in funzione della loro priorita,
ne rende I’implementazione piu complessa rispetto a quella della semplice coda.
Per convincerci di cio consideriamo la semplice 1implementazione di una coda
con priorita mediante una lista dei suoi elementi. Nel caso in cui decidiamo di
implementare in tempo costante I’operazione Enqueue, inserendo 1 nuovi elementi
in corrispondenza a un estremo della lista, ne deriva che la lista non sara ordinata:
per I’'implementazione di Dequeue e di1 First € necessario individuare I’elemento
di priorita massima all’interno della lista e, quindi, tale operazione richiedera
tempo O(n), dove n € la lunghezza della lista. Se decidiamo, 1nvece, d1 mantenere
gli elementi della lista ordinati rispetto alla loro priorita (per esempio, 1n ordine
non crescente), ne deriva che Dequeue e First richiederanno O (1) tempo, 1n
quanto 1’elemento di priorita massima sara sempre il primo della lista. Al tempo
stesso, pero, in corrispondenza a ogni Enqueue dovremo utilizzare tempo O(n)
per inserire il nuovo elemento nella giusta posizione della lista, corrispondente
all’ordinamento degli elementi nella lista stessa.

Facendo uso di una soluzione piu sofisticata € possibile 1mplementare una
coda con priorita in modo piu efficiente, attraverso un bilanciamento del costo
di esecuzione delle operazioni Dequeue e Enqueue, ottenuto per mezzo di
un’organizzazione dell’insieme degli elementi in cui questi siano ordinati solo
in parte. Inizialmente descriveremo tale soluzione facendo riferimento a una
particolare organizzazione ad albero degli elementi stessi: mostreremo poi come
tale organizzazione possa essere riportata in termini di array facendo uso di
una diversa rappresentazione dell’albero. Negli esempi che seguiranno, 1noltre,
indicheremo sempre solo le priorita degli elementi contenuti nei nodi, senza
rappresentare mai esplicitamente 1l contenuto dei campi dato.
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Come possiamo vedere, 1’operazione Enqueue opera inserendo un elemento nella
sola posizione che consente di preservare la completezza a sinistra dello heap,
facendo poi risalire I’elemento nello heap, di figlio in padre, fino a trovare una po-
sizione che soddisfi la proprieta di uno heaptree. Pertanto, tale operazione richiede
tempo O(logn): a tal fine, c1 basta osservare che il numero di passi effettuati €
proporzionale al numero di elementi con i quali e viene confrontato e che tale
numero € al massimo pari all’altezza h = O(1logn) dello heap (in quanto e viene
confrontato con al piu un elemento per ogni livello dello heap).

Passiamo a considerare ora 1’operazione Dequeue, che puo essere eftettuata,
sempre ad alto livello, su uno heap H nel modo seguente.

1. Estraiamo la radice di H in modo da restituire I’elemento in essa contenuto alla
fine dell’operazione.

2. Rimuoviamo I'ultima foglia di H (quella piu a destra nell’ultimo livello), per
inserirla come radice v (al posto di quella estratta), al fine di mantenere H com-
pleto a sinistra.

3. Iterativamente, confrontiamo la priorita dell’elemento 1n v con quelle degli
elementi nei suoi figli e, se 1l massimo fra le priorita non € quella di v, 1l nodo
v viene scambiato con il figlio contenente un elemento di priorita massima:
’iterazione termina se v diventa una foglia o se contiene un elemento la cul
priorita € maggiore o uguale a quelle degli elementi contenuti nei suoi figli.

Al contrario dell’ operazione Enqueue, I’operazione Dequeue opera tacendo scen-
dere un elemento, impropriamente posto come radice, all’interno dello heap, fino
a soddisfare la proprieta di uno heaptree. Applicando le stesse considerazioni ef-
fettuate nel caso dell’operazione Enqueue, possiamo verificare che 1’operazione
Dequeue implementata su uno heap richiede anch’essa tempo O (1logn). Nel se-
guito mostriamo come sia possibile rappresentare in modo compresso la struttura
di uno heap, ovvero i riferimenti da ciascun nodo ai suoi figli, mediante un array €
in modo da garantire che la simulazione di tali riferimenti richieda tempo costante.

2.4.2 Implementazione di uno heap implicito

Senza fare uso di memoria aggiuntiva, a parte quella necessaria a1 dati € a un
numero costante di variabili locali, 1a relazione tra 1 nodi di un albero completo
a sinistra puo essere rappresentata in modo implicito utilizzando un array di n
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