Stima asintotica sul numero di partizioni

Xp(7T™ 2"7/ . . N
Vale p(n) ~ % Vn*") La dimostrazione che segue ¢ dovuta a Newman [2].

e Sia |z| < 1. Supponiamo per ora z reale positivo. Per ogni n e per ogni N > n p(n) ¢ il coef-
ficiente di 2™ nell’espansione in serie di ngl Z;o 0(ZF) = Hiv L 7% Dato che 37 |2|*
converge, [p2 (1 — z¥) > 0. Dunque Y77 p(n)z" < [[p=; 7% < oc e la serie converge.

Essendo anche H,Icvzl 5 <3007 s p(n)z" (confrontando termlne a termine con l’espansione
in serie di potenze del primo membro), per 0 < z < 1 otteniamo

f(2) =TTei =% = Yoneop(n)z™ |. 1l primo membro converge uniformemente sui compatti

nel disco di raggio 1, quindi definisce una funzione analitica. Percio I'identita vale per ogni
z con |z| < 1 (nel piano complesso).

kn

e Inoltre exp (Zn 1 n(li"zn)) =exp (3o 130 2 =TT exp(3nr, 2-) = f(2) (vale
exp(300 ) = L se Jul < 1).
Essendo | 37,7, n(%zn)\ < % + 2 nts n2(1l—|z|) ) |z|*"+.T.L.+|z|*1 < |1iz| + 1—1\2\ P # <
F)] < exp(tg + 25) |

1 1
m =+ 1_7‘2‘, segue Che

o Sia|¢(z) = \/12»

2 < Te |l =2 <2(1 = |2]). Per z =1 (in Q) vale | f(2) = ¢(= )<1+0(1—z))\

w

( (-1+ 1= Z)) (Jz| < 1). Sia poi  C C l'insieme dei punti z con

Infatti scrivendo z = ™" (con |Sw| < 7) osserviamo che |arg w| < a < § per qualche a (se
z=pe dal+p?—2pcosf = |1 — z|?> < 4(1 — p)? si ricava 3p — 2(47 cosf)p+3 >0, da
cui p < A=cosO=Vi-Bcosfieosd 7 % + 0(#), cioe 2 ¢ limitato).

log p
Come prima, un logaritmo (che chiameremo log f(z)) di f(z) & Y o2, m
Aggiungendo e togliendo ”— + 1 5 log(1 —e™™), abbiamo log f(z) = &~ + 1 5log(l —e™) +

0o 1 Znw
wanl (nw(e"“’—l) - n2w2 + 5 2nw )
Se poniamo g(u) = m L4+ _ — (che si estende a una funzione analitica in 0), abbiamo
|t Zn 19ty — [ g du\ <tV con V = [;°|¢'(u)| du la variazione totale (infatti abbiamo

— fa g(u) du| < fa lg(u) — g(b)| du < (b—a)V(a,b), (b— a) volte la variazione totale da
aa b) Analogamente se L é la semiretta dei multipli sw di w (s > 0), vale
lw> "o g(nw) — [} g(u) du| < [w|Vy e VL & limitata essendo |argw| < oo < 5 (da cui |e“\ =

e® > ePlul per qualche B > 0). Segue dal teorema di Cauchy che fL g(u) du = fo u) du.
Quest’ultimo vale —1 log(27) (v. appendice).
Dunque w Y7, g(nw) = —1 log(27) + O(w), da cui log f(z) = Z + 3 log =+ O(w).

Ma w = —logz = (1—z)+%(1—z)2+0((1—z)2), da cui log f(z ) = W ﬁ—l—%log =+
O(1 — z). Applicando exp(-) ad ambo i membri abbiamo la tesi.

o Seo(s) = /52

g(n) essendo | p(n) = g(n) + O <n_% exp(w@)) )

s

Infatti, se C ¢ la circonferenza di raggio 1 — Ton sia A I'arco CN<) e B il complementare. La

( (-1+ 1= Z)) = >, q(n)z", basta ottenere la stima asintotica per

lunghezza di A & O(n~2) (infatti come prima se z = pe’® abbiamo 3p? —2(4—cos0)p+3 > 0,
che da, ponendo p = 1 — z, cosf > #ﬁ)_?”? =(1-2z-322)(1+2z+2%+0(a?) =

1— 222 4 0(2?), da cui infine |0 < v/3z + o(z), essendo cos™ (1 — y) ~ /2y per = — 0).



SuAvale|1—z|<7n/—esuBe|1—z| t<d /2,

Ora & p(n) — = 27” fC f(z;)”ﬁ(z) dz, ma per la stima del secondo punto fB TI() dz =

c>(supzeB|z\71(exp<nf—-zr4-+<1-—\zn >+—expzqf;a))

=0 <exp(7r\/%) <exp(% 3 4 L/6n) + exp(§ /3 ))) dato che

(1- \/%)*" = exp (—nlog( - \/%)) = exp(m\/% + O(1)) = O (exp(m\/%)).

Essendo max{ \/; z 41 \[+ 1 \[} <7 3, l'integrale su B ¢ O(exp(y4y/n)) per
qualche v < W\/g.

Infine (per la stima del terzo punto) [, % dz=0 (n_% sup,c 4 2| 7" o(2)(1 — z)|> =
0 (n_% Sup,eq |2|7"1 — 2|3 exp(ﬁ.lfi;‘)) =0 (n_% exp(my/F)n~ % exp(m €)>

=0 <n’% exp(m4/ %")

Ricordando che ¢(z) = /1= ( (=141 )), abbiamo ﬂ\/ﬁexp(%)qb(z)

\/gt - (1 - z)tz) dt (per z < 1 reale), essendo

exp ( \/715 —(1- t2> dt = exp(5= z)) f+ exp(—(1 — 2) (t — m)

exp(6(l z))\/ —z"

Quindi confrontando I’espansione in serie abbiamo 7v/2 exp(f—;)q(n)
= fjoooo exp (W\/gt - t2) (tf; (t:n 1;,) dt () (basta ottenere che per z € [0,1)

2\n 2\n
J23 exp (W\/gt - tz) (EZO:O = ) = Y0le J13 exp (”\/gt - t2) (Z;!) dt,
che & il teorema di convergenza monotona).
Ponendo ¢t = s + /n e usando la stima asintotica per n! otteniamo

:(17 ~exp (m

t2n t2n72

, 2n—2 .
2n—2 (42 " n
O~ R e = (1) s (24 ) e
C1e xp(my/2n) p4oo n- s
Quindi (%) ~ % e sexp(w\/gs — 52 —2y/ns) (1 + %> (2 + ﬁ) ds.

2n—2
Ma lim,, o0 exp(—24/n8) (1 + ﬁ) (2 + ﬁ) = 9¢—5
(essendo, per u — +o00, 2u?log(1 + 2) =2us — 52+ 0(1)).

Inoltre I'integrando ¢ dominato da sexp(w\/is —5?)(2+s) per s >0

3
(infatti (1 + %)2"*2 <1+ \%)2” < exp(24/ns))
e da |s]exp(—y/3s| —[s/%)(2+ [s]) exp(|s[* + 1) per s <0
(infatti (1~ 5522 = (1= 2 4 BEy ot < exp (0 - (B - 2D)),

da cui exp(2y/ls])(1 — L1)2=2 < exp (s +1- (% - 1)2)).

Quindi (teorema di convergenza dominata) 7 2exp(”—2)q(n) ~

exp(my/2n) p4oo \/5 2 exp T{'\/ ) - +oo 2 2

— i [T 25 exp(my [ 55 — 25%) ds = seo— T [ D exp(my /55 — 25%) ds

e I'ultimo integrale & exp(f5 ) j;o exp (—2(3 - \/%)2) ds = YT exp(%).

2
Dunque 7v/2exp(§5)a(n) ~ 57 exp(%; + W\/%Tz), da cui g(n) ~ %




Appendice. Dimostrazione di [;* (* L+ _u) du = —3 log(27).

u(e*—1) 2u

o e (1 — %) <(1—-L)" <e'perte (0,1): perla seconda disuguaglianza basta avere che
(1 — L)™ da una successione crescente al variare di n, cio¢ che (1 — n%‘_l)”“ > (1-4)m,

_t
o anche n(1n7f1)+1 > "R/ (11— %)” -1, vera per AM > GM. Analogamente si ottiene che

et > 1+ L) dacuiel(1—-L)" > (1— 7%)” >1- % (disuguaglianza di Bernoulli), che ¢ la
prima disuguaglianza.

1

o e (1l — ntg) (1 — —)" < e~
usando il fatto che —= <L

1

i per t > --: perfettamente analogo al punto precedente,

1
11 e t—e" ¢

e Se v = lim, o (Zk 1 k — log n) ¢ la costante di Eulero-Mascheroni, v = [, ; dt:
infatti Y, 5 = [ Dopog e Mdt = [, ¥ dt (posto u=1—e ")
_ (l—w--wtt el 1-(1—w)”
- fO u(l—u) du = fO u du.

1-(1-2)" .
Se z=nu, y ,_ 1k— ﬁ%dzelognzfon%,daucul

11-(1—2)" n (1—2)"
’YZIImnﬁOO(Oi(Z n) dz—fl ( Z")

fil (1 nz) dZ

n

Dunque’}/:llmn_mc(;ﬁd fi(_ )n.d>.

Ma 1 1e? < 1 ﬂ dz < fol % dz (per il primo punto), quindi il primo

z

dz) e T'ultimo integrale (mandando z +— 1) &

pezzo tende a fo < dz
Allostessomodo,fi — fol‘jwjd <f1L"z2)d <f1( 2:)" 1, <f152
(per le disuguaglianze del secondo punto), qumdl segue la tesi (sempre per il teorema dei
carabinieri).

oy = fo Toe=F — l) ~tdt: infatti (dal punto precedente) v = 01 1_: dt — et
fo tt dt = <’ dt mandando t — %) Quindi v = limg_,q (f;T —f5 Tdt) =
limg_so (flie,s % — J5 ET dt) (essendo limg_,¢ ffﬁeﬂ; 2t — limg_yq log(iﬂ;) = 0). Infine

set =1— e~ otteniamo f1176,5 % = f;’o 1{7 du, quindi
v = lims_,q (f;o lfi:_tdt — 500 %tdt).

—tz

e logz = [/° e—t% dt (z & un numero reale positivo): infatti, se f(¢) ¢ il secondo membro,

f(l) =0e f/( ) = % essendo w — fooowdt — f e—tzl e —th dt —
fooo et dt =1 per h — 0 (per il teorema di convergenza dominata essendo hrmtato)

e Sel(z) =e 727 ]2 (1+ )" ten & la funzione I di Eulero (e z ¢ reale p031t1vo)
F/(Z) _ [%© et e
T'(z) — fO (T - lfe_t) dt .

Intanto log'(2) = —yz —logz+ > o0, (% log(1 + )), da cui derivando ©) — —y = % +
1

I'(2)
S (% - % : 1J:i) = —v+>, ( - n+z) (si pud derivare termine a termine per la

convergenza uniforme (localmente) dell’ultima Serie)

Ma allora F(( )) =y — fo e dt + limyoo 3 Done l(e—nt Y

— (N4t _ —zt | —(z+N+1)t
=-—-7+ thﬁoo f 1 ee—t = dt
=—v+ f ff dt — limpy_ o0 fo e~ (N+Ltloe = L ' dt e 'ultimo limite & nullo (per il teo-
rema di convergenza dominata, essendo I’ mtegrando dominato da e~* 11 ee 2: ).

Quindi 1;((:)) =—v+ f % dt, che e la tesi usando il risultato del quarto punto.



e Dal punto precedente, - logT'(u+ 1) = [ (e% — et_ml> dt.

Essendo 5 = %fooo “tdt elogu = [;° # dt, otteniamo

Llogl(u+1) = & +logu — [;° (5 -1+ 14 1) et dt. Integrando da 1 a z,

logT'(z + 1) = §logz +zlogz —z+1— fo (7 -1 etil) %dt (infatti se g(z) &
Pultimo integrale abbiamo g(1) = 0 e ¢'(2) = [~ ( 1 e”lfl) e~ dt per il teorema di

convergenza dominata, applicato esattamente come due punti fa).

1

i e

Se J = fo (7_7+et 1) - dt, e J— I—fo (7_ ff1) 67 dt = ooo <67 _etl—l)%'

Infine J = (J-I)+I = [, ( et eTt_eT"‘:i 1)%:%00(%;6%_%) dt =
oo 67%—€7t eit*leié ef%—eft —e 2

I (et e e [ T s )

(v. quinto punto). Ma, ponendo z = 5 nell’ultima equazione del punto precedente e usando il

fatto che I'(3) = 3/, arriviamo a logI'(3) = § +log(3)+(J—1), dacui J—I = Jlogm— 3.

Dunque I = J — (J —I) =1 — % log(2m).
Da tutto questo e dal punto precedente segue che

e Calcoliamo I = [ (3~ 1+ 3_1) e Setes £ 1= [ (-2 ) SR

tz

logD(z4+1) = (z+ 3)log z — z + £ log(2m) + [~ (5—7—0-& 1) E—dt | (x).

e Sempre dal quinto punto, togliendo e riaggiungendo %1ogz = L[> e=c"" 3 al secondo

2 Jo t
membro della (xx), arriviamo a

—tz tz

logT(z+1) = zlogz — z + % log(2m) + fo ( s — St ﬁ) dt. Passando al limite per

—t e—t,z

z — 0, otteniamo —7log(27r) = lim,_,o fo ( o — S+ t(ef 1)) dt. Se h(t,z) ¢ integran-
do, la tesi segue dal teorema di convergenza dominata se mostriamo che h(t, z) & limitata in
un intorno di (0,0).

Ma espandendo h(t, z) in somme e prodotti di serie di potenze (osservando che anche — &
analitica) e isolando gli opportuni termini iniziali per eliminare i denominatori ¢ chiaro che
h(t, z) si scrive come polinomio di serie di potenze in ¢ e tz, a coefficienti in R[t, 2], da cui la
tesi.
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