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Numeri di fibOnacci

=0

=1

Fn =Gt T 022

| romert di. Fioono. D defini

Vorrel wna formolo. “compatol, | OSMa. \OTXRRL dive ci € T Senzo. ot ool H e Ty,
Tacco on temtntivo- prove o ceeeoel on o elR t.c, Fp= o'
o dovrebbe sodolisbase o= oM o
x=0 (o escludO . Allora gosie Qlsidere  ¢Rr X o mMPerd — xP-x-A=0
Dongue se on svimile & esidtesse | doviedbe esiere ona Mdice OR pdinomio  XZ*- L -4
Hol qoeste rosics e covnoseo - (>L=J\'*—9:JE EA-TE
Vou Ko wbio e Fa d (’“—Zﬁ)n e o7 (%)“ %(of per n piosl
Note  gerst cie oo +lop“ 2 ono. Soceeswone e sodoista, Lol ol Meorsiva. dh Fibonacer :
ool + o p" (o™ +bp )+ v ™)
Tenko  alloro. Fn = oo +|o(3"
Quoti. a e b prireldowo  andosee e ?
%Fﬁwﬁbw %Q=Q+lo
Fe= oo +bop' 4= o () 4 (£5)
S wisove i sivena @ 3 bom SR C'é ono 0 solwsone: Ous A b-- 2
Dongue :
Teorema Doto neN,wale lo seyuente Cormola. per i fomer: di. Fibonaca:
Foe L (28) =l =&
Me+0doO per le ricorrenze linedri a CoOerriCienti CoOStanti
L metcdo st gprero@inea @ @ 4Rk gRr dote R sOCRSION o o codficient covtamt:
Q= 1Yy Ons *+ Y One ¥ YP30ny 4o & Y O o Y, g, P v e €
esempt Qa= 6Qn —MQp_; + B3 n
Q, =l
Q=20
Qa=3%
Pow:. 0n=
oL dowebbe sodolisfare ot = 6™ =" rEa

Dokte dhe =0 i sicxes non vo loene
Diido or o
Osvo. o epe  essere LNO. fodicR o W> - &X% % -6
le aokci sono ,2,3
Osservo dhe Op=A™ won v bgne) On=2" non yo bne ; gus 3" non vou Rne
Tenko ofora. Gz 04" + b2" +¢2" con a,b,c To.  Jdeterminare
O i Qe Modd g O e @ps 04t + 02" +CB"
coddisfol [0 StRssa. Rlazione ricorsiva o ou,
Por trovare ob,c \w\pm\:o W istemo -

x® = e — MR 46

a4 +b2'+e-23' = quea
o4t + b-2'+c-22 = 0,=22
A + - 2%1c -2 =0a=%2

=—2
b=-2
)

Risooe & sstomo. = &ovo on’ onicol WOl romn -

Dongue 20 suesuione Ca=CD A" +(-2) 2" + 43" soadisfo ol dRgsol
2 nolkfe O ,=Cua, O =Cp | Ma=Cy.
Yn24 yole Qn=cCn

I Duaque™

caqolo. CLeolsiwon Tk Ay



ATTENZIONE

S 0 pPUhnomio 0s50Gak0  hoe Lnd. DYUER N vmvctpeicucot MO s onD, Qo CCRSWMONe la,\
ossaroltor oon ot @ B woo “deriwaka. W™ dove o Qo rodicR.
2RMPiO  bs s by=F bn=0bn, ~tbn,

E- LA =0 — (2)2 =0 — %=2 = b,= a2"+bn2""

{‘-.’3=C)..2“+b-o~9_-I @{ 0.=5 = bn= 5-?_"-—3“-2"’_'
F=0-2'+b-4-2° b=—3

DiviSione euclidea
abe”Z, b#o

Esistono unici q,r el tooiche o =gqb+r

lb)
o o

—1 1 Il \

won O<rc b

2 2 b -6 b -3b

DEP. abeZ, Q divide © R eswe C&Z tole che b-ac

e (a,b) # (00) , @ Haswmo Comon Divisore di o eb <2 dewtato HeD (ab) > 4

abeZ  byo

Siomo Qury €7 toidke @=9g,b+r, n ocr, clbl

Se =0 & Rrmiomo. Alkrimenh siam0 Qo N eZ toliche b=g,C+v, con oL, ¢lvy]

SR 1,20 G Lermiamd . Alkrimenht o Oy fa e Z ol dhe  u=Qar26f, n otne (el
Se =0 o Fermiamo. Alfimenti. ..

S costruisce ol Ol SOAESHAONR = ¢ i=a.  (:=b

Cia=Qirg, 70 eon 0T e lrgy|
Foldhe  OLfl ¢lril] | oo sweRssione st ema.

R =423,

Sio. k iL mind  tole che fies =O
||>ropos32ione It = MCD Cab)

o T 1 .
Cemo = QM + Vit Quinol Y, divide T,

The =9, N+ Quinde Y, divide .,
Tea =0, Yo * Ve Quinolh Vi oivide (o
St conude e |n | vide o e b

Ci=Qure tvy —m =g Se diviole €, e (o, deve dlwndese Y,

CosQefur, —=To -Q,0y Quoinpw & ouvide Y,
N conclude che o owide ||
Claim Se o dividle a < b, a®ora o civide Qa-b
DM Esiste ¢4 tole dhe a=dc,
Exste ¢, btole che b=dc,
go.-b = gdles -de. = ol (ge,-¢;)

Cy

2empio ezt b=-ux
0.=q4b+r4 tall che oty ce|bl =t
AL=E¥ (AN +5 Que=-F =5
b=qg,ru+r, tall che 0¢&%elny) =5

AF=()-5+3 Q.=-L =3

C4=2Qafe+Ty LOQU che 0&elrl=3

S=4-23+2 Qa=A M=2

Co=qum+r, toli e Oo<¢ryelvry|=2

D=A-2 +A qu=4_ u=4
C3i=Qsry+0s Wl de  0&¥s 2 lv|sd
2=2-4+0 Qs =2 =0

— MCD(uzt,-4%) =lry =4



Teorema Slomo Qb eZ  @b)#(00)
diBEZOUL  Alora esitono Y2 €7 Lot he

ya +2lb = MODd(a,

egqu'\D A= >3-42 VTus=-QuYe
2=5-A-3 Ca=Tu-Qa7,
A=3-A(5-4-3)= 2.3 -4-5 Cu= T2 —Qu (F4- GaFa) = Q390 % ~Quy
3= At - ()5 Y3 = fo-Q,vy

d=2 (A -(L)8) =45 = Yus (4+0:9u) (ro-gora) —Qutu = (4+Ga9u) Yo + (-9, - 92 91Gu -G )

= 2(-4)+7 (5)

5=a2u - (%)) = -0u0e
A= 20-00) £ (A2L ~(-9)Cen) = Cu= (U+QyQu)To + (-Q. -@@@y Qu) (€4 -Gyte) =
= Y24 454 (~4%) =(,u_q3qu 4 (-Qz—Qz%qq _9,‘))‘(5 i (-qL 92919, _9“) T,
DIMOSTRAZIONE
Prendiomo 0>b>4 o Hal Lo wiluppo del' algoritmo di Eoclide:
Q= q,\b+m
b= [ePA WAV

(et possi) MCD(@,b) .
Yoz = Gn Ny +Ca MCD(bry) (n passi)

ot = Oy Tn + O
Gior P(n) "2 aeb sno due nomert per ok lokgoribmo o Eucide fidhiede w gasi
allor vale 2ezout,
BASE 0= Qqub NCbCab) b= 0-a+4b
Prendo Pln) VERA o cerco di gliwmostrore  Pla+d)
MCD (b ra) = Ab+pury AneZ
Osseruo che On diodisore comune di o e '© dene dividere €4 =@ -g,b
2 in posekieslovee MCDa b) = MD(a b, Ta) = HED (b 1) = Nb + iy
Do, primo. equazone o' oQgoridmo o Evclide (lcawo vy = - Qub
Sostitoendo M (@,b) = Ab + w(o-gub) = pas ()\-q,\p.)b
Rexcic 3 yze Z kc. MC(@b)-=yar2b

Quivoe Pln) evero. ¥ns4 . a

PASSO INDUTTINVO

Pl nelN Prediero

eempio P - 2" > nl +2n44,
am - "quo.nobo pLove n qo.ﬂ(“ NO

Principio diinduzione  soppoviamo dk owere un pradieake P nelN.
Se, doXo on womero WNeelN | vole che
@ Plhe) € verh (hose daR' induzione)
® VYnzne Pn) = Plaa) (oS30 nOUtHVo)
Alloro. vale dhe P) 2 wrow ¥Yn3ne




DIMOSTRAZIONE SOACRIUONR Qi =Cn  (pg.4)
Sioe P “an=Cn.
BASE  P() < VERA
PASSO INDUTTIVO  Sow 034, Prepdo oer VERK
Q,=Cz K @y=Csy
Qo= 603 -A4Q; +6Q,
Oy = 6Qn~AMQ,_, +6Qn-,
Ho faito ma ..-
Q) : "V tc Aclken vole dhe oy =Cy .

cu=6¢y - My +6¢cy
Can = 6Cy -MCp-y +6Cp—,

BASE QW) veRA QM) : Qy=Cu
QM Q) |, AWM > QG) e wrifico direamente.

WO oran?3. Prando pervera. Qln) =2 ceseo di duimostrare Qi)
Cnta =6Cp ~MCy-1 + & C a2

PASSO  INDUTTIVO

Qpy = 6Qp -AMQy +6Qn,
Per ipotest indumkiva, sO ChQ  Ma=Cn, Qpy=Cpoy, Qg = Cn-z .
Alloro. degweo e Oy = Cay

Dungue. . QUnd) £ verou -
Il principio dli induzione ot dice che QCN) < wro. perogs nzd -

ATTEN ZIONE
Lo. verficol de? ¢osso bose < importantissima .

QSQYV\E'\D PG - " DAk n QoA | sono toth OO shesiO colofR u
n qu\b\’\_

B8ase P ool
PASSO INDUTTINO Prenado per vero. Pn) g O 85 ... U9
o Qakk

N+ gk

\

Peoblama:  P2) FALSA
P) = P@ 2 2 FALSA 2 adon compreso nelk’ ampmento

Principio di induzione Forve Dako Pln) precicoko .
e, oper on ne €N | vole e

@ Plne) = era
@ Ynsa, | [ano) A Plnetd) A Plot2) A A P | = Plria)

Alora. P(n) € wero. Ynzne
€ quivolente all'indupionr semplice .

ASSiOMa del buon ordinamento ()%ﬁ)v sodoingome non Voot ok N ol U MIIMO .
(Principio del minimo) E [quivalente o principr Ak nduzione..

P e cerco o damokore Plaeh): &xn=Cn = Opiys = Cpy,




eseccisio  DOkO on wuwmexo inkero ¥z, cimostmre che o s Fattorizza. come prodotko ok vno o et fator v .
DIMOSTRAZIONE
Per ndnsione,  orve
P) : " slol W3z, auoro. N sk foBOMM2200 come prododo ik Und 0 pias faMer pRMiL,
Base  P2) veeh
Koo Wz, grendD pervere  P(2), P(2) ., Pn) o cexed dn cumoStrare  Plod)

PO @
N+l = < '
CUtmenh  niu-0b  con AcoLnw
) AL LV, | .-
So colo. PO) che O w6 SOBUQ HME prodMO Ok i -
o damo- b) che b ® souve oM eroddto A PrimA.
Alloro. A= e,
oo dea proio de
oA e primk  <he
danwo  o- dvwmo o
DIMOSTRAZIONE  ALTERNATIVA
Printipio AR Wlniuuwd
Hon S:Xn?Z\ Pl) < FALSA}
S non fosse vooto, peril principio ol mivimo , FmES minimo
pv'\MDI, NO

w <
imo ?
non primo m=ob ®N  ALOLM | Acbem

Q,b ocmngue €S, esendo Minor O 30 YWINAMD

Mora Pla) ¢ Plb) oo VERS

Come sopro, dee soddore oL A e b come grodoto Qi v, wicawo <he
M s SOIR cOME  prrodRtto Ak priimi

ASSORDO  pxché me S e POm) FaALSA

Teorema Sieno Q b, c nkex\ -
Se albe 2 MeD(ab)=4 , alora. o lc.

DIMOSTRAZIONE

Per Praok, so che esttono N boli che }\O.+}.Lb=zi
Molplico ger c: Aac+pbe =¢

Noto che  aloc o albe per petes

Alora. 0. divide Q memero dr sinistro. .

Dongue o-le, o

Proposizione Dadi ab e Z non entrambl nulli, vole :

MCD (s °_ )
MDD @p) ' Nedlab) = 4

DIMOSTRAZIONE
Per Beacot esisbono N, kol dhe Aot ub= MCD (a.b)
Divido per MCD (a,b):
A _b
McD @) t & Qb ca b
St yede immeoratomemte Cche se d & odivisore comvne o
alloro. ol deye dividere

a b
NEDG@b) ¢ Nep @)




CONGRUENZE

DEP.  Sio. M iNRro  positivo
Diromo che O- 2 congruo © 0 modulo wm
o=b (m)
e @ (R0 Ao divisione eocldea di O gRf M & vguale al resto
Aello. divisione exlideo. dx b per m.

eRemMpio At=5 (42) At =AAZ +5 5=04245
-3 =A% (0) 24 =42(-3)+5

Proposizione a=b (M) g e wWo se mlo-b

DIMOSTRAZIONE
|nCask: :
= opp0m0 o=lo(m) : O=mQ,+tr 2 0=mQ,+r
Nlora. O.-0=mQg,+r - mq, - = Mm(Qs-q2)
Donque mla-b
&= Semlob , alo O-b=m¢ — o =bems
R o divislone Qodidea. oM b pr m €
b=gm+r
Ho che
o= bams= (Qm+r) ems = m(q+s) +r
od 3 Queo. Q0. dIVITIONR eOCERARO. O O PRF M.
Qouindr  O.=b (m) 0

2
esempio -2=4 (U5) \ero

Teorema Se azolm) e b=eb' (m)
Aloro. ob=a'b'(m) e o+b=a'+b' (m)

DIMOSTRAZIONE

6=0 (M — mla-0' — a-0' =ms, wn seZ

beb' (M) — m[b-b' — b-b'=mr ,wn ve Z

ab - @b = (@ ems) (' +mr) -0l = B +otmr + blms +mirs - = m(Ar+b's mrs )
Do coi: mlab-o'b — abz=a'b' (wm)

o+tb -0' -b' = gt ms 1—,&{(1—W\r-p<'-/b/ =m(ser)

Do cui: WllQ(-b— (a'sb') — oO+b = a'+b' (m) o

Qsempio LHE20 =7 ()
L= (1) < -2=% (1)
Pye el AF-(-3) = 5-5624 (12)
eReMPpio Calcoloxe. =2 (w
2=3 (K) 3'=-2 () =4 M) 2 =465 (M) P=a (W
F=33=9=-2 W)



criteridi divisibilitd
* DIVISIBILITA por 23
“on nomers < wngroo  modwlo > olle. sommo. doale sve cifre.
C5eMPIO  A2URD = ALO* +2:40* +L-UOT +R 4O +3 = At24u+3 +2=0 (3)
Noto A0 =4 ()

CRMPIO 42§22 = A+ ¥+B+242 520 =2 (3)

« DIVISBILITA" PER. M
CMPIO 42083 =2- 40! + 2- 4o + 420" 440 +3

Noto 0= -4 (W)
22082 =4 (0% 203+ a0% 4R ) +2= 4-24L-+3 = -2 =G (M)

CRMPIO 12483432 & on Qoadrako ?
NO infakh
A2083%02 = 2 (3)
Mo, osservo che mesOn quadhtakd 2 =2 (3)
Ingohi  Q* 5{3 (=)
Pordhé © =0 (3) oo 0z=0 (z)
R =2 (3) oo @%= 4 (2)
Ro=2(3) oMop 0*=4 (2)
(esossrisce, tobki ¢ cost possleta)
DeR. Diemo e b ¢ undimerse Ak & modulo m se
ob=4 (m)

eempio ) € on inverso i A¥ modulo 42
N 4+=55=4  (42)

Teorema On inkeco oo ha on nverso modulo m

R 2 o se MCD (o,m) =4

DIMOSTRAZIONE
& : Per Beaout, esistono A, taQi che
Ao o =4
Aoctpoz=4a (m) — No=a (m)
Porendo b=, o fnibo.
=:  Sopponiawmo the *Ysto. b inverso Ih O modulo WM, ossio-
ob=4 (W)
Quetko 2quivade oo dire che
m| ab—4
OO
ab- 4= lkm ger on cexto wkere k
olo-kwm =4
Dot cuik e, consueto agomento | K reowo
MCD (@ m) =4 O



Teoremad Oobke me N \({o}
VoeZNo} Nbi b, e Z

\ale
e (i)

aby, =ab, m) se 2 0o W
MCD (a,m)

DIMOSTRAIONE
= opponiamd e aby=ab. (m)
Allora. m| oby - b,
OsHlo- egiste Q inkero toRe e
mQq = aby- 0b;

Divido per MCD (am)

(54- ba)

Primk fro Loro
(by- b2) mo. & pimd N —P olioroo
ATEE P MCD (awm)

™ dyvide
M (@ m) MCD (o m)

W
MCD (@ m) \ 4 -by
oSO

= m
oy 'b" (um(um m
&= Sopporiomo  Uhe bi=b, (HCD(Q m))
AlloroL |
"
NeoCam €= 04 br
do. o
mk= McDCa,m) (loy-b2)

OO
m | Mcd(a,m) (bq-lo,)
don o
M) Med (om) (by-by)  ——
. MCD (am)
¥ )
M| (os-b2) o0
gL
obi=alz  (m) g

C5eMPiD 6=uz (2)

A=+ (2 ®Lso
A= (2)

2RMPiO 22=45u ()

2=4, (4
MORALE * i LAGL Ongroenzoy, & RO MOWKERIre  andrambl ¢ mewmbri pex  on AVMRIO
primo ool moolo ottenemclo ono- congroenzo.  equivalente,

lo $#=s0 con “dividere. (se st 0 dividere)



EQUAZioni di primo grado con le congruenze

ox=b (W)

Teorema

L'equozione o =b (m)

con oo & Z , m intero positivo

MDD Coem) | b

DIMOSTRAZIONE

ha. sowzione <e 2 oo se

= So. X e Z oo soumzione
ml oX-b | essia
oX -km =b

Do. asx MCD(am) | b

& Sopponiamo  NCD(awm) | b
Consdero  oxt=b (m)

o

oX=b
oX-b= km

(m)

, k intero

= NOD Ca,m)
Osservo e

(Ncl;“(o«.m) )

Vso o regolo. d@do. divisione per osservare Q'eQuazionNe sopro. < guivalenke oo
NMCD (o )

(€N

N - m
— —— 2 cimo CoNn —
MCD (am) ° MCD Cam)
Alloro. ¢ invertibile wmoouwlo —A Sia. ¢ on inwerso.
HCDC(X\W‘)
. L b
Considero  C NCbCom Y =

MCD Ca,m)

(c mEah < ivertelle  wodulo

%= o

_m
MCD (@m)

(" @m)

()

w

Notow = (R o (A%) sono eguivalenki perché WO molpticato per <, e € pfimO con il moduko

W\

Ned (am) )
In con@usione , 2'equoione IUBOIR € QQUINAIRNLR Ot

" MeD(am)

MCD (a,m)
esempio FOox =222  (2W)
25w =444 (12)
-A=-8 ()
X=9

()
S={ +a2k | k e,Z}

esemE'\o

AN = PO (u58)
AR X = 350 (us5)
WK = AYS (656) (57-13)
2L = 25 (e5)
McD C4z,63) =4
Facuo invece
o= 25tes5  (e5)
22X = 90 (&%)
ex=035 (&5

Noto dne &M =08 =4

(65)
Alloro. moltiplied por 44

A- 8N = LS-M (es)
*=uls (e3)

X=00 (&5)

)

Se vsasw Buclde < Bezoot
A=a2N +e5
A= A2 A

(e5)




2RMPIO  eQLAAONR diotamkest di PHMO Qrado W dWe \riobil
ESTERETVCIEE SINEN
Trovare tote @ copple (X, G e Z*Z e o rendono \ero
oS Noto e se (X,7) € sowzione , alloro.
ERAVIE SUCRVILJP)
A4 G = 28% —3492%
Qi A4F | }R —3492X
MUPL=2x (M FxN)
Qotnai. se (X,7) risolve. v @), alloral X wsove b (h%) e viceversa,,
e R sisole L. (1K), cllorar esiste vnica. vnoe wplo. (T.g) the rsove (W)
Stodio  dwague
UG = 2%% (A4¥)
dosux = 26 (39)
MY = AR (32)
MCD (4,29) =4
HolipRico per ¥
Ty =20 (29)
-X= 9 (29)
L=-92 (39)
ossio. =20 (29
(e soluzowL oo 20+ o) wovoee I ke 7
Mt Y + 2192 (0+32 k) =228
MIY= 2R - 303492 - 392 WL
Y = ~He —oeu k
Quinoh  tute o solk 1o Soatone dMo. iofanteo. izt sono (& wppie
(Fot+ek , —Ue-dobt k) oQ vasiore di ke Z
Per esempio  per k=0 (20,-%40)

frrk=4 (-2.208) — (-94209 ,268-406 Q) ol variare di Qe Z
oS ox=b (m) o l[e stesce sowziond o
Qb m
Kx_K (Ncb(u,m)) e klov 2 kkb



Teorema  cinese del resto

Teorema Dake W <sistomol dic congro=nze
cinese del

=Q C
resto e

%*=qQ, (my)

=0y (m)
( Gl viddulc SON0  due Q. dul  Copfivad (Ncb(mc,mp=4,c+§).
tole sdstomo. ommeke SMPR  soluzione |
este un'vvico. PWoNe Yo Con O&Me € MM, My
e toe le oWwaonk oo

Yo+ S Mmym,. ..M wn Se z

DIMOSTRAZIONE
For induzione sU N, NLMEMO AL eQUORONL A& sistemo..
BASE n=2

a\LEOu (m) o+km, con Ke 7 sono 28 sowaion. oo primo. eq.
%= (mz)
— otrkm, =b (WIQ_\ cRrciamo k- mik=z=b-o (m,)

C'ec soluzione se e soo e NCD (m, m.)|b-o
SioND ko € gy due soONL d  ststemal
%\LQEQ\ ) xa=a. (my) %Xo-SLAED (mu)
-
Vo= (W\z) w=' C(my) Mo-¥y =O (W)
Yo- % € on mokipRo o mem (ma m.)

Se Yo € Soae del sistemuo. |, WO Yo +S-mon (M, m,) om seZ © ameoro. seluakone.,

%\LQ—:-O\ (m.) — Yo=otkimy per vn k,eZ
Le=b  (my) ®e=brkem por on ke ez
Yo+ s-mom (M, mp) = Ot kymu + s mem (my m;) dove. mom (my, My ) = My - iy

Q +muky + 3y = Oy (Kt ST )
Quinoll. Yo+ S-mum (mu, me) = 00 (my)
. HOD (ma,m, Y=4, 22 OWOM MO Yot § mym,
PASSO WDUTTIVO w=oy (ma)
Supponiamd e Q. siwtemo. \/:‘E Gz (m2) Qlbelo.  OWRONR Yo ¥ M, My, , S Z
%= Ouny Cmn)
Y=o my)
Consderiamo @ wistomll g san., (may -
%X=2Qn (mg)
L wistomo. ommee WO = € WO . o+ S Mmy-My, =00 (mp)
Dol S mMMay = Qa~to (my) . RO REDMp Mmp-mp )= A | Qo , Quingh amw@dte. sompre. salixzione.
SO ¥y 2%, OBE OO Ao sistemol
%msm Cona) Eﬁem ()

W% =0 (ny)
K.,_ =0n (mgp) SL—Y%_ =0 (mp)

Ya=Qa ()
Quunoh  tuke 22 sowazioni OALriscOND pRF N MOUPLD O My My, ... Mp
Osslo. & soluatonk  sono Ya+S-Wum, Wy, se Z O



23empio g Aoy =050 (20) HED (44 ,30) < 2 | wBto

Der.

use = 234 (2) NCD (R,68) =4 | 234
Juy =20 (20) Su=-1  (Q)
L=5 U =2 (@)
-x =40 Us) “=13 @
X=95S (45)

| {»Las Us) HCD (45,8) =A | 5-3

X=3  (?) r=s+k-is
Ko =35 + $-420 se”Z

nwke Z, axk=0
(£):= nomero ol sottoingiomi di {4,2,..,n} oL cordinalitel &

Teorema  formolo. ok Neston - per nelN e wuokile s oo

(e = kz“_OK“K) v

Proposizione (m SN noksa) | wl (“) - (h“ )

k- (k-tY-__.2-4 k! (n-k)\ K -k

poime ()
(‘j\ 0 (p-)) = pl
ASLEP-4 , Acep-LLp-d = p] Qf] R (fO fP

cempio  pes  (§)=4, (5)-5 (2) =40, (3) =20, (3)=5. (§)=4

Piccolo e peoun primo e ae Z won € moltiplo S P, Qlloro:
teorema di P-4 _
Fermas oo l=d Lp)

DIMOSTRAZIONE
af=a ¢ )
Svppormamo nf=n (p)
Vog@iamo aimostrace (ntNf=n+r ()

P ] K
Noto che (Q*b\P =3 G) o o™ = of + bP (P (per il \emmod)
(=0

= (\m-.h‘> =af +4F = nPsu EP)
Rr induatone  nfen €)) qoin.di +)f =nta (P
R poseo bose & n=d : 4T =4 () vero

PIIUE )

CRMPIO A4S =7 (@)
Auud =q- 6 +r oerce
Por Fermok : A58 =4 (3)
N B Y § CU S T LS C AN )
Auus =2 ()

a5 =2 (9




Der.  ClhiomiOmo PN o on Remenko [o] ¢ ]}g]min Zyn XL o plesold  inkero posibivo b
tole e, [o:}b =4 . Suiweremo (b=o ([a])
eempio i 2% wxrew o([2])
Q' =R] E'-0] (207 -(92-[4
Coewo  o(E2])
=12 @@= E)>-le] =[]

— o(f2]) =3

[2)°=[4] — o(t=6

proposizione  Se [al#0 [0) in Zp 2 se [0]°¢ =4, aloro

o(fa]) (<

DIMOSTRAZIONE
(nfaus

Cay =1
[0 T g3

([o°™ N - = ta
Do wex [0 =2

c= o(fa]): q+r con oty ¢« oCtad)

Deve estexre (=0, aMrimenk i conkrodadlce Lo WMo e ' ordine.

Teorema

Sioc p primo, alloroc
di wilson

A23....-(p-AN=-4  (pP)
oppove.  [4]-[2]-.. [p-4)=[A1 n Zp

DIMOSTRAZIONE

% nota ahe |, oo paste [4] e [-4] |, per ognk {fatore [o compare amhe W soo inverso 1y ’

dhe € ousinko Aa (o] .

oL infolt [c) tode clhe

VoQe aoonroe (L] =4
[c7? =4

ct-a=0 (P
Se. MCD (p.e-43 =4

2'inverso du [¢] da sempre  [C].

(ct)(e-2) =0 (PY — pl (c#4) (c-1)

oot lci
e MCD (p,c-A)=p oMom Plca

Donque nd peodo  [43C23..- [p41 i faBorl st Sompiiicomo & due o dul
e [4] e [p-47=[4]

oswa C=-1 (p)

osMO.  c-hzo (p) c=4 B)

O

2sempio n Zu - B]ME&N[}Q M\&\] m '[ﬁr@o] = [13-(40) = (] -[-4] = (4]



RSA

P e q dwe privu dustnh (Aice e Bob)

B conosee peq, 2 costruisee 2 &N boRe e sio inverhlelle  modk ((p-1(g-)

o ph ol coleotoe delN toQe e ed =4 ((p1)(g-0)

Bos ad A n=pg « e

A pendle @ wo messoggo mel | ocmepq

A o0ooto. m® mod pg ,duslamo ¢ @ A momdlee ¢ a B

B dewripto. © messoqyie Ik A cofwlomoo ¢ moob q) . in questo modo Yviktrova w

Proposizione p e q primk distvh e e Sk &0 dhe e d =4 (R-Dix-0) | Otmeeq,
Allorow (m*)iam (p-q)

DIMOSTRAZIONE
X=m (PQ) = oguwokente (pRr | 4teotomo. cinese o westo) o

%%Em ()
t=m (Q) cto] ]
me)* Zm (p ) =me? o e @D () =m a9 o (»
CRMPIO =% ,Q=43 , e=S — pg=9  (p-11(q-D=%2
KA & momdo. c=4u
2-32= 06 =AUS5-4= 29.5-1 o d=29
AAZS =7 (3
QUM =44 =O  (91) 2° =402L =23 () G-23 =92=4 (R)
2% =4 (8D 2%.25=2" = 03 (90) M2z =az1= 30 () M4 = 23062 =900 = -0 (Q1)
WM*)? = Cao)® = —qooo =4 (D) (2-2-44)za =22-1° 2234 -C10) = HM(-100= A8 (1)

= uu?? =R (®41)

classidiresto

Ficsiomo neN N22
aeZ , [a],:= foutkm, Kc—,Z} closst ol resto moduld m

@empi0  n=l &) ’m

(Gl Ulsls],
Ih querate = Z,=} ), , (41,0, 0 l__hwi]n]» (cppore  Z/nZ)

Definvamo su Zn dwe operoziont :
o sommex: (0], +[b], = [atb], t: Zy %2y — &L
Q@ prodoteo: [, - [b], = [ovb], - Zo% 2y — Ln
esemE'\D Veri (i core che le gefiniziont wono en poste

n

Proprietot

'Esiste @ “neukro” dWe. sommas |, ossto- (o], + [b], = [b] = (b], +[0],

- Esiste £’ "cpposto” rispetto alion sommo. di ogni elemento: (o, « (- aj, = [o]n =[-a], « (o],

+ Lo. sommoe @ ossocokivo ([a]n +[b],) + leln = [0, + (C6l,+ [eln)

‘[0 sommo. & commutakwo.: [0, + [b], = [b],+ (ed,

P Esste @ “newdwe” df prodotte + [4], - [0, = [al, = [, U,

- IL prodoto @ ossosotivo i ([0, [b],) - [eT, = (@, (6], (c1,)

- Diswievtivitel = [ad, - ((ol, + @y ) = (@l (6], + Cada(e]y , (034 ¢ Cel) Lel, = Loy e, + Lol (e],
* L prodstte £ eommutakive: (o), -(b], = k], (a],



TEORIR DEI GRUPPI

On qropponiG € on insieme non YUoto  con uno. OpYQBtone , che dicheremo N - | tale che:
D Vabec e& Noe (a-b)-c=a-(b-c) (proprictd 0ssoGativa)

2) Jo tolke che (OeG wO0R Q- =Q-ou=0- (esistenzo. oo’ @lemento nevtro, dedo iolentita )
Yoe&k Jbek toge che a-b=b-o. =< (esistenza del' inverso)

On QrUpPO st Cuce sommotakivo O oloeliano se ['oprrozione € OMMOEQALIVO., Osto. :
WyYobe& a-b=b-o

Dato & Qruppo, voQe :

A) e on wo Qemento newtro

2) Yo e& esiste on 0o nero, che dvameremo oC'
2) Yaek vole cdhe (697 = o

Wyabes wie de (@b =6 .o

8) a,b,ceG: R'equozione oxb=c hon ON'ONLco sowaione w=ottco™ in G

DIMOSTRAZIONE
A) Slamo ¢ @' elementi nevtri
e=ee'=¢'
perche R' € Jemento nek)t\‘ro perché < ¢ (‘elemento nevtro
2) Slamo h @ b dume inversi g @
h=he =h(o-k)=(ho)k=ck=k
3) Oserdomo che (G (§7') = e= (@) (g)"  percet o (g
D'aQkro. parte q g' =2 = g*q ®r def ol g7
In conclusione. g < (gH)™ o enkrambl inverd o Q.
Rr @ ponto 2)  g= (@)™
1) Corcidexs 2= (ob)- (ab)™ .
Molkipiico per (b*.a*)e oppics Lo proprietel OSSOGakivo. :
(™ 0*).e =(*a" (0b)(aby'=6" (a’a)b. (a-b)? = b'e.b.(a-b)' (b)Y (cb) " =lcb)™
Do. . (@-bY* = o
58) o % ono. sowsione : atb=c
Aloro |, moltipticomdo o siuskrow pee ' & oo destral e 07 -

=" a¥ (b-b')=0otck? | Quingi ('Onicol sowzione @ Y=oeb?

Dako G Qroppo , dlemo cdhe

LN socnsieme Ke&G 2 on sotogruppor Al G e :
A eeH

D VYa,b el voe obeH

dVoeh vole o ek

S osriverel (He&

S;Q.?-cG:, G t&



Doko un @roppo G, st defiusce centroroinGe Q sobkoinsieme formato
Jdogh elementi che commutono con kot ok Qlementt del Qruppo:
ZI(G) ={% eGlgn=hyg Y he&}
NoRe Z(&)c&
Nota: Se & € wmwmotarvo, 2 (&)= &

(Z«v\\‘\') 2 on Qeuopo

Zp ={1, | [0, € invertielle f & on Qroppo con @' operoeione. meliplicaaione
Z; = S 4], [331,} Z?={ s, &5\ Bs, [L]S}
23t @0 Z-{on, 0, )

Dakto on clemenko @ e &, uamo
() ={o{‘ | { e Z} =§ a’, ot ,e,q,aﬁ...}-
(@ lnverso dk o —
Con Queste  convenzioni, Yol (o. conforkamke regolo o -ad = o Nije Z
oss: (@) ¢ G

Se, per quolce o e G vole (= (@), ciremo ik G 2 UN Qruppe CERLED
e st dice dhe o genera &.

(Zm +) 2 on Qruppo cicBico

L = ([’i] m)

(Z A4 & on QrUpPO  Bledieo
Z = (4) =(-4)
lvece 2) € sogropme S Z: (2) & Z

Doko on numero ntero n, Lo PRMOESZIONE ool numert  4,2,..-, A
S ono. fonzione § bigetkivo. clom’ inskeme {4.1,..-,V\} in se stesso.
Chiomiomo Spn Q'insieme di toly  pefmoto2lon.
Noko:  [Sp]=n!

(Sh.°) & on groppo

Chiomiamo Sn @ gropporsimmettico S0 v Rlkewenti,

Sy={ £ {uz3p o {122} | § « bigetival
(S2,°) @& on gropp |Ssl=6
Roppresonto codl i oot element

; 22
g: q=(4,s) (2)

Tocso on Qe 9= (13)(2) h= (4,2)(3)
%°h=(4,2,3) ho%=(4|3|2) %oh.-,lho% ——> Sa hon € comnutaxivo
Elend doi & clemandt du Sy -
Sa = f(nfz\ (3), (42 (3), U3V (2), (23) (1), (4,23), (4.3,1)}
Sa2= { e, (1), (43, (2,3), (42,3, (4.3,2)}
Sia H={e, (42}  Notomo che K¢Sy



Siow & on grofo | WA He<G.

Cniameremo  Rokercle sinistrorcliclh o H-Qaterale sinstro | on sokoinwome dl tipo -
%H={thhel-l} dove @e G

L'insieme 1 coi elementt sono o H Qoderads sinigkri 4l indica eon G/[H

e & svo. corinaditest |G/H| st cluomo. ncice o M in &.

Sioe G= Sy. sta H={e, tad}

| eorerods siniskei AL H sono -

QH={Q—Q et} ={el (4.2)}=H

udH={une un-un)={ua) e} =4
(4.3)H={(4.3)e,| (4.5)-(4,2)}={(4.s), (A(L,s)} non & wbogroppe ok &
@amh={uede, tenoa}={uzs), 0]

eaH={Gmne, e )} < { (22, (43,2)} won & sobogroppo i &
(43,2) H=-ﬂ Uz2 e, (30} ={0e ), 2]

Nokiomo che ¢ Quteoredi O R in Sa Sond 2, ol dwe o Ao SlsGunt,

e fornswono onol parkhzione ok Sa

Sia. G=(Z,+)

H= (5)

o+l ={x e Z | xso (s)} =[0]¢
4t ={xe Z|w=1 (8 = [,
244 = (2],

3+h= (2]

b= (u]g

S5+l = [5]g = [o)s= o+H

So & groppo = He G
Ogni  elemenkte we& € cokenoto in ono gl on o
Qoterage sinigtro di M, che woindae con wh

DIMOSTRAZIONE

Noto bt e wewhl={we, why,..}

Sopponiamo @desso e weph, wn ped.

Dolbbiomo moskrare dhe pH=wH

Infosty, wepH dquficor Ihsel L. w=yph,

Oro. srivo yh={ph|heH} =fphihinel) | cse H-nH
hat={hih | heh] <M
}ehiit
Peso el noto e Wihell omoro. hiki R ehH
Moo Whih =eh=h , dungue o ehyH

Dongue  pH=phi H =wH |

| Qutexodl siustri Ll danno onol pariaione df G



Doki gH o 'oh Qoroeads. | a%oro. bH = qH
R 2 oo begh (o quivalentemente gebH).

DIMOSTRAZIONE

=>: bl - g . Rr definiziore di Qa4RrO0e @ DG eeH, siho: bebll e 9eqt
Noupolché, bk =qht: begH < gebh .

—:begh o gebi. Mo per definizione di cosse lotorle |
Per @ teoremo. | LR =gH. o

bebl e qeqH.

Daki gl o bH Qakowir | atoro. bl = Qi
wewow Glbel (o 2uivalentemente G'geH)

DIMOSTRAZIONE

=: bH=gH. Ter L coroltorio precedente  beqH = gelH.
RAdne esiste Rfinverso : qibegigH=H o b'geb'b=H.

& qiboel e bigel. Moltiplcondo per gu iversi : b=qgtb egh = g=bb'g ebl.
Re il comllorio precRdente , questa. condiaione < eguivalente o b = gl o

e & 2 gropo Hniko e H <G oMsro
Bl vice | &) .

DIMOSTRAZIONE
[ Rokeros sinistri i B donno vnoe parkistone ds Go. G
Bastow dimostrare dnR
Nge &, IgHl= In
Costruisee o fonzione  §:H — gl
h—> g q:H
Q moskro the { < blgemivol
§ € sorgarivae per definizione dui. git
[ & inivo. perche
Hono W h, toliane  {(h) ={lh) — ghu=gh,
Molkiplieco entrombl ( membri e gt
' ghi = grghe — hush, o

Sla G qroppo

Chiomo omcine Sk QeCr, © p plolo  idero posikivo &
tole Che gF=e

St sexive (©(q)=¢

Se tale t non esiste , alloro. g ho. ordine  infinito 1 ©(g) = + oo

Conoscrvamo Q0. Questa. definieione.  fer Zg



ln on qroppo finito G, ogni  elemento X how ordiie finto
toge che o | Gl

DIMOSTRAZIONE
Nobo de | dato ge&, con & groppo  Linito
esise  Wobramente  on Momero intero poslkvo L bale che @ =e
CIE S A R
Dovl wceedere ane pRr L
Q=
Noltiplleo per g
e= %A‘\ won {-L>0
Sioe o %e,x\\@r..,\/\oc*\—* }
Toli gt Dlement tono clistini: se fosse XS = con 4el¢f €00W), alloro
sarsboe. W =o VMO non oS essere  plahe (-l e oy .
Nato dne (e\\L‘v_’-,..-,\LO(M_A }‘ &)

Dongoe W] = oW the axvide |&| per dogromqe.

So. & Qroppo Gnito e o g e &
Nioro. voor  [(Q)] = o(g) e chivide |Gl .

Se % & on clemento Mk on qroppo  finito  Cr, e :
NS

DIMOSTRAZIONE
Dato che o | || , ¥rivo |G|l = o -k con k intero  posttivo .

Alloro. \L\ Cx\ - \LOC\L)-L - (\l\e(:nyk — ek_ = 0o g

Constglenriamg  00esso Z:——§ [}1],[3]|[¥],[9]} 2 O QropO
Dongue  ogni Remevko Revako Q@O quostko. o A
23" =1 (o)
Zy ho R-Remenh
Nioroe ¥ =1 (20), QP =1 (0)

Dako n intero positivo, definieco
lo. €onzione @ : Nuol _, IN\{O} , che < amo Qoo Eslero-
Le(4\=4 e (p(n\:= W pnomero deqdr inter posikivi & con A cken e HED(knd=4.

Donque [ Zal = ¢ (m)



Dato m ntero pelivo, daoko O primo con m, voQe
o™ = 4 (m)

DIMOSTRAZIONE
Se m=u4 < bomoQe
o m»2. Wsto che o @ m sono eoprima. [0, € Z:
Rer il corollario va®e  [o] ™ = (4],
che eQuivale Qu:
o™ =x (m) o

0%S: Se m=p, S rtrovow  U'enonciato A plecolo +h. di Fermok | visto dhe  @(p) = P-4

P < ono fonztone aritmetico. molkiplicakivo, , o8\O- Vole dhe
e MCD(b,e)=4 ooro- L?(bc.\= \{)(b} \Q(c)

DIMOSTRAZIONE
0Ss: Dako MO, s 3=k (M), aord § < primd con © e e Wo L £ < grimo con m
Infadki : S=lkmir b =Qmtr
Se on primo p ditide t em  oSNOM. dividR ©, oROro. vide m =4k ¢, dunqoe S
CoQonbiamo (@b
Sov 0 on inkero poRbivo  cbe 2 grimo won b
\NoQe e
sosx (b) con 4e Achb
O=sp (@ A& pMec
Ror |'osservogione precedente , MD(A,bY=d4 o MDD (W, c)=4
\icowoesar dodi A 2 powon A&« A b Acpmec o NADCABY =4 WD (k)= 4
DA Q LOOrOMO.  BNRSe | et Lned. solatone  mool(be) oM i\LE x (b)
= ©
Cuomomolt QO o osetiomo dne MCED(o,bc) =4
Sompre opgicndo L asseriorione (eiode 1 WO p PMD dhe uide O < b

OO, WSIMO che p divide Vv =2b oWero V=N (B) & oL o

Doko m inkoxo positivo

Se wm=pit Py - ped  farkosizzamone in primi, allora

QUm) = (B - (P - §5) - (B - )

DIMOSTRAZIONE
R @ teoromd.  peecedonte

QUm) = @ (@) - @A) - - @(R2) = (M- ) (f -
Rcdné e P £ Mo &QCP‘Q =PL_Pk—\ i

e@=2>-2t-u | Z|=u
@(8)=5"-5"cts | Z3| =0
©(200) = Q(s2) QU*) (37) = 202G =200  cawgoe | Z3o | = 20



Doki dwe Qrogpi Gy = G, , ond fonzione  {: G — &, S VR OMOMDREISMO se
Vahea: @@ =¢§g) {0

TNDW  gp.vetk. = T st dice opplicorione Rneore
Vun.eV TCwavz) = TG AT ) VeV VraelK TON= AT
T2 omomodrfismo Ok Qroppl Mspko QDD SmmO.

St §: 61— G, omomorfismo, 0O oL
flea) = e,
HCRE G(cg,))"‘ Nqeb,

DIMOSTRAZIONE
fleg)) = { (e, 2g,) 7 $(2a £ (ea)
pache § omo
&: (ec'u) = g' Cecu) - -S (e,c.u-)
Nolkiptico @ntrambl | membrl  o. Sinetro QCQ&\\_\ = oSHengo
Q‘Gz = 'g(eﬁu)
1@ @) = flq g = {(ea)) = @,
Quiondi §(g) & inveeso dk Q) ed @ onden: F(QN)=f(QT
CE Zzo — 2,0
Yo{]mH [Q]m g ¢ ben definika
9 £ omOomorEismo : %([szo J‘[b]'zo) =9 ([Q+b]zo) = [Q*b]b= [Q]AD “'[b]m T %([Q 10\ + %([b]zo)

Doki dwe qgroppt Gue G, ,veon omomoréismo (G —G, & bigMivo, oo <

ONn isomOrfismd . Se esiste un womor&smo frol A qroppl G Gy | S dbeono (oMol
Gy 2 Gy o Gusg&z ° G F G

Dato on qroppd &, on iomorfismo  §: G—C € dice.  QuomorEismo .

Avt () = Q'inseme degr auromorimh ol on Qroppe &.

Q. Conziom =¥p R RS definito. o pl@ =™ Yoel
2 on isomorfismo o (R +) e (R2° -)

(AUEG,°\ d on Groppo

DIMOSTRAZIONE

M) Somo f.9.h e Aot &
Sihae (Foq)oh = C(q) oh = (g < folgohy= € o (gn) = Fqm)
Reraid : (§fog)eh = folgen)

(2) d(g)=q < bigHva, quindn We&
foiw =idef=§ N{

@) { < bigwriva , Quindi esiste (™ fale che §Qlof(g) =<

Slo. & on Qroppo e sioe ge&. Consigeriamo W foneione Cg: G =G cefnico. de
CQR=ghg™ VheG
Toge fonzione i chiomo. conugio rispeto af)' Qemento Q



Sla G on Qroppo = sio. gebr.
R comugio Cq € un amtomorfismo o4 G

DIMOSTRAZIONE
Cq € bMwa | infadt psied: on'inverson  che & Cg.
nolkre (g € un omomorfiems ; nfaskk | VYhkes, s o

Cq (hb) = ghkg™ = ghggkg™ = Cqlh) (qlk) O

n Sy Q=U22) Y=0(4:2) 9" - Losto. TOUR THORR  Q'ordhee
Colenlo  Cg=quq™ jossion (423 (U2)(3,20) = (D (2,2)

Daro {: Gi—G&. omomocfismo
Chiamo Ver § =[l% € &4 l 1) =@—c=1}

%erﬂl <C‘.L

DIMOSTRAZIONE

* ;cQG“\ = erz M“Q Q,&,\QKQX{:
R Qu@aclkerf: [ Qi) = §(8.) f(q) =0, %a, =Cay dunque Q4 -], EXerf

- s gelerf, 0®oro. devo dimostrare gt eWex §
Qe.=J(ea) = () = f(P §(g") =g, ") =§ QY
Confronkamdo , ctemgo  flgi) =g, , 0o gte Wexf

Doro {(:Gy— &, omomorfismo
Chuomo  Im§ =§{l(95) | qet}

Im¥ <CI9_

DIMOSTRAZIONE
‘g, = fCea) dunque Lg, e Imf{

s £ §Q) eTmb: §(q.) -£Gg2) = §(gy-q.)
© §(g) e Tml dungR Ge& @ G * e& Cper def. S Qroppd).

o oo i) =fCV'eImf

Asve Qi %7.e &4 = Q(QA\ . g(q1.) e Im g

Dako §: &Gi— &, Omomoriismo
Vole che §< wiesivor & Ver§ = feq)]

DIMOSTRAZIONE
=: Se in Kox | esistesse u¥ Qg, st avrebbe :

fW = eg, = f(eq), de wnbrogdice LinHivitX .
& 1 SOPPOMOMO  per OSSOPAO che | won iol  indetkiva, .
Alloro. Jg.h e Gy gt h , a2l che £(q) = £y

Moltipticomdo per  f(M™ -
g, = §(h)'4- [(h) = F0™ - £(g) = §h") - flg) = (W' Q)

Peraiot hgelerd =(e.g“} oo aw h'gseg,.
Molkiptrcomdo © sinistre e h: g=h, Qssurdo.




G & on qroppoadien e QUM q t.c. G::(cg\=RqL(keZ}

So. G on Gropo BDieo
W Chic 2onoS caex\mkovimdic-x?@mx\f\ ong /
@ dn sons  soogrgppt A G ? Quaonth 2one 2

So. & on  QrORPO Lo
T R on wxogropo non banolr Ak Gi.
Noo | @ <ictieo

DIMOSTRAZIONE

Sa ge&E on genekore. dih &, osslo. &= (Q)

Sa L Q wminimd kews pxko tole dne g el

S g2 el, e ?Z

Slamd qQreZ tol R O0=Ql+r won Osrck
Q® = %qlu—r N (%k)q_ 31"

Quuindt (%"*)'q Q=9 el

Por (o0 mimimalitel. i k |, quesko impilen, r=o

Quinsn g =(gd)”

Dongque H=(%L) O

Sian G un Qroppo Geico  NkiNIkO, @ S @ Oh genersrore, dk &, osilo G=(Q).
Allora U sotkoqroppi dX G sond folh @ sl L Qruppt Wiic. (M)

wn NeN, 4. ln parficolare " genexatod. di G sond g e g,

e (") ¢ (q’“) W e WO S n,ln,.

DIMOSTRAZIONE
=:H<G : pr o e pecedewe  H=(h) con heb, quings h=Q" = {=(g")
e: (Q) :{_,_ﬂ-m"a-n'elgnqunl_'_} = G

Ne=q° (@M

2 cam |qw\e (Q“\ = q)\n .qp.r\ ___q)«ww\ L %(M-M)r\ c (Q“

3) %\"‘ e (@) : 3 %“"‘ c (@M - ca“"‘ -Ca'k'\ =qQ°=e = Hcx
Se n=4: (%\=5---.<a’1.q“.e.<3.%°.-.-}= (@M= Ce
@) =@ e Q"el@) &y FeZ: ny=Cn, = n, 0y il

Sla G on QLPPC cicdieo findko i ofddnR |Gl=n
2 Ko, @ N QENYakoR di G, osson &= (Q)
Ao mr oqu keZ (@Y= ( ghedem)

DIMOSTRAZIONE
o =R, n)
Sa k=qg-d ,Qqe2Z
R Bézoot, etstond L.ge Z, kol che  ol=wk Lyn
(98 = (@) 2 @) = (@) ()= (> e*) = () < @Y
= (g) = () O



Sio. & on qroppo e finiko i ordine (Gl=nz2
2 slo. A on dwisore postive di n. Alloro -
@ < sono Q@A) clementl di & A OAUNR ol < sono
esaoments L generaton dl sobeqrogpo (%0‘\

@) in parkcolare c'@ on vnicd sotkogroppe Ak G du orfdie o,

n i ol ac
Ossko (%” Infine , per A, e da , AUV SOM posikivi QA 0,
\C( d2) se e soo s O, ldy.

DIMOSTRAZIONE

For Lo proposizione precedente , ogri @emento Qk won Acksn e MDD (kn)=a)

< Qenerokore du (Cad

Rer d=t: ¢ oD @Qn) element o G o orolme_r\ ossio. @onerotori dh G= (@)
Questo fatto opplcoto OR Cgmppo VR (% ) , che hoo ordine O, ci Qice che

G o P(N) Qenerodon di (% ), che per (o proposnarone sono r Demevt ot G dx Ofdine .

(e albre osservogiont sono Oro. evident: .

Onac CONSRORNZO. immediodo. di guesto woolaxio € : %\L@(o\\ =N

(Z,,
(fe2) - { (o}
(4N = Z,

(@) =41 ,19.[6]. (8, o), La} ]

(L3 = {032, (61, (8] (o)}

() =i, 18) o}

((5) =}(81, o], (21, (9, 14D, L&), W), (&) (90, [2) .[A) (@1 } = Z.,
([e]) ={t6] fon}

()= 2w

(f21) =im @, o)}

(190 ={(9), (61 [ [0}

(fc)) ={ [0, (27, (6] ,[1 [21 [0} }

([‘“n = Zn_

Sia G on Qroppe di ordine N finiko  toQe dne
PoC ogni. SUisOre pikve A A G hol R pud un
Okogqroppo di ordine ok

Nioroo. & @ oo |

DIMOSTRAZIONE

o duiisore psitiva @i N
G ={Qe&| q ho ordine o}
Quinds.  [Gal| ¢ @

n=lGl= 2 1Gal & 2o o) =n

Quinds [Gnl= @) 24, Qindi G2 ciedieo 0

Sy 23l (213,00, (43X (2,4, (qad(2s) } Greoppo d Klein
U2YBW (12 (2W = (L) (2,3)

Non & cOics , pexché R clemanto WD ordine a0 pust 2, non L

O



S, =§ O '-'(4,2‘.,_ 'ﬂ}—’{4.7_|._.,h}- bl%ez'\one}

Notozione : - prodotto di Sei Sisqlnvwin

c=U3 2u6) eS¢
Noto : on GO b Rumghezea 4 & on ponto €isso; on aE di Wwughe:2o 2. & vnoe. tosposizione
lopp 4 2 -..n
’ O O.TFQIA_ G=(aﬂ‘) o) - c‘(n)‘)
o= (4 234 5 6
SLU3 64 2
- one-bUne wokoion T=cM o® o) ... oln)
O=5u3642

- treccio 4

Sia. o e Sn

On' inversione i & 2 onow coppon (L, §) won Aficjen e o>y

v Cg) .= nomero di inversioni di © (che vosio do o o (%))

Congideioamo Sp

¢ w (=0

@ W (s) = inv(c™)

@ aclejen v ()= 2(§-L-2) +1

(L\\ ST eS (_“\in‘l(b'\‘('l\'\\l(t) ___(_4]if\V(€°T-)

oSS

DIMOSTRAZIONE
lo. (0 2o (3) st coScclond B oamente | o @RmMpio wn (@ trecce.
Por (@ (2) ceseciiamo de (o becio. dr o~ s ctiene do. gelie. At o riRkendo
low GQoros digpiio & N, RBOL OM220MLalR. |, QoL QR INRISIONL non camblomd .
Rer Lo, (L) |, cswerviomd dhe (o composiaione di kecce. sl clliene mitendo (@ frewe uno. Aepo l'alkva. .
Rl oserviomo e (L)) con4¢lefén € on'ivIsione. o Teo ce 2 o 3 L Kl che pastons QoL
e AN\ st kerecmd W0 NRC. primo. wetnl d divogrommo. 0 solo N0, sReondID. .
Quests dhmsestro. o, proprotat  (u) . O
Ogn. perwpto2ione S pud' sexwe@re i infnitt modd come prodatto di trosposiziont

Fa = (a,,8z,.,9,,) (b by, .- by, ) -

(Q“lozr" |Qk4} = (QA\QZ\ (02|Q3) - (Qk-h 0.|¢3=(-04|Qu_) (QMQL'.-A) ERRS (Q.‘,Qz)

S S e Sn
S=TTle.--Tr =TT, ... Ty <on Te T trasposisiond pox ognr & |
Alloro. r=g (2)

DIMOSTRAZIONE
C—«(\“w (s) = (_J)vafat—,_---tr) i (_4\'\\'\‘4(1:4‘1:{ -TS)

i, (—J\WN G"‘:(—J\)“m’ (UT- = Te) _ L—-ﬂ;"v () +inv (T2) .. +inv(Te) e’
AvoQoqamente o™ =
Dow sk (A7 = CA°, cee homno Lol stesso. pariko? . o



Se o eSn S dako it disqiunwn

WOMe S =fafe---Pr  ON i M unghez2o K
inv (o) - > (ki-2)

Alloro. A = D&

DIMOSTRAZIONE
i i Afe Y { A xinvCpe Y+ +mv(pe
Per ™ P\‘OFD&'\EiQne_, albbiomo - (—4)l“V(0)=C—43nV(v 8 ) = 4\ur\v(X\ Vainu(pe 4. .+ V(g )
. - i : ki-
Bisogno quindl. mostrare dhe A () ke

Mool St srivie come prodetto di k-4 trosposiziont, do as segue Qo besl.

R seqno o vao. PRrMLtozIONR S eSn <
Qn (@)= o

Onoo permotozione C e Sp < dRo. parl R PN O)=A, Mk & ddon cispart R sgnled=-4A

Szt W@, 2y, O, (23), G23), (4,22
—_

~— ———
Qne: A —4 A

ass Cz.={+4\—J\} con 'Q prodotto € ON QELPPO GERBLD Sh ofdNR 2
Wn - Sn— G 2 on cmomorfismo
nfali: sQn (eoT) = sqnlo) sqn ()
(i (eoT) (_Jhinv(c-\ ) (_“'\rw(t\ o (_Minv(c‘\-\-inv(t)
Si delinisce Api=Wer sqn  (qroppo oterno)
Risotto. |Anl = \S_;ﬂ._- ol

2
(infash ocsiste lon gesione An «— (,2) An,---)

Dato. onoe permotazione © € Sy, © = (@4,0,,..,Q,) (by, by, ,b,) .-
Q s00 ordine @  O(o) = mam Cley kyyo )

Somo ¢, T e Sn, ¢ conwderiomo (O sLOomposisione N chadl disqgunt di o :
6 =(ay,a,,...,ay,) (baby, ..., b,) .--

Alloro. vaQe -

Tot™ = (TN,TQ,), -, TW@,)) (Tloy),Tlbn),---, TloL,)).
Quegto gCinsce oL Qosse i conmuyic di g eSa:

CloV={tet* [T esn]
che contiene tode @ sole @ permuto2(0nl di Sn ¢ . i koo (o stessa wnghezza dil .
Quonti clementi ot sono in C(e)?

Slow Ae) R koplo (A4, Az, Ni) cloRe umghe2ze OB S AKX S n M= A, 2.2 Ap>0.
SO % =% (@) 'Q nomero doi G ox Lumghezeo C ¢ (X.'L=|{;) | Ny=t¢]
Donque C(<ﬂ={1‘e$v\\ A =A@}

€ @3] =

T o o e g




Dako G qroppo e He&
Dirtmo e H € sottogroppo mormede: di. G
Vge& Vhel vooe CgM) el (o gHg' =4 o ghq'eh)
2  soave Ha &
058 Dako che gliig* =t dor wlere Ygqe&
Grservo e 0Moral
ghqiel = gHg =H, do wl qg*Hgq" =qhgt ossia Heglg
Dumgue Ha G seesolo se @lgi=H VqeG

05 Se G ¢ obeliamp, owk sckkoqroppo H & normole

Dot due grogpt Gy, G, 2 on omomorismo  § Gy — G,
vaRe che Kerf = on sotogroppo nomate ol G (Ke,rga G,) .

DIMOSTRAZIONE
Siomo hekerf < qeGa -
£Qng™) =L@ {0 £ = §(@) eq, §igv' =26, =» CqKerf) =Kexf
Questo \Vol= Vcd e Gy, Prendendlo Q' -
Cqr (Ker§) = ker§
Appiicamoe (g -
Cq (Cgr (Ker§)) = CqKerf) = Ker { = Gylkerf) = Kerf = Cg (Rer§) = kerfaGu g

Se Ker f 4Gy , a®om ¢ posilile definie un prodote 30 GfH offinche slor on Qroppo.
Dosl due sodoimiomt AR 0 (oro prodOte “notvnade, <
AR ={adbloeh beB}
Conyaemumolo  due oosst (ool il e Qi
g g H = qigR
Dobbtoumo veri ficae S Qoewta SRl “nakorole . © ban dOkoL, OSSO CONAIAXLAMO
QiH=q.r < 9, H=q.H vorremmo  che Qf\l-\“- Q‘ZH=%4H'“C52H
Qi qa h .92H
Notiamo dhe Qe QiH, % sodvo come  qi = g.h,
Anodogamenke  q; = g,h,
Donque Qi t= gihy g, B = 949,9;" g, ho K
Nogliamo Vouloore se € oguate o QuQah
Co' 0woge o © PO = (‘31‘“‘4%13 he el
oswos (@' g dh. =h el
oo (@7 hge) =y el
(h con duione, @ FOAOKO indiendo sopra o &M € ban dRfiiko S o oD SR
Vqe& Yheld woe qhg'lel, osvon HaG

Dako on Qreppo G @ on 0O wthogroppo normale H , cioumeremo
G/H, mowito o prododo  defito 3oL, @ Qroppo quosiente di Grso H.



G=Z H=Cm) por m inkero
= Z/7 < on gruppo on On selo  emens , {o}
wem=0 /% Z

G(=Sq e, b c
o b c el|l|O]b]|C

V\={2,, (h2) (2,0, (A, D (2,) |, UW) (2.3)} ANEEEE
. olblcle o
Noto the K<Sqy | infosi: o®=b2=c*<e  Gb=c oc=b,co=-0 clclolol<]

Noto amche dhe bo=c
K < qroppo abediamo et & K¥Z, % Z, ={(), [6],)}  (do woukicore)

e — ([0, o))

o— (t«],[o])

b— ([, 1]

c— (04a,U)
K st vomo. sooqroppo  di Kiein
ose  Ter quanko \isto ole morse lestorn QG ) CNGT = (B x) (xx)

Dongue. gKgt =K oslan K4S,
Quindi. PoSHAMO JOrR Ond. SEroloroe i Qroppe o SuflK | che € on groppo con © Qemer
=422 o=(4 2K = U2 K= (224)K x> = (4,23)%K = e\
B= 12K g*= U2’k = el
PGk s Ued W R=Uu) Quk=ek
MORALE : neston eRmento i S4/K hoo O &
DL siooro  Sumgoe Safk 2 Ze

Dati G, @ G, QUOPPL, @ On OMOMOrEsmo  §: Gy — Go
NaRe che
G~«/WF = Tm¢

DIMOSTRAZIONE

Goskeoiseos - G}@a& — Im{ q.ker§ Q) | ossia ?(qﬂ(evm = £

[ ¢ on definita ", infaiti on @Q%ro ogpreserbante i Quiker§ sosebbe quklkerf | con kekerf.

Aloo. §(qikeker§) = £CQuk) = £q k) =g
T ¢ on omomorfiemo | intakd
T @Quker] gokerf) = T (qugaKend) = £ = £Q0 fiaw)
fnotre . £(Qekers ) T (o Kers) = §(q4) §0qe) = T omomorfisme

Bisogno. dimostrare che § & leiqaiivo

Poc lineBuvitet : § (Qrerf) = {(Q) = Qe, => Qekerf = quindk gKer} = ekerk
= KerT ={ekerf}] = T inodwo.

Rr o sorgMvita : ¥ yeIm§ Fqeby @ f@=y
f(gherf) = £ -y = T sorguuiio.. O

Dati due Qropp Gy Gz 2 on OMomOTEismo  soetivo [ G, — Go, | vale che :
G/ Korf = G,

Dok due qrogp 0y,Gz = on omomorismd inBivo §: Gu —Gn , \oQe dhe:
GA = IW\-F



Sa He &
Gonwdero o fonzione
v G — &/l
Abiniko. e = q— gl
Alora T < omomorfismo (prolesione O quoziente &/H)
e Kerm=H

Sio & on Qroppo € stoo X & on sottoingiome adil G, Definiamo
(X)'—z{ Wilhe Y | keN |, yieX o™ Y] =&

() ={e]
({a}) = (&
(&)= (&

O (W) 2 on sotkogrogpo di G
() ¢ @ sotogroppo Qeneroke do X
Se G=(V), st dice che KX Qenero. &

Oss Samo & on Qroppo e {ui}cex vno. famigllo. AX sodkogroppn AL &
Alloro. NDH: < on oHogroppe A Gx.
eT

Samo Gi e Gz Qroppl.
R proootto wokenamo (QUtHR) i Gy e Ga & © QPP Gt G, won R'cpoeazione:
(Q4|%L) . Cgl\ .Qz )i= (‘34%1\ \ g?.él\

Dn ={ smmetrie e n-agono rq,gobcxre}

Q. rotoaone o % In Senso oOrario (nkorno AR’ ol gine

r - flesione inkormo @' asse =0

Dn -}, .0% B, 10 6% rp™ |
dove Q7'r=r@  rpr=Q7
D] = 2n Demenk

n=4L
P4 = (412.3.110 € SL\
= (4w (23) €Sy

eserci®o ({e,r}) &Su < isomorfo o D

eserdzio  Rostroxe dhe Sy < isomorfe o Da



TEORIR DEGLI ANELLI

On onello con vukal R € on insieme monto di due operazion.,+e -, toli che :
(L&) @ on qroppe eemmutatvo
‘Va,b,c eR @b c = albc)
-ewste on oemendko AER tage che YoeR ar4=sa-=0o
-YabeceR voge (atb)-c= o-c+b-c
o (byrc) = ov-bro-c

On oo in au €O molkiplleozione & commubokivo. st chioumo. OO  COMMOLOKVO .

Qo R on antddo commutakivo
Diravo che el < on duvisore di O <o
JoeR b40 ke che ab=0

On om0 commukakivo R i cui 0#4 < in ol 2'onico clvisore oL O & O,
SU o dominio O  domiviko ol Lnkeqyritor .

NOTA : tro. g on®A con vniko! , @mmAkiomo lUano bonele Jo}  (stopid ting)

On Domenko w ok un omRo R, gt dice inertigle ° osiste VeR fode che
uv = VU =4
Denpberomo won R* 2'indeme deqti  ofumenk iwverklbll od R

Z:é " ZK={AL_4}
In Qeneroee  (R*,*) < on gropo.

Due olmenk o, b di on OMARO OMMULAXVO B sl Cicond OSSOSOk S©
siste peR* tale dr  O=bp

On Qne@o R incui O#4 < in cul oxnk clemento 0 ommetke on lnverso
St cluomo.  COPPO  (Suvion ting)
On corpo <ommotakivo st ciamo.  COMmMPO -

H={o+birqg+di | o, d e}
S FO2M0 YeHorode so Re di M 4 wn bose  A.(, 3k
Lo, molplicozione « bosol sole segoenkt Rgole

o=k =y k@u
=k =0 ki=| dood  ji=-k kj=-l  k=-j J/

. . . . -ib
In €, 2'inverso A o+ib 2 %z:bz

5 T 1T . a-ib -jc- kol
In 1H 2" inverso i a+ib+jerkd 2 T tbieci O

Donkro H , vive GeQice
Qg:J;-X\-»{, i.-i‘s\—j,k\—k} QrOFRY con 0. molkiplicnzionr
Colconre  Z (Qa) o Lovoe dodi L skkogrogpt



L P 2 on Nomero primod | Zp € on compO

DIMOSTRAZIONE
e prandiamo onoe Qosse [alp#[o__lp wn Lo ,vaQe MNCD(a p)=4

Alora. o0 somsatore ox=4 () e scmzione: Joe Z &.c. olo=4 (p)
Quindh n Zp woe (ol [blp= lob], = (41,
Dongque [adp < erkleile in Zp e [bly ¢ @ soo inerso

Sioc A on ando .
Allora. YabeA vode :
H 0 0=0.0=0
2) L'opposto K O € oMW e vale -(-o) =
3 0B = )b = - (ab)

In porficlare () oe=0.(A) = -00
4) (0)(-b) =l

ln particolare (DAY = 4

DIMOSTRAZIONE diskr.
A 00 =0 (0+0) Lo-0+0-0
Dongoe o.'O= Q0 +0ro
Sommando Q'oppito A A0 . O=00
2) QUol Viko. PRX  { QROTRL
2) Dmowco  che ol-b) = - (o)
Bogto. dimograxe Q-0 rou(-b) = O |, perthé  2'opposto 2 oNICH.
00 W cigribotivaa A (b+ (b)) =0 =0
5 et 2 _(a-toN2-(-(ab) 2 ab I

A’\)?(‘O-COV\MNWD Q. concxo . domnio
Zio ron & on domiwo  prrdné [5),, (2], = [Pl
R € on dominio
On compo K € on comini®.

Infarhn g fosse 0+40,b#0 e alb=0
oW o*ob=0%"0 — b=0 ASR

Se D @ on dominid,vade Q0. ‘QeQge AL camcasione, | Ossioc
2 0ed = 0o oWoro. ob=0c = b=c

DIMOSTRAZIONE

0b = 0oc <quivale

ob -0c=0C — a(b-)=0
Dako che 040 =D & dominio, Jeve exere b-c =0 omiow b=c

(]

b Zo voRe B[] =EIN] wo (o] 4 (3]
Nfadi Z, non € on demiwo

Z ¢ domnio
Z[¥] ¢ domunio



On sooono T ci on anddo £ € on sokoindeme tade dne -
-4eT
- T & sodoqroppd risptko oo, +
YabeT we abeT

o R on aneo .
On sodoinsame. S ¢ on scdoamdDo s ¢ Qo LeLsO  on omedo

con Ce Q?e,rcxaionl\_ ereditake do &
Rw.41 2R[\]

Doki R = S omds

Onow fovzione @ :R— S 54 dice omowor&ismo se
- Yabel ¢odh) = @) + Pb)
YabeR  ¢0b) = $o) $b)
- pA) = As

88 (o fongione  §: 7y —o}

tale e {(Lad) =0
doto e {o} ¢ 2'onde barede in cwi o=d.

VleZ, < on omomorfismo di Qnd,

Dako ¢:R— S omomorfismo
Chioviamo Kerd | nudeo du ¢, Q'ingtome
Ker ¢ ={re | ¢ = Os}

5—: 7z — Zz
M— [m],
@ wenbied sobks e § @ on omomorfismo di andts
Ker { =1¢ nomert gori }
X Do QRO QSoMplo s{ vede che Ker§ non & oh SOkoonD
fn effen © noadRd dic On omomordismo ok ANV NN ke A,

O MRNO Cne NON R D N0, sRQumte LaomR
Qg R—fo} oWom Kerg=R o oW n queke o0 @ ker < un ando.
0SS Noto che §:R—% omomorfismo dr and
Ker § o Lo soquene  propreto :
so. hekerf | starel

o®oro. nrekerf e anche thekeri
In€akk S0 = fMIEN =)0 =0 o anoogamenke {Gm)=o

On iden@e T ol on ando R, & on Sodogroppe additivo  talde de

YreR WYheT vote rhel < amche hrel
Se T4#R, v cice che T 2 on idende propric

[o}cR & onidrale
{numq"\ puﬁ} < Z 2 on idesle
Ker§ <R 2 on i0e0R |, won § omomorfismo

L T T deod | aom L+ enls
Anche To J < ideoOe



Daki T ,J id=aon
Definised TF ={toti QU cemenki R W EONDAO SOGVRMR COMR 3oMMO. S 9 (WMo
Bulto oi emenst Ob con ael, be7 }
TT © idene
vt @by +.. +0byY= ro,by +... 40O bs .——(r(tnmbﬁ...-(-(r(%g\bs c IJ
I T
%o &=Z TI-=() ,T=(
ToF=0(2)
IJ ={abur... 405bs | 574 Qi€ moligpe o 6, b @ motvo < 4} = (20)
0ss VaQe sompre T3 €cTaT mo on € de dne samo  uqualds

NOTAZIONE Sio. A om0  commu kakivo
hoico con (@) Linneme (@)={or [re A} che & Uideole generato do. O-
Dok o,oe A
lngtco con (o) = @) + (o)
ln Z o notostonn colncidono
Z ondho . (6) ={6le\M€Z}~ INO.OL  con (Zd—) QEURPO ®@)

ZHrZ <2 ono
(o) (', b) := (e, bb')
lo o (o). 2'4 & (44
Notiamo che (00)(4,0)=00) = Z+Z non & on dominto
A= R[%] o= vt
G4 & Q'idenle  qumerako @S YE4xid
GAew) = {0 ) | fo0 e RID}

S A ande e I ideole
Congdero L' insame A/ I ddDe <DOst di (esko
A/I ={asI | o cAl
Come soppom® @+ T =0+ see siose o-0zel see s 2 0ue2tI [Qrea+T
Bo in AT Do sommon
(br T+ (b +I) :=(o+b) + I
ln ot ho amche on prooudo
(ba+T) (b,+T):=(bior)+ T
Voo venficoto che ¢ bon Qefinito
Somo by +T =+ T byt I =lo, +T
Ao, oy = by p won MeX = b, =b.tY2 wn el
Dewo werificare che  (Di+I) (bp+T) = Bb+T < ogoade & bibe + T
Scorwe b, —-(bﬁgu\(bzﬂg\'.) = bibs +b{4hpz +Q\?“bz +q\&:5\z

J L T
Donque bibi + T=l,b, + T T

Con queste cproatont, stveri®m. che A/T € on an@®o  con ontol

Siond RS duwe o o
<o ¢:R—-S on omomotfismo At omds . Allorod:

R/\(grt:b =g



Sl K on compo. Consderiamd &'ingeme IK[1] clel poluaomi «@0a. voxokile .
On ponomio 2 ono.  <spressione  d tipo

f6d= ap X +an ¥ 4+ Qe+ Qo ®n gje |

Se Qn#0 , dico che deg (§o0)=n. deq (0)=-00 (oppore won definito)

R[v]

deg (wL42) =4

deg (=0

Aeg (©)  tolvolboe s preferisce won Qi Boire vn Qrado

DVISIONE  EGCLDEA
Sto. (o0 e K[WJ, sia 9o e lK[X] won gonto
omore. 4 Q6 r( ko R

R =D g+

QL ¥ N
< cog (v < deg (Cw)

Dinostrarlo =r indusdone

PRV RN VIO IRV, 3 NER YD
SRS +6XE 4FN * -4
—® -oL -
o -6 —¥
Q

WO ey -y = (W eexiy) (w-4) +0

> +oX +F W 42y2
w343 f2y X -3
-3H4K +¥
—3%t-QN -6
43X 445 Qlx) L g&'S)

WCaewtt = (Lazx42)(%-3)  + (4% 442)

Abolamo amche in (K[XJ on concero o WCD
Dot {0, g «K[w], non enkrombl O,
on MCD di fx) e QN € on plomico A elK[v] toe che
cd | fB = d | gty
- se awelKv] soddisfor. M | §O0 = cOO | o) aoco  deg clh) &« degy (W)
R MCD & vunico 2o 9 conRdol Q. PAINOMID MONCD .
£C0 = Cre1) Ced) g = (%-) in QM
Qux 1) & on XD, Mo anche % (L-1) € RD



et = (W 42x42)(%-3) & (A3 442

()243%+2) = (L2%+A3) Q) +nCY) = (A3X+3) (4-43- X4 ,%) + 0

VaQe, come in Z, chie W gostond  Lrovare L MCD con Q'oldgoritmo  di Eudide
fO) = @) Qo + %6 (W)
QM = o™ B + G
VoG =M (R +

-2 (W = Cnar (%\ q n (@) +

-t N =70 G + ©

Sk wnade cdhe Yy (O € on KD

RQpekendd L possoqqi i Bezodt Nigh per Z| cleseo oL souNere
T = AGY (M +plRqQhtd per cerkt A0 | M KW

Do gut st csservo. focimexke dne:

L) oY AUTO ANzore Sk {2 QXY A o (O

2) dwngue s d) < on afro NCD,vole
) =kdw  doe kelk?

Poecict amche. oo L polinomi wole Q@ tonromo. din Béacok:

Samo o, b e lKIX]. Alora. F A, pd eKX] e,
AW ) + (a6 bey) = MEd (a) , o))

Alcwne oroprieta o Z < cieovamo dungoe i K]

Se n Kx] o [btd ccd mo on RAD (0 |, b(x) =4
a®om Alx) | e

DIMOSTRAZIONE
Rr Beack A o0 + 6D b =4

AG) 00 el + p oD bW =D

o | ad |
Quiangh 0D | cn m|

RADICA DI ON TOLNOMIO
Sta K compo, £ e KIx]
rel < ono ragdice dik f(W e f(a)=0

(A= Qnx" 40 W™ 4 s Qe Qs o el
&\CT\ = Qv\‘f'\ S PR SR SO o W o WS

S K campo, fonelkly]

Stov rell v ragice dh (GO

Mlloro.  (v-11 adivice §60 in K[4].

EquivoRentemente , etste QGO e K[X]  toRe che {0= &-r)g®
won  deg QO = deg (§e0) -4

DIMOSTRAZIONE
OO =g Cx-v) + i oN d?.c& hCQ « 0o (w-r) = 4

O =gl) (e-r) +h) =hd = o o
I

l
(= o



Ogni polinomio {0 e €] b Qrado poskivo
. vno roduce re C.

[0 e T, (00 = apW" +Ou ™ ..
Sio. 2e € ono. rodice i fix)
O:g(_i\ = Qna“ + Q- Eh-\ +

.+ uXta, , Qe L a, #0

..+ 02+ 00

= —_ = — —n- L S e =,
0=072"+Qn1 2" +.. +O0, 2400 = Op 2" + Oy 2 4.+ 0,2 +0 = F(3)
T = W+ o Y+ 4G % + T

Sio.oo. (0 e R[W] i grodo positivo
Se 2 C onoe madice ok O
aora. amche 2 < ono radice i §O
Sopponamo  che 2 ¢ R, 2= ai+p con o0
G = -2)(%-Z) QO
Ooss (-2)Yw-T) = W - (243X + 22
F g rey € R[x] ol che
COO = g(x) (x-2) (%-Z) + v
con oleg rC) ¢ deny (%-2)L-2) =2
Se deq () =1, OWsro. v = oo 4b. Vobukonds W 26 sheo.:

= W¥-2Re(2)x +[21* e R[%]

O=L(2s) = Q(20) (20-20)(2o-20) +r(2a) = £(20) = Q2=+b  ASSRDO pxche Im (020 +0) =0Imke) o
Qoinds AR (r(W) €0, Y. TG L covhante.

0={@=qa) (zl-lz)(z—i) + v(2)
o

= (D=0

Oqni soiomio (e R[] b qrode  posikio  {aBediaea.
N on Prodoto dy fAHOr di. gradlo MRTe o oqualde @ 2.

QUOZIENTE IK‘[Y‘]/G (\L))

i =o (oy=0O lKE"]/(D) = KIw
-deg f(x) >0

RTx] 2§00 = w24
rKD]/(\GH)
%\L“—S\L\T-\-&—ﬁ + (2
3CN* -5 %3 -G+ (24D
(3 (v =4) =3 2+ 0E-1) & (W*4d)
=3-5CFDYL +%-13 +(W+r) =
=6%335-13 + (W)
'K[*]/@&\) deg §GA = n >0
ho. N dimensonk  so K
base {4 (§00Y, ¥ + (GO0, 4 (50a), ..., W+ (S0 ]
K compo, R ando R 2K sobocon®io
Vefificare che R. 2 spozio veborale so K



A=KKIx] e o &) eK[x] ooiomo K=7Z, e [C)=4x+ e Z,[4]
Rosso cogtroire €'amRo  quoziente
IKD‘]/ (fe) = 2,14/, (x2+%+0)
Quuani Demerk ho?
On emendo € dx guesto tigo SICARSRCLELEYY
QOO = (L) QO S v
Alloro. QOO + (R +3rd) = £ + G2+
Dongue per rogpresentore e osv lbotano L ettt atie NSO, per vt
©+T | A+l | s T x4 T o ¢ 4 elemondi Ok 72/(u3+x+\3
AT [0+ T = o)+ L = 24x+T = A4+ T
Donque ZZ["‘]/@LLH_H) S un compo N 4 Remenki, dhe duameremo T, .

q@ e K (%] q(x) 1= QM) + (§6)
$(%) =0 SO0 =0 +Qp X 4o b QL% 40

[V =2 00T «0p, X+ + 04U+ Qg = QuY" + G X7+, + 04 1 Qo

MORFISMI DI VALUTAZIONE
vo. A on andde eommotadivo e o R on oo die ke A come. 0000 .
Ao YreR, o mogpol

Q- A[‘L] —sR PO (§e):= ) V fon e AW
2 on onomorfisme, chianadks morbismo el vadukoiom n ©.
CONY.0R00mD -

KP@:Q[\L}—* C {(x\ —— {0 wr——t
S dimostra. che Ker@r=(W+) = Imp=C
Por @ primo teoremol o omomorfismo

RB%\E 1) =<

Sla T wWeele in IK[%].
Esiste in T uon {0 Lok che
IT-(fe)

DIMOSTRAZIONE
e I=2(@), non o U dp. dimostrare.
o dumqoe 1< (0)
Congidero  l'inveme. {00y Q) | qa) e T qua 0 b ¢ N
E on sodoinieme non woko o N. SO0 m Q@ pinimo.
S () eT +ole che deg £60=m
Divosttiomn  Che T= (§o)
Prondiamo on hiwe T
focsamo O duvistone  ucideor. ) = {(W QGO + YOO
doie. 0= <Oo\nq FO) < deg §O)
e deg v c deg fOO = =hﬂ§1\ —%(m}“q&\ .
T T pardhe [ eT = ossorbwmenko

dwngoe W) e L
ASSURDO  perdné Aoy YY) cdey fan =m U



On ideale T di on amdlo commototivo A st dice frincpele 52 & Qenemto
do. Oh Wo IRMKO, GO R Ste 0eA toe ae =@

On domiwio dnkeQrite’ St dice OMLNO O (JeDDL grincpali (BIv)

R OB C SO0 (0000 LD NI

RIGLYTD . Ligesde T=(xy) non & monogRNErSkO
T=Ce = {0 + 9 ey | h& ) qoyy) e RIN] }
e fose veoro (g = (g
Y I e fwly
Donqoe {0y = C |, con C costamke
Moo ot (§0L,y)) =(@) = = \WKxy] ASSORDO
ZIW) oo T=CW
Toeon nonoQeNeako 2+ (esercizio)

Sto. fe0eKy] on poinomio #0 < non cokonke | OWA0. deg (G0 24
Diremo e {0 < ixidwalelle s
{0 = am®bl) = atd o bo) ¢ inertble

Slon {0 e KIN] ooUndmio  irridualbi\e .
Aloro. IK["]/(%D\ e on campo

DIMOSTRAZIONE
Sl T = (S
Sow A+ on Remexko dn lK[\"]/I direrso do. O+ 1
Dodoraymd moskrore e oviste  Q'inVerso .
Oso 88200t :
Noto the BOD(a, ) =1
Ror Boaook esistono MG = pe)  todi che
oM AN + SO pew = 1
Alloro. offermo che N +T ¢ Q'inWersO coxcsako .

ok -
@O +TYOANM+ D)= alO AR +T= 2+ T
perdne  AGOANM) —A = {(O p) el O

Wi e 7,31 2 wnduaale
Zz[‘ﬂ/(mﬁ\t\m\ € on cumpo

0ss  Se {0 won 2 wridua iR oo
KTU/Ceeo) non 2 on campo .
[nfad esistono Quvitor o O -
se {00 = a) b @i dRYAGIZ 4, dey bt >4
Qo0 ToL (@0 +TY(b(w+T) =04 T
lokre KD/(oy = KD o KD/, = o}

S eokrdbem stodioxe ¢ congroonze. wmodulo polnome

o PO = b (mo)
Trovare pGY toRe Che (o + D) (P +T) = o + T in ‘KDQ/I doe I=(m®)
Vage amche © Tooromo. onese o testo.



On domwic D s dice omedd eHdSO e SiskR ono fonzione Qradio:
Q: D\{OI. —IN
tade che
D ¥a,bed  enkramet non O, vole qla) € gl@b)
D Yobed, con bio, o0 Qred  tab e
o
o=bqir dove ‘=<qmcqﬁoﬁ

Ih on om@o Quclideo D samo a,b#O
R blo. e atb, oo Qo) c Q@

DIMOSTRAZIONE

Slv o=be

Oro. focsio . diNisone endided. - b=ag +r

Dato de Otb,r40 o oo QU eq@)

D' oro. parke  ¥=bb-aq = b -beq =lo(1-cq)

Allora, pec ow 4), g() > qCb)

Dongoe Q) >QCr) = QCb)

Notal + 4-cQ#0, Qarimenki < inerhllle < do. a=be
tieo Oc'=b  mo PR lpew bion AR g

lhon ance eudidec D vade de Q) <) Ybed
e indltre QL) =g = e wo s b < inerketle.

DIMOSTRAZIONE

Ter & MO PONKO:  AOMO. PIOPHR ) R, Conzione. grasts, gl «Qli-b) =g(b) Ybed

Roxr O secondo pong :

=% Q(b) =g Yo, €d : oe=bQ+r con (=0 oppore QN <Qlh), ma. Q) ¢ Q minimo
Qrodo posulile, qoindx r=0. Do cai @=bq, gqoindx ae(b) Yaed = bd=(b)
Quindi. © 2 hertile.

&:bed* quinox D=(b).
Bordo Yo eD Jred: a=rb, do ai. GO > gb), goindh § 2°Q yeddre mnimd 0 grade.
Quano. Q(b) = Q1) O

L’ insome. Z[L]-:go.doi. labe Z} & cNomoko ameo deop intee di Gowss.

Z[i] ¢ on sotkoomes di €
Tor questo Z(1] ¢ on clomwio
oS Sia R scoon@o  di K compo.
Alloro. R € on dmindo .
[nfoxt s auesst R o30,b4o0 tam ce ab=0o
quesko varwidoe anche in K, mo so che in K R'opico Nisore i O < O,



L'ane0o Z[U] € BWdw

DIMOSTRAZIONE
Definiscd on - Qrado
Q- Z[L)\{o} — N
ol —— 024+p? = |osbi|?

la. proprickx {) € fadlle
Samo 2w e Z (1], enkrombl O

Alloro. QW) Z qe)

pAche  gl2w) (n Qe O & Q(2) Qaw)
in Z(t] @ qrado how voQore muimo 4. I
Samp vdesso 2w e Z[1] won w40 XTI
-7 \\ )ﬂ\:uw \\ - -
. /’m w\\ 'l;\)\\;
| vertich o quedti Quadrati sono Q% kit

Domovkt aw+oiw 0 Vafae At abeZ
Prondo Q vertice gt idno O 2 (R sono e Al Bnd MR 5RO vAo)
Tl vortice Smothipls AW, disiomo
WoW won Wo€& Z[i]

l2-wow| <

Elevonds o0 Quadrako

Q(2-Wew) = 3@

Donue. PONO  sefwere

2= WWo +(2 - WoW)
\y
b won qoo ¢ B ¢ qeuy Il

Sioo D oo e deo.
On emento peDmo- pgdD¥* pto |, st dice whdudkile se

p=op => xeD* oppre pedt
Sio. D on andd cuddiden. Allcror D on dominie oo Wealds  princgal.

DIMOSTRAZIONE

Nodi. keptemp. precedente.

Siac D ol andlo UMdRD o Yomd O 0eD Romongy non kramipl. Ol .
Sio. dl on qEnoesEoeRr. dAR' (Wenle (o b). Ditowmd e 0 S ON MASSAMD comon divisore dx & < 0.

Negii omol oucddider w pocd fare 'o2goritmo di Eocide per trovaxe @ MCD
fro. due Dementt o b non entrawbi mull.
M (@ b)) 2 on Demenkes €D toRe de

o e Jdlb

‘se clo e clb , aoro. ¢ |d
Non & onieo , mo. due mossamie comune divieor. di. o e b adflexizeono  =otlo

NOTA

Pr MOUARACOONe per invertibtle, ossto. sono ossociod



So. D on oD i deo.
Dokt 0. b eD non ntrambl MU, o. MCD(ab) on MosmD comon diviaore dica e b.
Alorol eststond A ped o e

Ao+ 10 = RCd(a,b)

QlmOrare che S € € On OOLM0 MOSHMO comune. QiNigde Ax o zb,
oo, MCD@ Y 2 C sono ossesiak

Gl Qemernkt ieridualbilc inD oo ooonmo. andie. UL SeueNke. PIOPRAN | dhe. Q. corsaikeniz2o. (primpliko )

Slo. ped inicwable. Se plob = pra, 0B
wole. che plb

DIMOSTRAZIONE

N, PY=4 O mend JdL 0SsOB0X.

Fer Beaotk: 4 = AaL+pp

Moligricod per 0 b= Nalb+upb

Noto che p|Mb, plupo , dumgque plb. @

In on ameRo cuclides D ogni Remento d.e DY (Do{of)
ammese ono. faMorizzozione come prodoto di irriocibile
e tofe faxomzzozione € onico. (O MmO Ol OSwOLak)

DIMOSTRAZIONE
12 (oo dhe vno fatioiesceione osisto. S OimOitra. per indunaione forte wl grado
O N 'Q PANGHIO AR MIIMO  in Maniero. anadoqo. o Z:
°L<é,ivvidncl\oile
d=aob wn doqocdegd o dgab<de%¢
Sopponi@mo cl avere dwe faporizeczlon :
d=P P e &=q;-Q, (omche  con ripeteiony) con Pc,Qg  irriduolbil
Sio. Fes e procedod per indueione SO T
PASSO BASE =4 : d=p4 e d=Q; Qs
Deve essere s=4 OQkCimonk OSsOrdo.
PASSO INDUTTIO
Sopponge  l'enonciako woeo fino oo T-4 e consideso:
=P pr A=Qs Qs
Osservo  che pylal, a®oroe Py | Q4 (@ 9s)
Se p| gy wol dife che P e Q) SONO D3OSOk
Alloro. dividd diper pe = d'=pa--pe |, d'=kq Qs  con ke ivertibile
e condudo Per (POteRL indUukiva. .
Se nwece PYQq, OWoro. prr Q teoromo. precROete Py | Q- Qs
Ora s ™| Qa, G0oro. B e Q. Sond OSomak | Aido per P e ondudo Pef ipobest inoutiva. .
S ™ Q. , Goro. pRr Q teoremo. precetlonke Qa2 Qs
e n on nomero fivto di. poss L brova. comongee On - O OSNOTB.okD O, Py
N qoesto pordo W divide & per Ty @ S conude fer EORW  induslvol o



SO
A.=R¥(SL\ eRM]| fCo e@}
A @ on sHoando di R

e < (E Y {Zw)
N =
@V

Osservo die % & € oo eridualile in A
R K=00O pG) OO ERr roOM di Qrodo O i) =Rt © RN =k
e olprar © &) iverkblle o W) inverkble
Se {v = pG) SG) |, per rogionk Ot Qrudo diclam® sewo. perdiko. O Qeneralikct
{0 = oxalo QAU =k wn 040 =kt < pPoo, LW eA
Do oy v = (Quib)le = ol tol do. cws o=0
Dongue pW=0% < Y=k oostamte €O
Doso dne S(SL\‘:‘LG,A(\, oor. ke @ e dungee ¢ inverdile inh.
a0 I
N0 due faxkoriazozionl Criguelollc wow X @ &% pon Y0 OsBak
(qoindy in A . fasonzzozone non € onien)
X sse W= %o inuonplle
> QUL inverklBill In A sono Lo acstana rogionali
ZL=w.-r won re @
Quindk ¢={Z ¢ @. assoo

NotA4 Dongoee A non & Quearo
NOTA2 S nckon che  w I@ZW @) =23+ wo. W I in A
Noth 3 Come mau. @ & @1

Se fosse F=% won oobeZ b#o

{Zlb =0

202 =02 o QUeHD <€ assordo:
O S% Q' esponunvte Gk 2 & dixpos | O dik < pwel.
Gonkrodsce Qunictbst dNo. Cakerissosione. .

5[]

5=(2+0) (2-0) 2= CU+V\)(A-1)

Sio. PeZ on nomers primo dispan o non £ leridualile n Z[i]
Alloro. P ® poo° serluere.  come WMMO. dic due Quadiraxy di inkeri .

DIMOSTRAZIONE
P ron € icridnabie, oo p= (Bbi) (cxai)
won O+bl @ <+ali N InNerkiatle
In poxticoes  {obi|® = @240 >4 2 |c48i|* =c+d?s5e
Noko the P = p=(04b)) (crai) = (a-bod) (c-ak)
Mo gRicomdo
P = (03\}\+b'-3 (e i/d."\

Per Lonioks debo. RsMofiascrione i Z, dew essefe. D= 02402 o D=ctid?



Sio. peZ on pame . Drmo. 4ntd . Alloras
B conqroomo. & =-4 (P ammB= soluatone W Z,

DIMOSTRAZIONE
Siol w=t2-3 B Ve podman, w= OG- (5B
P W=rzn B EOEED(CFR) =

= 42 B BHELp) = (p-D)! 7—)\ €3

h. Witson O

3 AN (RSSO oL ooIede coMe oMM di die qoadbendi
5=2%+42

T aoh Cleveo

PURITS (WS TS Vo)

3= +2%

AF = L2 4>

So. peZ nomegro Mo won P=L (W)
Aloro. © won € leridualbile n Z[) e dunges
eRHMOW Qe Z tad che Q24b*=p

DIMOSTRAZIONE
\isto @ @mmo. . fbosto. cdimoskrare dhe. D non & rridnasietle in 2]

Ssoqo on X e Z Wle Qe W= ) (SH¥R, giol dimowoxe)
Dongoe  plwzsr | oaslor | )k-0)
R p fsse wrdnalblile | dccome Z[(] € e AR, e YalRfe  plwtl ©  pl%-i
Encrombe Sono Ossonde 1 Pabl) =%t — po. +pbl = Ul con Qe L
do. s po=4

e peZ ¢ on rimo P (D
Wwon WP RIAMETS  OMe. MM Ao due. Quahend

DIMOSTRAZIONE

p=0242

Avreh med.a o
30k (0 Asowo  perdne =< @

[ nomest primi D R X PONOND  Josexe
NS, IOMMO, i TR UaRaA
o e 2 e P=A .



TOW < W o Uridedels. in Z[1] wono (o mond S assocaR) :
-l privk p A Ztbe p=3 (W
- Qb 2e Z[i] t.c. |2[* sto- on OMAD erimo .

DIMOSTRAZIONE
&: %P e ptimo M Z, p=3 (W)
obblamo Quot Visks che < wridualblle tn ZTi] (hon s poo SOVeR come Somma. ol dhe quaolest)
S 2 koo 2= p con D primo
Supponiomo che  2=WyWa  won Wi W, & 2({]
121% = [og,|* (w.|?
pP= Wil lwa|*
Aloro. dene 25 © Wil*=4 o |wil*=4 o dungoe
© Wa & inuertkbile o w,; < inerkvelle
Quingdh 2 < irridudede.
=: Qo 2e Z[{] Gricduallle
2| 2&\5 =q---qy foMorazogione i 2 on QU prime (LOn eVRIMGHARL ripR¥izionk)

/4
Dato die Z[L] € oncided € 2 2 irmcwclblle , sogpamd che 2 deve dividlere ono dei Qt
Josviomo 2W = Q¢ con W e ZLY

>

R W L inverkipile , 2 € ooBako o Qi , che € primo .
Dongoe qi ¢ aridnalblie o aRoro. dato dhe QC S on primo ok Z,
[qppramo  che Q=3 W)
- %2 W non € imerlelle , o@oro. lw|* >4
Do 2w=q |, l\zl\zl\\r;'lz“-q%
1 poetthe 2 € rducbile e parkamkd non Invertibile
Polché Q. € primp, deve \@lere
l2l*=qQ¢ = [|wlz=9q o

[4+20(> = S
2438 |2 = 43

[4+i12 = 2

Sow pe Z, p=t (w
do. sodoro. P=024b on @b eZ @ oneo
Sopponlamo di Ovefe  p=0%+b? e DP=Cr4d?
Alloro.  p= (axb) (d-bi) e p= (c+di)(e-di)
Qcome  [cadi (P = c2+d>=p |, sopplamo che ctdl € imduablly,
2 omalogamonke amche < di, owbi, o-bl.
Quingy , aro  die tn ZTi] (o0 fuprorizeoatone € onied | Voo
. c+0 . e
o+lot —<c~ o & Moo di OSOBaK
Doto che Quu iverklblle OO 4,-4,(,-L , Olmo 2 CON -

Q2=c2 e bvr=d? oppore ar=d?* e p2=c2



Dl s Z['L%,,\ e on Compo e coQuore quama RMANk ho.
Conudoen o. @psse ool + ()
, afoora. owlols ()= ¢+ ()
Oreo. on R0 v AL ono. Advitone per 3 oo qrodeo
\eie(n)™= Q

se osbi=29«r

o+ (%) Lt () 240+ (3)
A+ () 20t () 4 +204 (3)
2+ () A4L + (3) 24204 ()

NOTA  potendo OMMONXS MOWRL Ob 3 oo, Onie reole 2 oo pokke  ImmAKinaxio.,
ho potoke  scogdlere e rogpresentandn CON COMLNRKS MON NRQAMVE

Dongoe 28y hou I oOumenk
Nokamo e 2 < irtdnoele o 2]
Prondiomo ofo. ond d. 9 regi , P Ssomeo 420

NOD(A420 ,3) =4 © memo Ol OIOBAM

3 Imid. S a2l pRAE 3|12 > [aeal?

Rer Blacwk esistond N, e Z( t.c.

(420Nt =4
o®Xoro. A+(3) € Q'iveno Sr  A42i+ (3)

Oqni. Demenko di Z [‘]/(5) o on tnverso molkeRendiVo, dumqee Z[i%s) < on compo

(3)={%(o\+bn | 9 eZ}

. 2
Dimostrare  che C%an hoo 0462 Remens:
2 che ¢ bn COMPO SR 2 O e ozl < irtldnakile



CoNnORaMO QR Qs Z\W) « Z[i)
R0 ¢ on quadsaks, ZW) = Z.  conidotome 0 'sqooretre’.
Questh omAVs. (N QINLE0S NON OO BIRARL |
KOS COMONGUR. ARENMR O SRAUNIONMNQL
b I\ — 7

o +lolt — 02 —nb*

L' oppucaaione L 2 molkigicakivo. .

DIMOSTRAZIONE
Uamo atbfn , cdin & Z[\lﬁ] :

(0+bWW) (c+dAn) = oc +lodn + (ad.tb)\w

Powics L((o+bi®) (c+din ) = (@c+odn)? —n(ad+loc)® = 02c* +200c0n +0*d** -a2d*n -zobcdn - b*c?n =
c2 (02 -nb? ) -nd? (o2 —nb?) = (a2-nb?) (And?) = Q (arodn) Q (cadin)

O
On Rements 2e Z[ﬁ] e iwerklelle se o ko e R e g—J(,A}..
DIMOSTRAZIONE

= 2 inerhllle | quindl 2w =1

oRC on cerko \NQZ[\IW]
Qesngds. L(aw) = RN = L) =4

= 202) e[}
&:L2(2) eS{—al\A? (Quingdk  |o2-nb*| =4 Ao

O+oit) (0-biR) =4 oppore (Qrbi)(0xbin) =4 => 2.¢ intille 4

L'ons Z[U6] non & on dominis o fosorazozione. onico. .
DIMOSTRAZIONE
Ossewiamo od exempio:

(@+e)(e-0) = 6 = 203
2,3 N0 IrtiduaelU  infad , e fosse

2= (oo~ DI )i did)
QRO £ (0+old) 2(cx0lb) = RR2) =L, => €2 nOtme. SOND £2

oo Q*-40b2 = £2 non hoo snisconi. tkoes ASSORDO
,kmnngqynu\)&. 0% -10b? = £3 non o solnaton. Uhkexe .
4+0 YoasnEand TRAUSBUL @ il hanno  nOtMOL © |, Qonadk Qo

(it Jovrebboxe Mere ADMO- 2 © 3, MO % S JLnORoko
fe non custono Lo Dement -



Sio. K campo , sioe [0 e K[w] on  deg () >4

Considexiomo WO/ pen

e (W) & AdnaBie, fo= g on deg (e 24 @ deg(htd) 74
aQore. 9@ e W) sono divisort deo O.

Siomd N QA;_ due @A .
R Qoro prodeo diets Auxh, hol (@ sequondi operoaion. di tommo. 2 prodatto
(04 Q)+ (b..‘ b;\ L= (Q4*b4. Q,_-{-L);S (Q;\IQq_\ : (bA‘ ‘0:.)'~= (QABA| ow.(013 VC04IQ1\,(b4|ba.) G.A.\\/\AZ

AnoSogio
Siae ne Z,n32 kode dhe n=0b , con a,be Z,a54,bs4
onydouamo Q@ qooriente  Z/(n = Z/ng
Risoko e (- Z/m — Z/0) x Z/6) delintko. da { (T, )= ([€la, (€1b)
S O omomorfismo di ondi (QRrA20). Pox @ (eoRmMo. GRS ¢ ON LIOMOTEEMO
Quindi  Z/0) 2 Z /(o) x Z /()

Sio. quingdy ND(g) A1) =4, Risoko. che:
@: Ki¥l/ ) — e/ (gc0) X Kik)/ (N
< on (somofismo di and

Desoaviomo ¢ polnomh riidmcitt. i oo paso in 2, [v]
W, WA, WAL WEIENE EL ) NS e d WA R, KR A LR ek

A Do [ = anY" +..+ 0L +00 € Z[W] wWn Qa%t0+Qe e sion %umo. radice dr {6
wn pQeZ, Med(p.qd=4 . Alloro. glan @ P|Qo

2) Degheneee on alQIitmo e decide seon dado  polnomio i QK] ho o
rodice AONNL, | 2 N SO offermakvo ne cHQeTko. vnoL .

o=f(glcan T+ . +a,Era,— 0= P tan, Po+ . + 0P 4 0uq"

Samo Aie A due andd, e sio ¢: Ai—A, on omomorfismo

Qo =0 ... 404400 € A4 TH]

Alora. Q: AL — AL [¥] delinito a0 P(FO0) = Q@m " +... + @I% + Q(aa) e Aq[%]
< on OMOMOrfismo di aneld

On polinomio (e Zx) € primikivo so @ MCD do seot ooeflicRdt € 0QUaR Q. 4.
(in DBYICH). S privikivo R non o folkert rridnaile dic Qradd 20e0)

S\e. P on prind, sio. Q@ Z —» Zo=2/» n Proleaione 0Q quostende
esio & £ — Zplv) Comomortisme deseritto sopra.

Sow {0 =0a W+, 40,400 e Z[%] primikivo con 024, @ paa.

S & (o) S wridnolbile n Zp(W], oo {60 € wriduobile in Z[1].

DIMOSTRAZIONE

Sopponamo the § lo ridicalelle : {0 = QEORGD won Sy QG >4 | degin 74 paxché § € primitivo
Stha O (fe0)= @ () P(hW) o dog P =deg{ pexche (Qul, # (O],

Dongoe dey' essere dog @ (QOY) = deg (e 24 & deog §(h() = deg k() >4

Quingy. O ({0 2 rfiducieile. O



\L”+‘f>\(+A e Z[+]
Wirwrr e Z,[%]

S peN on mimo, & o (W= +..+aux+o. € Z[v] primikivo 0= dhe.
L pt o

@) ploi eon (=0, n-t

(W) p*foo

Aoran {0 € iridnciele wn Z [w]

DIMOSTRAZIONE
Sopponiamo che (00 = qMhGD  n Q&) ww) e Z[x], deg (qea) 24, deg(hW) 24 parché § < primikivo.
Appicdiiamo  § -
[Onlp W = G (§60) = P lguwy §(hw dore pr (pkest  (Qnle 1 (0
Oesoaiamd  die in Zp[W], Q@ prodeko di due gl & on MONOMLO =0 s sond entrambl monomi
Siccome ey QL6 = deg {0 =n, voxxol deg QIQMW)=dog quuz4 o degy § (hw) = deghta 4
quindi PO = forow = & (ho = (car]p ¥
Fexag Rrmin by @ Co SOMO A daL D
Aloro. p* | e =lbsce  AsstRno
Quanedr [(x) won 0 esete fduslile w Z[v]. g

e ), qlw) € 2[+] sono primitivy, oQoro. (G - o) € primikivo.

DIMOSTRAZIONE -

n . .
fea = D acyt Qe = Z by
=o \=°
e fO0-q0) non € primitivo , o o on erimo che divide todl ¢ eRbi{cenk ou f60 - gl
Namo ar e bs { coellicenk dein kermini di Qrodo pu 0Qto dhe non SOno divisk do p
Il eelbicanin ok W' in {0 gy 2
. Z Qi bj = Qrlbs + Oy bs i+ 1 Qs byt
L,J:HFHS

A0 csas P Qe Q¢ O bs ASS0RDO Q O

S fO\= oW\t +QuL+Qo € Z0X)
Mlora. (0 € irdducielie in 2[x] = @ o se
FOO < primitivo e trridnclelle n @K

DIMOSTRAZIONE
& impRicoatore bonoQe.
= Slow (00 primdtve @ rmiduabile VARY|
Sopponiaumo  che {)= @O h)  won Qe (W e A
Jou,pe®@ toalh de opfG)=(xgm)(RWK))
Por Gawss apfo) < primikivo
[0 primidvo => ap eZ  (non cic sono cefficianth. Aol seunedflcare)
«p L) primikivo = Mp =4

= [ < ridwcklile in ZTx) 4 O



TEORIR DEI CAMPI

Sia Ik compo. o ) e KD (ridunaletle

MNoro. come  sapplamo L= lK-[\L]/(;;@m S on compo che conkene K
e =L+ (EM)) @ ono rastiee i § o L

-2 ¢ @Q[K] < wricnadle (poe Eiconstein con p=2)

L- @

Doto E compo e A stoonsto ai B,
A dice che A S on sHocampe A B s
VoeeA a40, Q'inerso OL O apposttione ad A

Dokt duse compl K<l
diremo che L & on'estemsione o K.
0SS L e ono gpasio veproriase o K

Dot due compe K =L e on Semento xell | indi cheremo  won

K (o) @ minimd some  (rispBo ol indusore) di. 1L che conkiene K 2 oc.
S dice che K () @ ono. estensionre  somplice di K .

0ss K(x) @ Qinkeriesione o kol { scdocumpt che conkengono K 2 o

Dot Kell e xell conudeed
Y KI¥] — L
fO) —— £
Come hoko, P & on omomorksmo i andoL.

Conwden = (Q)
Ker
* (0)
= Kery =(0)

wol dife che oLnon € fadice gi. neson polvomio (o) elK[%]
o O godomio O.

Se el non © rodice i nesson plnomio o, ceffilaonk in W,
s die che ® & trosendone so K.
T, e wono kroxendenrh so &

(n queto o Pt Q@ pimo teoromor di Omomorfiamd i A, vole che
lK[ﬂAo} 2 Tmy oo KIW]) 2 K[o]= Tmyp
in poxkicaoxe [K[x] non € on compo, quindy  [KIX] & K (%)

Slo. wwece  Kerwy 4 (o)
Dako dne Kerp € (Weofe du KIW] e KIW] < oucided, o Ker ¢ < principoe @ Ker = (QGw)

Doki due compr K <IL st dice chie un Remeto ae L € odgelried so K so _uste
on plinomio non oo i K] dic cns & & rodicee , ossiol s  ninden Ker p d@e. vadukasione defnito.
P & dNRo dik 206D, On qnexaboee, {00 di Kerp R cdhoomo. polimomis minimo  dic o sa K.

OsS  On pollnomid minimd di o so I divide o alkro plinomio di KLx] de oL X ome radice .
R poinomio wmmimo diveco. onicd R (D % IO, Mmonico



Quindr Ker = (o)
Osseriiam0  dne QY ¢ wridnalle in K W]

nfosh R ©ose QM- QuMNQM  wn Acdoy Qi) ¢deg M) A< dog Q2 (1) « deg Q)
Quuondd NoQuxD N &

Q= Qi) Q@) O = Q) Q2(c) & L
Moro. © Q=0 o Q=0 , o830 Q00 eKery oppore Q0 e Kerp
ASORIO porche  QOW han Qrado maRQQise
R @ primo teoromo. dh omomthsmo  di e
KD & K s
(QUWY
Sogpiomo de € on comes prdhd Q) < wiidaalur tn KIW]
Aloran K[l « IR () moe K[x) & on compo.
DR QDL YRS K] = ()

K-@ L=k o« @M ., = arwl - e

-2 S poiOmo Mo dl NZ
Nt W2 ¢ cadice Qi X3-2 e **-2 < Eroucbile  deve =sere Qu on geneatore di Ker

| s
ppRT= e G.(72)

Comiden A+ (3-2)  in KIX] ¢
R 00 inverso € HOE-A) + (W3-2)

2 -2)

S

e (AW F(RE-wH) =4+ NN (3-2)

KO vaako W \Z
@V (@1 -¥Ze) = s w0

Quindi  A(@VP -+ @ Qe i (W2) o ageesioR o A2

Podd QPRS0 o' adkral fodice. i W -2

Chamo o= s (m Lk

Ancne p=NZW S ond. rastice di X*-2

Ricdks © ¥ewo oxgomnko i MO @1 —C
Q&Eﬂ/(v}_z) 2 Q[Vzw] fO0 — £

AL oyewomo e @'%3_2); (AR

\NoQe dungue.  @B(Nz) = Q(zws) = QT w?) MO N CRUNCOND

Az W) + @ (T w2y
R oseo vualx. ARz ») < Q@ (VZ w) = K,

}\r—f—f —» ey ’%:‘E ek,

QA <« QAR) & K,

8D NQ . . L O ]
AL dim 3w @G Quinde deionO cinadere L\! ASSORDO  PRX RDHFOM  S3MeN LoD



DAkt X =L compk.
Sor (W) on polnomio  eridualie i K] dhe
ho. due (o dagvinke o, L.
Ao, eS&e on somorfsmp 9 ¢
O K[w] — KIe)
tae e V=g e B, = idenkitod

D\MOSTRAZlONE.
~n KT &
WKLo ) (o) (o]
oL — Yt (S e—> ¢ o

Stoe () elk[w] con K cavpo.
Sto. deg (W) =n 24 .
Mioro. § hoe @ psd w voudice in I (contate con moleplicitat )

DIMOSTRAZIONE

Come sopplomo | se xelK 2 rodice o §, afora (o)) [ S

s [ = (v-) g0 N deg g =n-4

Cowo adesso @ radict dl g e grovequo.

§00 = (o0 (%-8) - ) con GO che non ho. radic K Qas mi fermo.

Se [} awsse amche on' Alkro, tadice o' ourdh  fEA = (k-o0) - W

e Queko & ARLURNO pehé controdaicr Q'onicitol AP

{oorfiazosone n K[K] |, ancde  omcides.
Infai Y- @ nomoeie, o

Wz oo 4 vodké i Zs [v])

Sia K on cmpo e sien §60 el [%) on poinomid di grago N0,
Alloro. estistono on compo |E tale dhe K =(E ed. cDomanky 24,... @n (QuenkoaQnmnte con fpiaiont)
& IE o dhe (60 < (alcfioac nL wguante mooo in EL] (A< uno. eskonde):

§O0 = N (%-2) (x-2.) - (w-en)

DIMOSTRAZIONE

For nduaiote 3o n= deg (). dobose n=0 < on'immesiako. \@alico.

SOOI N=deg () 74 e A i on {opor mdudelie di (M.

Costemnomo  F= KM/(ran) © in tobe comgo esiste S radhcs b {00 . Diams 4= .

ln FOx) qownds st o {60 = (k-2 g eon deg QW =n-4

Ror (e indpivo. | esiske on womeo |E dne kool T ol Domenkh @5,-,en i IE tale chr :
Qoo = N(w-€2) -+ (%-_qn)

Osremiiomo che |E estende I in quamke  K=F<IlE < in [E[®]:
fO0 = N(w-R1) (x-@2) - (% -©n) o



F.K compt TelK
K < spozio vexonale w [F
el | Flo):= Q@ gind pleecin wtocompo di K che conkene o TF et o
F <TF) <K
Fdo) & pario vesonoe w T
Qi . (F (o)
e A, o, > ol sond kot Qin.indl. s0TF , o@era. dim F@®) = 00
Altrimentt eSkstOMD  fo fiper fm e k.c. foefutafaot s+ o™ =0 e Lo . {m "ON kOB 200
Rtvomo ossomeee  [w 40, m34
Aloro. g :=fmyw™ +...+fun+fo € TF[W) & tode e Q=0
Quinds & & adgebrico w0 [F

Qn: TV — K Qo )= §0o
L X
Se » & o0Qelied W ettt W eF[W] tie. Qad=0 = g e Ker Qu
Quinds  Ker Qu # |0} . Quints esiste foneF ] £.c. Ker Qu = (o))
Por Q tecromo. di omomerfismo
[F[*]/(S(m\‘) 2 T Qo =K
Mol () 2 irridndle , guindh TMmQe € on sokotampo A K che conone TF e o
Necessoaamante TmQ. =Fl] =) = Flx] = Fld =TMmQa

Daki due camph FelK Q groan di K solF ¢ Lo dimeniore ok K come spaieio weioniode
WF e el con @ sivloold [lK'. F].
® o dmemone £ nfiniko. | % sorive (K TF]= o0,
S Q grodo 2 finks, & dice cre K 2 unal estemtore tiniko. di [
ORrimarts S dice de € unOL eskansione Infiniko..
NotAzione  [IK:TF] = dim K

T, L compe, Felk el

Soppoamo che  [IL:K)=m eN  [K:F]=neN
Mloro.  [IL: ] = [iL: 1) (K F] = mn

DIMOSTRAZIONE
Ston W wal one bose ai K so T

Yo {\J*,...‘\J,,\t ona. bose A L so IK

Gonddaxramo [ viw; [As(emlA&gsn} < L

Sta. x el ofero. eststono by kg, km €K Eic. U=lViakaV; £ £ lnUm
Eststono i ©n 1ciem o 4sjen  boc \c(=§&;w;

Quaingh. 0= 2 qu\I;\A'JA;

Qoindk ¢ NQW; QUNTEDNQ .
L=4 -y n "
SoN® Q. ind. poided : 2 JZ fuing=o < 2 (Lot +fav) W =0
Roche ¢ V¢ tono . ind., LQVIveQe oL Loavgat. .. + finw, =0

W L wi sono Rin. ind, Quind = £§=0 g

QARF) 26
- ¢ iridnamie por Eisenstein (p=¥)
Quinaty [QCF): Q] -2



e IL ¢ ono. estensone Siniko. di F e FelK =l otdaca 1K
Q LIO. CkoNFone. Kiniko. Al TF e L € ong. eskansone Hnito. di (K .
otkee [IL ) =[IL: T (K« [F)

DIMOSTRAZIONE
Consdonamo |l come wp.verk. so F o hoo dim likee o K @ ssp, quindx

K. oo gim finikoe so .

Ono. Base a6 L 5o [F & omche on insieme. Mnibo di qomexododer o 1L so K,
qQuindi. 1L hou dim finkka so K.

R wnchude cppicondd @ Ltesremol precedenke . A

F K compe, T =K
el & olgelnicd e o R Adime FE) ¢ fnika.

DIMOSTRAZIONE
e e [FE):Fl=menN, otooro {4,002, .., } € Qn. aig,
QODS compasto A0, Mid  oDomeni .
Alloro. eststono Yo, P € F non bogi noUi tadh che:
Por Pl +pmo™ =0
duagoe % & olqekrico so T poiché € wnsione ded glinomio pak™ +- + ik ipe € lF[4]
= R K 0dgebries s T, soppame dhe Fl) = Flo] = ‘F["‘]/(F(x\) dove [(W) ¢ Q plinomio minimo .

Toe Qanko acko, [FOO:F] & Gnito <l uquole o geq §. -

Dok due compe F K, on Qementn el < dice oQgebrico di qrado n o [
se [FO):F]=m, owero ® @ wo golinomo minimo so F hoo qrado W

F, K compi, T <K
Slano «,p ek ofgeeric 30 F | rispellivamente di qrodo wm =20
Mloro. ot B, 0p @ /p (s @+0) wono olgebrie. w0 F di Qrodo Smn.

DIMOSTRAZIONE
[TF(D(-):TF]=m eN R X C e K
B < cogubries o Tl Wa § O wo poinomio treidaaiblle wi (deg {=n)
{ pokreldbe non emere irridualete in FEI[x]: in kol coxe '@ polinomic mnime & ono
dar fatkort ieridnaeit. dk § n FlA(x] . Dongue Q@ qrado di B s F) & <N . Quingdi -
[Feo(e): F] =[FEoe: F&] [Feo:TF] <nm
Fo(e) = Flx,p) ¢ Q puand plaedd sObkocoumpo dic K che onkene F o B,
Quindy conkieone. Xtp, xp, %/p (e p4o) , che tsolkano algebrio. di Qudn <hm.
Ad. esompio: [Floxs p) = Flox,p) , dungoe [Flup):TF]<nm.
Poe @ teom. precedonk® ®+@ & odnekrico w T di Qragdo <hm o

“:, K oMo | Fe K
Mlora. o Demank  cQgebria. i K so F
formomn v WHocompo di IK che. conkene [F.

A=C B={26C otqeixa w Q.
A s ¢C



Siamo [F K compe, Felk

L'etensone F<lK & algeexico se ogne Qomonko ke lk & oQebrico su .

0SS On'etensrone Gnito. [F e K ¢ olgelorico.. [nfas dato aelk , « pod considexasee.
FelF@el . susoto FelF(a) &ntkor ouindd 0. € olqekrico

Slamw Felkell compt, con Felk ostemione olgeleico
e IK=ll estonvone oOgelbries..

Aloro. F=|L < clgeetco. .

DIMOSTRAZIONE

e ll. Poe lpokesd oL < olgebrico so K,

qolndl. extste QED =kn s wlp W 4k by ko

,on kiel @ gl=o
Or&/ K e

cOspleico w0 [ qoinaly UF(L.O\ '-lﬂ ¢ Qnido
Mdre. [Flio k) :F] & Rnito, ol k., ¢ adgepam w IF. o qoinch anche w Flko)
lterand®d, & "ML [[Flloky, ., kn) : ] & &niko.

L L (s ko, kmd s F ko k)] @ Ruiko, puicdis, o @

QQ%Q&L.QQ w [Fleo,.. k)
Toe 0 toreomn. dee foor di espansioni. « (T ko, bw) :F] & Knido e T =TF(x koo m)

= % ¢ olgebrico o F

(u]

Sidice che on Mmoo complResn 2 S on Mmaks 0dQER e 3 ¢ oy w B

0SS | nomte a0RRBacs. formano on sotkocompo AcC con [Az@]:oo

Siau IF on campo e so {0 eTT™] on polwomio non ol .

Ono. extensione &nikow [E di [F & diice on campo di spe22amenks dh {0 so T se:
«in [E[x] OO st foxkoriazo. tome prodiotko di polinonu di Qrado 4

* N I compo kabe cde F =K %IE, {0 non st foloriazain K] come prodotte da polinomt dX primd  Qradod

ofs Doko §o0 e KIX]) on compo AU spescamonto Qume.
ALGORTNO Yo §an= §' 6N o f 00

con fi  Uridnalbil in KIw)
Se deg fu=deq £, =

=deg {y =4

oora. § W kode (e o in K e K & & compo dx speomento i §o) so K
Sopporiaumo invece  deg fy 24

e Ky = \K[ﬂ/(ﬂ&\) Lmpo

In K, [i(w) hoono vodice o=3%
Foxorizzo oo (OO in K4 Ik

e koo '@ protesso.

Sioe K campo, o, {1 elKX] poinomio non oo di gradnn.
MNloro, 2 IE ¢ on campo ds speazamenke di {60

so K yole
[E: K] &n!

€ = K (oty, ..., o)
SioL £60 di qrado 10 Leriducieile
IK4= lKDJ/H(*“ ho qrado 40

fon= oo T
Nlora, K, = K4 [ﬂ/(icm

KKy =Ky

ECa

Supponiomo | iretduclelle.
W Qrodo 9



o2 i QW)

On compo di wpe2eamenko i € & Q2 Az, TiATL) = QT Q)
Q = Ql2) «@z,0)
L4 1 L2 |
wW-2 < pol. min.
Qi 2 QY v gl win di s QGE)
Dunque [@(‘iﬁ,t) : ®]=8 <ul=24

B-2 e Q)
Q (7, w)
QA =« @2) =« Q2 »)
N3- 1= (we- A (v £ 344)
N~ @ < cadice
ariducletle in QX2 W] Q& non hon radic. N A (¥2) 2 ho grodo 2
@z, @] =6 =2

So. F on compo @ siomod E 2 [E' compl dic spez2omenko (vecti Algebra T)
du {0 €TF[R) non nolo.
Alofo. esiste @' somorfismo: [E— E'

tate che  @'|p =i

Sit K compo.
onsdexo  §: Z —IK omomorfismo o amels (41— 4)
Notiamo e Ker® < on (deade di Z < cduwnque  Ker ¢ =()
R Adskinguond due v
-d=0 alOoran ¢ < niewo
aoe K codione ITm @ che & ovno “eoplo., At Z
Dato che K € on campo, K. aora conkione ono. "oopla, S B
. poxdicomee K @ infinito .
N dice in Queto wso d=o che K hol coraBoasticor O.
- dto , Kerg = ()
Se d aon € primo, S Qvredpero in lK. dei divizori di 2ere won Bamo®.  ASSORDO
AN dPIce che devR estere Ol=p primo

for @ T teoremo. di omomOTHSMO Z/oy = Imgp = K
Dongoe K confiene ona. copto. Gi Zp e +w dice che K ho corasodstco .
n I voQo -
Addb. 44 = QU 4 ..+ =P Ur..4) = (P =0
Pvolke
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