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Capitolo 1

Moduli

1.1 Definizioni e prime proprieta

Definizione 1.1. Sia A un anello. M si dice un A-modulo se (M,+) é un
gruppo abeliano munito di una funzione

fi AxM — M
(a,m) +— a-m

che rispetta le seguenti proprieta:
e (a+b)-m=a-m+b-m
ea-(m+n)=a-m+b-m
eab-m=a-(b-m)
e lp-m=m
Esempio. e Se A & un campo, gli A-moduli sono tutti gli A-spazi vettoriali.
e Se A ¢ un anello, A ¢ un modulo su sé stesso.
e Se B C A ¢ un sottoanello, allora A ¢ un B-modulo.
e Ogni Z-modulo é un gruppo abeliano.

Definizione 1.2. N C M ¢ un sottomodulo se ¢ un sottogruppo additivo di M
chiuso rispetto alle operazioni, cioé per il quale Va € AVn € N a-n € N.

Esempio. e {0} & sempre un sottomodulo.
e I sottomoduli di A come A-modulo sono tutti e soli gli ideali.

e Preso I un ideale di A, 'insieme IM = {> a;m; |a; € I m; € M} ¢ un
sottomodulo di M.

Definizione 1.3. Sia S un sottoinsieme di M. Definiamo il sottomodulo gene-
rato da S come (S) = {> a;s;|a; € As; €8} Se#S=1¢e(S) =M, M si
dice ciclico. Se #5 < 0o e (S) = M, M si dice finitamente generato.
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Come abbiamo detto, gli spazi vettoriali sono in particolare dei moduli;
cerchiamo allora di generalizzare la nozione di base e indipendenza lineare.

Definizione 1.4. Un insieme S = {s1,..., s} si dice libero se
k
Zaisi=O$ai:0Vi=1,...,k
i=1

Un insieme di generatori libero si dice una base.
Come sempre, dopo aver definito le strutture, definiamo le mappe tra di esse.

Definizione 1.5. Siano M, N A-moduli. f: M — N ¢é un omomorfismo di
A-moduli se

f(m+n) = f(m)+ f(n) flam) = af(m)
Dato un omomorfismo, individuiamo i sottomoduli:
Ker(f) ={m e M| f(m) = 0}
Im(f)={ne N |3Ime Mtc f(m)=n}
Proposizione 1.6. Sia M un A-modulo. Allora Hom (A, M) ~ M

Dimostrazione. Consideriamo

f: M — Homa(A, M)
m.o fm

dove f,(a) :== a-m. Tale applicazione ¢ iniettiva e surgettiva, dunque & un
isomorfismo. O

1.1.1 Operazioni sui moduli
Dati {M; | i € I}, definiamo il modulo somma come
ZMi = {Z m; | m; £ 0 per un numero finito di indici e m; € M;}
icl i
Si puo definire anche I'ideale quoziente:
(M:N)={a€A|aN C M}

che ¢ un ideale di A. Nel caso in cui M = 0, si definisce 'annullatore di N
come Ann(N) = (0 : N). In analogia con gli spazi vettoriali, possiamo definire
la somma diretta:

@Mi = {(m;)icr | m; € M; e m; # 0 per un numero finito di indici}
iel
Togliendo il vincolo sugli elementi nulli, otteniamo invece il prodotto diretto:
HMi = {(mi)ier | m; € M;}
iel

Mostriamo che il prodotto diretto e la somma diretta rispettano delle proprieta
universali
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Proposizione 1.7. Sia M; una famiglia di A-moduli, sia N un A-modulo.
Supponiamo che esista per ogni i un omomorfismo p;: M; — N. Detto M =
®M;, si ha allora che esiste un omomorfismo ¢: M — N che fa commutare i
diagrammi (j & Uinclusione canonica):

(piJ e
N

Dimostrazione. Definiamo ¢ come
p: M — N
(my1,ma,...) Zig%(mi)

© € ben definita perché la somma ¢ in realta finita. Mostriamo allora 'unicita.
Sia 1 un omomorfismo che fa commutare i diagrammi. Allora:

wm) = 93 m) = > vim) = 3 eilm)

e dunque ¥ = . O

Proposizione 1.8. Sia M; una famiglia di A-moduli, sia N un A-modulo.
Supponiamo che esista per ogni i un omomorfismo p;: N — M;. Detto M =
11 M;, si ha allora che esiste un omomorfismo p: N — M che fa commutare i
diagramma:

Uy

M — M;

90/
| Pi

N
Dimostrazione. Definiamo ¢ come

p(n) = (p1(n), p2(n), ..., px(n),...)

Tale ¢ ¢ un omomorfismo che fa commutari i diagrammi. Mostriamo 'unicita.
Sia ¢ un omomorfismo che fa commutare i diagrammi. Sia ¥(n) = (b;)ier-
Allora

bi =m0 Y(n) = ¢i(n)
e dunque ¢ = 1. O

Prima di continuare, osserviamo che dato M un A-modulo e I un ideale, non
sempre possiamo canonicamente munire M della struttura di A/ 7-modulo. Nel
caso in cui pero I C Ann(M), questo & perd possibile. Infatti, 'operazione

(a+I)m=am

risulta ben definita e indipendente dal rappresentante. Fatta questa osservazio-
ne, guidati ancora una volta dal caso particolare degli spazi vettoriali, ci do-
mandiamo ora se nel caso di un modulo libero & ancora vero che é ben definita
una sorta di dimensione. La risposta é affermativa, e vale
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Teorema 1.9. Sia M un A-modulo libero. Allora tutte le basi hanno la stessa
cardinalita.

Dimostrazione. Sia 9t un ideale massimale di A e consideriamo il modulo quo-
ziente ]\4/§m M- Tale modulo, per I'osservazione fatta sopra, puo essere munito

della struttura di A/m—modulo, cioé della struttura di spazio vettoriale. Sia ora
B = {vi,...,v,} unabase di M come A-modulo. Mostriamo che le immagini dei

v; tramite la proiezione sono una base di M/gm \J come A/m—spazio vettoriale.
Chiaramente generano. Supponiamo

S ami =0a € Aoy
Scelti dei rappresentanti, questo significa che
Z a;v; € MM
Per definizione di M esistono dei coeflicienti b; € 9t per i quali

Zaivi = Zbivi = Z(ai —b)v; =0

Poiché B ¢ una base, questa relazione implica che b; = a; Vi e dunque a; € 9.
Di conseguenza la relazione in M/m s doveva essere banale, dunque la tesi. [

1.2 1l teorema di Hamilton-Cayley
Teorema 1.10 (di Hamilton-Cayley). Sia M un A-modulo finitamente generato

e sia I un ideale di A. Sia ¢ un endomorfismo di M tale che (M) C IM.
Allora esistono aq,...a,_1 € I tali che

n—1
"+ Z aipt =0
=0
Dimostrazione. Supponiamo M = (mq,...,my). Poiché ¢(m;) € IM, si ha

n
p(mi) =Y ciymy cij €1
j=1
n n
— gp(mz) — Zcijmj =0= Z((Fl](p — cij)mj =0
j=1 j=1
Abbiamo allora ottenuto la seguente rappresentazione matriciale:
Y —C11 —C12 T —Cin my 0

—C21 @ — C22

—Cn1 e ¥ — Cnn
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Sia ora A la matrice aggiunta di A, cio¢ la trasposta della matrice dei cofattori;
la matrice cioé che realizza AA = det(A)I. Allora, si ha che

mq 0 mq 0
AA| 2 | =] |=det(Q) | : | =

Di conseguenza, det(A)m; = 0 Vi = 1,...n. Poich¢ det(A) = ¢ + > a;p" &
un endomorfismo che si annulla su ognuno dei generatori di M, coincide con
I'omomorfismo nullo, da cui la tesi. O

Il teorema di Hamilton-Cayley estende il teorema analogo per gli spazi vet-
toriali. Nonostante in questa forma sembri di scarsa importanza, ha numerosi
corollari importanti. Il primo ¢é sicuramente il lemma di Nakayama, dovuto a
Krull e Azumaya.

Corollario 1.11 (Lemma di Nakayama - I forma). Sia M un A-modulo finita-
mente generato e sia I un ideale tale che M = IM. Allora esiste un elemento
a € A tale chea=1 (I) e aM = 0.

Dimostrazione. Applichiamo il teorema di Hamilton-Cayley all’omomorfismo
id: M — M. Otteniamo allora dei coefficienti a; € I tali che

n—1
id+ " ajid =0
i=0
Di conseguenza, Ym € M, (14 > a;)m = 0. Detto allora a := 1+ > a;, si ha
aM =0ea=1(I). O

Corollario 1.12 (Lemma di Nakayama - II forma). Sia M un A-modulo fi-
nitamente generato e sia I C J(A) un ideale di A tale che IM = M. Allora
M =0.

Dimostrazione. Per la prima forma del lemma di Nakayama, esiste un elemento
a tale che a =1 (I) e aM = 0. Di conseguenza, 1 +a € I C J(A) e dunque
a € A*. Di conseguenza, da aM = 0 si ottiene M = 0. O

Corollario 1.13 (Lemma di Nakayama - III forma). Sia M un modulo fini-
tamente generato, sia N un suo sottomodulo e sia I C J(A) un ideale di A.
Supponiamo che M = N + IM. Allora M = N.

Dimostrazione. Per la seconda forma del lemma di Nakayama, ci basta mostrare
che

My =1 (M/N>
Notiamo pero che
I(M/N) = {Zai(mi+N) la; €I m; e M} =
={> ami+N|a;elmieMy=TM+N - M/
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Diamo ora una conseguenza del lemma di Nakayama su anelli locali. Abbia-
mo prima bisogno di un lemma:

Lemma 1.14. Sia (A,9) un anello locale e sia M un A-modulo finitamen-

te generato. Sia my,...,m; una base di M/gﬁM, Allora, comunque presi
mi,...,my, € M tali che w(m;) = my;, st ha che M = (my,...,mg).
Dimostrazione. Sia N = (mq,...,my) € M e consideriamo il diagramma:

N—>M—)M/mM

Per costruzione, la composizione ¢ un omomorfismo surgettivo, dunque M =
N + MM. Per localita dell’anello, 9 = J(A) e dunque per la terza forma del
lemma di Nakayama, M = N. O

Proposizione 1.15. Sia (A,9M) un anello locale e sia M un A-modulo fi-
nitamente generato. Allora ogni insieme di generatori minimale ha la stessa
cardinalita.

Dimostrazione. Siamy, ..., my un insieme di generatori minimale. Se per assur-
do mq,...,my non fosse una base di M/S)T(M7 potremmo ricavare, per l'algorit-
mo di estrazione di una base per gli spazi vettoriali, una base come sottoinsieme
di questi. Per il lemma, avremmo allora che un sottoinsieme di myq, ..., my
genererebbe ancora M, contro la minimalita. O

Per gli spazi vettoriali finitamente generati, sappiamo che ogni endomorfismo
surgettivo o iniettivo € un isomorfismo. Nel caso dei moduli, cid non € piu vero;

basta pensare a
fi 7z — Z
1 — 2

che é iniettivo ma non surgettivo. Vale pero il seguente:

Proposizione 1.16. Sia M un A-modulo finitamente generato e sia f un
endomorfismo surgettivo. Allora f & un isomorfismo.

Dimostrazione. Muniamo M della struttura di A[z]-modulo: datop = Y a;z° €
Alz], definiamo p-m := 3" a; fi(m). In particolare, abbiamo allora xm = f(m);
cioé M = f(M) = M. Per il lemma di Nakayama, esiste allora ¢ € A[z] tale
che ¢ =1 (z) e ¢M = 0. Di conseguenza, esiste h € A[z] tale che ¢ = 1 + zh.
Mostriamo allora 'iniettivita di f. Sia m € Ker(f).

m=1-m=qm—axhm=qgm—hf(m)=0

Abbiamo dimostrato allora che Ker(f) = {0} e dunque la tesi. O

1.3 Successioni esatte

Definizione 1.17. Sia {M;} una famiglia di A-moduli. Supponiamo che per
ogni ¢ € [ sia definito un omomorfismo di A-moduli

Qi Mi—l — Mi
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La successione
i Pit+1
o My 2 My S M, —

si dice esatta in M; se Im(p;) = Ker(p;41); si dice esatta se & esatta in ogni M.

Osservazione 1.18. 0 — M L3 N ¢ esatta <= f € iniettiva.
ML N 06 esatta = f € surgettiva

Definiamo due semplici funtori. Dato f € Hom(M,N) e h € Hom(N, P),
possiamo definire per composizione

f
M——N

RO/

P

la funzione f*(h). Risulta definito il seguente omomorfismo:

f*: Hom(N,P) — Hom(M,P)
h — f*(h)=hof

In modo simile, dato il diagramma

f
M —— N

ix /,/f*(h)

P

si ha il seguente omomorfismo:

f«: Hom(P,M) —  Hom(P,N)
B fuh)=foh

Proposizione 1.19. La successione
My LM M, =0
¢ esatta se e solo se la successione
0 — Hom(Ms, N) 5 Hom(M, N) 5 Hom(My, N)
¢ esatta per ogni A-modulo N.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che la successione di partenza sia esatta.

e Mostriamo che g* & iniettiva. Sia allora h € Hom(M3, N) e supponiamo
che g*(h) = ho g = 0. Per surgettivita di g,

Vp € My Im € M t.c. p=g(m)

e dunque
Vp € My h(p) = h(g(m)) =0

e dunque h = 0. Di conseguenza, Ker(g*) = {0}.
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e Mostriamo che Im(g*) C Ker(f*). Sia ¢ € Im(g*). Per definizione, esiste
allora 7 tale che ¢ = g*(n) = n o g. Conseguentemente,

frp)=pof=nogof=0
per esattezza della successione.

e Mostriamo che Ker(f*) C Im(g*). Sia allora n € Ker(f*), cioé fon =0.
Dobbiamo allora definire h € Hom(Ms, N) tale che g*(h) = hog = 7.
Sia mg € Moa; esiste allora un elemento m € M tale che mg = g(m) per
surgettivitd di g. Definiamo allora h(ms) = n(m). Bisogna verificare ora
che tale h sia ben definita; sappiamo per ipotesi che Ker(n) 2 Im(f).
Dunque, dati m,n € g~1(msy), si ha

g(m) — g(n) = g(m —n) = 0 = m — n € Ker(g) = Im(f) € Ker(n)
da cui la buona definizione.
Mostriamo ora ’altra implicazione.

e Mostriamo che g é surgettiva. Consideriamo il diagramma:

ML’M2

g*(ﬂ)i A

M ()

Per costruzione, g*(w) = 0. Per ipotesi, g* & iniettiva, dunque 7 = 0 e
dunque My = Im(g)

e Mostriamo che Ker(g) 2 Im(f). Per esattezza della successione, f* o
g*(idar,) = 0; da questo segue go f = 0 e dunque Im(f) C Ker(g).

e Mostriamo che Ker(g) C Im(f). Consideriamo il diagramma

MlLM

rm 7

Mm(r)

f*(m) = 0 per costruzione e dunque m € Ker(f*) = Im(g*). Di conseguen-
za, esiste h € Hom (M, M/Im(f)) tale che g*(h) = m. Quindi

Im(f) = Ker(m) 2 Ker(g)
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Proposizione 1.20. La successione
0— M, L M 2
é esatta se e solo se la successione
0 — Hom(N, M;) 2 Hom(N, M) 25 Hom(N, My)
¢ esatta per ogni A-modulo N.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che la successione di partenza sia esatta.

e Mostriamo che f, ¢ iniettiva. Sia allora h € Hom(N, M5) e supponiamo
che f.(h) = foh = 0. Per iniettivitd di f, Im(h) C Ker(f) = {0} e
dunque h =0

e Mostriamo che Im(f,) C Ker(g«). Sia h € Im(f.). Per definizione, esiste
allora ¢ tale che h = f o . Conseguentemente,

g«(h) =goh=gofop=0
per esattezza della successione, e dunque il contenimento voluto.

e Mostriamo che Im(f,) D Ker(g.). Sia allora h € Ker(g.), cio¢ go h = 0.
Dobbiamo allora definire ¢ € Hom(N, M) tale che f.(¢) = h. L’unico
modo per far commutare il diagramma & definire ¢(n) = f~!(h(n)). Tale
applicazione ¢ ben definita perché f ¢& iniettiva e per ipotesi Im(h) C
Ker(g) = Im(f)

Mostriamo ora l’altra implicazione.

e Mostriamo che f ¢ iniettiva. Consideriamo il diagramma:

f
My — M
ﬁ R
2 fe(d)
Ker(f)
Per costruzione, f.(i) = 0. Per ipotesi, f, ¢ iniettiva, dunque i =0 e f ¢
iniettiva.

e Mostriamo che Ker(g) D Im(f). Per esattezza della successione, f* o
g*(idar,) = 0; da questo segue go f = 0 e dunque Im(f) C Ker(g).

e Mostriamo che Ker(g) C Im(f). Consideriamo il diagramma

-2

4 L
<7 gu(m)
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Per costruzione, g¢.(i) = 0, cio¢ i € Ker(g.) = Im(f.). Dunque, esiste
h € Hom(Ker(g), M) tale che f.(h) = f o h =i. Di conseguenza,
Im(f) 2 Ker(g)

come voluto.

Definizione 1.21. Si dice che una successione esatta
0o-MENZL P

spezza se esiste f: M @& P — N isomorfismo che fa commutare il seguente

diagramma:
. MePrP
(3% 3 f‘P
0 M — ]t/' 3 P—0

Proposizione 1.22. Consideriamo una successione esatta:

0-MSNLPoo
Sono equivalenti:
1. La successione spezza
2. Esiste un omomorfismo r: N — M tale che r o o = idpy
3. Esiste un omomorfismo s: P — N tale che fos=1idp
Dimostrazione.

(1) = (2) Mostriamo che definendo r = 77 o f~1 otteniamo I'omomorfismo cercato.
roa=myof toa=myoiy =idy
(1) = (3) Mostriamo che definendo s = f o ip otteniamo 'omomorfismo cercato.
Bos=pfofoip=npoip=idp
(2) = (1) Per ogni elemento n € N, consideriamo la scrittura
n=mn—a(r(n)) + a(r(n))
Notiamo che n — a(r(n)) € Ker(r); infatti
r(n —a(r(n))) = r(n) —r(a(r(n))) =r(n) —r(n) =0
Di conseguenza, N ~ Im(a)+Ker(r). Mostriamo che tale somma ¢ diretta.
Sia n € Im(a) N Ker(r). Allora esiste m € M tale che a(m) = n. Quindi,
0=r(n)=r(a(m)) =m

e dunque m = 0; allora n = 0, come voluto. Poiché « ¢ iniettiva, Im(a) ~
M; per esattezza della successione, Ker(r) ~ P, dunque abbiamo ottenuto
quanto desiderato.
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(3) = (1) Per ogni elemento n € N, consideriamo la scrittura

n=n—s(B(n))+ s(B(n))

Notiamo che n — s(8(n)) € Ker(8) = Im(«); infatti

Bn—s(B(n))) = B(n) — B(s(6(n))) = B(n) — (n) =0

Di conseguenza, N ~ Im(a)+Im(s). Mostriamo che tale somma & diretta.
Sia n € Im(a) NIm(s). Allora, esiste un p € P tale che n = s(p). Poiche
n € Ker(8), si ha allora:

0=p(n) =B(s(p)) =p

Poiché s ¢ un omomorfismo, manda 0 in 0, dunque n = 0. Basta ora
notare che Im(a) ~ M e Im(s) =~ P perché s ¢ iniettiva.

O

Concludiamo la sezione con un teorema di grande importanza, noto come
“Snake Lemma”.

Teorema 1.23 (Lemma del serpente). Consideriamo due successioni esatte e
degli omomorfismi «, 3,7 che fanno commutare il seqguente diagramma:

f g
M—N——P—0

oo ol

0—— M —» N — P

f
Esiste allora una successione esatta come indicata tratteggiata nel sequente
diagramma:
f
Ker(a) ---» Ker(3) - --» Ker(y) -
f g :
M N P ; 0
,,,,,,,,,,,,,,, A P
0 — M’ I N’ ; P’
! g
- Coker(a) - » Coker(3) - » Coker(v)
f g
Dimostrazione. e [’unica idea sensata per definire f é f = f|Ker(a). Mo-

striamo che & ben definita. Sia a € Ker(a).

afa) =0= f'(a(a)) = 0= (f(a)) = 0= f(a) € Ker(B)



CAPITOLO 1. MODULI 12

e Definiamo g = g, (- Mostriamo la buona definizione di tale mappa. Sia
b € Ker(B).

B() =0=g¢'(B(b)) =0=(g(b)) = 0= g(b) € Ker(y)

e Mostriamo che la mappa f)’, che prendiamo come la mappa indotta da f’
sui coker, ¢ ben definita. Siano a,a’ € M’ tali che a — o’ € Im(a). Esiste
allora m € M tale che a(m) =a—da'.

fa(m)) = B(f(m)) = f'(a(m)) € Im(B) = f'(a) — f'(a’) € Im(B)
come voluto.

e Mostriamo che §’, mappa indotta dal passaggio al coker da g’, & ben
definita. Siano b,b’ € N’ tali che b — b’ € Im(f). Allora esiste n € N tale
che B(n) =b-1V.

g'(B(n)) =(g(n)) = ¢'(8(n)) € Im(y) = g'(b) — ¢'(t') € Im(v)

e Definiamo ora Papplicazione 0: Ker(y) — Coker(a). Sia p € Ker(y). Per
surgettivita di g, esiste n € N tale che g(n) = p. Di conseguenza,

0=7(g(n)) = g'(B(n)) = B(n) € Ker(g') = Im(f")

Per iniettivita di f’, esiste un’unica a € M’ tale che S(n) = f'(a). Defini-
sco allora 0(p) = a+Im(«). Mostriamo la buona definizione: dimostriamo
cioé che I'immagine di p tramite 9 é indipendente dalla scelta di n. Siano
n,n’ tali che g(n) = g(n’) = p. Dalla definizione, siano a,a’ € M’ tali che
f'(a) = B(n) e f'(a’) = B(n'). Poiché n —n' € Ker(g) = Im(f), esiste
x € M tale che f(z) =n —n’. Notiamo ora che

fla—a') =Bn—n')=p(f(x)) = f'(a(z))

Per iniettivita di f/, a(z) = a — o’ e dunque 9 ¢ ben definita, perché
a—a €Im(a).

Ora che abbiamo definito le mappe, mostriamo che la successione che abbia-
mo ottenuto € esatta.

e Dimostriamo che Ker(g) = Im(f). Intanto, go f = 0 = jo f = 0 e dunque
Ker(g) 2 Im(f). Sia oran € Ker(p) tale che g(n) = 0. Per esattezza della
successione, esiste m € M tale che f(m) = n.

0= B(f(m)) = f'(a(m))

e dunque a(m) = 0 per iniettivita di f’. Di conseguenza m € Ker(a) e

Ker(g) C ()

e Mostriamo che Im(§) = Ker(9). Sia n € Ker(8). Allora f(n) = 0 =
17(0). Per definizione di 9, abbiamo allora d(g(n)) = 0+ Im(«) e dunque
Im(g) C Ker(9). Sia ora p € Ker() tale che (p) = 0. Per surgettivita di
g, esiste n € N tale che g(n) = p.

g (B(n)) =0= B(n) € Ker(¢') =Im(f") = Im e M’ t.c. f'(m)=p(n)
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Poicheé p € Ker(9), m € Im(«), dunque f'(m) = f'(a(z)). Notiamo ora
che, per commutativita, 8(f(x)) = f'(a(x)) = B(n) e quindi n — f(z) €
Ker (). D’altronde,

g(n— f(z)) = g(n) —g(f(z)) =p

e dunque Ker(9) C Im(g).

e Mostriamo ora che Im(9) = Ker(f'). Sia z+Im(a) € Im(9), dunque esiste
y € Ker() tale che d(y) = « 4+ Im(a). Per surgettivita di g, esiste n € N
tale che g(n) =y.

g9'(B(n)) =~(g(n)) = 0= B(n) € Ker(¢') = Im(f)
Dunque 3(n) = f'(a) e f'(a) € Im(B). Di conseguenza, d(y) € Ker(f").
Viceversa, sia © + Im(a) € Ker(f’). Allora f/'(z) € Im(8) e quindi esiste
n € N tale che 8(n) = f'(z). Per costruzione allora d(g(n)) = = + Im(«).
Manca perd da verificare che g(n) € Ker (7).

0=g'(f'(x)) = g'(B(n)) = v(g(n)) = g(n) € Ker(v)

e Mostriamo ora che Im(f’) = Ker(g'). Sicuramente, poiché ¢’ o ' = 0, si
ha § o f' = 0 e dunque Im(f’) C Ker(§'). Sia allora = € Ker(j'). Allora
g'(x) € Im(y) e dunque esiste p € P tale che v(p) = ¢'(x). Per surgettivita
di g, esiste n € N tale che g(n) = p. Dunque,

g'(x) =v(g(n)) = ¢g'(B(n)) = 2 — B(n) € Ker(¢") = Im(f")

Di conseguenza, esiste a € M’ tale che f'(a) = = — B(n) e dunque f’(a +
Im(a)) = 2 — B(n) + Im(B) = « 4+ Im(B), come voluto.

O

Osservazione 1.24. Se f ¢é iniettiva, allora anche f ¢ iniettiva perché restrizione
di una funzione iniettiva. Se ¢’ & surgettiva, allora anche §’ & surgettiva, perché
non ¢ altro che il passaggio al coker della mappa g.

Corollario 1.25 (Lemma dei Cinque). Consideriamo il diagramma

f g
0 M N P —0

oo ol

0— M —> N —> P —0

Se due dei tre omomorfismi «, B,y sono isomorfismi, allora lo é anche il terzo.

Dimostrazione. Supponiamo che «a, § siano isomorfismi, gli altri casi sono equi-
valenti. Per il lemma del serpente, otteniamo allora la successione:

0 — Ker(a) =0 — Ker(8) = 0 — Ker(y) —
— Coker(a) = 0 — Coker(8) = 0 — Coker(y) — 0

Per esattezza della successione, Ker(vy) = 0 (dunque + ¢ iniettiva) e Coker(y) = 0
(dunque v & surgettiva), cioé v & un isomorfismo. O
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1.4 Moduli Proiettivi

Definizione 1.26. Un A-modulo P si dice proiettivo se per ogni f: P — N e
h: M — N surgettiva esiste f che fa commutare il seguente diagramma:

N
f
al
M —— N
h
Lemma 1.27. Sia P un modulo libero. Allora P ¢& proiettivo.

Dimostrazione. Consideriamo il diagramma
P
|1

M ——N
h

dove h & surgettiva. Allora ha senso considerare il sottomodulo di M h~'(f(P))
e prenderne un insieme di generatori {m; | i € I'}. Definiamo allora f(e;) = m;
e tale f é ben definita perché P é libero e fa commutare il diagramma. O

Proposizione 1.28. Sono fatti equivalenti:
1. P proiettivo
2. Ogni successione esatta 0 - M — N — P — 0 spezza
3. P ¢é addendo diretto di un modulo libero

4. 1l funtore F: M — Homyu (P, M) & esatto, cioé manda successioni esatle
corte in successioni esatle corte

Dimostrazione.
(1) = (2) Consideriamo una successione esatta
a B
0—+M—=N=—=P—=0

Mostriamo che esiste una sezione s: P — N tale che 8o s = idp. Poiche
P ¢ proiettivo, esiste la s che fa commutare il seguente diagramma:

P
7&(1
N——p

B

e dunque la successione spezza, poiché per commutativitd S o s ~ idp
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2) = (3)

Sicuramente P ¢ quoziente di un modulo libero F. Abbiamo allora la
successione esatta:

0— Ker(mr) 5 F 5 P —0
che per ipotesi spezza, dunque F' ~ P @ Ker(), come voluto.

Consideriamo la successione esatta

0N LML N, =0

Applicando il funtore, otteniamo la successione
0 — Homu(P, Ny) L% Hom (P, M) 2 Homa (P, Na)

Ci basta allora mostrare che g, é surgettiva. Consideriamo il diagramma

dove M’ ¢ un modulo tale che M’ @ P sia libero. L’omomorfismo 7 del
diagramma esiste perché P @ M’ ¢ libero, quindi proiettivo. Sappiamo
allora che g on = pom. D’altronde, esiste 'immersione ¢ di P in P @ M’'.
Consideriamo allora s = noi. Verifichiamo che tale s faccia commutare il
diagramma; questo darebbe la surgettivita di g..

gOS:gOnO’L:SOOT{jOZ:QO

ZdP
e dunque la tesi.

Poiche g, é surgettiva, comunque data p: P — N, esiste s: P — N;
tratteggiata che fa commutare il diagramma:

< /P
e
M= N

e quindi la tesi.

O

Proposizione 1.29. Sia M = ®;c;M;. Allora M ¢ proiettivo se e solo se M;
e proiettivo per ogni i.

Dimostrazione. = Poiché M é proiettivo, esiste un modulo P per il quale

P& M = F dove F ¢ libero. Di conseguenza, Vi, (P@Z#i M;)eM; =F,
dunque M; é proiettivo.
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< Poiché ogni M; é proiettivo, esiste un modulo P; tali che M; ® P; sia libero.
Detto P = @; P;, si ha allora che M & P ¢ libero, dunque M ¢é proiettivo.
O

Proposizione 1.30. P ¢ proiettivo se e solo se P é addendo diretto di ogni
modulo di cui & quoziente.

Dimostrazione. La successione
0— Ker(nr) > M - P —0

¢ esatta; poiché P ¢é proiettivo spezza, dunque M ~ P & Ker (7). O

1.5 Forma normale di Smith

Si potrebbe pensare che, come nel caso degli spazi vettoriali, i sottomoduli di
un modulo libero siano liberi. In realtd questo non é vero:

Esempio. Sia A = K[xz,y] e consideriamo il suo sottomodulo N =< z,y >. N
non é libero; infatti yx + (—z)y = 0.

Nel caso I’anello sia un PID abbiamo pero il seguente:

Teorema 1.31. Sia A un PID, sia M un A-modulo libero finitamente generato
e sia N un suo sottomodulo non banale. Allora N ¢é libero.

Dimostrazione. Mostriamo I’enunciato per induzione sul rango (la cardinalita di
una base) di M. Se M é ciclico, M ~ A, e dunque i suoi sottomoduli non nulli
sono ideali di A. Poiché A & un PID, N = (z). z # 0 e poiché¢ A ¢ un dominio,
ax = 0 implica a = 0. Dunque N é libero. Supponiamo ora che M abbia rango
n + 1 e assumiamo vera la tesi per tutti i moduli di rango minore o uguale a n.
Sia {mq,--- ,mu41} una base di M e definiamo N, = N N {my,---,my). Se
N,, = N, per ipotesi induttiva N ¢é libero. Supponiamo allora N,, # N. Dato
u € N, si ha
U=a1my+- - apyMpy + Ay M 41

Possiamo allora definire l'ideale I = {a, € A|u € N}. Poiché¢ A ¢ un PID,
I = (d), cioé esiste w € N tale che w = aymy + - - - + dmy1. Mostriamo allora
che N = N,, & (w).

Sia p € N. Allora a, € I, e dunque a, = dk. Di conseguenza, p — kw € N,,
come volevasi dimostrare. O

Osservazione 1.32. Ripercorrendo la dimostrazione, si ottiene che necessaria-

mente rk(N) < rk(M).
Corollario 1.33. Sia A un PID.
1. P proiettivo <= P libero

2. N sottomodulo di M, M finitamente generato = N ¢é finitamente genera-
to.

Dimostrazione.
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1. Poiché P é proiettivo, P & addendo diretto di un modulo libero, dunque é
isomorfo a un sottomodulo di un libero.

2. Poiché M é finitamente generato, esiste un omomorfismo surgettivo
AL o

Dunque, f~1(N) ¢ un sottomodulo di A", dunque ¢ libero e finitamente
generato. Di conseguenza, N ¢ finitamente generato.

O

Sia ora M un A-modulo finitamente generato, con A un PID. Allora M ¢é
quoziente di un modulo libero finitamente generato:

0 — Ker(f) & A" L M

Ker(f) e libero; sia allora vy, - - v, una base di Ker(f). Considerata ’ap-
plicazione

v A™ — A"
€; — V;

si ha allora che Ker(f) = Im(¢) e dunque M ~ Coker(¢). Ci siamo ridotti
allora a studiare le applicazioni tra moduli liberi e i loro Coker per classificare
i moduli finitamente generati su un PID. Fissate rispettivamente due basi B
e By di A™ e A™, si ha che un qualsiasi omomorfismo tra questi puod essere
rappresentato da una matrice, secondo la regola

Mi; = (1 (b:)"™]5n)

Definizione 1.34. Siano X,Y € M(n,m,A). X e Y si dicono equivalenti se
esistono due matrici S € GL(n,A) e T € GL(m, A) tali che X = SYT.

Proposizione 1.35. Sia X € M(n,m,A), con A un PID. Allora X ¢é equiva-
lente a una matrice D in forma diagonale, cioé di; =0 Vi # j.

Dimostrazione. Mostriamo 'enunciato per una matrice X € M (2, A)

a b
Poiché siamo in un PID, (a,c) = (z); di conseguenza, esistono s,t € A tali che
as + ct = x. Consideriamo allora la matrice:

u=(2 1)

M ¢ invertibile perché det M = 1; inoltre

T
wx= (5 7)

Lo stesso si ha poi nel caso generale agendo con matrici del tipo

M 0
0 In72

g8l
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Analogamente possiamo agire a destra per rendere la matrice X in forma trian-
golare inferiore. Mostriamo ora che con queste operazioni introdotte, e con
permutazioni di righe, possiamo portare una matrice in forma diagonale. Sup-
poniamo x1; # 0. Possiamo allora trovare delle matrici Sy, ---S,_1 tali che la
prima colonna di X sia tutta nulla eccetto il primo elemento, x11. Allo stes-
so modo, si puo fare per la prima riga; in questo modo si sporca pero la prima
colonna. Iterando questo procedimento si arriva pero a termine; infatti, conside-
rando a ogni passo il valore di x11, si ha che questi creano una catena ascendente
di ideali, perché I'azione delle matrici sopra indicate porta sempre in posizione
(1,1) il generatore dell’ideale. Poiché siamo in un PID, una catena ascendente
di ideali é stazionaria, e dunque il processo deve terminare. Arriviamo allora

alla matrice
r11 0
0 X

e per ipotesi induttiva si ha la tesi, agendo sulla matrice X. O

Definizione 1.36. Una matrice D diagonale si dice in forma di Smith se dj |
d22 | | dnn-

Proposizione 1.37. Sia D una matrice in forma diagonale. Allora D ¢ equi-
valente a una matrice D in forma normale di Smith.

Dimostrazione. Consideriamo una matrice in forma diagonale D € M (n,m, A)

dy 0 --- 0
D= : :
dy, 0 - 0
Sia 7 il minimo degli indici tali che d; t d; e sia a = (d1,d;). Di conseguenza,

esistono s,t € A tali che sd; + td; = a. A meno di permutazioni, possiamo
supporre che i = 2. Consideriamo allora le matrici:

S t
S=[=d 4 T=1[1 3d
a

a
In—2 Im—2

Il prodotto X = SDT genera una matrice ancora in forma diagonale

a 0 0
X — ds 0 0
dy, 0 - 0
in cui perd x11 | x22. Iterando il procedimento, otteniamo la tesi. O

Definizione 1.38. Data X una matrice, definiamo
A;(X) = ({determinante dei minori ¢ x i})

Proposizione 1.39. Siano X € M(n,m,A) e S € GL(m,A). Allora A;(X) =
A (SX) per ogni i.
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Dimostrazione. SiaY = SX. Lerighe di Y sono combinazioni lineari delle righe
di X; per multilinearita del determinante, si ha allora che A;(X) D A;(Y). D’al-
tronde, S & invertibile, dunque come sopra A;(S~1Y) = A;(Y). Ma S~y = X.
quindi A;(X) = A;(Y), come voluto. O

Corollario 1.40. La forma di Smith é unica a meno di associati.

Dimostrazione. Siano g; gli elementi diagonali di X in forma di Smith, e siano d;
gli elementi diagonali di Y anch’essa in forma di Smith. Supponiamo che X ~ Y.
Procediamo per induzione su i. Per i = 1, (¢1) = A1(X) = A(Y) = (dv).
Mostriamo il passo induttivo. Sviluppando i determinanti, otteniamo

A1 (X) = Ai(X)(giv1)
A1 (Y) = Ay(Y)(dit1)

Di conseguenza, poiché X ~ Y,
Ai(X)(gi+1) = Ai(Y)(dit1)

Poiché¢ A ¢ un PID, A;(X) = A;(Y) = (s) e quindi (sd;y+1) = (sgi+1) e per
cancellazione (d;+1) = (¢;+1), come voluto. O

Da quanto mostrato fino ad ora, non possiamo ancora affermare di aver
classificato 1 moduli finitamente generati su un PID; infatti, la forma di Smith
dipende a priori dall’lomomorfismo di A-moduli scelto. Mostriamo allora che in
realta la struttura trovata ¢ indipendente dall’omomorfismo.

Lemma 1.41. Supponiamo che M si scriva come somma diretta
_A A
M= 5 &y,

dove Jy, JJo sono ideali di A. Sia I un ideale di A. Allora

M ~A A

SIM =+ 19 gy 4 T
Dimostrazione. Per il secondo teorema di isomorfismo, I M si scrive come:
~ J(A A ~IT+J I+ J
IM =I5, &7 g,) = * Y © * YT

Dunque:

A

Mpg ~ (A/J1>/(J1 + I/Jl) N ( /J2>/(J2 + I/J2> - A/J1 +19 A/Jg +1

O
Lemma 1.42. Sia M = A/J e sia a € A. Allora aM ~ A/(J 2 a)

Dimostrazione. Consideriamo ’omomorfismo di A-moduli

fi A — aM
a — a(l+J)

Chiaramente f & surgettiva; d’altronde Ker(f) ={a € A|ame J} =(J :a) e
per il primo teorema di omomorfismo abbiamo la tesi. O
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Lemma 1.43. Sia B un anello e sia f: B™ — B™ un omomorfismo surgettivo,
conm>n = B={0}

Dimostrazione. Abbiamo ovviamente la decomposizione B™ = B™ @& B™™ ",
Consideriamo allora gli omomorfismi:

B"@ B™ " = pr L, pm

fom & un endomorfismo surgettivo, dunque & anche iniettivo, ma allora Ker(7) =
{0}. Ma Ker(w) = B™~", dunque la tesi. O

Teorema 1.44. Sia A un anello. Supponiamo esistano due catene di ideali:

LoD,
J12J22 2Dy

conm >n e supponiamo che

~ DA, ~ (DA
M=% =DV,
k=1 k=1
Allora Jy =Ja = =Jdp_pn=AeVi=1,---n Jp_nti = I;.

Dimostrazione. Sia B = A/ Ty Mostriamo che B = 0. Notiamo subito che nelle
ipotesi date, J; + J; = Ji.

m

m o MNA, DA M MDA n
B" =@y ~P T+ Jh) = V=DV s, B
=1 =1

=1

Di conseguenza, per il lemma, B = 0 e dunque J; = A. Possiamo iterare il
ragionamento e quindi J; = Jy =+ = Jy,_p, = A.

Per il secondo punto, possiamo supporre m = n. Per simmetria, basta mostrare
che I, C J, Vk. Sia a € Ij,.

(™A o maA
o (§41) =D Yir 0
i=1 i=1
Poiche Iy D Ix_1,sihachea € I, Vs < k e dunque (I, : a) = A. Di conseguenza,
~ M A
alM = @ /(I - a)
i=k+1

D’altra parte,
N n A N n A
aM—@( /Ji>—@ i)
1 i=1

Per il punto 1, si ha allora che (J; : a) = A Vs < k e dunque a € Ji. O



Capitolo 2

Anelli di polinomi

2.1 Ideali monomiali

Definizione 2.1. Sia I C K[z1,--- ,z,]. I si dice monomiale se 34 C N™ tale
che I = (2 | a € A).

Gli ideali monomiali sono i pitt semplici e godono di proprieta particolar-
mente vantaggiose, come la seguente:

Proposizione 2.2. Sia I un ideale monomiale, I = (z* | « € A C N"). Sia

= Z'y ey

fel <= Vy c,a¥ el

Dimostrazione. Chiaramente, se ¢y € I Vv, f € I. Vicerversa, supponiamo che
f € 1. Allora f si scrive in termini dei generatori di I:

F= paa® =3 (3 s’ =) agpa*"’
o

a€cA acA B

Per il principio di identita dei polinomi, i monomi devono coincidere termine a
termine, e dunque ogni monomio di f appartiene a I, poiché V3 z*t# ¢ I. O

Dato un monomio, possiamo associargli un vettore a € N contenente i gradi
nelle singole variabili. Studiare un ideale monomiale diventa allora equivalente
a studiare particolari sottoinsiemi di N™:

Definizione 2.3. A C N” si dice un E-sottoinsieme se A # 0 e se vale
reA=VyeN'z+y€c A
F C A si dice una frontiera di A se
Voec Adf e FIyeN' tc.ca=f+7y

Lemma 2.4. Sia A un E-sottoinsieme di N e sia m: N* — N1 lg proiezione
sun —1 componenti. Allora w(A) ¢ un E-sottoinsieme di N" 1.

Dimostrazione. Sia o € A. Dobbiamo mostrare che Vy € N*~1 7(a)+~v € n(A).
Dato v, per surgettivita della proiezione, 35 € N" t.c. w(%) = . Di conseguenza,
v+ m(a) = m(a+ %), da cui la tesi. O

21
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Lemma (di Dickson). Ogni E-sottoinsieme ammette una frontiera finita.

Dimostrazione. Dobbiamo mostrare che dato A un E-sottoinsieme di N, esiste
una frontiera finita; affrontiamo la dimostrazione per induzione su n.

Nel caso n=1, A non ¢ altro che una semiretta di N; ¢ sufficiente allora consi-
derare ng = min A per ottenere una frontiera finita.

Supponiamo ora ’enunciato vero per ogni naturale minore o uguale a n, e mo-
striamo la tesi per n+1. Consideriamo la proiezione 7: N1 — N" sulle ultime
n componenti. Per il lemma, 7(A) ¢ un E-sottoinsieme di N”, dunque per ipotesi
induttiva esiste Fy frontiera finita di m(A). Scegliamo allora delle controimma-
gini e chiamiamo Fy = {a1,0,- - any,0} gli elementi scelti in questo modo, cioé
a;0 = (az(}o), e ag,%ﬂ)) € A. Abbiamo in questo modo preso una frontiera di
‘quasi tutto’ A; ci mancano solo una quantita finita di sezioni da coprire. Per
questo, sia @ = max{ag}()) |ie€{l---n}} e consideriamo, Va < a, il sottoinsieme
A, = AN ({a} x N™). Tali sezioni sono E-sottoinsiemi, dunque per ipotesi in-
duttiva ammettono una frontiera finita F, = {a1,4," - an,.a}-

Verifichiamo allora che F' = Fy U], <5 Fa si una frontiera finita di A. Sia

a=(ay, - ,ant1) € A . Distinguiamo due casi:

< a) In questo caso, Ja < @ t.c. a = ay. Ma allora, 3i € {1, - ,n,} t.c. a —
ai,q > 0, come si voleva.

> a) Questa volta, considerata m(«a) la proiezione, 3i € {1,--- ,ng} t.c. 7(a) —

a;,0 > 0. Passando alle controimmagini, allora, o — a; o > 0 perché per
ipotesi a(lo) <a<ag.

i,

Abbiamo allora trovato una frontiera finita di A, come richiesto.

Grazie a questo teorema, otteniamo il seguente
Corollario 2.5. Ogni ideale monomiale ¢ finitamente generato.

Siamo ora interessati a caratterizzare in maniera piu precisa le frontiere
di un E-sottoinsieme; in particolare, siamo interessati a indagare sull’esistenza
di frontiere minimali, che corrisponderebbero a un insieme di generatori non
ridondanti di un ideale monomiale.

Proposizione 2.6. Dato A un E-sottoinsieme, esiste un’unica frontiera di
cardinalita minimale di A.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esistano due frontiera di cardina-
lita minimale Fy = {ay ---an}, Fo» = {by---b,}. Abbiamo allora che

Vi € {1, ,TL} E'jl t.c. a; €bji + N"

Cio definisce una applicazione f: {1,--- ,n} — {1,---,n}. Tale applica-
zione ¢é iniettiva per la supposta minimalita delle frontiere; se infatti non fosse
iniettiva,

Ji = Jk = a4 iji-i-Nn N ag Ebji—i-Nn

e dunque sostituendo a a;,a I'elemento b;, avremmo trovato una frontiera di
cardinalitd minore. Dunque, f é una permutazione; a meno di riordinare gli
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elementi possiamo allora supporre che sia l'identita. Il procedimento attuato
sopra puo allora essere invertito, cioé

Vie{l,---,n} 3y t.c. b; € aj, + N"
Otteniamo allora un’altra permutazione; se questa non fosse I'identita, avrei che
a; € b + N A b, € aj, + N"

e questo negherebbe ancora una volta la minimalitd delle frontiere. Dunque,
= Fs. O

Concludiamo la sezione con alcuni lemmi utili sugli ideali monomiali:
Proposizione 2.7. Siano I,J ideali monomiali, I = (mq,--- ,my). Allora:

1. INJ é monomiale

2. Se my, = wv, con (u,v)=1= I=I,u)N(I,v)

Dimostrazione. 1. Sia f =Y cqz® € INJ. Per quanto dimostrato, poiché
f € I ogni monomio di f appartiene a I; poiché f € J, ogni monomio
di f sta in J. Di conseguenza ogni monomio di f sta in I N J, e dunque
INJ ¢ monomiale (& generato da tutti i monomi dei polinomi che ci
appartengono)

2. Chiaramente, I C (I,u) N (I,v). Mostriamo l'altra inclusione. Sia m €
(I,u) N (I,v) un monomio.

me (lbu) < m;|m V u|m
me (I,v) < m;|m V v|m

Se m; | m, abbiamo finito. In caso contrario,
(u|m)A(w|m)=uw|m=>mel
O
Lemma 2.8. Sia I un ideale tale che \/I & massimale. Allora I ¢ primario.

Dimostrazione. Ricordiamo che un ideale ¢ primario se e solo se i divisori di 0
nel quoziente sono tutti nilpotenti.

Poiché VI = O ¢ massimale, M ¢ Punico primo che contiene I. Allora, per
corrispondenza, in A/I esiste un solo primo. Dunque tutti gli elementi non

invertibili sono nilpotenti perché sono contenuti nell’unico primo di A/ 7- Poiche

questo vale in particolare per i divisori di 0, si ha la tesi. O
Proposizione 2.9. Sia I = (mq,---,my) un ideale monomiale con una base
minimale.

1. I primo <= Vi Jzj, t.c. m; =z,

2. I radicale <= Vi m; =z, ...x;, con iy #ip se h #k

aq g
PRPRIN g

3. I primario < I = (x my,...mg) con m; € K[z, ...,z
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Dimostrazione. 1. Se I = (x4,,...,%;) & primo perché¢ il quoziente & un
dominio. Viceversa, sia m; = x7 'z ... x{" un generatore minimale di 7,

. LN T A a;—1_az Qn
con [ primo. Poiché I ¢ primo, vale z;, € I oppure z; ' "x;? ... 23" € I.
Iterando, si ottiene che una variabile pura deve stare in I.

2. («) Chiaramente VI D I. Mostriamo ’altra inclusione. Sia feVvi=
f* € I. Poiché I & monomiale, ogni monomio di f* deve appartenere a I.
In particolare, le potenze pure dei monomi di f devono stare in I. Allora

m* € I = 3i t.c. m; | m* = m; | m perche degm; =1

Di conseguenza, m € I e dunque f € I.
(=) m; = x{ n, dove n dipende dalle altre variabili. Di conseguenza,

zin* el = VI, dunque x;,n € I. di conseguenza, a = 1.

3. (=) Sia m; = xpn. Poiche la base ¢ ridotta, possiamo supporre che n ¢ I;
di conseguenza, esiste € N tale che =] € I, dunque z] sta nei generatori.
(<) Supponiamo che le variabili in questione siano 1, ...,z;. Conside-
riamo ’'omomorfismo

Kz, ..o xn] — K(xggt, - zn)[z1, - -, Tk

Notiamo che v/I¢ ¢ massimale, dunque /¢ é primario. Di conseguenza, ¢
é primario. Basta ora notare che I°¢ = I.
O

2.2 Algoritmo di divisione e basi di Grobner

Siamo ora interessati ad approfondire la conoscenza degli ideali negli anelli di
polinomi; la generalizzazione della teoria svolta per gli ideali monomiali & pero
non semplice. Abbiamo infatti visto che decidere I'appartenenza di un polinomio
ad un ideale monomiale é facile; lo stesso non si puo dire in generale. Per prima
cosa, abbiamo necessita allora di estendere al caso in pit variabili ’algoritmo
di divisione euclidea; in particolare, ¢ allora necessario scegliere un criterio per
determinare un ordinamento dei monomi dei polinomi.

Definizione 2.10. Un ordinamento monomiale é una relazione d’ordine su N”
che rispetta le seguenti proprieta:

e ¢ un buon ordine
e Va,B,vyeN'a<fB8=a+vy<B+7y
Per facilita di verifica, ricordiamo il seguente lemma di teoria degli insiemi:

Lemma 2.11. (N",<) ¢ un buon ordine <= ogni catena discendente é
stazionaria.

Tra gli ordinamenti pit utilizzati, vi sono i seguenti:
1. Ordinamento lessicografico:

a > B =il primo termine non nullo di o — 5 & maggiore di 0
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2. Ordinamento totale lex: detto |a] = a3 + -+ + ap,
a>p=|al >8] V a>p per Vordinamento lessicografico

3. Ordinamento reverse lex: detto |a| = a; + - + ay,
a>f=lal >8] V |al = 8] e lultimo termine non 0 in a—pf & < di 0

Diamo ora delle notazioni comode per trattare i polinomi in pit variabili:

Definizione 2.12. Sia f € K[z1--- ,z,], f =), cax®, dove co € K. Fissato
un ordinamento monomiale, definiamo:

e Il multigrado di un polinomio ¢ deg(f) := max{« | ¢ # 0}
e Il coefficiente direttore ¢ lc(f) = ¢4, dove a = deg(f)

e Il termine di testa ¢ lt(f) = coz®, dove o = deg(f)

e Il monomio di testa & Im(f) = x* dove a = deg(f)
Possiamo ora illustrare ’algoritmo di divisione:

Teorema 2.13. Consideriamo R = K[xzy, -+ ,x,] con un fissato ordinamento
monomiale, siano p, f1+++ ,fx € R. = 3Jay---axr € RIr € Rt.c

k
p=) aifitr
i=1
dove

e Vi deg(p) > deg(aifi)
er=0V r=> 1.z in modo tale che Yo x® & (It(f1)---1t(fr))

Dimostrazione.

p f

<0

while p # 0 do
141
diviso < false
while i < k & diviso == false do

if it(f;) | lt(p) then

) It(p)
i (s

pp—cifi
diviso + true
a; < a; +c¢;
else
1+ +
end if
end while
if diviso == false then
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r 1+ it(p)

p < p—lt(p)
end if
end while

Mostriamo che ’algoritmo illustrato nello pseudocodice ¢ effettivamente corretto
e termina. Dimostriamo che ad ogni passo vale che f = ay fi+---+apfx +p+7.
Sicuramente questo € vero in fase di input. Supponiamo che sia vero al passo
n — 1-esimo. Ci sono 2 casi possibili:

e Se lt(f;) | lt(p), vale che

It(p) _ lt(p)
It(fi) It(f:)

e dunque a; f; + p rimane invariato, dunque la relazione continua a valere

aifi +p = (a; +

)fi+p fi

e Se invece si aggiorna il resto, vale invece
p+r=(r+litp) + (p - It(p)

Mostriamo ora la terminazione dell’algoritmo. Per questo, basta mostrare che
il grado di p cala ad ogni iterazione; cio é vero perché ad ogni passo si ammazza
il termine di testa di p. Mostriamo ora la condizione sul grado di a;f;. Ogni aq;
¢ somma di termini lltt((]{?) , inoltre It(p) < lt(f) e dunque deg(a;f;) < deg(f),

come voluto. O

Purtroppo l'algoritmo di divisione cosi enunciato non garantisce ’unici-
ta del resto; € necessario allora trovare delle proprieta degli f; che rendano
efficace algoritmo. Dato un ideale I, possiamo associargli l'ideale lt(I) =
({it(f) | f € I}). Per definizione, l¢t(I) ¢ monomiale, dunque possiamo trovare
un insieme di generatori finito. Di conseguenza, esistono dei polinomi g1, - - - gx

tali che (It(g1), - ,lt(gx)) = lt(1).

Teorema 2.14. Sia I un ideale di K[zq,--- ,x,] e siano g1,--- gk € I tali che
I = (lt(qr),- -, lt(gx)). Allora:

o [ = (glv"' agk:>
o fel <« ilresto della divisione di f per {g; |ie€{1---k}} ¢0

Dimostrazione. Chiaramente, poiché g; € I Vi =1---k, (g1, - ,gx) C I. Sia
allora f € I. Per lalgoritmo di divisione,

k
f= Zaigi +r
i=1

Necessariamente r € I. Se r # 0, allora lt(r) € t(I) = (It(g1), - ,lt(gx));
ma questo ¢ assurdo per 'algoritmo di divisione, perché deg(r) < degg; Vi. Di
conseguenza r =0e I = (g1, -, k). O

Corollario 2.15. Ogni ideale di K[xq,--- ,x,] & finitamente generato.

Definizione 2.16. (g1, -, gx) si dice una base di Grébner di I se g; € I Vi e
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Per indicare il resto della divisione di un polinomio f per una base di Grébner

G scriveremo d’ora in poi 7G. Siamo cosi riusciti a utilizzare quanto sappiamo
sugli ideali monomiali nello studio di un ideale qualunque. Quello che manca
pero in questa definizione € I'unicita di una base di Grébner; aggiungiamo allora
delle richieste sui polinomi in modo da trovare 'unicita dei generatori.

Definizione 2.17. Una base di Grobuer (gy,- - , gi) si dice ridotta se
o (it(g1), -+ ,lt(gx)) ¢ la frontiera di cardinalita minimale di l¢(1)
o Vi=1,--- ,kle(g;) =1
o Vi=1,-- kg lot =g

Se valgono solo le prime due condizioni, la base di Grébner si dice invece
minimale.

Teorema 2.18. Sia I un ideale di K[y, ,x,]. Allora I ammette un’unica
base di Grobner ridotta.

Dimostrazione. Siano G = {g1,--- ,gx} € G = {g1,--- ,gx}. A meno di per-
mutare gli elementi, possiamo supporre che lt(g;) = lt(g;) Vi. Fissato 4, siano
gi = >.cax® e g = Y. dyxz®. Consideriamo allora il polinomio g; — §; =
> (eq — do)x®. Chiaramente deg(g; — §;) < deg(g;) = deg(g;). I monomi
di g; — g; derivano pero o da monomi di g; o da monomi di g;; per ipote-
si, poiché le basi son ridotte, questi monomi non appartengono all’ideale ge-

nerato da It(G \ {g:}) = 1t(G \ {§}) e dunque nell’algoritmo di divisione

i —Gi = gi— i = gi — §i- Poiche G e G sono basi di Grébner di I e il
resto per la divisione deve stare in I, si ha g; — g; = 0.
O

Diamo ora un algoritmo per il calcolo di una base di Grébner.

Definizione 2.19. Siano f, ¢ polinomi di K[z1,---z,], slano a = deg f e 8 =
degg. Detto v € N™ il vettore di componenti v; = max(«;, §;), definiamo
I’'S-polinomio tra f e g come:

o o
wn! g

Vale il seguente teorema, che enunciamo senza dimostrazione:

S(f,g9) = 79

Teorema 2.20. Sia I = (g1, ,gx) un ideale di K[zq, -, x,].

{91, , gk} & una base di Grobner <= Vi=1,--- kVj#1i 5(gi,9;) =0

L’idea é allora quella di calcolare gli S-polinomi di un insieme di generatori
e aggiungerli fino a quando tutti gli S-polinomi non vengono ridotti a 0. Diamo
ora lo pseudocodice di questo algoritmo, detto Algoritmo di Buckberger:

Fe{flf"afk}
G+ F

G 0
while G # G’ do
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G' + G
for i =1;i < #G;i+ + do
for j =1;j < #G;j++ do

s < S(fi, ;)
if s # 0 then
G+ GU{s}
end if
end for
end for
end while
Lemma 2.21. Ogni catena ascendente di ideali di K[z1,--- ,xy] & stazionaria.

Dimostrazione. Consideriamo una catena di ideali:
L CLhCIz3C---

Consideriamo l'ideale I = |J;c /i~ Per quanto dimostrato, I ¢ finitamente
generato, dunque I = (f1,---, fx). Poiché i generatori sono in numero finito,
esiste n € N tale che f; € I, Vi. Dunque,

I:(f17"' 7fk) gIn gl
da cui 'uguaglianza cercata. O
Proposizione 2.22. L’algoritmo di Buckberger termina ed & corretto.

Dimostrazione. Sicuramente ’algoritmo € corretto, perché la condizione di ter-

-G
minazione é che S(f;, f;) =0 e questo, per il teorema precedentemente enun-
ciato, garantisce che I'output sia effettivamente una base di Grébner. D’altron-
de, se lalgoritmo non terminasse, la catena degli ideali {t(G) ad ogni passo

dell’algoritmo non sarebbe stazionaria, contro il lemma precedente. [
Definizione 2.23. Sia I un ideale di K[z1, - -, x,]. Definiamo il k-esimo ideale
di eliminazione come Iy := I NK[xgy1, -, Ty

Teorema 2.24. Sia G una base di Grobner di un ideale I rispetto all’ordina-
mento lessicografico x1 > xg > -+ > xy. Sia G = GNK[zgq1, -+ ,2,]. Allora
G ¢ una base di Grébner di Ij.

Dimostrazione. Mostriamo ’enunciato nel caso di k& = 1; induttivamente si ha
la tesi per k generico. Sia G = {g1, -+ ,¢} e supponiamo senza perdita di
generalita che G1 = {g1,---¢s} con s < n. Chiaramente (G1) C I, perche
Vi g; € I. Mostriamo allora ’altro contenimento. Sia f € I;. Per I'algoritmo di

divisione,
S n
fzzaigi—i— Z aigi
i=1 i=s41
con resto 0 perche in particolare f € I. Sappiamo pero che deg f > dega;g;;
poicheé Vi > s 4 1 g; contiene un monomio di grado non nullo in z1, si ha che
questa disuguaglianza é verificata se e solo se a; = 0 Vi > s+ 1. Abbiamo allora

s
f= Z a;gi
i=1
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e dunque G; genera I;. G é anche una base di Grébner, perché con la stessa
dimostrazione si vede che il resto nella divisione di un polinomio per G é sempre
0, e questo vale in particolare per gli S-polinomi. O]

2.3 Risultante

Definizione 2.25. Sia R un dominio di integrita e siano f,g € R[z].

f=a,2" 4+ +ag
g="bpx™+ -+ by

Definiamo la matrice di Sylvester come:

a:n DR aO
an .. a
Syl(f,g) = by - by by 0
b by

Definiamo il risultante di f, g come Ris(f, g) = det(Syl(f,g)).
Proposizione 2.26. Siano f,g € R[z] e a,b € R. Allora:

1. Ris(f,g) = (~1)™" Ris(g, f)

2. Ris(af,g) = a™ Ris(f,g) e Ris(f, ag) = a™ Ris(f, g)

Dimostrazione. I risultati discendono dalle proprieta di multilinearita del deter-
minante. O

Sia ora y = (y1,- - ym) € sia
fu(zy) =[] @ =) = ai™a
i=1 =0

I coefficienti di f,, sono le funzioni simmetriche nelle variabili y1, - - - Y, .

a%")zl
) = G+ )

(m) _

Qo0 = Y1Y2 +---+ Ym—-1Ym

Notiamo che sono funzioni lineari di ogni y;; inoltre, f,,(x,y) = fr—1(z,y)(z —
Ym) € dunque

a('rn—l) (m—1) (m)(

i—1 (yl»"' aym—l) — Yma; (yl,"' 7ym—1) = a; Y1, ,ym—l,ym)
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Valutando per y,,, = 0, si ottiene:

aETfl)(yl> e 7yWL—1) = aEm) (yla v 7ym—170)

Dimostriamo ora il teorema fondamentale sul risultante, che lo caratterizza
fortemente in termini delle radici dei polinomi.

Teorema 2.27. Sia R un dominio, g € R[x] un polinomio di grado n > 0.

= Risac(fm(x,y)’g(x)) = g(ym) Risw(fm—l(x7 y),g(aj))

Dimostrazione. Sia g = bpx™ + - -+ + bg. La matrice di Sylvester in questo caso
e:

S gm
(m) )
Sylfm9) = |, ag’ ) o
n e 1 0
b, b

Le operazioni elementari su righe e colonne non influenzano il valore del de-
terminante, poiché hanno determinante 1. Possiamo allora sommare all’ulti-
ma colonna il valore ym™"=C; Vi, dove C; é l'i-esima colonna di Syl(fm,g)-
Otteniamo allora:

ag? o ag” y ! fnm)
RiS(fm, g) = det a’g;zl) o f’m (ym)
by b bo Y~ 9(Ym)
bn e 9(Ym)
Per costruzione, fi,(ym) = 0, dunque
a,,’(q:ln) e a(()m) 0
Ris(fyn.9) = det aw’ 0
is(fm,g) = de m
by - b1 by Y 9(Ym)

Procediamo ora al calcolo del risultante; per multilinearitd del determinante,
possiamo raccogliere dall’ultima colonna la costante g(y,):

aS,ﬂ aém) 0

Ris(fyn. 9) = 9(um) det a0
1S ,g) = m ) de m

s 9) = 9(y o gt
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Osserviamo che deg, = Ris(fm,g) = deg, g(ym)=n e R &un dominio. Di con-
seguenza, per additivita del grado, il grado in y,, del determinante deve essere
0. Dunque possiamo valutare y,, in 0 senza influire sul valore del determinante;
ricordando la relazione sui coefficienti, allora,

R N I
a%n) N 0 ag;n_*ll) o0

b, -+ b1 by ym—1 b, e by bo :
’ ’ . . . . . . O

bn e 1 b o1

Dunque, il determinante della matrice & proprio Ris(f,,—1,¢) e dunque siamo
arrivati alla relazione cercata. O

Nonostante questo teorema possa sembrare a prima vista di scarsa utilita, i
corollari sono in realta notevolissimi.

Corollario 2.28.

(1) Siano f,g € K[z].

Ris(f,9) =0 < Ja €Kt f(a)=g(a)=0
(2) Siano f,g € R[z], sia an, il coefficiente direttore di f e siano z; le radici
di f.
Ris(f, 9) = az, [[o(z)

Corollario 2.29. Sia R un dominio, f,h,g,h1,hs € R[x].

(1) RiS(f, h1h2) = RiS(f, hl) RiS(f, hg)

(2) Ris(f,hf +p) = aY~9P Ris(f,p), dove N = deghf
Dimostrazione.

(1) Sia ay, il coefficiente di testa di f e siano z; le sue radici. Sia m = degh; +

deg ho.
Ris(f, hihe) = aZL]f[lhl(Zi)hz(Zi) =
= <a§fgh1 ﬁ hl(zi)> <affgh2 ﬁ hg(zl-)> = Ris(f, h1) Ris(f, ha)
i=1 i=1
(2)
Ris(f, hf +p) = a¥ ﬁ(hf +p) (o) = ah, ﬁp(ai) = a) 9P Ris(f, p)
=1 i=1
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Proposizione 2.30. Siano f,g € R[x]
= Ris(f,g9) = Af + By, dove deg A < degg e deg B < deg f

Dimostrazione. Come nella dimostrazione del teorema sopra, possiamo agire
sulla matrice di Sylvester con trasformazioni elementari, arrivando alla matrice:

P T "1 f(z)
am f(@)

by, b1 b ™ g(x)
b 9(a)

Per ottenere la tesi, basta allora svulippare il determinante rispetto all’ultima
colonna e notare che f risulta moltiplicato per un polinomio di grado al piu
n — 1, mentre g ha un fattore di grado al pit m — 1 a moltiplicarlo.

O

Concludiamo questa sezione con un lemma, fondamentale nelle prossime
dimostrazioni:

Lemma 2.31. Sia ¢: R[x] — R[z] un omomorfismo di R-moduli e siano f,g €
R[x] due polinomi tali che deg(f) = deg(pf) e deg(g) = deg(pg).

= ¢(Ris(f, 9)) = Ris(pf, »g)

Dimostrazione. Mostriamo la tesi per induzione sulla taglia della matrice del

risultante. Se n=2,
a
<d6t (b1 bg)) = p(a1by — agb1)

(a1) (ao)
et (i(m) i(@ﬁ)) — planelo) = plan)othy

Al contrario,

e dunque abbiamo provato I’enunciato per n=2, poiché ¢ é un omomorfismo.
Supponiamo ora la tesi vera per matrici di ordine n-1, e mostriamo che vale
anche per matrici di ordine n. Il passo induttivo & perd banale: ¢é sufficiente
infatti sviluppare mediante il metodo di Laplace rispetto alla prima colonna.
Chiamando A, B i complementi algebrici:

¢(Ris(f,9)) = p(andet(A) £ bpdet(B)) =
p(an)p(det(A)) + o(bm)p(det(B)) = p(an)det(p(A)) £ ¢ (bm)det(p(B)) =
Ris(¢(f), ¢(9))

e dunque la tesi. O



Capitolo 3

Varieta algebriche

3.1 Definizioni e prime proprieta

Definizione 3.1. Sia I C K]z, ...x,] un ideale; definiamo la varieta affine di

1

V) ={aecK"| fla)=0Vfel}

Data una varieta affine V, definiamo Z(V) := {f € K[z] | f(a) =0Va € V}

Proposizione 3.2. Siano I,J ideali e V,W wvarieta affini. Allora:

1.

ST T S SR S

ICJ=Vv({) 2V(J)
V(IV(I))) =Vv)
VW «— Z(V) D2 I(W)
VI+J)=V{I)nV(J)
V(IJ) =V(I)UV(J)

(

Dimostrazione.

1.

aeV(J)= fla)=0VfeJ= fla)=0Vfel=acV()

Chiaramente V(Z(V(I))) D V(I). Per l’altro contenimento, basta notare
che Z(V(I)) D I e dunque, dal punto (1), V(Z(V(I))) C V(I).

Mostriamo prima che V.C W = Z(V) D Z(W)
fEIW)=VaeW fla)=0=>VaeV fla)=0= feI(V)
Viceversa, supponiamo che Z(V) 2 Z(W).

a€V = fla)=0VYfeI(V)=
= f(a)=0Yf €I(W) = acVI(W)) =W

33
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4. Sicuramente, I +J D I, I +J D J e dunque V(I + J) C V(I) N V(J).
Viceversa, sia a € V(I) N V(J).

(fla)=0Vfel) N (fla)=0Vfeld)= fla)=0Vfel+J
e dunque a € V(I + J).

5. Per contenimento, I 2O I.J, J 2 IJ e dunque V(IJ) 2 V(I) U V(J).
Viceversa, sia a € V(I.J). Allora fg(a) =0Vf € I Vg € J. Supponiamo
a & V(I). Sia f € I t.c. f(a) # 0. Allora, Vg € J f(a)g(a) = 0 e dunque
g(a) =0.

6. Ancora per contenimento di ideali, I 2 IN.J, J 2 INJ e dunque V(INJ) 2
V(I) UV(J). Viceversa, sappiamo che IJ C I NJ e dunque, dal punto
precedente, V(INJ) CV(IJ)=V({I)UJV(J).

O

Corollario 3.3. Se V,W sono varieta affini, allora VW e VUW sono varieta
affini.

Teorema 3.4 (Teorema di estensione). Sia K un campo algebricamente chiuso.
Sia I = (f1,...fx) un ideale di K[zy,...x,]. Siano gi(xa,...x,) = Ut(f),
intendendo f; € K[za, ... zn][x1].

= Va = (ag,...a,) € VI1)\ V(g1,...9x)) I €Kt (byaz,...a,) € V()

Dimostrazione. Per semplicita, ci riduciamo a dimostrare ’enunciato nel caso
k = 2; supponiamo cioé I = (f,g).

f=as(xa,...xn)x] + -
g="br(x2,...xn)x] + -+ bo(z2,...2,)

Sia ¢ € V(1) tale che (as(c) # 0) V (b-(c) # 0). Dimostriamo prima il
caso in cui (as(c) # 0) A (be(c) # 0). Sia h(xg,...x,) = Risg, (f,g). Per
le proprieta del risultante, h € K[zg,...z,] NI = I;. Dunque, h(c) = 0, ma
allora f(z1,c¢),g(x1,¢) € Klz1] hanno un fattore in comune. Grazie all’ipotesi
che il campo sia algebricamente chiuso, 3b € K t.c. f(b,c) = g(b,c) = 0; allora
(b,¢) € V(I), come si voleva dimostrare.

Supponiamo ora che (as(c) = 0) A (b.(c) # 0). Consideriamo allora p =
x{g+ f, dove n & scelto in modo tale che deg, (z7g+ f) = deg,, (27g). Allora
chiaramente I = (f,g) = (p,g), e in questo modo ci siamo ricondotti al caso
precedente. O

3.2 Nullstellensatz e sue conseguenze

Siamo pronti per dimostrare il famoso Teorema degli Zeri di Hilbert, che fornisce
una corrispondenza tra le varieta affini e gli ideali radicali dell’anello di polinomi.

Teorema 3.5 (Nullstellensatz - forma debole). Sia K un campo algebricamente
chiuso, sia A = K[z, xa,...x,] e sia I un ideale di A.

VI)=0 <= I=A
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Dimostrazione. Dimostriamo la tesi per induzione sul numero di variabili. Per
n=1, K[z] & un PID, dunque I = (f) e poiché¢ K ¢& algebricamente chiuso,
gli unici polinomi senza radici sono costanti e quindi I = A. Supponiamo la
tesi vera per ogni ¢ < m e mostriamo che vale per n. Fissiamo un insieme di
generatori I = (fy ... fr). Se i generatori non dipendono da x, possiamo usare
Iipotesi induttiva e concludere. Supponiamo allora che esista f; che dipenda da
x1. Ordinando il polinomio per ordinamento lessicografico, otteniamo

fi:gl(x27"'7l'n)x{v+f~ degxlf<N

Supponiamo dapprima che g; sia costante. Allora necessariamente V(I;) = (J; in
caso contrario, per il Teorema di Estensione otterrei V(I) # () e dunque un
assurdo. Allora, per I'ipotesi induttiva, 1 € I; C I e dunque la tesi. Supponiamo
allora che g; non sia costante. Consideriamo l’isomorfismo di K-algebre:

v: Klzy,...,z,) — Klzg,...,z,]
1 — 1
T; — r; + a;x1 Vi=2...n

Vogliamo determinare gli a; in modo tale che I'immagine di f; abbia termine
di testa costante. In questo modo, ci siamo ricondotti al caso studiato prima,
poiché ¢ ¢ un isomorfismo e quindi manda radici in radici. Sia g; il j-esimo
coefficiente di f;.

o(gj(xa,...,zn))) =¢ (Z Ca9? .. x%") =

[0

o «@ Qpn EO" [e% «@ ~
= E Cal(xo + aox1)® ... (T + apx1)*™ = E oy Talt . oan + Ja
« «

dove g, ha grado in z; minore di ) «;. Di conseguenza, riordinando i termini
secondo 1,
N s
o(f) =s(aa,...an)zy +h

s & un polinomio in as...a, e dunque, per il principio di identita dei poli-
nomi (notando che I'ipotesi che K sia algebricamente chiuso garantisce che la
cardinalita del campo sia infinita), esistono as...a, tali che s # 0, e dunque
concludiamo. O

Teorema 3.6 (Nullstellensatz - forma forte). Sia K un campo algebricamente
chiuso, sia A = K|x1,za,...2,] e sia I un ideale di A.

VI =I(V(1))

Dimostrazione. Mostriamo la tesi per doppia inclusione. Sia f € v/I. Allora
esiste n € N tale che f € I. Di conseguenza,

ffla)=0YaeV(I)= (f(a)"=0= fla) =0= f e Z(V())

Viceversa, sia f € Z(V(I)) e consideriamo J = (I,1 —tf) C K[t,1,...2y].
Mostriamo che V(J) = 0.

(01...0p) €V(I) = (a1...00) € V()= f(a) =0
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Ma allora (1 —tf)(a) = 1 # 0 e dunque V(J) = 0. Per la forma debole del
Nullstellensatz allora, 1 € (I,1 —tf). Fissiamo un insieme di generatori di

12(917"'795)‘ s
1= Zai(x,t)gi(m) + h(l‘,t)(l - tf)
i=1

Valutiamo ’espressione per ¢t = 1/ f; otteniamo allora

1= el Pt = 3
=1 i=1

Detto k£ = max k;, si ricava la relazione
S
=" ai(2)gi(x)
i=1

e dunque f € V1, come voluto. O

Il Teorema degli Zeri ha molteplici applicazioni. La prima ¢ di tipo computazio-
nale; fornisce infatti un metodo per dire se un sistema di equazioni polinomiali
ammette soluzione:

Corollario 3.7. Sia K un campo algebricamente chiuso e siano fy,..., fx €
Klz1,...,xy,]. Allora il sistema polinomiale

fi=0

Je=0

ha soluzioni se e solo se 1 & (f1... fx).

La forma forte invece individua un metodo per determinare se un polinomio
appartiene al radicale di un dato ideale:

Corollario 3.8.
fevI — (1—tf,DKt,z] = (1)

A livello piu astratto, invece, il Nullstellensatz mostra che gli ideali massimali
di un anello di polinomi a coefficienti in un campo algebricamente chiuso sono
particolarmente semplici:

Lemma 3.9. Sia a = (ay...a,) € K" Allora M = (21 — aq,...Tp — ) €
un ideale massimale.
Dimostrazione. Consideriamo ’omomorfismo di anelli
v: Klz] — K
f@) — fla)

Chiaramente ¢ & surgettiva, perché le costanti vengono mandate in loro stesse.
Sicuramente poi Ker¢ D 9. D’altronde, i generatori di )1 sono una base di
Grobner, dunque, dato f € K|z],

flz) = Zpi<33)(33i —a;)+7r= fla)= Zpi(a)()—}—r =r
e dunque f € Kerp <— f e M. O
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Proposizione 3.10. Sia K un campo algebricamente chiuso. Allora M & un
ideale massimale se e solo se esiste a € K™ tale che M= (x1 —ay ... Ty — )

Dimostrazione. Una implicazione é stata dimostrata nel Lemma precedente 3.9
Viceversa, sia 91 un ideale massimale. Per la forma debole del Nullstellensatz,
V(M) # 0; sia allora a € V(IMN).

(21— a1,y — @) = T({a}) D Z(V(M)) = VO = M
Per massimalita di 9 si ha 'uguaglianza. O

I risultati maggiori si hanno pero nell’ambito della Geometria Algebrica.

Definizione 3.11. Sia S un sottoinsieme di K". S = V(Z(9)) ¢ la chiusura di
Zariski di S.

Lemma 3.12. La chiusura di Zariski € la pit piccola varieta affine che contiene

S.

Dimostrazione. Sicuramente S = V(Z(S)) & una varieta affine. Sia allora W 2 S
una varieta affine.

I(W) CZ(S) = W = V(IZ(W)) 2 V((S))) = S
e dunque S & l'intersezione di tutte le varieta affine che contengono S. O
Proposizione 3.13. Sia I un ideale, sia V. =V(I) e sia

Tk . K™ — K"k
(a1...an) — (Qn—kg1.--Qp)

Allora m,(V') = V(1)

Dimostrazione. Mostriamo che 7 (V) C V(I). Supponiamo per semplicita
k = 1. Dal teorema di estensione,

V(L) =m(V)U V(1. --,9s) N V(1))
dove g; ¢ il termine di testa dell’i-esimo generatore di I. Ma allora
V(L) 2 m(V) = V(Z(V(1))) 2 V(Im(V))
Viceversa, sia f € Z(m(V)).

Vaerm, (V) f(a)=0a=m(a) a €V = fla)=0=
= f € Kaprs, .., 2] VI = f € I = I(m(V)) € VIx = m(V) 2 V(L)

O
Lemma 3.14. Siano V, W wvarieta affini e sia VC W.
W=VuWw\V)

Proposizione 3.15. Ogni catena discendente di varietd affini é stazionaria.
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Dimostrazione. Data V; O V5 D ... catena discendente di varieta affini, possia-
mo fargli corrispondere la catena ascendente di ideali Z(V;) C Z(V,) C ... Poi-
ché K[xy,...,2,] & noetheriano, tale catena é stazionaria; necessariamente allo-
ra, anche la catena V(Z(V1)) 2 V(Z(V3)) D ... & stazionaria. La dimostrazione

termina notando che V(Z(V)) = V. O
Definizione 3.16. Una varieta V si dice irriducibile se, date V; e V5 varieta,
V:V1U‘/2:>(V1:V)\/(V2:V)

Proposizione 3.17. Sia V una varieta. Allora V é irriducibile se e solo se
Z(V) ¢ un ideale primo.

Dimostrazione.

= Sia fg € Z(V). Vogliamo mostrare che f € Z(V) oppure g € Z(V).
Consideriamo le varieta

Vi =V V() Vo =V N V(g)
Mostriamo che V; UV, = V.
ViuVe = (VnV(f)u(VnV(g) =VU(f)nV(g) =VUV(fg) =V

Di conseguenza, per irriducibilita di V, (V = Vi) v (V = V3). Ma allora
feZ(vV) v geZ(V).
< Sia V = V3 UV,. Passando agli ideali, Z(V) = Z(V1 UVa) = Z(V1) NZ(Va).
Poiché Z(V) ¢ primo, ¢ anche irriducibile, dunque Z(Vy) = Z(V') oppure
Z(Va) = Z(V). Sfruttando il fatto che V(Z(V)) = V, si ha che Vi, =V
oppure Vo = V| e dunque V é irriducibile.
O

Teorema 3.18. Sia V wuna varieta affine. Allora esistono Vi...V, varieta
wriducibili tali che V = U:L:1 Vi

Dimostrazione. Sia ¥ = {V | V non ¢ unione finita di varieta irriducibili}, or-
dinato per inclusione. Supponiamo per assurdo che ¥ sia non vuoto. Allora %
ammette un elemento minimale V. V non é irriducibile, quindi V = AU B con
A#V A B#V. Per minimalita di V, A = U, W; e B=J"_, Zi con Z;, W,
irriducibili. Ma allora V = (JI", W; UL, Z;, assurdo. O

Proposizione 3.19. Sia V una varieta affine e sia V = U?=1 Vi una sua de-
composizione in varietd trriducibili. Se Vi =1...nVj # 14 V; € V;, allora la
decomposizione € unica.

Dimostrazione. Supponiamo V = J_, V; = .-, W;. Allora:

V,=VinV = JVinw;
j=1
Per irriducibilita di V;, 3r t.c. V; = V;UW,. e dunque V; C W,.. Allo stesso modo,
W, C Vj. Per irridondanza della decomposizione, j = ¢ e V; = W,.. Dunque le

due decomposizioni sono uguali a meno di permutazione dei fattori.
O
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Fino ad ora, abbiamo studiato le varieta algebriche senza definire alcuna nozione
di mappe tra di esse. La maniera pit naturale di far questo é considerare le
seguenti:

Definizione 3.20. Una mappa ¢: K — K™ si dice polinomiale se esistono
fieo fm € Kla] taali che p(a) = (f1(a),. .. f(a)

Siano v, p: K™ — K™ mappe polinomiali e supponiamo che Va € V' ¢(a) =
(a). Sotto queste ipotesi, (¢ — 1)(a) = 0 e dunque ¢ — ¢ € Z(V). Questo
ci spinge a studiare anello K[V] := K[x]/z(v)’ che chiamiamo anello delle

coordinate di V. La teoria svolta sulle basi di Grébner permette di trovare dei
rappresentanti delle classi di resto privilegiati:

Proposizione 3.21. Sia A = Kz;...z,], sia < un ordinamento monomiale
su A e sia I un ideale di A. Allora

1. Vf € A esiste un’unico f tale che f = f (mod I) e f = > cpz?, dove
2? g 1t(I)
2. {z* | x* € lt(I)} & una base di A/I come K-spazio vettoriale.

Dimostrazione. Sia (G, <) una base di Grobner di I. Per lalgoritmo di divisione,
allora,

=Y aigitr r=2 rex® z* ¢t(I).
Per unicita del resto della divisione per una base di Gréobner, abbiamo la tesi. [

Teorema 3.22. Sia K un campo algebricamente chiuso, sia A = K[z1 ... x,],
sia < un ordinamento monomiale su A e sia I un ideale di A. Sono equivalenti:

1. #V(1) < o0
2. Vi=1...n3m; € Nt " elt(I)

3. Data (G, <) una base di Grobner di I, per ogni i esiste h € N ed esiste
gk € G tale che lt(gy,) | o

4. dimg A/ 7 <00
Dimostrazione.

(1) = (2) Se V = 0, la tesi discende facilemente dalla forma debole del Nullstel-
lensatz. Sia allora V.= {Py,...Py}. Vi =1...k, P, = (agl),...7a§f)).
Allora:

k
filz) = H(l’g - ay) eI(V)=VI= f;7 €I & monico in x;

i=1
e dunque abbiamo provato (2).

(2) & (3) L’equivalenza ¢ ovvia, basta ricordare che data (G, <) una base di Grébner
di I, it(1) = (It(gr), - - -, 1t (gr))-

(3) = (4) Per la proposizione precedente, ¢ sufficiente dimostrare che l'insieme {a €
N™ | x> € lt(I)} ¢ finito. Sia o € N™. Se 2* ¢ [t(I), necessariamente deve
valere ay < mjq ...a, < m,, dunque la base ¢ finita.
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(4) = (1) Sian = dimg A/I. Allora {1,Z;...Z7} ¢ un insieme di vettori linearmente

dipendenti, dunque 3c¢; € K t.c. Z?Zl ¢;x] = 0. Dunque chxg el e

dunque ogni coordinata deve soddisfare un polinomio di grado finito. Di
conseguenza, il luogo degli zeri deve essere finito.

O

Osservazione 3.23. Nella dimostrazione del teorema, 'ipotesi che K fosse alge-
bricamente chiuso ¢ stata utilizzata solo nell’implicazione (1) = (2).

Proposizione 3.24. Sia K un campo algebricamente chiuso, sta I un ideale
radicale di K[y ... x,). Supponiamo che #V(I) = s. Allora:

Dimostrazione. Sia V.={Q1 ...Qs}. Per quanto visto,
I=VI=1(V)=()Z(Q:)
i=1

Notiamo che Z(Q;) ¢ un ideale massimale; detto allora M, = Z(Q;), per il
teorema cinese del resto si ha:

Klz],, » Klo N H Klzly ~ K-

1, s
Hmi i=1
i=1

Lemma 3.25. Sia I = (f,g) un ideale di Clz,y].

Ris(f,g) # 0= #V(f,9) < o0

Dimostrazione. Basta notare che Ris,(f,g) = h(y) € Cly] \ {0}, Ris,(f,9) =
p(z) € Clz] \ {0} e dunque

V(f,9) =V(f,9,h,p)

Dal teorema fondamentale dell’algebra, h,p hanno un numero finito di radici, e
quindi il luogo di zeri di I ¢ finito. O



Capitolo 4

Prodotto Tensore

4.1 Definizione e proprieta fondamentali
Definizione 4.1. Siano M, N, P A-moduli. f: M x N — P si dice bilineare
se:

o f(mi+ma,ni+n2) = f(mi,n1) + f(mi,n2) + f(m2,n1) + f(ma, n2)

o f(am,bn) = abf(m,n)

Dato M x N, consideriamo AM*N = (' il modulo libero generato dagli
elementi di M x N. Sia D il sottomodulo di C generato dagli elementi della
forma:

(mq + mg,n) — (m1,n) — (ma,n) (m,n1 +n2) — (m,n1) — (m,n2)

a(m —n) — (am,n) a(m,n) — (m,an)

Definiamo il prodotto tensore tra M e N come M ® N = C/D.

Osservazione 4.2. Poiché C & generato dalle coppie (m,n) € M ® N, si ha che
(m,n) =m ®n & un insieme di generatori per M ® 4 N.

Vediamo come si comporta questo modulo rispetto alle operazioni.
Lemma 4.3. 1. (m+ma)@n=m1 @n+ma®n

2. m®(ny+n2) =men; +mensg

3. a(m®n)=am®@n=m® (an)
Dimostrazione. Mostriamo che vale (1).

(m1 +ma) ®@n = (my +mg,n)+D =
((m1,n) + D)+ ((m2,n) + D) =m; @n+ma®@n

Allo stesso modo si dimostra (2).

a(m,n) = a((m,n) + D) = (am,an) + D (caso 1) = (am,n)+ D =am@n
(caso 2) = (m,an) + D =m® an

O

41
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Corollario 4.4.
g: MxN — M®uN

(my,n) +— mQ®n
¢ una mappa bilineare.

Caratterizziamo ora il prodotto tensore in termini categoriali. Fissiamo
M, N due A-moduli. Consideriamo la categoria C nella quali gli oggetti so-
no i prodotti bilineari f : M x N — P dove P & un qualsiasi A-modulo e nel
quale i morfismi sono le mappe che fanno commutare il seguente diagramma:

S
X

=
e

P,

Si ha allora che in questa categoria il prodotto tensore € un oggetto univer-
sale, come chiarito nelle seguenti proposizioni:

Proposizione 4.5. Siano M, N, P A-moduli e sia f: M x N — P una mappa
bilineare.

= 3Af: M®4 N — P omomorfismo di A-moduli che fa commutare il diagram-
ma:

M x N f P
N
M®a N

Dimostrazione. Con la notazione usata in precedenza, sia

F: C — P
(m,n) +—  f(m,n)

F' ¢ per costruzione un omomorfismo di A-moduli. Inoltre, Va € D,
F(a)=fogla)=0= D CKerf

Allora & ben definito il passaggio al quoziente f : M ®4 N = C/ D — P. Per
commutativita del diagramma, f(m®mn) = f(m,n). Mostriamo allora che tale
f € unica. Sia h un omomorfismo che fa commutare il diagramma. Allora:
h(m®n)= f(m,n) = fog(m,n) = f(mon)= f=nh
O

Proposizione 4.6. M ®4 N ¢& l'unico A-modulo che soddisfa la proprieta
universale della proposizione precedente.

Dimostrazione. Sia (T, h) una coppia modulo-funzione che soddisfa le proprieta
della proposizione precedente. Mostriamo che T' ~ M ® 4 N Consideriamo i
diagrammi:
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M><N4>T MXN*)M@)A

N AN A

M ®a N

Per commutativita, ho g =hegoh = g. Siottiene allora ho goh="he
gohog=g. Dunque, il seguente diagramma commuta:

M><N*>T

XA

ma commuterebbe anche con I'identita. Allora, per unicita della mappa, dimo-
strata nella proposizione precedente, si ha hog = idr . Analogamente, si ottiene
goh =1idyg,N, € quindi 'isomorfismo. O

Corollario 4.7. Siano uw: M — M’', v: N — N’ omomorfismi di A-moduli.

=3lyp: MsN — M 4N’
men +—— u(m)®uv(n)

Ora che abbiamo caratterizzato il prodotto tensore, vediamo come si com-
porta con le altre operazioni introdotte sui moduli.

Proposizione 4.8. Siano M, N, P A-moduli.
1. AQa M ~M
2. M®AN~N®s M
3 M@AN)RsP~M®4(N®aP)
4. MON)@UP~(M®4P)d(N®sP)
Dimostrazione.

(1) Consideriamo 'omomorfismo di A-moduli

fi AxM — M
(a,m) +— am

f & una mappa bilineare surgettiva, dunque per la proprietd universale
passa al prodotto tensore:

f: A@aM — M
a@m —  am

Per commutativita del diagramma, f ¢é surgettiva. Per mostrare l'inietti-
vita, notiamo che un elemento di A ® 4 M si pud scrivere meglio:

zn:ai(}@mi:zn:l@aimi:l@zn:aimi:1®fh
=1

i=1 i=1
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Dunque,
fAom)=0 < Im=0 < m=0 < 1@m=0
e quindi 'iniettivita.
(2) Con lo stesso metodo, definiamo:

fi NxM — M®uyN
(n,m) +— mQ®n

f & una mappa bilineare, dunque passa al prodotto tensore:

p: N s M — M®asN
nYm — men

D’altronde, possiamo anche definire

g: MxN — N®aM
(my,n) +— n®m

Anche questa ¢ una mappa bilineare, dunque passa al prodotto tensore:

v: MsN — Ns M
m®n — n®m

Verifichiamo ora che ¢ o ¢ = idyg,n € ¢ 0 = idyng ,ar- Poiché sono
omomorfismi di A-moduli, é sufficiente controllarlo sui generatori.

Y(pnem)) =yp(men)=n®n
emen)=ph®@m)=maen

Dunque sono isomorfismi tra i moduli M ® 4 N e N ®4 N, come voluto.
(3) Utilizziamo la stessa tecnica del punto 2. Definiamo:

f: MX(N@AP) — (M@AN)®AP
(m,n ® p) — (men)@p

Verifichiamo che f & ben definita. Consideriamo la mappa:

g: MxNxP — (M@sN)®sP
(m,n,p)  +—  (m®@n)®p

Tale mappa ¢ ben definita, dunque possiamo considerare le m-sezioni:

gmn: NxP — (M®aN)®aP
(n,p) +—  (M®n)@p

gm € A-bilineare, dunque passa al tensore:

Jmn: N®RaP — (M®AN)®AP
n®p +— (m®n)®p
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Abbiamo allora che la f introdotta all’inizio & in realta:

fi Mx(N®sP) — (MR@saN)®aP
(m,n®p)  +— Gm(n,p)

e notando che G4, = ag,, si ha la buona definizione. f & A-bilineare, e
dunque passa al prodotto tensore:

¢: PRA(N®@saM) — (PRaM)@aN
pR(Mne®m)  —  (pAmM)@n

Allo stesso modo, si ottiene:

: (P@AN)®sM — P®a(M®yN)
(p®@n)®@m — p®(Men)

Dunque,

P(p(p@(nem))) =y(pem)en)=p (n@m)
p(W((pe@m)en)) =p(pemem)) =pPem)n

e dunque l'isomorfismo cercato.
Consideriamo le mappe:

f: MxN — M®y(N®Ny)

(mvnl) — m® (711,0)
g: MXN2 — M@A(Nl@NQ)
(ma n2) — m® (07n2)

f, g sono entrambe bilineari, dunque per la proprieta universale del pro-
dotto tensore otteniamo gli omomorfismi

f: M®aN — M®uy(Ni@ Ny)

m & ny — m®(n1,0)
Jg: M®aNy, — M®y (N ®Ny)
m®ny m® (0,n2)

Per definizione di somma diretta otteniamo allora

p: (M®aN)®(M®aN) —> M @4 (N1© Na)
(m1 ® n1, ma @ ng) — my ® (n1,0) +ma ® (0,n9)

Mostriamo ora I’inversa, con lo stesso metodo. La mappa

h: M x(Ny@&N;y) — (M®aN)d(M®a No)
(m, (n1,n2)) — (m®ny,m ns)

é bilineare, dunque passa al tensore:

w: M®A (Nl@N2) — (M®AN1)EB(M®AN2)
m®(n1,n2) — (m®n1,m®n2)

Dunque,

Y(p(m @ni,m@ng)) =P(m @ (n1,n2)) = (M n1,mnz)
p(P(m @ (n1,n2))) = p(m @ n1,m@nz) = (Mm@ (n1,n2))

e quindi %, ¢ sono isomorfismi.
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O

Vediamo ora qualche lemma utile per caratterizzare, a meno di isomorfismo,
i prodotti piu semplici.

Corollario 4.9. A" @ 4 A™ ~ A™"
Dimostrazione.

A" @4 AT ~ (@721 4) ®a (11 4) = Ol BfL; (A®a A) ~
~ @il DL, (A) = AT

Proposizione 4.10. Sia A un anello e siano I, J ideali di A.

Aread =44y

Dimostrazione. Consideriamo la mappa bilineare:

e Ay = Vs
(a+1,b+J) — ab+1+4+J

Per la proprieta universale del prodotto tensore, esiste 'omomorfismo di A-
moduli
po: Arend; = A/(]+J)
a+1®b+J +— ab+1+J

& surgettiva perché f lo é. Mostriamo allora che ¢ ¢ iniettiva. Notiamo prima
che ogni elemento del prodotto tensore ammette una scrittura pitt semplice.

(z+DH@y+)=z(1+DHy+J)=0+1)® (xzy+J)
Mostriamo, con questa scrittura, che Ker ¢ = {0}.

P((1+)@@y+J)=0 <= azycl+J < JielJjeteci+j=uay
>IQ@@y+J)=I®i+J=0
O

Cerchiamo ora di capire come si comporta il prodotto tensore con le succes-
sioni esatte; per questo abbiamo prima bisogno del seguente teorema:

Teorema 4.11. Siano M, N, P A-moduli.
Bil(M x N, P) ~ Homa(M ®4 N, P) ~ Homa(M, Hom s (N, P))

Dimostrazione. Il primo isomorfismo € solo questione di linguaggio; infatti la
definizione del prodotto tensore induce I’omomorfismo:

®: Bil(MxN,P) — Homa(M &4 N,P)
f — U(f): M®a N — P
memn —  f(m,n)
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che é surgettivo per costruzione del prodotto tensore e iniettivo per unicita della

mappa.
Mostriamo ora che Bil(M x N, P) ~ Homa(M, Hom (N, P)). Definiamo le
mappe:

F: Bil(M xN,P) —s Homu(M,Homa(N, P))

f — F(f)y: M — Homa (N, P)
m = F(f)(m)
G: Homa(M,Homs(N,P)) — Bil(M x N, P)
@ — G(p): M xN — P
(m,n) = @(m)(n)
F e G sono una l'inversa dell’altra, da cui la tesi. O]

Corollario 4.12.

M L M % M =0 ¢ esatta
s

VN A-modulo M’ @ N 12% Mo N 22 M7 o N = 0 ¢ esatta

Lemma 4.13. Sia A un anello, I un ideale di A e M un A-modulo= A/I®AM
si puo munire della struttura di A/I-modulo.
Dimostrazione. E’ sufficiente notare che I C Ann(A/I ®aM). O

Dato un A-modulo M e B un anello, definiamo Mp = M ®4 B. Abbiamo
cosi ottenuto un B-modulo; chiamiamo questa operazione estensione di scalari.

Proposizione 4.14. Sia M un A-modulo, P un B-modulo e N un A- e B-
modulo.

= (M®s N)®@p P~M®4 (N ®p P)
Dimostrazione. Definiamo 'applicazione:

F: (M@AN)XP — M@A(N®BP)
(X mi®ni,p) — 3 m; @ (n; ®p)

Poiché ¢ B-bilineare, passa al tensore su B:

p: (M®aN)©pP — M®a(N®pP)
(a®b)®c — a® (b®c)

Allo stesso modo, possiamo ottenere:

Y: M®a(NepP) — (M®4N)@pP
a® (b®:c) — (a®b)®@c

Come gia fatto vedere in precedenza, ¢ e v sono I'una l'inversa dell’altra, e
dunque sono isomorfismi. O

Lemma 4.15. Sia A un anello, I un ideale di A e sia M un A-modulo.

=Yream =My,
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Dimostrazione. Consideriamo la successione esatta:
0-I5a5 4550
Tensorizzando per M, si ottiene:
ToaMZ4 Ag, M ™Y A, M —0

Sappiamo perd che A ® 4 M ~ M; otteniamo allora la successione:

ToaMLH ML A0, M0

E’ sufficiente allora studiare il Ker(g), che per esattezza coincide con Im(f).
Vediamo allora I'immagine di I ® A in M.

fr I®aM — M
1®@m  — im
Per doppia inclusione, Im(f) = IM e dunque la tesi. O

Proposizione 4.16. Sia A un anello locale, siano M,N A-moduli finitamente

generati.
M@AN=0= (M=0)V(N=0)

Dimostrazione. Sappiamo che, detto K = A/gﬁ, si ha
M omar = Yop ©a M = My
N/gmj\f &~ A/gm ®a N = Ng
Dunque,

Mg @k Ng = (M Q4 K) Qg (N4 K) ~ (M ®4K)Qrk K) 4 N ~
’:(M@AK)@ANZ(M@AN)@AK:O

Di conseguenza, M Q@i Nk = 0. Ma Mk e Nk sono spazi vettoriali su K e
dunque Mg ~ K™ e Ng ~ K™. Allora, per quanto visto per i moduli liberi,

Mg @ Nk ~ K" ~0 < (n=0)V(m=0)

Supponiamo n = 0; il caso m = 0 & analogo. Se m = 0, Mg ~ M/SDTM =0,
dunque M = 9M. Ma allora, per il lemma di Nakayama, M = 0, che é quello
che dovevamo dimostrare. O

4.2 Moduli Piatti

Definizione 4.17. Un A-modulo N si dice piatto se per ogni successione esatta
corta,

0— M L M % M 0 ¢ esatta

—

O—)N@AM’ﬂN®AM@>N®AM”—>Oéesatta
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I moduli piatti sembrano rivestire lo stesso ruolo dei moduli proiettivi nella
teoria del prodotto tensore. Proviamo a ripercorrere la stessa strada e vediamo
se riusciamo a ottenere risultati simili.

Lemma 4.18. Ny, Ny A-moduli.
N1 ® N> é piatto <= N1, Ny sono piatti
Dimostrazione. Supponiamo dapprima che N, Ny siano piatti.

0= M LM% M”50 ¢ esatta

— 0= Ny @4 M 2NN @4 M99 N @, M = 0 ¢ esatta

e anche
;) 1d®f 1d®g 7 N

= 0> No®4 M — No®@a M —= Ny®s M" — 0 ¢ esatta
Di conseguenza, sommando,
0— (N1 ®Na)®a M — (N1 ® Ny) @4 M — (N1 ® Na) ®a M — 0 ¢ esatta
Viceversa, supponiamo che Ny & Ns sia piatto.
0— (Nl @Ng) ®A MI — (Nl S5 NQ) XA M — (Nl @NQ) XA M” — 0 é esatta
Usando la proprieta distributiva del prodotto tensore rispetto alla somma,

0— (N1 ®aM)®(Noa®@a M) —
= (N1 ®a M)® (Na®@a M) = (Ny @4 M") @ (No @4 M) — 0 ¢ esatta

Notando la particolare natura delle mappe, e usando le proprieta della somma
diretta si ha allora la tesi. O

Proposizione 4.19. Sia M un A-modulo libero. Allora M é piatto.
Dimostrazione. M ¢ libero, dunque M = §;A. Allora,

0N QM —>NQRM — Ny @M — 0 ¢& esatta
<~
0— Ny ®(D;A) > N (®;A) = Na ® (9;4) — 0 ¢ esatta
—
0= @ (N1 ®A) = &(N®A) = @;(N2 ® A) — 0 ¢ esatta
<~
0— @®i(N1) = ®i(N) = ®;(N2) — 0 ¢ esatta

e quest’ultima ¢ esatta per ipotesi. O
Proposizione 4.20. Sia M un A-modulo proiettivo. Allora M é piatto.

Dimostrazione. Basta ricordare che un modulo proiettivo ¢ addendo diretto di
un A-modulo libero, e dunque usare il lemma. O]



Capitolo 5

Anelli e Moduli di Frazioni

5.1 Anelli di Frazioni

Definizione 5.1. Sia A un anello. Un sottoinsieme S C A si dice moltiplicati-
vamente chiuso se:

elcS
e s, teS= ste S

Dato un sottoinsieme moltiplicativo di A, costruiamo un altro anello, detto
anello delle frazioni. Muniamo l'insieme A x S della seguente relazione:

(a,8) ~ (bt) <= Jue S tc ulat—>bs)=0
Lemma 5.2. ~ ¢é una relazione di equivalenza

Dimostrazione. e Riflessivita: (a,s) ~ (a,s) <= FJue St.c ulat—at) =
0 e questo ¢ banalmente vero.

e Simmetria: supponiamo (a,s) ~ (b,t); mostriamo che (b,t) ~ (a,s). Per
ipotesi, Ju € S t.c. u(as — bt) =0 = u(bt — as) = 0, come voluto.

e Transitivita: supponiamo (a,s) ~ (b,t) e (b,t) ~ (¢,r). Vogliamo mostra-
re che (a, s) ~ (¢,r). Sappiamo che:

Ju e St ulat —bs) =0
JveSte vbr—c)=0

Allora:
vru(at — bs) =0
vus(br —ct) =0

Sommando, si ottiene: vruat —vusct =0 <= ovut(ar — sc) = 0, come

voluto, perche vut € S.
O

Definiamo allora S—14 := 4 % S/N. Muniamo questo insieme di due opera-
zioni:
ab

Lb_ab
t st

w |

at + sb a
s

b
t st

50
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Proposizione 5.3. S~'A ¢ un anello con le operazioni sopra introdotte.

Dimostrazione. E’ sufficiente dimostrare che le operazioni sono ben definite; 1’e-

sistenza dell’elemento neutro per somma e prodotto, associativita, distributivita

e commutativita si ricavano direttamente da quelle di A. Supponiamo ¢ = ‘S’—,/ e

b at+sb — a't' +s'b
st

/
7= %. Mostriamo che 2

. Per ipotesi,

Ju e Ste ulas’ —a's)=0
JveStevbt —bt)=0

Da questo segue:
wvtt' (as’ —a's) =0
uvss' (bt —b't) =0

Sommando, si ottiene quanto richiesto. La stessa verifica si puo fare per il
prodotto. O

Abbiamo un omomorfismo canonico

fiA— S84

_)a
a— 2
1

Lemma 5.4. 1. S7'A=0 < 0eS
2. f &iniettiva < SND(A) =10

Dimostrazione. 1.0eS= VacA{= % per come é definita la relazione
di equivalenza.

S~lA=0= %:%é JueStecul=0=u=0

2. fla)=0 < 2=Y «— JueStcua=0 < acSND(A)
O

Caratterizziamo ora 1’anello di frazioni S~'A mediante una proprieta uni-
versale. Fissato un anello A e un suo sottoinsieme moltiplicativo .S, definiamo
C la categoria in cui gli oggetti sono gli anelli e i morfismi sono gli omomorfismi
di anelli f: A — B tali che f(S) C B*. S~!A risulta essere universale in tale
categoria; vale cioé la seguente

Proposizione 5.5. Sia S un sottoinsieme moltiplicativamente chiuso di un
anello A e sia f : A — ST'A l'omomorfismo canonico. Sia ¢ : A — B un
omomorfismo di anelli tale che p(S) C B*. Allora 3'h : ST'A — B che fa
commutare il sequente diagramma:
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Dimostrazione. Mostriamo che se tale h esiste, ¢ unica. Per commutativita del
diagramma,

n(2) =n($)8(3) = HA@DRIE) ™ = plahe(s) !

e dunque h ¢é determinata univocamente da . Mostriamo ora che tale h é ben
definita.

% = ? < FueStculat—0bs)=0= p(u)(pla)e(t) —pd)p(s)) =0

Per ipotesi, ¢(u) € invertibile in B e dunque

p(a)e(t) = e(b)e(s) = p(a)p(s) ™" = p(b)p(t) ™!
come volevasi dimostrare. O
Proposizione 5.6. Sia ¢ : A — B che soddisfa:
1. ¢(5) € B
2. p(a)=0=>3se€ S tc.as=0
3.¥VbeB3Jac AdseSteb=p(a)p(s)!
= B~S'4

Dimostrazione. Per la proposizione precedente, ¢ sufficiente mostrare che 1'o-
momorfismo h che fa commutare il diagramma ¢é iniettiva e surgettiva. Per defi-
nizione di h e per il punto (3), h ¢ surgettiva. Sia allora ¢ € S™'A t.c. h(2) = 0.
Allora ¢(a)p(s)™ = 0= ¢(a) = 0. Per ipotesi allora, 3t € S t.c. at = 0 =
a at

s TR
t==53=0 da cui 'iniettivita. O

Localizzazione Un caso particolare di questo procedimento é rappresentato
dalla localizzazione. Sia P € Spec(A); S = A\ P & allora un sottoinsieme
moltiplicativamente chiuso. Infatti, 1 € S perché un ideale primo é proprio per
definizione; inoltre, se z,y € S = z,y ¢ P = xy ¢ P = xy € S. Definiamo
allora Ap := S~1A.

Lemma 5.7. Ap ¢ un anello locale, con ideale massimale M = {2 | a € P}

Dimostrazione. Mostriamo che 99t é un ideale.

a b at+bs a o ax
G0 DS oy —eM—-cS A= —ecm
st st s 15} sp
Mostriamo ora che ogni elemento non contenuto in 9% € invertibile.
Sia 29 = acS= 2eS5'A O

Questo lemma ci spinge a cercare di capire meglio che cosa succede agli ideali
di A quando vengono estesi in S~!A.

Proposizione 5.8. 1. Ogni ideale di S™'A & I’estensione di un ideale di A.

2. VI ideale di A 1¢¢ = Ugeg(I : )
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3. I & un ideale contratto < Vse€ S s+1¢ D(A/I)
4. {P € Spec(A) | PN S =0} ¢in corrispondenza biunivoca con Spec(S™1A)

Dimostrazione. 1. Sia J un ideale di S~'A. Sicuramente J¢ C J. Mostria-
mo il viceversa.

a ta a a
—€J = -——=-€J = aeJ =-€J°
t 1t 1 t

2. Sia o € I¢°. o o a
=—€l® =>—-=- 1 S
f(a) T € [ = €l se
Per la definizione della relazione di equivalenza,
JueStecuas=ua= uac€l = uase€l = a€(l:us)

Viceversa, sia o € (I : t).

t t
atel :%e]e :%ele :%ele = acl*

I=J° < I*=] < VseSVae({l:s)acl
Nel quoziente allora,

as=0(I) < a=0()

4. Consideriamo la mappa
{P € Spec(A) | PN S =0} — Spec(S™'A)
P—S7'pP

Mostriamo che tale mappa & ben definita, cioé che S™IP ¢ primo.

b b
csip o ¥

=lesip = Ju € S u(abr — pst) =0
st st 1

Di conseguenza,

urab = upst € P = ab € P perché u,r € S
Mostriamo la surgettivita. Dato Q € Spec(S™1A), Q¢ € Spec(A); bisogna
perd mostrare che Q°N S = 0.

1
seERNS = %EQ = ;EEQ =1eqQ

e questo ¢ assurdo. Mostriamo I'iniettivita. Supponiamo S™'P; = S~ P,;
mostriamo che P; = Ps.

b
GEP1:>%ES_1P1:S_1P2:>EZ¥ be P,

Come al solito, per la definizione della relazione di equivalenza,
uat —ub=0 = uwat=ube P, =a€ P, = P, CP

Allo stesso modo, si mostra ’altra inclusione.
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5.2 Moduli di frazioni

La costruzione descritta per gli anelli pud essere generalizzata al caso di un
modulo. Dato S sottoinsieme moltiplicativo di A, definiamo la seguente relazione
suM x S:

(m,s) ~(n,t) < JueStculmt—sn)=0

Come prima, si verifica che questa ¢ una relazione di equivalenza e I'insieme
ottenuto, che chiamiamo S~'M puod essere dotato della struttura di S—1'A-
modulo:

m n m n mt + ns
—,765_1M:—+—=;
st S t st

a m am am
—eStA —eSIM = S = —
S t st st

La teoria puo essere sviluppata in maniera analoga a quanto fatto per gli anelli;
una proprieta rilevante di queste strutture riguarda le mappe di A-moduli.

Lemma 5.9. Siano M,N A-moduli e sia ¢ : M — N un omomorfismo di
A-moduli= ¢ induce un omomorfismo di S—'A-moduli

stp:STIM — STIN

m . p(m)
S S

Dimostrazione. Mostriamo che 'omomorfismo ¢ ben definito.

fﬁz?iiﬂueStauW”_”@zo
S

Sfruttando il fatto che ¢ & un omomorfismo di A-moduli, si ottiene:

plumt —ns) =0 = ultp(m) —sp(m) =0 > L _ A

O

Corollario 5.10. Siano M,N,P A-moduli, ¢ : M — N e : N — P omomor-
fismi di A-moduli = s (o) =sTpos Ly

Questo semplice risultato ci induce a indagare il comportamento dei moduli
di frazioni rispetto a una successione esatta.

Proposizione 5.11. Sia

MENSLP
una successione esatta di A-moduli e sia S un sottoinsieme moltiplicativamente
chiuso. Allora la successione

STIM S8 5N Y golp
e esatta
Dimostrazione. Mostriamo che Im(s~1p) = Ker(s~1).
e Im(s71p) C Ker(s™ 1)

Ypop=0 = s posloy=0 = Im(s 'p) C Ker(s o)
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o Im(s 1p) D Ker(s 1)

% € Ker(s™'y) = win) = g = JueSte uwp(n)=1(un)=0

Per I'esattezza della successione, allora,

un € Im(p) = Ker(v) = Im € M t.c. p(m) =un

A questo punto,

O
Corollario 5.12. M,N A-moduli, N ¢ M = S 'N < S™'M in modo
€anonico.

Il corollario ci porta allora a vedere come si comportano i sottomoduli e le
operazioni pitt comuni tra di loro.

Proposizione 5.13. M,N,P A-moduli. M, N C P
1. ST M +N)=S"'M+ SN
2. ST {MNN)=S"MnS~IN

-1
5.5 Ean ="y,
Dimostrazione. 1. Mostriamo che S™Y(M + N) C S7'!M + S—IN

0SS MAN) = o= ™
S S

Viceversa,

t
a€STIM+STIN = a:%+%=%eS‘I(M+N)

acSYMNN) = a="meMnN =L es'MnsIN
S S

Viceversa,

aceST'MNSIN = a:m:%mGMnGN
s

Per la definizione della relazione di equivalenza,

JueSte umt—ms)=0 = umt =uns € MNN

Da questo segue

t
T e sl nN)
S uts uts
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3. Consideriamo la successione esatta 0 — M 2> P % P /A — 0 Allora
0 S 'M St g-1p 29, S‘l(P/M) — 0 @ esatta. Definiamo la
successione

7 s a—1
05 ML s P LS P 0
dove g é la funzione definita da:

—1
g5 —S Py,
p

LN |
s s
Definisco allora

-1
S P/S_lM

— L5
S

oF S_l(P/M) —
p+ M

5’1f s’lg M
0— § M —— §tp—— S (M /p)—0

| d |

—1
0— S-1M 7 S*lP?S Prsayy—0

Per il lemma dei cinque, utilizzando « = idg-1;; € = idg-1p si ha
-1
s EAD = gy,
O

I moduli di frazioni possono essere visti come un’estensione degli scalari che
possono agire sugli elementi del modulo; visto che anche il prodotto tensore
agiva similarmente, ¢ opportuno sperare che esistano delle connessioni tra le
due strutture. In effetti,

Proposizione 5.14. S™'M ~ S~ 'A®, M
Dimostrazione. Definiamo:

f: MxStA— S~ tM
a am

(m7;) —

s
f & bilineare, dunque dalla proprieta universale del prodotto tensore,

Jp: MRS™'A — S™'M

a am
me - — —
S S

@ & surgettiva perché f lo é. Mostriamo l'iniettivita.

@
eSTTAQOM = a= Q=
o ® « zi:m ®Si
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. ) s
Sias=]]s; esiat;=—
i

+ 1
azzazz®mi:§®n

tis;

Con questa forma pitt comoda, mostriamo che Ker ¢ = {0}.

1 0
<p(;®m)=0 = %:I = JueStecun=0

Da quest’ultima uguaglianza,

1 1
SOm=—@m=—@un=0 = Kerp = {0}
s us us

Proposizione 5.15. S™'A ¢ un A-modulo piatto

Dimostrazione. Sia 0 — M i) N una successione esatta. Vale che

; -1
0> M5 1A M N®4S™'A esatta <— 0— S™'M i> STIN esatta

e quest’ultima & esatta per quanto mostrato prima. O

Proposizione 5.16. Siano M, N A-moduli, S C A un sottoinsieme moltiplica-
tivamente chiuso.

— ST'M®g-14S'N~S ' (M®yN)
Dimostrazione.
STIM ®g-14 STIN ~ST M ®g-14 (ST'A®4 N) ~

~(STIM®g-14 S TA)@AN~S'M®@4 N~
~ (S_1A®A M) ®a N ZS_1A®A (M@A N) ~ S_I(M®A N)

Corollario 5.17.
Mp ®4 Np ~ (M@AN)p

Corollario 5.18.
ST MeN)~S'MeS'N

Dimostrazione.
ST M&N)~S"A@s (MeN)~S'MaeS™'N

per distributivita del prodotto tensore rispetto alla somma diretta.
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5.3 Proprieta locali
Definizione 5.19. Sia M un A-modulo. Una proprieta P si dice locale se
M soddisfa P <= Mp soddisfa P VP € Spec(A)

E’ chiaro che allora tali proprieta diventano centrali nella teoria della loca-
lizzazione; verificare alcune proprieta su un anello locale é spesso piu semplice
che controllarle sull’anello di partenza.

Proposizione 5.20. Sia M un A-modulo. Sono equivalenti:
1. M=0
2. Mp =0 VP € Spec(A)
3. Moy =0 VI € SpecM(A)

Dimostrazione. Chiaramente ¢ sufficiente mostrare che (3) = (1). Supponiamo
per assurdo che M # 0. Allora

dm € M t.c. Ann(m) # A= 3IM € SpecM(A) t.c. Ann(m) C M

Poiché 91 ¢ massimale, possiamo usare 'ipotesi e dunque
m 0
Moy =0= 11~ JueS=A\Mtc.um=0

Notando allora che per quanto detto, u ¢ Ann(m), si ha un assurdo.
O

Corollario 5.21. Sia ¢: M — N un omomorfismo di A-moduli. Sono equiva-
lenti:

1. ¢ iniettivo
2. ¢p: Mp — Np iniettivo VP € Spec(A)
3. o Moy — Nop indettivo YO € SpecM (A)

Dimostrazione. In virtu della proposizione precedente, é sufficiente dimostrare
che S71(Ker ) = Ker s~ L.

¢(a)

0
geKelrs_lgpz> —:I: Ju € S te. plau) =0= au € Kerp
s s

Di conseguenza,
a au

- =— € S (Keryp)
s su
Viceversa,
0
e ST (Kerp) = s 'p (2) = wla) =-= 2¢ Kers 'y
s s s 1 s

O

Corollario 5.22. Sia ¢: M — N un omomorfismo di A-moduli. Sono equiva-
lenti:
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1. ¢ surgettivo

2. pp: Mp — Np surgettivo VP € Spec(A)

3. wom: Mon — Non surgettivo YO € SpecM (A)
Dimostrazione. Basta applicare la proposizione a Coker(yp) O]
Corollario 5.23. Sono fatti equivalenti:

1. M piatto

2. Mp piatto VP € Spec(A)

3. Moy piatto VOt € SpecM (A)

Dimostrazione. Chiaramente se M & piatto, Mp = S~'A® 4 M & piatto perché
il prodotto tensore di moduli piatti & piatto. Dunque basta mostrare che (3) =

(1). Sia 0 — N’ I N esatta. Bisogna mostrare che 0 — N’ @4 M ELILN
N ®4 N ¢ esatta. A questo punto, basta allora applicare la proposizione [5.20] a
Ker(f ®id) per ottenere la tesi. O

Lemma 5.24. Sia A un anello, sia S un sottoinsieme moltiplicativamente
chiuso e sia I un ideale di A.

ST =S
Dimostrazione. Basta ricordare che /T = ﬂP;I,PeSpec(A) P e dunque invocare
la corrispondenza tra gli ideali di S™1A4 e A. O
Proposizione 5.25. Sono fatti equivalenti:
1. M ridotto
2. Mp ridotto VP € Spec(A)
3. Msy ridotto VO € SpecM (A)

Dimostrazione. In virtu del lemma e della proposizione precedente,
MN(A) =0 <= (NM(A))om =0 VM € SpecM(A) <= N(Agm) =0 VM
O

Osservazione 5.26. L’essere un dominio non & una proprieta locale. Basta con-
siderare A = Z x 7Z e considerare S = A\ (P x Z). A non ¢ un dominio ma il
localizzato si.

Osservazione 5.27. L’essere un anello noetheriano non ¢ una proprieta locale.
Sia infatti

A=TFalonas-- ], I=(2? —x; Vi €N)

Sicuramente A non ¢ noetheriano. Sia perd 9T un ideale massimale. Allora Agy
& un anello locale; dalla definizione di I e dal fatto che siamo su un campo a
caratteristica 2 si ha pero che ogni elemento ¢ idempotente. In un anello locale,
pero, gli unici elementi idempotenti sono 0, 1; da questo segue che Agy = Fy che
chiaramente & noetheriano.
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5.4 Esercizi e Complementi

Proposizione 5.28. Sia A un anello.

NA)= (] P

PeSpec(A)

Dimostrazione. Sia x € M(A). Allora 2" =0 € Npcgpee(a) = 7 € Npespee(a)
Viceversa, sia ¢ 91(A). Allora il sottoinsieme moltiplicativo S = {z"} non
contiene lo 0, dunque S~ A # 0. Di conseguenza, esiste un ideale massimale di
S~'A la cui contrazione non contiene z. Ma la contrazione di un ideale primo
é un ideale primo. O

Osservazione 5.29. Formalizziamo ora il trucco di Rabinowitsch, utilizzato nella
dimostrazione della forma forte del Nullstellensatz. Arrivati all’'uguaglianza

1= Z ai(z,t)gi(x) + h(z, t)(1 — tf)

si vorrebbe porre t = % Per rendere rigoroso questo passaggio, ¢ sufficiente

considerare l'insieme moltiplicativamente chiuso S = {f™ | n € N} e ripetere i
passaggi della dimostrazione nell’anello delle frazioni S~'A. Arrivati a

F S ai) gile)
1 ; 11
ricordando che A ¢ un dominio e S ND(A) = @ (e dunque la mappa da A in
S~1A ¢ iniettiva), si ottiene 'uguaglianza in A.

Ci chiediamo ora se esiste una sorta di corrispondenza tra i possibili sot-
toinsiemi moltiplicativi di A e gli anelli di frazioni. La risposta é negativa; vale
infatti il seguente:

Lemma 5.30. Siano S,T sottoinsiemi moltiplicativamente chiusi, S CT. Sia

frSIAS T A
a a

s s
Allora f ¢ un isomorfismo < VteT e (S~1A)*

Dimostrazione. Supponiamo che f sia un isomorfismo. Sia ¢t € T. Per surgetti-

vita, allora,
st esrace Lor ()= 5 (%) = ()=

Poiché f é un isomorfismo, in particolare é iniettiva, e dunque

(@)1 feway
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Viceversa, supponiamo ora che Vit € T' % € (S71A)* e mostriamo che f & un
isomorfismo. Mostriamo prima la surgettivita.

b b 1b  (t\ ', (b bt
jera= 1=37=(5) f(l):f<1(1> )

Mostriamo ora l'iniettivita.

—1
f(g>:0:> EIueTt.c.ta:0:>g:EE t =0
S S s1\1

O

Piu in particolare, assume interesse lavorare con i sottoinsiemi moltiplicativi
pit semplici tra tutti quelli che generano lo stesso anello delle frazioni.

Definizione 5.31. Un sottoinsieme moltiplicativamente chiuso si dice saturato
sexye S=xe€S ANyeS

Proposizione 5.32.

S & saturato <= I{P;}; ideali primi t.c. S = A\ UPi

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che S sia il complementare dell’'unione
di primi. Allora

ryeS=xy¢PVi=1---n=>z,ygP,Vi=1l---n=>z,ye S

Viceversa, sia ¥ = {P € Spec(A) | PN S =0} e sia B=UpexP. Sex € |JPF,;,
allora chiaramente x ¢ S.

Per mostrare l’altra inclusione, sia € B\ |J P;. Chiaramente se z € A*, allora
Jy € At.c. xzy =1 € S e dunque per definizione di saturato x € S. Se invece
x ¢ A*, supponiamo per assurdo che x ¢ S. Allora x genera un ideale proprio
che non interseca S; allora esiste un ideale massimale 9t di S~ A che contiene
(x)¢. Di conseguenza, MM° D (x), ma il contratto di un massimale é primo.
Siamo allora arrivati a un assurdo, perché avevamo supposto x € B. O

Proposizione 5.33. Sia A un dominio, e siano Py, -- P, € Spec(A), con
P, ¢ P; Vi #j. Detto Q(A) = (A\D(A)) A, si ha:

Q(A/Pm...mPT):Q(A/H) X"'Q<A/Pr)

Dimostrazione. Per semplicita di notazione, denotiamo con B 'anello A/ﬂ' P
2

I divisori di zero di B sono gli elementi appartenenti alle immagini dei primi nel
quoziente. Mostriamolo per doppia inclusione.

T I
xe€P=Vi=1---r3Jz; € P\ UPi:x(xlxg---xr,l) S mPi
j=1 i=1
Jj#i
Viceversa, sia

@Ty=0)AN(y#0)=>ayec P Vi=1---r=3Jitczeh
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e dunque abbiamo ottenuto 'uguaglianza cercata. Di conseguenza, otteniamo
S=B\(r(P)Un(P)U--7(P)eQA)=5""'B

Vorremmo applicare il teorema cinese del resto; ma per far questo dobbiamo
mostrare che S™!(7(P;)) + S~ (n(P;)) = S™! B Per questo, mostriamo che tali
ideali sono massimali. Sia S™!7 € S™!B un ideale massimale.

INS=0=( U Seansamento 3,4 o (S7L)° C n(Py)

da cui la massimalita dei primi P; ri-estendendo gli ideali. Possiamo allora
applicare il teorema cinese del resto, ottenendo:

s p=]] B g1 m(p) = [1e (a(r)

Proposizione 5.34. Sia M un A-modulo finitamente generato. Allora
S~ (Ann(M)) = Ann(S™' M)

Dimostrazione. Mostriamo la tesi per induzione sul numero di generatori di M.
Supponiamo dapprima M = (m).
0 — Ann(M) - A — M — 0 ¢ esatta
= 0— S Y(Amn(M)) = S™'A = STIM — 0 ¢ esatta

Notiamo pero che anche la successione
0— Ann(S™'M) = S7'A = ST'M — 0 & esatta

In quanto nuclei dello stesso omomorfismo, Ann(S~1M) ~ S~1(Ann(M)) Mo-
striamo ora che se la tesi vale per M, N A-moduli finitamente generati, vale
anche per M + N.

S™H(Ann(M + N)) = S (Ann(M) N Ann(N)) =
P2 Apn(STIM) N Ann(STIN) = Ann(S~Y(M + N))
0

Osservazione 5.35. Nel caso di un modulo non finitamente generato, non vale
l'uguaglianza. Sia infatti A = K|z] e sia p;(z) una famiglia numerabile di
polinomi irriducibili con termine noto diverso da 0.

Sia M il modulo (m; | p;m; = 0) (abbiamo indicato le relazioni tra i generatori).
Allora Ann(M) = (0) e dunque S™'(Ann(M)) = 0. Localizzando per l'ideale
generato da x invece, si ha S™'M = 0 perché

Vi pi(r) ¢ (z) e dunque Ann(M) = A(,).

Grazie a questa proposizione possiamo ottenere un criterio che ci aiuti a dire
se un prodotto tensore sia nullo.
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Teorema 5.36. Siano M, N A moduli finitamente generati.
M®sN=0 < Ann(M)+ Ann(N)=A

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che Ann(M) + Ann(N) = A. Allora
Ja € Ann(M) 3b € Ann(N) t.c. a + b = 1. Di conseguenza,

mn=1men)=(a+b)(me@n)=(am)@n+me® (bn) =0

e dunque M ®4 N = 0.
Viceversa, supponiamo per assurdo che Ann(M) + Ann(N) = I C A. Allora
IM € SpecM(A) t.c. I C9M. Consideriamo allora la localizzazione Agy.

Ann(Mor) = Ann(M)on # Am
Ann(Noy) = Ann(N)on # Aon

Di conseguenza, i due moduli localizzati sono non nulli. Dunque,
Nop @ Agy Mom =0 = Am/gm @A Nom @Ay, Mom =0
Dai lemmi sul prodotto tensore, si ottiene allora
Nm/mNm ®Amz Mm/f)ﬁMm =0

che, poiché siamo su un anello locale, implica che uno dei due moduli deve essere
nullo. Per il lemma di Nakayama allora vale Noy = 0 V Mgy = 0, contro quanto
affermato in precedenza. Siamo allora arrivati a un assurdo e dunque doveva
valere Ann(M) + Ann(N) = A. O



Capitolo 6

Moduli Noetheriani e
Artiniani

6.1 Definizioni e prime proprieta

E’ chiaro che per molti risultati riguardanti gli anelli e i moduli siano necessarie
ipotesi di finita generatezza. Cerchiamo allora di approfondire lo studio di anelli
e moduli che hanno questi requisiti.

Definizione 6.1. Sia M un A-modulo. M si dice Noetheriano se ogni catena
ascendente di sottomoduli é stazionaria.

Vale la seguente proposizione di teoria degli insiemi che semplifica le dimo-
strazioni.

Proposizione 6.2. Sia (X, <) un insieme parzialmente ordinato. Sono equi-
valentu:

1. Ogni catena ascendente di X2 & stazionaria
2. Ogni sottoinsieme non vuoto di 3 ammette un elemento massimale.

Dimostrazione. (1) = (2)
Supponiamo che A C ¥ non ammetta un elemento massimale. Sia x € A e sia
f una funzione di scelta sui sottoinsiemi non vuoti di A. Definisco allora:

ag =2
{ai—f({a€A|a>ail})

La funzione & ben definita perché per ipotesi A non ammette elemento massi-
male. L’immagine della funzione forma una catena ascendente non staziona-
ria. (2) = (1) Sia A; < As < As... una catena ascendente. L’insieme {A;}
ammette un elemento massimale Ay = Vi>n A; = A; O]

Esempio. Z & uno Z-modulo noetheriano, mentre K[z, xo,...] non lo é.

Proposizione 6.3. Sia M un A-modulo.

M ¢é noetheriano <= VYN C M N ¢ finitamente generato

64
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Dimostrazione. Supponiamo che M sia un A-modulo noetheriano. Sia N un
sottomodulo di M e sia X = {P C N | P ¢ finitamente generato}.
(0) € X = X # 0 = INy massimale in A
Supponiamo per assurdo che N # Nj. Allora esiste n € N \ Ny
No € No+(n)=N1 €N

Cio nega la massimalita di Ny, dunque N = Ny e dunque N ¢ finitamente
generato. Viceversa, sia My C M; ... una catena ascendente in M.

M = U M; ¢ finitamente generato = M = (my1,mg...,my)
Di conseguenza,

I eNte {mi,mg...,mp} C My = My =M= Yn>n M, =M,

Indaghiamo ora il comportamento delle funzioni su moduli noetheriani.

Teorema 6.4. Siano M,N,P A-moduli e sia

0osNLmMLPoo
una successione esatta. Vale allora
M é noetheriano <= N, P sono noetheriani

Dimostrazione. (=) Supponiamo dapprima che M sia noetheriano. Sia Ny C

Nj ... una catena ascendente di sottomoduli di N. Allora f(Ng) C f(Ny)...
é una catena ascendente in M, dunque stazionaria. Per iniettivita di f,

la catena é stazionaria anche in N e dunque N é& noetheriano. Sia ora
Py C Py... una catena ascendente in P. Allora g=1(Py) C g~ (P1)...

é una catena ascendente di M, dunque é stazionaria. Di conseguenza,

9(g7H(Py)) = Py C g(g7'(P1)) = Py... & stazionaria, e anche P &
noetheriano.

(<) Mostriamo ora ’altra implicazione; supponiamo cioé che N e P siano noe-
theriani e mostriamo che M & noetheriano. Sia My C M; ... una catena
ascendente in M. Definiamo:

N; = f7Hf(N) N M) P; = g(M;)

La catena degli N; é stazionaria, dunque 3dn; € N t.c. Vn > n; N, = Ny, .
La catena dei P; ¢é stazionaria, dunque 3Iny € N t.c. Vn > ng P, = P,,.
Sia allora n = max{ni,n2} e sia i > n. Definiamo la successione

0= N, L a2 P >0

dove g; = glum, e fi = f|n,. Sicuramente dunque f; ¢ iniettiva e g; ¢
surgettiva. Mostriamo che la successione ¢é esatta in M;.

giofi=glm o fln, =0= Im(f;) C Kerg;
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Sia ora m; € Ker g;.
m; € Kerg; CKerg =Im(f) = In € N te f(n)=m; € M; = n € N;

Dunque la successione ¢é esatta.

0 N, fi M, 9i P 0
ZdN1 l zl idpi l
0 Np 3 M, an P, 0

Per il Lemma dei Cinque, con id: N; — Ny, id: P, — P, e i: M; — M,,
ottengo la tesi.
O

Corollario 6.5. Sia M = @], M;
M noetheriano <= M; noetheriano Vi

Dimostrazione. Una implicazione é ovvia, perché i sottomoduli di un modulo
noetheriano sono noetheriani. Mostriamo il viceversa per induzione sul numero
di addendi della somma diretta. Se n=2, consideriamo

0—)M1—)M1€BM2—>M2—)0

e dunque basta applicare la proposizione precedente. Supponiamo ora che la
tesi sia vera per ogni somma diretta di n termini, e mostriamo che vale per
quelli di n+1 addendi.

n+1 n+1
0— M — My o (@ M) - P M —0
1=2 =2

M, é noetheriano, 69?:21 M; é noetheriano per ipotesi induttiva, e dunque per la

proposizione precedente otteniamo la tesi.
O

Definizione 6.6. Un anello A si dice noetheriano se & noetheriano come modulo
su sé stesso.

Dato che i sottomoduli di un modulo noetheriano sono gli ideali, la defini-
zione é equivalente a dire che ogni ideale é finitamente generato.

Corollario 6.7. Sia A un anello noetheriano e sia M un A-modulo. Allora M
¢ finitamente generato se e solo se M ¢& noetheriano

Dimostrazione.
0—>Kerp— A" > M — 0

Per il corollario precedente, A™ & noetheriano e per la proposizione, M ¢é noe-
theriano. O

Corollario 6.8. A anello noetheriano, I ideale di A. Allora A/I ¢ noetheriano.
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Dimostrazione.
0—>1—>A— A/I —0

Poiché A é noetheriano, A/ 7 € noetheriano come A modulo, ma allora & noethe-

riano come A/ 7 -modulo. O

Corollario 6.9. Sia A un anello e sia M un A-modulo noetheriano. Allora
A/Ann(M) & noetheriano.

Dimostrazione. La tesi é equivalente a mostrare che se M ¢ un A-modulo noe-
theriano con Ann(M) = 0, A & noetheriano. M ¢ noetheriano, dunque M =
(myi...my). Sia I un ideale di A; mostriamo che I ¢ finitamente generato.
Consideriamo:

foI— M

i — (imy ... imy)

f @ un omomorfismo iniettivo perché Ann(M) = 0, dunque I ~ f(I). Ma f(I)
¢ un sottomodulo di un modulo noetheriano, quindi f(I) ¢é finitamente generato
e visto 'isomorfismo lo & anche I. O

Proposizione 6.10. A anello noetheriano, S sottoinsieme moltiplicativamente
chiuso. Allora S™'A ¢ noetheriano.

Dimostrazione. Mostriamo che ogni ideale di S~!A & finitamente generato. Sia
J un ideale di S~'A. Per quanto visto sugli anelli di frazioni, J = S~ con I
ideale di A tale che SN I = (). Poiché A ¢ noetheriano, I = (a; ...a,) e dunque

J= (8. ), 0

Ci chiediamo ora se un anello di polinomi su un anello noetheriano rimane
ancora noetheriano. In generale questo ¢ falso; infatti K[z, z2,...] non & noe-
theriano; d’altro canto, abbiamo gid mostrato con la trattazione delle basi di
Grobner che K[z, . .. x,] € noetheriano. Il seguente teorema di Hilbert risponde
a questa domanda:

Teorema (della base di Hilbert). Sia A un anello noetheriano. Allora Alx]
¢ noetheriano.

Dimostrazione. Sia I C A[x] un ideale. Mostriamo che ¢é finitamente generato.
Sia le(I) = {a€ A|3f €I te le(f) =a}. le(I) é un ideale di A, dunque &
finitamente generato, ma allora possiamo considerare un insieme di generatori
le(I) = (a1, .. .ag). Di conseguenza, per ogni indice i = 1...k esiste f; tale che
le(fi) = a;. Sia d = max{deg(f;)}. L’idea & ora quella di attuare una sorta di
divisione per questi polinomi e aggiungere ai generatori i resti.

Sia h € I. Poiché gli f; generano l'ideale dei coefficienti di testa, ¢ possibile
sottrarre a h una combinazione degli f; in modo da abbassare il grado. Piu
precisamente, sia h = az"+h con deg(h) < nen > d. Allora a € le(I) e dunque
a = Zle bja;. Di conseguenza, preso g = Zle bix" ™ f;, si hacheg e le
quindi h—g € I e deg(h—g) < n. Iterando, posso allora trovare un g € (fi ... fx)
tale che deg(h — §) < d. Considero allora ’A-modulo M = (1,z,22... 291).
M ¢ finitamente generato su un anello noetheriano e dunque € noetheriano. Se
considero allora M N I, questo ¢ finitamente generato in quanto sottomodulo
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di un modulo noetheriano, e dunque 3I{g1,...qi} C I t.c. M NI = (g1,...91).
Questi polinomi generano i “resti” della divisione; cioé h — g € M NI e dunque

I=(fi,- - fe01.---a1) O

6.2 Decomposizione Primaria

Ispirati da quando ottenuto nel caso degli anelli di polinomi su un campo, vor-
remmo vedere se negli anelli noetheriani é possibile decomporre un ideale come
intersezione di ideali primari.

Proposizione 6.11. Sia A un anello noetheriano.
I irriducibile = I primario

Dimostrazione. Supponiamo, senza perdita di generalita, che I = (0) (possiamo
ridurci a questo caso a meno di quozientare per I). Ci chiediamo se

xyzOy;éO:";x”:O
Consideriamo la catena,
Ann(z) C Ann(a:Q) C .- C Ann(z™)

Poiche A ¢ noetheriano, la catena ¢ stazionaria, cio¢ In € N t.c. Ann(z") =
Ann(z"*t1) Mostriamo allora che (z") N (y) = (0). In tal caso, poiché (0) &
irriducibile, ™ = 0. Sia a € (z™) N (y).

+1

a=by=cx" = ar=bry=cx"" maxy=0=

=" =0=ce Ann(z"™) = Ann(z") = ca" =a =0
Di conseguenza, ™ = 0 e dunque (0) é primario. O

Proposizione 6.12. Sia A un anello noetheriano e sia I un ideale di A.

n
= JQ1 ... Qy irriducibili t.c. I = ﬂ Q;
i=1
Dimostrazione. Per semplicita, chiamiamo P la proprieta che vogliamo dimo-
strare. Sia X = {I ideali di A | —=P(I)}. Per assurdo, supponiamo che X sia
non vuoto. Allora, poiché A ¢ noetheriano, esiste un ideale P € X massimale.
Chiaramente P non ¢ irriducibile, dunque P =LNJ,con PC Le P C J. Per
massimalita di P, L e J sono intersezione di irriducibili, cioé:

k
3Q1 .. Qk irriducibili t.c. L= () Q;
=1
l
3Ty ... Ty irriducibili t.c. J = ﬂ T,
=1

k l
i=1 =1

e dunque siamo arrivati a un assurdo, perché abbiamo scritto P come interse-
zione finita di irriducibili. O
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Definizione 6.13. Sia I un ideale di A. Una decomposizione primaria di I é¢ una
scrittura I = (), Q; dove ogni Q; & un ideale primario. Una decomposizione
primaria si dice minimale se Q; 2 (1,4, @; e se, detti P; = \/Q;, si ha P; #
P; Vi # 3.

Lemma 6.14. Siano Q1, Q> ideali P-primari e sia Q = Q1 N Q2. Allora QQ ¢
P-primario.

Dimostrazione. Mostriamo intanto che \/@Q = P.

VO=vVQiNQ:=/QiN\/Q=PNP=P

Mostriamo ora che @ é primario. Sia ab € @) e supponiamo a ¢ (. Vogliamo
mostrare che b € P. Per quanto supposto, (a € Q1) V (a € @Q2). Supponiamo
che valga la prima delle due condizioni. Allora, poiché )1 é P-primario, b € P
e dunque la tesi. O

Lemma 6.15. Sia A un anello noetheriano e sia I un ideale di A. Allora esiste
m €N tale che (VI)™ C T

Dimostrazione. A ¢ noetheriano, dunque lideale /T & finitamente generato,
VI=(fi.. fr)
Vi=1...k3m;, eNtec f" el

Sia m = Zle m; e sia [ = Zle a;fi € VI. Per la formula del binomio di
Newton, f™ € I e dunque la tesi.
O

Lemma 6.16. Sia Q un ideale P-primario e sia a € A.
l.ae@Q=(Q:a)=A4
2. a ¢ Q= (Q:a) ¢ P-primario
3. a¢P=(Q:a)=0Q

Dimostrazione.

(1) Segue dalla definizione di ideale e di quoziente.

(2) Mostriamo che 1/(Q : a) = P.
r €V (Q:a)=z"€(Q:a)=ax" €Q maQ & primario

=>z"e€eP=zecP
Viceversa, supponiamo x € P.
\/@:PéﬂneNt.c.x"GQ:>x"€(Q:a):>x€ (Q:a)

Mostriamo ora che (Q : a) é primario. Sia zy € (Q : a). Supponiamo
x ¢ P; ricordando che a € Q,

arzy€e Q=ayeQRQ=y<(Q:a)
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(3) Chiaramente @ C (Q : a); viceversa,

r€(Q:a)=areQ maagP=xeq

O

Teorema 6.17 (Unicita della decomposizione primaria). Sia I = (Q; una
decomposizione primaria minimale di I.

1. {P; | VQi =P} ={/(I:a)| /U :a) & primo}
2. Se A ¢ noetheriano, {P; | VQi =P} ={(I:a)| (I :a) ¢ primo}
Dimostrazione.

(1) Esibiamo un elemento a € A tale che /(I :a) = P;. Poiché abbiamo
supposto che la decomposizione fosse minimale, Ja € ﬂj# Qjtcad@;

ﬂQka:m (Qr:a) =(Q; : a)

che per il lemma ¢ Pj-primario, e dunque \/(I ta) = \/(Ql ca) = P
Mostriamo allora che i P; sono i soli che si possono realizzare in questo

modo. Sia P = /(I : a).

(I:a)=

:n,/(Qi;a):ﬂPj

Per il lemma di scansamento, allora, 3¢ t.c. P = P,

(2) Sia P; = /Q;. Poiché A ¢é noetheriano, 3k € N t.c. Pf C ;. Sia allora
m € N il minimo tale che Pim(ﬂ#i Qj) Clesiaac (.Pm_l(ﬂ#i Q) \
I. Per come & stato scelto a, si ha che aP; C I e di conseguenza (I :
a) 2D P; d’altronde, per il lemma, (I : a) ¢ Pj-primario, e dunque si ha
I'uguaglianza.

O

Corollario 6.18. I primi P; di una decomposizione minimale sono indipendents
dalla decomposizione scelta.

Definizione 6.19. Sia I = () Q;. Gli ideali P; si dicono primi associati di I. I
P; si dicono minimali se sono minimali tra i primi associati, altrimenti si dicono
immersi.

Lemma 6.20. [ primi associati minimali sono minimali nell’insieme dei prims
che contengono 1.

Dimostrazione. Sia P un primo che contiene I. Allora P D VI=PN---NP,.
Per il lemma di scansamento, 3¢ t.c. P; C P. O

Proposizione 6.21. Sia I = (\Q; una decomposizione primaria minimale.
Allora

UP ={acA|(:a)#1}
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Dimostrazione. A meno di quozientare per l'ideale I, possiamo considerare
I = (0) e dunque dimostrare che D(A) = |J_, P;. Per il teorema precedente,

ricordando che D(A4) = J,o /(0 : a), si ha

Vi 3a; € At.c. P, =/(0:a;) = Vi P, C D(A) = | | P, C D(A)

i=1
Per mostrare 1altra inclusione, basta notare che, Va € A\ {0},

MwwzﬂM@wW:ﬂBQUH
=1 aig:li =1
O

Occupiamoci ora di caratterizzare in qualche modo gli ideali primari di una
decomposizione. Per farlo, dobbiamo pero ricorrere alla teoria degli anelli di
frazioni.

Teorema 6.22. Sia S C A un sottoinsieme moltiplicativamente chiuso e sia @QQ
un ideale P-primario.

1. Se SNP # 0 allora ST'Q =S71A
2. Se SNP =10 allora S1Q ¢ S~*P-primario e (S71Q)° = Q
Dimostrazione.
(1) Saaec SNP=3necNtc.a"eQNS=S1Q=5"A

(2) /S~1Q = S71/Q = S~'P. Mostriamo allora che S~!Q ¢ primario.
b b
22es Q=L =SceqQues
st st U

_ a -1 9 -1
= JveStec Zzab-cvsté@éabé@é(ses Q)\/(tES P)

Rimane da mostrare che (S71Q)¢ = Q.

I;ES_lQ:><IZ:C11 — HseSt.c.ats:bseQ)

< a €Q perche st ¢ P
O

Proposizione 6.23. Sia S C A un sottoinsieme moltiplicativamente chiuso, sia
I=N.,QiN ﬂi:m_H Q; una decomposizione primaria minimale. Supponiamo
che

1. SNP=0VvVi=1...m
2. 8NP #0VYi=m+1...n
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= (S7')° = ﬁ Qi

=1

Dimostrazione.

Sill _ Sil(ﬁ Qi th prec 571 ﬁ Q;
i=1 =1

— (S_II)C = ﬂ Qi

i=1
O

In virtd di quest’ultima proposizione, i ; minimali sono univocamente
determinati dalla contrazione delle localizzazioni di I per i primi associati.

6.3 Anelli Artiniani

Nella definizione di modulo noetheriano, abbiamo considerato I'insieme dei sot-
tomoduli ordinato per inclusione. Possiamo pero ordinare questo insieme rispet-
to all’inclusione inversa. Abbiamo allora la seguente definizione:

Definizione 6.24. M si dice Artiniano se ogni catena discendente di sottomo-
duli é stazionaria.

Ripetendo le dimostrazioni eseguite per i moduli noetheriani, si ottiene che
un quoziente e un sottomodulo di un modulo artiniano é artiniano.
Indaghiamo ora sulla struttura degli anelli artiniani.

Proposizione 6.25. Sia A un anello artiniano. Allora ogni primo é massimale.

Dimostrazione. Sia P un primo di A. Allora A/ ‘p ¢ un dominio. Mostriamo che
in realta ¢ un campo. Sia a # 0.

(@) 2 (a*)2D...

é una catena discendente, e dunque, poiché A/p ¢ artiniano, & stazionaria.
Dunque 3n € N t.c. (a") = (a"*!). Dunque, sfruttando I'inclusione non banale,
a"™ = ba"*! Di conseguenza, a"(1 — ab) = 0. Poiché A/P ¢ un dominio e a # 0,
necessariamente ab = 1. O

Proposizione 6.26. Sia A un anello artiniano. Allora A ha finiti massimali.

Dimostrazione. Sia X = {9 N--- N MWy, | M; € SpecM (A)}; questo & I'insieme
di tutte le possibili intersezioni finite di ideali massimali di A. Sicuramente 3 # ()
perché esiste sicuramente un massimale di A. Allora esiste un elemento minimale
per X; cioé esistono 9y ... 9M,, che hanno intersezione minimale. Mostriamo che
questi sono tutti i massimali di A. Sia 91 un massimale di A. Allora 91NNy ---N
M, € My N---NM,. Dunque, per minimalita, N O My N --- N M, e per
scansamento, 3i t.c. M =M, O
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Definizione 6.27. Sia A un anello.
dim(A) := max {lunghezze di catene di primi}

Sia I un ideale.

dim(I) := dim (A/I)

Esempio. Se K & un campo, dim(K) = 0. Se A ¢ un PID che non ¢ un campo,
dim(A) = 1.

Lemma 6.28. Sia A un anello artiniano. Allora esiste n € N tale che M(A)" =
0

Dimostrazione. Consideriamo la catena:
MN(A) DN(A)2DNA)3Z D ...

Poiché A ¢ artiniano, tale catena ¢ stazionaria; dunque In € N t.c. N(A)" =
M(A)" L. Chiamiamo ora I = 91(A)" e mostriamo che deve essere 0. Suppo-
niamo per assurdo che I # (. Consideriamo I'insieme

S ={JCA|JT#(0)}

Y # () perché I € 2; allora, visto che A ¢ artiniano, esiste J € ¥ minimale. J &
principale; infatti se J = (fy | k € K), allora 3k € K t.c. (fx)I # (0) e dunque
per minimalitd J = (f;). Notiamo ora che JI = J. Infatti (JI)I = JI? = JI;
poiche JI C J e JI € ¥, per minimalita di J, J = IJ. Notiamo ora che
J = (fx) € un A-modulo finitamente generato (¢ un ideale principale); per il
lemma di Nakayama, J = 0 perchée I C 91(A4) C J(A). O

Teorema 6.29. A artiniano <= A ¢é prodotto diretto finito di anelli locali
artiniant.

Dimostrazione.

(<) La tesi segue dal fatto che un prodotto diretto finito di artiniani & artinia-
no.

(=) Ricordiamo che il nilradicale & l'intersezione di tutti gli ideali primi; visto
che A ¢ artiniano, questa coincide con lintersezione di tutti gli ideali
massimali. Ma allora, dal lemma precedente:

0=9NA)" =M1 NMaN---NM,,)" = MEMG ... M7,
per comassimalita dei massimali. Dunque, dal teorema cinese del resto,

A=Yy =1 any

=1

che sono locali e artiniani.
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Lemma 6.30. Sia A un anello nel quale esistono My, ..., M, ideali massimali
tali che My ... M, = (0).

A artiniano <= A noetheriano

Dimostrazione. Consideriamo la catena:
ADM O NN DM NMeNMy O --- DNy QWQQ"'ﬂmn:(O)

Supponiamo che A sia artiniano; il caso noetheriano é equivalente. Vogliamo
risalire la catena dall’ideale (0) fino ad A; mostriamo allora iterativamente che
se un elemento della catena é artiniano, allora lo é anche il precedente. Il primo
passo ¢é chiaro, perché RS ..mn,le oo, = My Mg € un A/gﬁ -
spazio vettoriale artiniano, dunque é finitamente generato ma allora é anche
noetheriano come A/mn—spazio vettoriale. A maggior ragione, lo é come A-
modulo.

Consideriamo ora un qualsiasi modulo 9y ...9M;_; della catena e supponiamo
di aver mostrato che tutti gli elementi successioni siano noetheriani e artinia-
R -imjfl/iml L é un A/mj—spazio vettoriale artiniano. Come per
il passo base, I'artinianita dello spazio vettoriale implica la sua noetherianita
come A/gnj—modulo e quindi quella come A-modulo. Allora, poiché per ipote-

si induttiva 9y ... 9M; & noetheriano comeA/gmj—modulo, anche My ... M;_; &

noetheriano come A/S)JT ~-modulo, e dunque come A-modulo. L’induzione ci da
J

allora la tesi. O
Teorema 6.31. A artiniano <= (A noetheriano) A (dim(A) = 0)
Dimostrazione.

(=) Per il primo dei due lemmi precedenti, M(A)™ = M} ... M7, = M"N---N
M = 0. Dunque, per il secondo dei due lemmi, A é noetheriano. Per
quanto dimostrato sopra, poi, ogni primo é massimale e dunque dim A = 0.

(<) Poiche dim A = 0, ogni primo ¢ massimale, dunque M(A) = MM, ... M,,.
Inoltre, poiché A ¢ noetheriano, 91(A)™ = 0 e dunque siamo nelle ipotesi
del lemma precedente; di conseguenza A ¢ artiniano.

O

6.4 Complementi

Per definizione, abbiamo che una qualsiasi catena di ideali di un anello noethe-
riano ¢ stazionaria. Questo non ci fornisce tuttavia un limite superiore alla lun-
ghezza delle catene di primi; mostriamo allora che esiste un anello noetheriano
di dimensione infinita. Abbiamo prima necessita di un lemma:

Lemma 6.32. Sia A un anello che soddisfa le sequenti condizioni:
o VP € Spec(A) Ap & noetheriano

o Vx #£ 0 esistono finiti massimali My, ..., My che contengono x.
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Allora A & noetheriano.

Dimostrazione. Sia I un ideale di A. Per ottenere la tesi, ci basta mostrare
che I ¢ finitamente generato. Per ipotesi, abbiamo che esistono finiti massima-
li che contengono I. Infatti, fissato = € I, esistono solo finiti massimali che
contengono x, e di conseguenza solo un sottoinsieme di questi pud contenere
1. Siano My,..., M, questi massimali. Consideriamo allora Vi l'ideale IAgy,
I'ideale esteso nella localizzazione. Per ipotesi, Agn, € noetheriano, dunque

IAimi _ (ai,l ai,m)

1T

Sia allora B = {a;;|i=1,...,7j=1,...,n,.}. Per ogni b € B esistono
Myq,..., My, che contengono b. Per ognuno di questi massimali, scegliamo
xp;, € I\ Mp,. Consideriamo allora B’ = B U {x},} e mostriamo che questo &

un insieme di generatori per I. Mostriamo cioé che <I/< B’>> = 0 per ogni
m

massimale 2. Localizzando per un massimale che contiene I, gli elementi di B
mi garantiscono che Aim/ ‘gre = 0. Se localizziamo invece per un massimale che
non contiene I, S71I = S71A. Per gli elementi di B’ \ B, si ha che in questo
caso anche S™!B’ = S~1A e dunque la tesi. O

Siamo ora pronti a fornire un esempio di un anello noetheriano di dimensione
infinita. Consideriamo 'anello A = K[z, 22,...] e sia m; una successione di
naturali crescente tale che

M4l — My > My — Mi—1
Consideriamo allora gli ideali:

L= (Tm,+1,- - 7xmn+1)

Ognuno di questi ideali ¢ primo; sia allora S = A\ (U,,). Poiche S ¢ il comple-
mentare di una unione di primi, si ha che esso é un sottoinsieme moltiplicativa-
mente chiuso. Possiamo allora considerare I’anello S™!A. In questo anello, ogni
elemento non nullo o invertibile ¢ contenuto in un numero finito di massimali;
inoltre (S™1A)p & noetheriano per ogni ideale primo. Di conseguenza, S~1A
& noetheriano. D’altronde, tale anello ha dimensione infinita; fissato n € N,
troviamo un elemento della successione m; tale che m; — m;_1 > n. Troviamo
allora la catena di ideali primi (2,,) € (Zm,;+1) € -+ € (Tmit1s- > Trmgyy)-
Abbiamo allora trovato I’esempio cercato.
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