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Capitolo 1
Moduli graduati

1.1 Moduli su anelli noetheriani

In questa parte, vogliamo studiare i moduli finitamente generati su anelli
noetheriani. In particolare, vogliamo definire la dimensione di un modulo
e vedere che questa si puo ricondurre alla dimensione di un certo anello.
Iniziamo allora a richiamare alcuni risultati noti.

Definizione 1.1 Sia A un anello noetheriano e sia M un modulo finitamen-
te generato. Definiamo ¢ primi assoctati a M come

Ass(M) = {p € Spec(A) | Im € M t.c. (0: m) =p}
La nozione di primo associato nasce naturalmente dallo studio della struttura
di un modulo. Infatti:

Proposizione 1.2 Sia p € Ass(M). Allora esiste un omomorfismo iniettivo
Alp— M.

Dimostrazione. Sia p € Ass(M) e sia m € M tale che p = (0 : m). Allora la
mappa

A— M

a — am

ha come nucleo p, da cui la tesi.

Inoltre un primo associato esiste sempre:

Proposizione 1.3 Sia A un anello noetheriano e sia M un A-modulo non
nullo. Allora linsieme Ass(M) ¢é non vuoto.

Dimostrazione. Consideriamo la famiglia

F={I=0:m)|m#0, me M}
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Per noetherianita, esiste un elemento massimale di F e tale elemento ¢ un
ideale primo. Questo mostra che 'insieme dei primi associati € non vuoto.

Corollario 1.4 Se M # 0 é un A-modulo finitamente generato, esiste una
catena di sottomoduli

M=M,2 M, 12 2My=0
e det primi p1,...,pn € Spec(A) tali che M;/M;_1 ~ A/p;.

Dimostrazione. Sia m; € M tale che p; = (0 : mq) sia un primo associato a
M. Consideriamo M; = (mq); per il punto 1 sappiamo che M; ~ A/p;. Se
M, = M abbiamo finito. Altrimenti M/M; # 0 e dunque esiste un primo
p2 = (0 : n) associato a M/M;. Allora ps = (0: 1) = (M; : n) e A/py —
M /M. Allora My = (mq,ms) e cosi via. Per noetherianita tale procedimento
termina.

Vediamo ora come si comportano i primi associati rispetto alle successioni
esatte:

Proposizione 1.5 Consideriamo una successione esatta corta di A-moduli

0->ML5NS P50

Allora Ass(M) C Ass N C Ass(M) U Ass(P).

Dimostrazione. Sia p € Ass(M); per definizione p = (0 : m) con m € M.
Allora p = (0 : i(m)) da cui il primo contenimento.

Sia ora p = (0 : n) € Ass(N). Supponiamo che p € Ass(M) e mostriamo
che p € Ass(P). Dato che p & Ass(M), deve valere n & i(M). Consideriamo
allora l'elemento a = 7(n) # 0. Possiamo distinguere due casi:

1. Se (0:n) = (0:a), allora p € Ass(P) da cui la tesi.

2. Se(0:n) C (0:a),esiste x € Atale chexza =0in Pexn # 0in M. Allora
m(zn) = za =0 e xn € Ker(m) = Im(7); mostriamo che questo implica che
(0:n) = (0:2n), da cui discende la tesi. Chiaramente (0 : n) C (0 : zn);
viceversa se y € (0 : zn) allora xy € (0 : n) = p. x non appartiene a p e

dunque per primalita y € p, da cui la tesi.

Corollario 1.6 Sia M un A-modulo finitamente generato e non nullo. Al-
lora Ass(M) ¢é finito.

Dimostrazione. Per il lemma 1.4, possiamo trovare una filtrazione M; di M
tale che M;/M;_; ~ A/p; Consideriamo le successioni esatte corte

0— M1 — M; — ]\4’/‘;\/_,2_71 —0

Dato che vi ¢ un solo primo associato a M;/M;_1, ossia p;, per la proposizione
sui primi associati in una successione esatta corta abbiamo che
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Ass(M) C U Ass(A/p;) ={p1,---,pn}

i=1
da cui la tesi.

In totale analogia con la decomposizione primaria, questo ci permette di
caratterizzare gli zero divisori di un modulo.

Proposizione 1.7 L’insieme degli zero divisori Z(M) di M ¢é uguale all’u-
nione dei primi associati di M.

Dimostrazione. Mostriamo la tesi per doppia inclusione. Chiaramente se un
elemento appartiene a un primo associato, ¢ annullatore di un elemento di M.
Viceversa, sia x € Z(M). Allora esiste m # 0 tale che zm = 0. Il sottomodulo
generato da m & diverso da 0, dunque l'insieme dei suoi associati ¢ # ().
Detto p uno di questi, esiste y € A tale che p = (0 : ym) con p € Ass({m)).
Chiaramente, x € p e p € Ass(mA) C Ass(M), da cui 'uguaglianza.

I primi associati si comportano bene anche rispetto alla localizzazione:

Proposizione 1.8 Sia M un A-modulo finitamente generato e sia S un
sottoinsieme moltiplicativo di A. Allora esiste una corrispondenza naturale
tra

Assa,(Mg) < Assa(M) N {p € Spec(4) | pn S = 0}

Dimostrazione. Chiaramente, se pAg € Assa,(Msg), allora p € Assa(M).
Mostriamo il viceversa: sia p € Ass(M) tale che pN.S = (). Allora p = (0 : m)
per un certo m € M. Basta mostrare che pAg = (0 : m/1). Notiamo che per
ipotesi sm # 0 per ogni s € S. Dato che A & noetheriano, p € finitamente
generato, ossia p = (x1,...,2,). Per ogni indice i = 1,...,n, esiste quindi
s; € S tale che s;z;m = 0. Detto s = [[ s; # 0, sx;m = 0 per ogni 4, e dunque
p=(0:sm). Dunque pAs = (0: sm/s) = (0: m/1).

Vediamo ora come i primi associati sono correlati ai primi minimali e ai
primi del supporto:

Definizione 1.9 Sia A un anello noetheriano e sia M un A-modulo finita-
mente generato. Il supporto di un modulo M é

Supp(M) = {p € Spec(A) | M, # 0}
Proposizione 1.10 Min(0: M) C Ass(M) C Supp(M)

Dimostrazione. Mostriamo prima che Ass(M) C Supp(M). Sia p € Ass(M).
Abbiamo allora un’immersione

045 M

e tensorizzando per ®A, (che & piatto) otteniamo la mappa iniettiva
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044044, M,

Basta allora mostrare che (A4/p), # 0; ma questo & ovvio perché localizzazione
e quoziente commutano.

Mostriamo ora che Min(0 : M) C Ass(M). Sia p € Min(0 : M) un primo
minimale dell’annullatore di M; mostriamo che questo ¢ un primo associato di
M. Tramite localizzazione, possiamo ridurci a mostrare che pA, € Ass(M,).
Dato che p ¢ minimale per ipotesi, vale M, = 0 per ogni ¢ C p. Allora
Ass(M,) C Supp(M,) = {p}; dato che perd M, # 0, AssM # () da cui la
tesi.

Teorema 1.11 Sia M un A-modulo finitamente generato. Allora
1. Supp(M) = V(Ann(M))

2 Swp(M) = |J V()
pEAss(M)

Dimostrazione.

1. Mostriamo la tesi con una serie di equivalenze. Per definizione, p ¢
Supp(M) significa che M, = 0 e questo & vero se e solo se per ogni m € M
esiste s € A\ p tale che sm = 0. Dato che M ¢& noetheriano, possiamo
scegliere t € A\ p tale che tm = 0 per ogni m € M. Dato che t € Ann(M),
p € Ann(M).

2. Sep € Ass(M), p=(0:m) = Ann(m) 2 Ann(M). Passando al luogo degli
zeri, V(Ann(M)) D V(Ann(m)) = V(p). Viceversa, sia ¢ € V(Ann M).
Per quanto mostrato, M, # 0 e dunque esiste pA, tale che pA, € Ass M,.
In particolare, p C gq.

Definizione 1.12 Definiamo la dimensione di M come
dim M = sup{n |po 2 p1 2 -+ 2 Pn,pi € Supp(M)}

Chiaramente trovare tale dimensione tramite la definizione non ¢ semplice,
ma per quanto visto i primi minimali di Ann(M) sono proprio gli elementi
minimali di Supp(M) e dunque

Corollario 1.13 Sia M un modulo finitamente generato. Vale
dim(M) = dim /0 )

Corollario 1.14 Sia M un A-modulo finitamente generato. Sono equivalen-
ti:

1. M ha lunghezza finita
2. A/(0: M) é un anello artiniano
3. dimM =0

Dimostrazione.
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(2) & (3) Segue direttamente dal corollario precedente.

(2) = (1) Per il teorema 1.4, esiste una filtrazione (M;); di M tale che i quozienti
successivi siano isomorfi a A/p;. Tali quozienti sono semplici per artinianita
(sono campi) e dunque M ha lunghezza finita.

(1) = (2) Supponiamo per assurdo che dim A/(0 : M) > 0. Allora esiste p minimale
su (0 : M) e non massimale. Dato che p ¢ minimale, ¢ anche associato e
dunque abbiamo una mappa iniettiva A/p — M da cui un assurdo, perche
dim A/p > 0.

Osservazione 1.15 Sia p € Ass(M), allora dim(A/p) < dim M.

Ezample 1.1.

1. Se consideriamo A = k[x,y] e I'ideale I = (22, zy), questo ha due primi
associati, (z) e (x,y), uno minimale e I’altro no.

2. Se consideriamo A = k[x,y,2] e [ = (xz — y?, 2% — yz), & pitt complicato
capire quali siano i minimali. Calcolando un S-polinomio, otteniamo

2

2?y? +y2® =y(2® — 2%y)

Un primo minimale allora deve contenere uno dei due fattori. Se y € p,
allora z € p e dunque p = (z,y). Se invece p 2 (2% — x?y), consideriamo
lideale J = (I, 22 — 2%y) e P'omomorfismo

o klv,y, 2] — k]
x — 3
Y —
z — 0

Chiaramente Keryp O J e svolgendo i conti si puo vedere che vale
I'uguaglianza, da cui la primalita di J.

Nucleo di una mappa polinomiale

In realta c’¢ un metodo algoritmico per il calcolo del nucleo di un
omomorfismo tra anelli di polinomi. Consideriamo una mappa

f: Klz,...,zn] — Ky, -+, Ym)
z; — fi(y)

Possiamo vedere f come la composizione
Kle] = Klz,y) 5 Kly]

Yi — Y
> fi(y)
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e dunque ¢ sufficiente studiare il nucleo di g dato che ¢ € iniettiva. Notiamo
che lideale I = (x1 — f1(y),...,zn — fn(y)) & contenuto nel nucleo di g.
Viceversa, sia h € Ker(g); dividendo h per 1 — f1(y),...,Zn — fn(y) con
lordinamento lex otteniamo

m

h(w,y) =Y cilw,y) (@ — fi(y) +r(y)

=1

Quindi 0 = g(h) = r(y) da cui l'altro contenimento. Per trovare il nucleo
basta quindi calcolare I'ideale di eliminazione.

Osservazione 1.16 Possiamo adattare questo algoritmo mnel caso che la
mappa sia a valori in un quoziente K[y|/J. In questo caso basta infatti
considerare I = (x1 — f1(y), ..., 2n — fuly),J).

1.2 Dimensione

Vediamo ora come la teoria della dimensione per anelli noetheriani si puo
utilizzare per lo studio della dimensione dei moduli. Innanzitutto, mostriamo
che partendo dal teorema dell’ideale principale di Krull (Hauptidealsatz) si
possono ritrovare tutti i risultati visti nei corsi precedenti tramite la serie di
Hilbert-Poincare.

Teorema 1.17 (Hauptidealsatz) Sia I un ideale principale di un anello
noetheriano A e sia p un primo minimale di I. Allora ht(p) < 1.

Il caso di altezza zero ¢ in un certo senso degenere. Infatti, se ht(p) = 0,
allora p € Min(A4) C Ass(A4). Di conseguenza p ¢ un ideale costituito da
0-divisori. Dunque l’altezza di un primo minimale ¢ 1 se  non ¢ uno zero
divisore.

Applicando induttivamente il teorema dell’ideale principale si ottiene il
seguente:

Corollario 1.18 Sia I = (x1,...,2,) un ideale di un anello noetheriano A
e sia p un primo minimale di I. Allora ht(p) < n.

Di conseguenza,

Corollario 1.19 Sia A un anello noetheriano e sia I un ideale. Allora I
ha altezza finita. In particolare, se A & un anello noetheriano locale, ha
dimensione finita.

E possibile legare l'altezza di un ideale con il numero di generatori di un
ideale contenuto in J. Infatti:

Corollario 1.20 Sia I un ideale di un anello noetheriano di altezza n. Allora
esistono 1, ...,x, € I tali che ht(xy,...,z,) =n.
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Dimostrazione. Diamo un procedimento induttivo per la costruzione di tale
ideale. Per trovare z1, consideriamo I'insieme dei primi minimali di 0 Min(0).
Per il lemma di scansamento, esiste 21 € I'\ Upemin(o)p (altrimenti I avrebbe
dimensione 0 perché contenuto in un ideale minimale) e ht(zy) = 1 per il
teorema di Krull. Consideriamo ora xa € I'\ Upemin(z,)P; questo esiste ancora
una volta per il lemma di scansamento e ht(z1,x9) = 2. Iterando, otteniamo
la tesi.

Se applichiamo il procedimento dimostrativo del corollario a un ideale
primo I di altezza n, all’'ultimo passo otteniamo che I & un primo minimale
di (z1,...,2,). Dunque, se I ¢ primo di altezza n, ¢ primo minimale di un
ideale generato da n elementi. Dunque vale

ht(p) = min{u(I) | I tale che p € Min(I)}

dove con i abbiamo indicato il minimo numero di generatori di I. In partico-
lare, se A & locale, per Nakayama vale dim A = ht(m) < u(m) = dimy m/m?.
Quest’ultima viene detta embedding dimension di A.

Teorema 1.21 (della dimensione) Sia A un anello locale noetheriano con
ideale massimale m. Sono equivalenti:

1. dimA=n

2. ht(m) =n

3. n=inf{k | 3z1,..., 25 € m tali che \/(x1,...,21) =m} = §(A)
4. n=inf{k | Jzq,..., 25 € m tali che A/(x1,...,x%) sia artiniano}
Dimostrazione.

(1) & (2) Ovvio.

3) & (4) A/(x1,...,2y) ¢ artiniano se e solo se tutti i primi di A che contengono
z1,...,Ty, sono massimali. Dato che A e locale, questo € equivalente a dire
che /(z1,...,2,) =m.

(2) & (3) Se ht(m) = n, abbiamo mostrato che esistono x1,...,2, € m tali che
ht(x1,...,2,) = n e dunque /(z1,...,2,) = m (m & l'unico primo di
altezza n) da cui ht(m) > §(A). Viceversa, sia I = (z1,...,x,) un ideale
che realizza 6(A). Dato che m ¢ l'unico primo minimale di (x1,...,z,),

per il corollario 1.18 deve valere n = ht(m) < r da cui 'uguaglianza.

Il fatto che esista una successione di elementi che abbia radicale massimale e
dunque un fatto legato strettamente alle proprieta dell’anello:

Definizione 1.22 Sia A un anello locale noetheriano. Un sistema di parame-

tri per A é un insieme di elementi x1,...,x, € A tali che \/(z1,...,2,) =m
en = dim A.

Se M ¢ un A-modulo finitamente generato e dim M = n, chiamiamo sistema
di parametri per M un insieme x1,...,x, € A tale che M/(x1,...,x,)M sia

0-dimensionale.
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Mentre abbiamo visto che per gli anelli un sistema di parametri esiste sempre,
dobbiamo ancora mostrare che lo stesso vale per i moduli.

Proposizione 1.23 Sia I un ideale di A e M un A-modulo. Allora

dim M/ = dimA/] +(0: My =dim 4/ AHH(M)/IA/Ann(M)

Dimostrazione. La tesi segue dalle seguenti uguaglianze:
dim M/IM =dim A/(0: M/IM)
=dimA/+/0: M/IM
=dimA//I+ (0: M)

= dim A/(0 : M)/I(A/(0: M))

L’unica uguaglianza non ovvia & quella in cui utilizziamo /0 : M/IM =
v/ I+ (0: M). Basta allora mostrare che ogni primo minimale per (0 :
M/IM) & minimale (I + (0: M)) e viceversa. Se p € Min(0 : M/IM), allora
(M/IM), # 0, ossia M, /IM, # 0 e questo & vero se e solo se [A, C pA, e
p € Supp(M). Dunque p D (0: M) e questo se e solo se p D I + (0: M).

Corollario 1.24 Sia A un anello noetheriano e sia M un A-modulo finita-
mente generato. Allora esiste un sistema di parametri per M.

Dimostrazione. Basta scegliere un sistema di parametri per A/ Ann(M).

Proposizione 1.25 Sia A un anello locale noetheriano e sia M un A-modulo
finitamente generato di dimensione d. Siano z1,...,x, € m. Allora

M
dim /(xl,...,:cr)MZd_T

Vale l'uguaglianza se e solo se x1,...,x, € parte di un sistema di parametri
di M.

Dimostrazione. Per il corollario precedente, basta provare la tesi nel caso in
cui si lavori con un anello. Sia dim A/(z1,...,2,) = p. Vogliamo mostrare
che p > d — r. Sappiamo che esiste un sistema di parametri yi,...,¥y, per
A/(z1,...,x,) e il quoziente deve essere 0-dimensionale. Dunque per corri-
spondenza abbiamo una sequenza di p + r elementi di A che hanno radicale
massimale, da cui d < p 4 r. La seconda parte della proposizione segue
banalmente.

Ezample 1.2. Sia I = (22, zy,y*) C k[z,y]. Consideriamo A = k[z,y] () €
J =1TA.\J = (z,y) che ¢ il massimale di A e dunque ht(.J) = ht(m) = 2.
Invece, pu(J) = dim J/mJ che ha dimensione 3.
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Ezample 1.3. Sia (A, m) un anello locale noetheriano di dimensione d e sia
x1,...,2q un sistema di parametri di A. Non & detto che ht(xy,...,z;) = i.
Consideriamo infatti

e dunque Min(A) = {(z), (y,2)}. La dimensione di A & 2 (basta calcolare
il quoziente). y,x + 2z & un sistema di parametri di A perché il quoziente ¢&
artiniano ma ht(y) = ht(y, z) = 0.

1.3 Anelli e moduli graduati

Definizione 1.26 Un anello A si dice graduato su 7. se esiste una famiglia
A; di Z-moduli di (A,+) tali che

A= @ A;
I€EL
tali che AZA] Q Ai+j~

Chiaramente 0 € A; per ogni ; chiamiamo A; parte omogenea di A di grado
1. Ap € un sottoanello di A e gli A; sono Ag-moduli per ogni i. Infatti 1 € Ag
perché se 1 = 7 + -+ + =, € somma di elementi omogenei, allora x; =
zix1 + -+ x;x, da cui 1 = x¢ per motivi di grado.

Invece di Z, ¢ possibile graduare rispetto a un qualsiasi gruppo abeliano
(G,+). In questo caso, si richiede che A si scrive come

A=PA,
geG
(§] AgAh = Agh~

Ezample 1.4.Se G = Z e R = k[z1,...,z,] con la gradazione standard,
R; =0 per ogni i« <0, Ry = k e R; e data dai polinomi omogenei di grado <.

Ezample 1.5. G = Z" e R = k[z1,...,2,] e degz; = ;. Allora R, = 0
ogniqualvolta vi &€ una componente negativa in a, Ry =k e

R, = {Z amx™ | am € Ry dega™ = a}

Proposizione 1.27 Sia A = ©A; un anello graduato. Un sottoanello B
¢ graduato se B = ®(B N A;). In particolare, se fi,..., fr sono elementi
omogenei di grado deg f; = d;, il sottoanello B = Aglf1,..., fa] € graduato e

Bi={> amfi"™ ... [ | am € Ay Y mid; =n}
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Definizione 1.28 Sia A = ®A; un anello graduato. Un A-modulo M si dice
graduato se M =" M; e A;M; C M, 4;.

Ogni elemento ammette un’unica scrittura come somma di elementi omo-
genei. Inoltre, & immediato notare che somma diretta di moduli graduati e
graduata.

Definizione 1.29 Sia g € G e sia M un modulo graduato su G. Definiamo
lo shift M(g) come
M(g)n = Mgin

Definizione 1.30 Un A-modulo graduato € libero se esiste r > 1 tali che
M ~af_ A(d;).

Se M = ®A(d;), la componente di grado n &
Mn = @Adi+n

Ezample 1.6. Se A = klz,y] e M = A(—2) @ A(3) ® A(—5), un elemento di
grado 13 ¢ (21!, 216, 28).

Definizione 1.31 Siano M, N A-moduli graduati. o: M — N é omogeneo
di grado t se o(M;) C Niiy.

Chiaramente possiamo falsare il grado di una mappa tramite lo shift:

Ezample 1.7. Se M ¢ un A-modulo graduato e a € A ha grado t, o(m) = am
¢ un omomorfismo graduato di grado ¢. Shiftando, ¢,: M — M (t) ha grado
0.

Considereremo quindi la categoria My(A) dei moduli graduati con i
morfismi di grado O.

FEzxample 1.8. Nel caso in cui si munisca 'anello dei polinomi di una grada-
zione non standard, la dimensione delle componenti omogenee puo variare
in maniera (apparentemente) caotica. Consideriamo I’anello A = k[, y] con
deg(z) = 3 e deg(y) = 2. Allora

Vediamo ora come si comporta la gradazione di un modulo sui suoi
sottomoduli:

Proposizione 1.32 Sia N un sottomodulo di un modulo graduato M. Sono
equivalenti:

1. NEMo(A)
2. N =a(NNM)
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3. Tutte le componenti omogenee di grado n di un elemento di N apparten-
gono a N
4. N ha un sistema di generatori omogeneo

Se wvale una di queste condizioni, l'immersione N — M ¢ un omomorfismo
omogeneo di grado 0.

Chiaramente, data una famiglia di sottomoduli graduati Ny di M, vale
che

1. la loro somma e graduata
2. la loro intersezione € graduata

Se N D M, l'ideale di A
M:N={zeA|zNCM}

€ omogeneo.

Definizione 1.33 Sia I un ideale di un anello graduato A. Definiamo I*
come l'ideale generato da tutti gli elementi omogenei di I.

Sia N un sottomodulo di un modulo graduato M. Definiamo N* come il
sottomodulo generato dagli elementi omogenei di N .

Vale che I* & un ideale omogeneo di A e I = I* se e solo se I ¢ omogeneo.
Inoltre, I* ¢ il pit grande ideale omogeneo contenuto in 1.

Example 1.9. Consideriamo I = (z + y2,y). Anche se non & evidente dai
generatori, questo & un ideale omogeneo. In generale non & banale determinare
se un ideale sia omogeneo.

Una gradazione puo anche passare al quoziente. Sia infatti M un modulo
graduato e sia N un suo sottomodulo graduato. Allora M /N & naturalmente
graduato e la componente omogenea di grado ¢ ¢ data da:

M _M;
( /N >i o VNi
Gli elementi di gradi ¢ del quoziente sono esattamente le classi degli elementi
di grado i. Segue direttamente dalla definizione che la proiezione 7: M —
M/N & graduata di grado 0.

Osservazione 1.34 Se ¢o: M — N é un omomorfismo omogeneo, allora
Ker(y), Im(p) e Coker(yp) sono naturalmente moduli graduati.

Dopo aver studiato come si comporta una gradazione rispetto a sottoa-
nelli, sottomoduli, omomorfismi e quozienti, vediamo sotto quali condizioni
abbiamo I’ipotesi di noetherianita.

Definizione 1.35 Sia A un anello graduato. A € una Ag-algebra positiva-
mente graduata se ¢ generata da elementi omogenei di grado positivo. Un
anello graduato é standard se é generato in grado 1 come Ag-algebra.
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In un’algebra positivamente graduata, il sottoinsieme A = @;~1A4; € sempre
un ideale omogeneo di A. Chiaramente & chiuso per somma (somma diretta
di sottogruppi additivi) e dato che A & positivamente generato il prodotto tra
un elemento di A, e un’altro qualsiasi elemento omogeneo ha ancora grado
positivo; ragionando sulle componenti omogenee di due elementi qualsiasi si
ottiene la chiusura rispetto al prodotto. Il quoziente A/A, & isomorfo ad Ayp.
Da questo si deduce la seguente

Proposizione 1.36 Sia A una Ag-algebra positivamente graduata. Siano

Z1,...,T, elementi omogenei di grado positivo. Sono fatti equivalenti:
1. (21, xn) = Ay
2. x1,...,x, generano A come Ag-algebra, ossia A = Aglzy, ... xy].

In particolare, A é noetheriano se e solo se Ay € noetheriano e A & una
Ag-algebra finitamente generata.

Dimostrazione. L’implicazione (2) = (1) & ovvia; infatti, dato = € A4

omogeneo, possiamo scriverlo come combinazione di Ag e di x1,...,Zy:
x = Z Caxit . o
aeN?
e dunque z € (z1,...,%y).
Mostriamo (1) = (2). Dato che A é graduato, basta mostrare che A; C
Aplz1,...,x,] per ogni i. Sia allora x € A; un elemento omogeneo di grado
i. Dato che x € (x1,...,x,), vale

k
Xr = E QT4
j=1

Possiamo supporre, a meno di considerarne le componenti omogenee e rior-
dinare la somma, che a; € A;_4;, da cui I'equivalenza.

Supponiamo ora che Ay sia noetheriano e che Aj sia una Ag-algebra finita-
mente generata. In questo caso, dal teorema della base di Hilbert, segue che
A & noetheriano, in quanto isomorfo a un quoziente di un anello di polinomi.
Viceversa, basta notare che Ag ~ A/A, e che A, & finitamente generato ed
usare ’equivalenza appena mostrata.

Ora che abbiamo studiato il caso di algebre positivamente graduate, pro-
viamo a generalizzare quanto visto ad algebre qualsiasi. Abbiamo bisogno
prima di qualche lemma:

Lemma 1.37 Sia A un anello graduato e I un ideale di Ag. Allora I =
TAN Ap.

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che IA & omogeneo perché generato
da elementi di grado 0. Dunque ogni elemento omogeneo x di grado d di A
si scrive come
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k
Tr = E ;S5
=0

cons; € Iea; €Ay (ameno di riordinare la somma). Dunque la contrazione
ad Ag coincide con I, perché ogni elemento di grado 0 si puo scrivere come
sopra con «; € Ag.

Lemma 1.38 Sia A un anello graduato, sia M un A-modulo graduato e sia
N un sottomodulo di M,,. Allora NAN M, = N.

Corollario 1.39 Sia A un anello graduato e sia M un A-modulo graduato
e noetheriano. Allora M,, ¢ un Ag-modulo noetheriano.

Dimostrazione. Consideriamo una catena di sottomoduli N; C M,,. Possiamo
estenderli a una catena di A-sottomoduli di M; dato che M & noetheriano,
necessariamente tale catena staziona. Per il lemma precedente, dato che la
contrazione coincide con Nj;, si ha che anche questa deve stazionare, come
voluto.

Teorema 1.40 Sia A = ®;czA; un anello graduato. Sono equivalenti:

1. A ¢ noetheriano

2. Ogni ideale omogeneo J di A é finitamente generato

3. Ag € noetheriano e S1 = ®;>04; e S2 = @i<oA; sono Ap-algebre
finitamente generate.

4. Ag € noetheriano e A & una Ag-algebra finitamente generata

Dimostrazione.

(1) = (2) Ovvio.

(2) = (3) Notiamo preliminarmente che 'ipotesi di finita generatezza di ogni ideale
omogeneo di A & equivalente al fatto che da ogni insieme di generatori
omogenei di un ideale & possibile estrarne uno finito.

Per dimostrare che Ay € noetheriano, basta notare che ogni ideale di Ag
esteso ad A e graduato. Data allora una catena di ideali I, di Ay, possiamo
estenderli ad I A. Dato che in A tale catena staziona e per il lemma
IyAN Ay = Iy, si ottiene che la catena deve stazionare anche in Ay,
da cui la noetherianita. Con lo stesso ragionamento, utilizzando il lemma
relativo ai moduli, si ottiene anche che ogni A; &€ un Ap-modulo finitamente
generato.

Vogliamo ora dimostrare che S; = Ag @ Ay (per Sz il ragionamento &
uguale) e dunque ¢ sufficiente far vedere che A, ¢ finitamente generato
come Si-modulo. A A ¢ un ideale omogeneo di A e dunque ¢ finitamente
generato. Per 'osservazione preliminare, possiamo scegliere dei generatori
x1,...,25 € Ay e sia d = max; d;, dove d; = deg(x;). Il modulo Ay &
<o+ @ Ag_1 € un Ag-modulo finitamente generato e possiamo sceglierne
dei generatori y1, . . . , Ym- Mostriamo allora che x1,...,%k, Y1, - - -, Ym SONO
un insieme di generatori per A, come S;-modulo. Chiaramente, possiamo
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mostrare che cio vale per ogni elemento omogeneo. Sia x € A, omogeneo.
Se deg(x) < d —1, allora z € (y1,...,Ym). Se invece deg(z) =1 > d,
possiamo scriverlo come combinazione degli z;:

k
Tr = E ;T4
i=1

con «; € A. Per motivi di grado, deve valere (a meno di riordinamento)
o; € Aj—g, el —d; >0, da cui la tesi.

(3) = (4) Sappiamo che S; = Ag[y1,...,ym] € S2 = Aglx1,...,x,] da cui A =
Aolzty o s Ty Y1y - -+ s YU

(4) = (1) Segue come nella proposizione precedente dal teorema della base di Hilbert.

Lemma 1.41 Sia A un anello graduato. Se m ¢ un ideale massimale ed é
omogeneo, allora m = A_ @& mo @ Ay, con mg massimale di Ayp.

Dimostrazione. Sicuramente se m ha quella forma & un ideale massimale,

perché
A, A
/m - (Vmo
Sia ora m un generico ideale massimale omogeneo. Abbiamo allora la proie-
zione
A — A/m

e il quoziente e graduato ed & un campo. Se per assurdo esistesse un elemento
di grado positivo z, allora calcolando l'inverso di 1 4 x si arriverebbe a un
assurdo. Di conseguenza la graduazione su A/m ¢ banale e dunque Ay C m,
A_ Cm, da cui la tesi.

Corollario 1.42 Sia M un A-modulo graduato. M é un A-modulo semplice
se e solo se M ¢é semplice come Ag-modulo.

Dimostrazione. Se M & semplice come Ap-modulo, lo & chiaramente anche
come A-modulo. Viceversa, se M & semplice come A-modulo, M & isomorfo a
A/m, con m massimale di A. Per il lemma precedente, M ~ A/m ~ Ag/mg
e dunque M ¢ anche un Ay-modulo semplice.

Corollario 1.43 Sia M un A-modulo graduato di lunghezza n. Allora esiste
una catena di sottomoduli

M =My 2 M 2 2 M, ={0}
tale che ogni M; sia graduato e M;/M; 1 sia semplice.

Corollario 1.44 Sia M un A-modulo graduato e consideriamo una catena
di sottomoduli graduati

M:NOQNl,:Q"'QNn:{O}
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tale che ogni quoziente sia semplice. Allora detta Aa(M) la lunghezza di M
come A-modulo, si ha

Aa(M) = Aay (M) =" Aay (M)
=1

dove M; e li-esima componente omogenea di M.

Dimostrazione. Basta considerare le successioni esatte corte (sia di A-moduli
che di Ap-moduli)

0— Niy1 — Ny — Ni/Ni—&-l =0

Otteniamo allora che A(N;) = A(N;11) + A(&V;/N;41). Dato che il quoziente
¢ semplice, otteniamo
AN;) = A(Njpq) +1

sia come A-moduli che come Ag-moduli, da cui la prima uguaglianza. Per la
seconda, basta notare che come Ap-modulo vale M = @M; e che la lunghezza
si comporta bene rispetto alla somma diretta.

Corollario 1.45 Un anello artiniano é graduato se e solo se A; é artiniano
come Ay modulo per ogni i e A; # 0 solo per un numero finito di indici.

Nel caso di ideali omogenei, si puo riformulare il lemma di scansamento:

Lemma 1.46 (Lemma di Scansamento) Sia A un anello graduato e sia
I un ideale omogeneo generato da elementi di grado positivo. Siano py, ...,y
ideali primi omogenei. Se I € p;, allora I € Up;.

Proposizione 1.47 Sia A un anello locale con massimale m e campo residuo
k infinito. Sia M un A-modulo e siano N, My, ..., M, sottomoduli tali che
N & M; per ogni i. Allora N € UM;.

Dimostrazione. Deriva da Nakayama e dal fatto che uno spazio vettoriale
non si scrive come unione finita di sottospazi su un campo infinito.

Corollario 1.48 Sia A un anello graduato positivamente e sia Ag locale con
campo residuo infinito. Siano I, Jy,...,J, omogenei tali che I C J; per ogni
i. Allora I € UJ;. Inoltre, se I é generato in grado s, esiste x € I\ UJ; di
grado s.

Proposizione 1.49 Sia p un primo di A. Allora p* é primo.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che p* non sia primo; esistono allora
a,b & p* tali che ab € p*. Possiamo scriverli come somma di componenti
omogenee
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h/2

k
a:iai b:Zb]

i=ky j=h1

Dato che a,b ¢ p*, esistono componenti omogenee a4 € b, che non apparten-
gono a p*. Possiamo supporre senza perdita di generalita che a; € p* per ogni
i < debj €p* perogni j < q. La componente omogenea di ab di grado d + ¢
deve appartenere a p* per omogeneita dell’ideale e dunque a4b, € p* C p, da
cui la tesi per la primalita di p.

Proposizione 1.50 Sia I un ideale p-primario. Allora I* é p*-primario.

Proposizione 1.51 Sia M un modulo graduato e sia p € Ass(M). Allora p
¢ omogeneo e p = (0:x) con x omogeneo.

Dimostrazione. Dato che p € Ass(M), esiste z € M tale che p = (0 : x);
scriviamo x = ) ,.;x; come somma delle sue componenti omogenee. Sia
ora a = ) ;. ;a; un elemento di p; dato che ax = 0, si pudo mostrare che
ajxr = 0 per ogni j tramite induzione. Di conseguenza, p ¢ omogeneo perché
ogni componente omogenea di a appartiene a p e a € stato scelto in maniera
arbitraria. Sia ora a € p un elemento omogeneo. Allora a € N(0 : ;) C p, da
cui la tesi.

Corollario 1.52 Sia I un ideale omogeneo di un anello graduato. Allora i
primi minimali di I sono omogenei. In particolare, i primi minimali di A
s0mo omogenet.

Vediamo ora cosa si puo dire sulla decomposizione primaria. Ricordiamo
che un sottomodulo N di un modulo M si dice primario se ogni zero divisore
di M/N é nilpotente. Questo significa che ogniqualvolta esiste m € M /N tale
che am = 0, allora a" M /N = 0.

Proposizione 1.53 Sia A un anello noetheriano graduato e sia N un
sottomodulo graduato di un modulo graduato M. Allora N ammette una
decomposizione primaria irridondante di sottomoduli graduati.

Proposizione 1.54 Sia p € Supp(M). Allora p* € Supp M.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che M, = 0. Questo significa che
per ogni elemento x € M omogeneo esiste t &€ p* tale che tx = 0. Scriviamo
t = > t; come somma di componenti omogenee; dato che x & omogeneo,
necessariamente t;x = 0 per ogni i e visto che ¢ ¢ p* esiste ¢ tale che t; ¢
p*. t; € pero un elemento omogeneo e dunque deve valere anche t; & p; di
conseguenza per ogni x € M omogeneo, x/1 = 0/1 in M, e M, =0, da cui
un assurdo.
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Localizzazione omogenea

Siano A un anello graduato e M un A-modulo graduato. Consideriamo
un sottoinsieme moltiplicativamente chiuso S di elementi omogenei. Allora
S~IM = Mg eredita in maniera naturale una gradazione; infatti se x € M &
omogeneo,

degf =degx —dega
a

Dunque la componente omogenea di Mg di grado ¢ ¢ data da
(Ms)i = {Z]deg = =i}
a a

In particolare, se S e l'insieme degli elementi omogenei che non apparten-
gono a un primo p, denotiamo i localizzati come A,y e M(,). Notiamo che
I'ideale esteso p*A(,) ¢ omogeneo e in A(,)/p*A(,) ogni elemento omogeneo
non nullo & invertibile, in quanto ogni elemento omogeneo non appartenente
a p appartiene a S. Questa condizione puo essere pero meglio reinterpretata:

Proposizione 1.55 Sia A un anello graduato. Sono equivalenti:

1. Gli unici ideali omogenei di A sono (0) e A.

2. Ogni elemento omogeneo non nullo é invertibile.

3. Ag=k e A= Ay oppure A = k[t,t=1] con t omogeneo di grado positivo e
trascendente su Ag.

Dimostrazione.

(1) & (2) Ovvio, perché ogni elemento omogeneo genera un ideale omogeneo e ogni

elemento non invertibile ¢ contenuto in un ideale proprio.

(2) Ovvio.

(3) Supponiamo che A non sia un campo. Allora sicuramente Ay & un campo
perché ogni elemento di grado 0 ¢ invertibile e il suo inverso ha ancora
grado 0. Dunque deve esistere un elemento di grado positivo; senza perdita
di generalita, possiamo supporre che esiste un elemento x di grado 1 (a
meno di riscalare la gradazione). Allora A = Ag[z, 771]: se a & un elemento
di grado n, vale infatti ax™" € Ag. La trascendenza di x deriva dal fatto
che se esistesse una relazione di dipendenza algebrica di = su Ag, allora
" + Y a;x' = 0 con gli a; € Ag. Dato che deg(z) = i, questo significa
che a;z* = 0 per ogni i; ma questi sono elementi omogenei e dunque sono
invertibili, da cui un assurdo.

Corollario 1.56 Sia p un primo. Allora vale una e una sola delle sequenti:

1. p=p*
2. p é minimale su p*
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Corollario 1.57 Sia M un A-modulo graduato e finitamente generato e sia
p € Supp M. Supponiamo che dim M, = d. Allora esiste una catena

N
N

Po Pa =D

con po, . ..,pi—1 omogenei. In particolare, se p € omogeneo dim M), = dim Mp-,
altrimenti dim M, = dim M- + 1.

*

Definizione 1.58 Sia A un anello graduato. Un ideale m di A si dice *-
massimale se & massimale tra gli ideali omogenei di A. A si dice *-locale se
ha un unico ideale *-massimale.

Se A & *-locale e m ¢ il suo *-massimale, Ay & locale con ideale massimale
con mg = m N Ag. Infatti il quoziente A/m ¢ graduato e ogni elemento
omogeneo deve essere invertibile (altrimenti genererebbe un ideale omogeneo,
contro la massimalita di m). Di conseguenza Ay = k per la caratterizzazione
esibita in precedenza.

N

Ezample 1.10. Se p & omogeneo, la sua localizzazione omogenea ¢ *-locale con
*-massimale dato da p*.

Se A & un’algebra positivamente graduata, allora dim A = sup{ht(m) |
m massimale omogeneo}. Se A & anche noetheriano, dimA = *dim A =
sup{po € -+ € pa | p; primo omogeneo}. Se inoltre Ag & locale, A ¢ *-locale
con *-massimale m = my ® A, e

dim A = ht(m) = inf{k | 3z1, ..., zromogenei | \/(z1,...,x,) = m}

e dunque possiamo definire anche un sistema omogeneo di parametri.

Ezample 1.11. Sia R = k[x1,...,x,] e sia degxz; = a;. Quando ¢ vero che R &
*-locale? Se gli a; > 0 & ovvio per quanto detto. Idem se sono tutti negativi.
I casi misti sono meno banali e non sono *-locali.

Proposizione 1.59 (Nakayama) Sia (A4, m) un anello *-locale, sia M un
modulo graduato e sia N un sottomodulo graduato. Supponiamo che M sia
finitamente generato. Se M = mM + N, allora M = N.

Proposizione 1.60 (Lemma di Normalizzazione di Noether omogeneo)
Sia k un campo e sia A una k-algebra finitamente generata positivamente gra-
duata. Supponiamo dim A = n e siano x1,...,x, elementi omogenei di A.
Sono equivalenti:

1. x1,...,x, é un sistema di parametri per A
2. A ¢é un’estensione intera di k[xy,...,Zy]
3. A éun kl[xy,...,z,]-modulo finitamente generato

Inoltre, esistono sempre x1,...,x, con questa proprietd e sono algebricamen-
te indipendenti. Se A ¢ graduato in maniera standard e k ¢é infinito, gli x;
possono essere scelti di grado 1.
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1.4 Funzioni e Serie di Hilbert

Definizione 1.61 Sia A un anello graduato e sia M un A-modulo graduato.
Se la lunghezza Aa,(M,) & finita per ogni n, definiamo

Hy: 72— Z
t ’_>)\A0(Mt>

la funzione di Hilbert di M.

Definizione 1.62 Se A ¢ positivamente graduato, Ay é artiniano e M é
finitamente generato, la funzione generatrice

HPy(2) = ZHM(Z')Zi €Zz27"]
i€Z
¢ detta serie di Hilbert di M.

Dato che A & positivamente graduato, M; = 0 per ¢ < 0 e dunque gli indici
sono limitati inferiormente. Inoltre, la serie di Hilbert & a termini positivi in
quanto ogni coefficiente coincide con la dimensione di una parte omogenea di
M. La funzione di Hilbert si comporta bene con lo shift, perché

HM(d)(t) = HM(t + d)

Questo permette di supporre che anche il modulo sia positivamente graduato
e quindi di avere una gradazione su N.

Ezample 1.12.
1.Se A= M = k[zq,...,x,] con deg(z;) =1,

Ha(t) = {(nﬂfl) et=0

0 altrimenti

In particolare,
n+t—1 1
HP = Ha(t)z' = b ———
€N i€eN
L’ultima uguaglianza si puo verificare per induzione su n.

L’ultima scrittura della serie & sicuramente piu compatta e ha lo svantaggio
che ricavarne la funzione di Hilbert non ¢ immediato.

Ezample 1.13. Per determinare i coefficienti della serie

e )
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bisogna svolgere i prodotti e isolare i termini dello stesso grado. Si ottiene

>
H(t){1+3tset0

0 altrimenti

E interessante capire quali siano le serie realizzabili come serie di Hilbert di
un modulo; questo non ¢ in generale un problema semplice.
La serie di Hilbert ¢ additiva; se infatti consideriamo una successione esatta,
corta
0—+M-—->N-—=P—=0

di moduli omogenei, allora ¢ esatta anche la successione tra le componenti
omogenee di questi
0—- M, —- N, —FP,—0

e dunque basta sfruttare 'additivita della funzione lunghezza. In particolare,

se abbiamo una successione esatta lunga di moduli graduati

0— M, o5 Mo =5 I vy o

si dimostra che

S (~1)' HP(M;) = 0

%

Infatti, & sufficiente spezzare la successione nelle successioni esatte corte
0— Im(fl) — M;_1 — Im(fl,l) —0

e utilizzare quanto visto per le successioni esatte corte.

Osservazione 1.63 Se R ¢ graduato standard e I ¢ un ideale omogeneo, se
HPr/1(to) = 0 allora HPg,;(t) = 0 per ognit > to. Infatti, dalla successione
esatta corta 0 — I — R — R/I — 0 si ottiene

Hpyr(n) = Hr(n) — Hr(n)

e dunque questa € uguale a 0 se e solo se I,, = R,,. Ma se questo succede, la
stessa relazione vale per i successivi n dato che la gradazione é standard.

Ezample 1.14. Sia A = k[z,y, z,t] con deg(x) = 1, deg(y) = 6, deg(z) = 10,
deg(t) = 15. Allora zy*zt ha grado 60 ma non ¢ multiplo di alcun monomio
di grado 3. Questo mostra come in generale non sia possibile applicare il
ragionamento dell’osservazione a una gradazione non standard.

Ezample 1.15. Consideriamo il A = k[z, y]-modulo

M:k[xl’IQ] 2 2

(21, 73)
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Troviamone la serie di Hilbert tramite quello che abbiamo visto per le
successioni esatte. Abbiamo la successione

0—-1I—-R—R/I—0

Dato che I = (2%,23), abbiamo anche la successione esatta graduata
0— R(-4) = R*(-2) & 10

dove Ker(p) = {(p,q) € R*(=2) | pai = qu3} = ((23, 7)) =~ R(-4). Si
ottiene dunque
HP(R/I) = HP(R) — HP(I)
= HP(R) — HP(R(—2)?) + HP(R(—4))
HP(R) — 2t> HP(R) + t* HP(R)
th—2t2 +1
(1—1)?
=(1+1)?

Teorema 1.64 (Hilbert-Serre) Sia R = Rylz1,...2,] un anello noethe-
riano graduato con Ry artiniano e deg(x;) = d; > 0. Sia M un modulo
graduato e finitamente generato. Allora

h(z)
[I(1 = z4)
Dimostrazione. Procediamo per induzione su n. Se n = 0, allora R = Ry e

M; # 0 per un numero finito di indici i. Di conseguenza la funzione di Hilbert
¢ negativamente nulla e dunque

HP(2) = h(z) € Q[z]

Se n > 0, consideriamo la successione esatta indotta dalla moltiplicazione per
Ty
0= K— M(—d,) = M—C—0

dove C = Coker(-z,,) e K = (0 : z,,)(—d,,). Dato che z,, annulla K e C, questi
sono Ag[z1,...,T,—1]-moduli in maniera naturale. Per ipotesi induttiva

W(2)
T — =)

h//(z)

HPc(2) =

da cui

h'(z) = W'(2)

1—z%)HPy(2) = -
R TR

ossia la tesi.
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Nel caso particolare in cui d; = 1 per ogni 4, la serie di Hilbert diventa

HPy(2) = =27

con h(l) # 0 e 0 < d < n. Notiamo che se d = 0, i coefficienti di h sono
positivi.

Nel caso di una gradazione standard, la funzione di Hilbert & di tipo
polinomiale, ossia Hjs(n) € definitivamente un polinomio in n. Infatti, se

h(z) = Z hyz*
k=0

con h(1) # 0, allora

S

HM(n):kz_:ohk<d+Z:llc—l>

€ un polinomio in n di grado d — 1, dove d & l'ordine del polo, con termine
di testa Y7 o hi/(d—1)In?"1. In generale, nel caso graduato non standard e
dunque deg(z;) = d; > 0,

h(z)
HPgr/r = &= :
/ ITie (1 - z%)
esistono d polinomi (con d = mem(d;)) po, - - ,pa—1 tali che definitivamente

Hpgr(n) = p;(n)

sen =7 (mod d).

La serie di Hilbert & un utile strumento per ricavare informazione sui mo-
duli. Abbiamo visto nei corsi precedenti che puo essere utilizzata per de-
terminare la dimensione di un anello locale noetheriano. Con la nozione di
dimensione di un modulo che abbiamo introdotto, tale risultato si generalizza:

Teorema 1.65 (Hilbert) Sia Ry un anello artiniano locale e sia R =
Ry[z1, ..., x,] un’algebra noetheriana graduata standard. Sia M un A-modulo
finitamente generato. Allora la dimensione del modulo d = dim M coincide
con l’ordine del polo della serie di Hilbert di M.

Prima di dimostrare questo risultato, abbiamo necessita di alcuni lemmi.

Lemma 1.66 Consideriamo una successione esatta corta di A-moduli
0-M —-M-—-M'—=0

Allora Supp M = Supp M’ U Supp M".
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Dimostrazione. La localizzazione mantiene 1’esattezza.

Lemma 1.67 Nella dimostrazione del teorema di Hilbert, é sufficiente veri-
ficare la tesi nel caso in cui M = R/p con p € Spec R.

Dimostrazione. Consideriamo la filtrazione ottenuta dal teorema 1.4

tale che i quozienti successivi siano isomorfi a R/p;(—d;) con p; € Spec(R)
omogeneo. Notiamo che, utilizzando il lemma precedente,

Supp M = U Supp MVMiH

i=1

- Usun®,
=1

V(p:)

I
-

Il
-

K2

Di conseguenza, dim M = max;dim R/p;. D’altra parte, per additivita
Hy = ), Hp/p,(—a,) (basta considerare le successioni esatte corte indotte
dalla filtrazione). Se il teorema & vero per R/p; per ogni i, le funzioni di
Hilbert di R/p; sono definitivamente polinomiali di grado d; = dim R/p; — 1.
Detto f; il polinomio relativo alla funzione di Hilbert di R/p;, si ha che il
polinomio f(z) relativo a M coincide definitivamente con la somma degli f; e
il grado non cala perché i coefficienti direttivi dei singoli polinomi di Hilbert
sono positivi. Dunque la funzione di Hilbert di M e polinomiale di grado
max; deg f;, da cui la tesi.

Lemma 1.68 Sia p(z) € Q[z] un polinomio di grado d—1. Sono equivalenti:

1. Per n sufficientemente grade, p ¢ a valori in Z. _
2. Esistono ag,...,a4—1 € Z tali che p(x) = Zf:_ol a; (Ijl)
3. p é a valori in Z per ogni i.

Dimostrazione.

(1) = (2) Procediamo per induzione su d. Se d — 1 = 0, allora p(z) = ¢ ¢ una
costante ed ¢ a valori in Z, e dunque ¢ € Z. Supponiamo ora che d—1 > 0 e
procediamo al passo induttivo. Definiamo il polinomio Ap = p(x)—p(z—1);
questo & un polinomio in Q[z] di grado d — 2. Dato che I'insieme {(*7") |
i € N} ¢ una base di Q[z] come Q-spazio vettoriale, possiamo scrivere
p(z) =N a, (“") Scriviamo ora i coefficienti di Ap:

i=0 "\ 4
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(2) = (3)
3) = (1)

Angain—ii—z’) - (x+§—1)]

1=0

A |
=1

2 <x+z>
:Zai-i-l .

. 1

1=0

Per ipotesi induttiva, a1, ...,aq_1 € Z. Inoltre, i binomiali assumono valori
in Z e dunque lo stesso deve valere per ag.

Segue dal fatto che i binomiali sono a valori in Z.

Ovvio.

Lemma 1.69 Sia F: Z — Z una funzione e sia d > 0. Sono equivalenti:

1.
2.

AdF(n) =c#0 conc€Z.
F ¢ di tipo polinomiale di grado d

dove A°F = F, A'F(n) = F(n+ 1) — F(n) ¢ A"F = A(A"'F),

Dimostrazione.

(1) =(2)

(2) = (1)

Per d =0, F' ¢ costante e non nulla, e dunque & polinomiale di grado 0. Se
d> 0, A"1(AF) = ¢ # 0 e dunque AF & polinomiale di grado d — 1. Per
il lemma precedente, AF' coincide definitivamente con un polinomio Q(n)

della forma i
— x4+
Q(x)zoaz‘( ; >

1=

Sia p(z) = Y1 ai(717). Allora Ap = Q e A(F —p) = AF — Ap = 0
definitivamente in n. Dunque F' — p ¢ definitiviamente costante, ossia F' =
P + ag4 definitivamente in n.

Se d = 0, F ¢& costante e dunque F' = ¢ € Z\{0} e dunque AF = 0. Se
d > 0, per n >> 0 vale AF = F(n) — F(n — 1) che ¢ polinomiale di grado

d — 1. Di conseguenza, AY(F) = AY"1(A(F)) ¢ una costante per n >> 0.

Dimostrazione (Dimostrazione del teorema di Hilbert). Per il lemma, basta
mostrare la tesi per M = R/p con p primo omogeneo. Procediamo per in-
duzione su d = dim R/p. Se d = 0, p & un ideale massimale e omogeneo e
Hp), ¢ nullo per n > 1 (un massimale omogeneo ¢ della forma mo @ A, ),
da cui la tesi in quanto il polinomio nullo ha grado —1. Supponiamo ora che
d > 0 e mostriamo che A1 Hp /p = ¢ # 0 definitivamente in n. Notiamo che
esiste x € Ry \ p; se infatti p O Ry, allora p O Ry e dunque R/p sarebbe
0-dimensionale, contro quanto supposto. Consideriamo allora la successione
esatta corta indotta dalla moltiplicazione per x:

G U S 7 (z) =0
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Dato che gli omomorfismi sono omogenei, possiamo considerare le funzioni di
Hilbert:

HRr/py@)(n+1) = Hgr/p(n+1) — Hgyp—1y(n + 1)
= HR/p(n + 1) - HR/p(n)
= AHR/p(n)

Notiamo che dim R/(p+ (x)) = (dim R/p) — 1. Infatti dim R/(p+(x)) > d—1
per la proposizione 1.25 e vale I'uguaglianza perché x puo essere completato a
un sistema di parametri, in quanto non ¢ uno zero divisore e dunque ht(p) = 1
per ogni p primo minimale di z. Distinguiamo ora due casi:

1. Sed = 1,dim R/p+(x) = 0 e dunque Hp/p(5)(i) = 0 per i sufficientemen-
te grande. In questo caso, dobbiamo mostrare che Hp/,(n) ¢ definitiva-
mente costante e non nulla. Dall’equazione ottenuta sopra, definitivamente
Hp/p(n+1) = Hg/p(n) e dunque ¢ costante. Inoltre, ¢ non nulla in quanto
se lo fosse R/p sarebbe artiniano, contro le ipotesi.

2. Se d > 1, per ipotesi induttiva, Hg/(,+(x)) € definitivamente un polinomio
di grado d — 1 e quindi AHg/, ¢ polinomiale di grado d — 2. Per il lemma
precedente, Ad_lHR/p = Ad_Q(AHR/p) =c#0.

Possiamo fornire I'insieme delle serie di Hilbert di un ordinamento parziale:
diciamo che HP,; < HPy se la disuguaglianza vale termine a termine.

Cerchiamo ora di capire come sono correlate la serie di Hilbert di un
modulo con quella di un quoziente per un elemento omogeneo di grado t.
Consideriamo la successione esatta

0— M/(O : f)(—t) NG Y M/fM—>O
Per additivita della serie di Hilbert, otteniamo la relazione
HPM/fM(I) = HPM(IE) — HPM/(O:f)(_t)(fE)

e dunque HP //¢p7(2) < HPpy() e vale I'uguale se e solo se M /(0 : f) = 0.
Abbiamo dunque il seguente:

Corollario 1.70 Sia M un modulo graduato e sia f € A un elemento
omogeneo. Allora dim M/fM < dim M e wvale l'uguaglianza se e solo se
M/(0: f)=0.

Inoltre, svolgendo ancora i conti,

HPM((L') = HPM/fM(ZL') + HPM/(O:f)(—t)(m)
= HP]V[/JCM(JI) + -’Ift(HPJW(x) - HP(O:f) (l‘))

da cui si ricava

(1 —2"YHPy () = HP gy e (2) — 2" HP (0.4 (2)
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ciod (1 — 2')HPy(x) < HPpp/pa() e vale I'uguaglianza se e solo se f &
Z(M). Di conseguenza, dato che la molteplicita di 1 come radice di (1 — z?*)
e 1, arriviamo al seguente risultato:

Corollario 1.71 Sia M un A-modulo graduato e sia f € A un elemento
omogeneo. Allora

dim M > dim M/ > dim M — 1

e vale l'uguaglianza se e solo se f & Z(M).

Definizione 1.72 Sia M un A-modulo graduato. Una M -successione o se-
quenza regolare per M & un insieme di elementi omogenei f1,..., f; di A tali
che f; non sia uno zero divisore di M/(f1,..., fi—1)M per ognii=1,... t.

Ezample 1.16. Se M = R = k[xy,...,2,] & una R-successione se e solo se
f #0. f,g € una R-successione se e solo se f, g sono coprimi tra loro.

Teorema 1.73 Sia M un R-modulo graduato e siano f1,..., fr € R elemen-
ti omogenei con deg f; = d;. Detto f = (f1,..., fr), si ha
HP
HP 1 (2) < My (2)

[Tz (1= z4)
Vale l'uguaglianza se e solo se f € una sequenza regolare per M.

Dimostrazione. Procediamo per induzione sul numero di elementi r. Per
r = 1 abbiamo gia mostrato che il risultato vale nei precedenti corollari.
Supponiamo quindi la tesi vera per r — 1 elementi e dimostriamo la tesi per
r. Detto J = (f1,..., fr—1) ¢ I = (f1,..., fr), chiamiamo N = M/IM e
T =M/JM. Allora

~T
N=pr
e dunque per ipotesi induttiva
HP
HPM@)S‘sziQ;f
[Lis (1= 2%)
Inoltre,
HP < — 7
() < Ty

e dato che le serie di 1/(1 — 2z%) sono a termini positivi, segue la tesi.

Corollario 1.74 Se f1,..., f, sono una M-successione, allora per ogni o €
Sr fors--s fo, SONO ancora una M -successione.

Dimostrazione. 1l precedente teorema fornisce una definizione equivalente di
successione regolare, indipendente dall’ordine degli elementi.
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Ezample 1.17.

1. Se gli f; non sono omogenei, il corollario e falso. Per esempio, consideriamo
R = k[x,y, z] eipolinomi z, y(z+1), z(x+1). Questi formano una sequenza
regolare ma permutati non lo sono, perché y(x +1) ¢ un divisore dello zero
in Kz, y, 2]/ ((z + 1)).

2. Consideriamo I = (zy,7z,y?) C R = k[z,vy,2]. I generatori forniti di I
non formano una R-successione. Calcolando le rispettive serie di Hilbert,
otteniamo

1 1422
— HP =
(1—2) r/1(2) 1— 2

HPR(z) =

Effettivamente, vale

1 1+ 2z
-2 “0-21-22)p

Una dimostrazione alternativa di Hilbert-Serre

Discutiamo ora una dimostrazione alternativa del teorema di Hilbert-Serre
nel caso di un anello di polinomi su un campo con la gradazione standard. Per
prima cosa, studiamo il caso di un modulo graduato della forma M = R/I.
Muniamo R di un ordinamento monomiale e studiamo l'ideale dei termini
di testa Lt(I). Il seguente lemma ci permette di ricondurci allo studio di
quest’ultimo:

Proposizione 1.75 (Lemma di Macaulay)

Hp1(t) = Hryen (t)

Dimostrazione. Fissato 1'ordinamento, possiamo considerare una base di
Grobner G dell’ideale. Allora una base di R/I & data dai monomi che stanno
sotto l'escalier dell’ideale (sono i resti della divisione per G) e tali monomi
sono una base anche di R/It(I), da cui la tesi.

Possiamo quindi ridurci a considerare un ideale monomiale I. Per la dimostra-
zione del teorema di Hilbert-Serre in questo caso, procediamo per induzione
sulla cardinalita dell’insieme minimale di generatori G(I). Se I = (m), allora

1— 24

HP R/t = 7

e dunque la serie di Hilbert ha la forma razionale voluta. Per il passo in-
duttivo, supponiamo che J = (my,...,mg,m). Detto K = (mq,...,mg), si
ha

HP g/ (2) = HPR/s(2) + 2 HP g/ i) (0:m) ()
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e l'ultimo dei moduli in questione ha almeno un generatore in meno. Si con-
clude allora per ipotesi induttiva. A questo punto, dobbiamo dimostrare la
tesi per un qualsiasi modulo M. Per il teorema 1.4, possiamo trovare una
filtrazione del modulo

M=My2 M 2 2 M, =(0)

tale che ogni quoziente sia isomorfo a R/p;, con p; € Spec(R) omogeneo. Per
additivita della serie di Hilbert, vale

HPy = Z HPMi/M11+1

da cui la tesi.

Ezample 1.18. Consideriamo I = (f1,..., fr). Studiamo la dimensione di
R/I. Chiaramente vale > n—r. Sia f € R, e sia J omogeneo. Detto A = R/J,
mostriamo che

dimi =z >dimA-1
A=
Sappiamo che
HP 4/74(2) 9(2) h(z)
(1—2t)  (1-z)7(l—2) — az) 1—2)d

Dunque
9(2) h(z)(1 - 2")
G—2p = (-2

Definizione 1.76 Sia M un R-modulo finitamente generato e supponiamo

con h(1) # 0. Definiamo e(M) := h(1) come la molteplicita di M.

Legami con la geometria algebrica
Sia X C P} una varieta proiettiva X = Proj A con
A= k[l‘m N ,xn]/l

Allora vale

1. dimA=dim X +1

2. deg(X) =e(A)

3. il genere di X ¢ g(X) = (=1)4mX(c—1), dove ¢ termine noto del polinomio
di Hilbert.



1.4 Funzioni e Serie di Hilbert 29

Consideriamo per esempio un’ipersuperficie V' = V(f) con f omogeneo di
grado d in R = k[zo,...,x,]. Detto A= R/(f), si ha

d—1 4
Yo ?

HPA(z) = HPR(:)(1 — =) = =00

Allora deg f = degV, dimV = n — 1. Il polinomio di Hilbert ¢

pa(t) = Hg(t) — Hr(t — d) = (””) _ <t—d+n)

n n

Valutando per t = 0, otteniamo

pio= (1)~ (") =1-con("))

o) = e () = (400

da cui

n n
In generale, per trovare il polinomio di Hilbert si usa il seguente teorema:

Teorema 1.77 Sia M un R-modulo graduato e sia hp(z) é l’h-vettore di M
(ossia il numeratore della serie di Hilbert in forma razionale ridotta). Detti

st ha

Disponendo di una risoluzione libera, si puo calcolare in maniera semplice:
Proposizione 1.78 Se M ¢ finitamente generato con una risoluzione libera
graduata finita
0= ®jeaR(—)" = - = @jeaR(—5)™ = M =0
allora
HP s (2) = Sp(2) HPR(2)
con Sy(z) = >, (—=1)'B;;27. Se R =klz1,...,x,], allora

)

Sn(z)

HP s (2) = =S

Anticipiamo ora alcuni teoremi che (probabilmente) dimostreremo:
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Teorema 1.79 (Auslander-Buchsbaum-Serre) Sia R un anello locale
noetheriano. Sono equivalenti:

1. R regolare
2. projdim R < oo per ogni M finitamente generato
3. projdim k < oo

Teorema 1.80 (Sizigie di Hilbert) Sia M un R = k[xy,...,z,]-modulo
graduato. Allora M ammette una risoluzione libera graduata di lunghezza
< n. In particolare projdim < n per ogni R-modulo finitamente generato e
ogni R-modulo finitamente generato ha una risoluzione libera di lunghezza
<n.

Teorema 1.81 (Quillen-Suslin) Sia M un k[z1, ..., z,]-modulo proiettivo
finitamente generato. Allora M é libero.

Ezample 1.19. L’ipotesi di regolarita e essenziale per disporre di una risolu-
zione libera graduata finita. Per esempio, se consideriamo 1’anello

A= k[X7 Y]/<X2 _ Y3)

sappiamo che questo non é regolare in 0. Consideriamo allora M = (z,y) C A.
Calcolando la risoluzione libera minimale, si ha che questa non ¢ limitata ed
¢ ciclica.

1l teorema generalizzato di Krull assicura che ht(I) < p(I). Studiamo la
classe estremale:

Definizione 1.82 Un ideale I si dice intersezione completa (CI) se wva-
le ht(I) = p(I). I si dice intersezione completa insiemistica se esistono

aiy...,a, €I tali che VI =+/(a1,...,a,) en =ht(I)

La stessa nozione puo essere data in termini di varieta:

Definizione 1.83 Sia K un campo algebricamente chiuso e sia V una va-
rietd di dimensione d. Allora V' ¢ intersezione completa se u(I(V)) =n —d.
V' é intersezione completa insiemistica se

V=vinVen---NV,_q

dove ogni V; € una ipersuperficie.

Notiamo che se I ¢ intersezione completa, allora tutti i primi minimali di
I hanno la stessa altezza. Infatti, dato un primo minimale p, vale ht(p) <
p(I) = ht(I) < ht(p), dove la prima disuguaglianza vale per il teorema di
Krull e laltra per definizione di altezza di un ideale. Di conseguenza, gli
ideali intersezione completa si comportano bene rispetto alla dimensione. In
generale, vale ht(I) + dim A/I < dim A per ogni ideale I. Nel caso di un
anello di polinomi su un campo, per catenarieta, vale I’'uguaglianza nel caso
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di ideali primi, ma non in generale per ideali qualsiasi. Se I & intersezione
completa, vale I'uguaglianza, in quanto questa vale per ogni primo minimale
su I e questi hanno tutti la stessa altezza e profondita.

Ezample 1.20. Consideriamo la curva affine data in forma parametrica

=t
= ¢2

z=13

e la sua chiusura proiettiva C C P3. Vale che I(C) = (2% —wy, y?>—xz, zy—2w)
(attenzione, non basta omogeneizzare un insieme di generatori dell’ideale
della varieta affine). Notiamo che I(C) & generato dai determinanti dei minori

2 x 2 della matrice
w Ty
T Yz

Sicuramente p(I(C)) =3 e I(C) & primo, in quanto I(C) = Ker(p) dove ¢ ¢&
la mappa
P K[w,x,y,z} — K[tau]

w N

x —  t%u
Y —  tu?
z —  ud

Calcoliamo la funzione di Hilbert di M = A/I(C).

Has(n) = l1sen=0
MV #monomi di grado 3n in t,u =3n+1

e dunque il polinomio di Hilbert & pc(x) = 3z+1. La varieta ha quindi genere
0. La serie di Hilbert risulta essere

1422
HPy = —
Mo =2
Di conseguenza dim M = 2 e questo basta per dire che I(C) non & inter-
sezione completa. Se infatti lo fosse, allora ht(I(C)) = p(I(C)) = 3 da cui
otterremmo dim k[w, z,y, z] > 5, assurdo.
Studiamo ora la proprieta di intersezione completa insiemistica. Notiamo che

V(I(C)) = V(z? —wy) NV (y® — 22yz + w2?)

e detto J = (22 — wy,y> — 2xyz + wz?) si ha V.J = I(C) e J ha solo due
generatori. Di conseguenza I(C') ¢ intersezione completa insiemistica.

In A/I(C) riusciamo anche a trovare una successione regolare di lunghezza
2. Consideriamo w, z; questa ¢ una successione regolare perché HP 4 /1) 4 (w,z) =
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1 + 2w. Infatti

klw,z,y, 2], — K[z, 4]

(wazvflaf27f3) (xz,yQ,a?y)
da cui quanto voluto.

Ezample 1.21. Consideriamo la superficie definita da equazioni parametriche

x =t
y:t3u
2z = tu?
w = ut

L’ideale associato a tale varieta ¢ l’ideale primo
3 2 3 2 2 2
I(C) = (xox3 — 2172, ] — T{T2, T3 — T1T5, ToLs — T1T2)

Vediamo se riusciamo a trovare una successione regolare lunga 2. Dato che
A/I(C) & un dominio, z¢ € regolare. Andiamo nel quoziente

~ k[ZUl,I'Q,CU:g

k[l‘o, e ,1’3]/(

917927g3ag4a'r0) /(1‘1.%‘27.1'?,@% —1‘1.%'37.'17%.1'3)

Notiamo che (0 : 1) = (x1,x2,x3) che & massimale; 'ideale massimale ap-
partiene allora agli associati e dunque non ci sono altri elementi regolari.
Studiamo la serie di Hilbert.

! n=0 1422422228
z 2°—z
n+ n >

Cerchiamo ora di caratterizzare le funzioni che possono essere funzioni di
Hilbert di un modulo.

Lemma 1.84 Sian € N e sia k > 0. Allora n si scrive in maniera unica

" Z (hiz))

=1

con h(k) > h(k—1) >--- > h(1) > 0.

. . . . . « o~ (h(k
Dimostrazione. Scegliamo h(k) massimale rispetto alla proprieta ( (k )) <n.
Se vale I'uguaglianza, allora
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Altrimenti, per induzione
k—1 .
g — =
== () -2 (0

Rimane da verificare che h(k) > h(k — 1). Questo segue da

h(k) _ h(k)+1 - h(k) NS h(k—1)
k-1 k k k—1
Mostriamo ora l'unicita. Basta mostrare che data una scrittura di questo

tipo, h(k) ¢ il piu grande tale che (hsck)) <n.Sen=1¢ovvio. Se n > 1,

supponiamo per assurdo che ("*)1) < n.
ki‘j h(i)\ o (hk) +1\ _ (h(k)\ _ (h(k) o (h(k—=1)+1
=\ /) k k) \k—-1)~ k-1

e per ipotesi induttiva questa & > n’, da cui un assurdo.

Ezample 1.22.
1.Sen=8¢ k=3,

2.5en=3ek =28,
3.5en=20ek =3,

4.Sen=20ck=4 6 A 3
0=3)+ () + ()

Definizione 1.85 Nelle notazioni introdotte in precedenza, definiamo [’e-
spansione binomiale di n € N rispetto a k > 0 come

nk) — (h(kszl 1) N (h(k _kl) + 1) . (h(1)2+ 1)

Teorema 1.86 (Macaulay) Sia k un campo e sia H: N — N una funzione.
Sono equivalenti:

1. Esiste una k-algebra standard R/I tale che Hgr(n) = H(n) per ognin
2. Esiste una k-algebra standard monomiale R/I tale che Hg/r(n) = H(n)
per ogni n
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8. HO0)=1eH(n+1) < Hn)™ per ognin >0

Dimostrazione. Diamo l'idea della dimostrazione di (3) = (2). Se H(1) =n,
scegliamo R = k[x1, ..., zy]. Ordiniamo i monomi di R con deglex indotto da
x1 > -+ > x, e li enumeriamo, scrivendoli dal piu grande al piu piccolo grado
per grado. In ogni grado, cancelliamo gli ultimi H(j) monomi e definiamo
I; come il k-spazio vettoriale generato dai monomi non cancellati. Allora
I = @;1; ¢ un ideale con la funzione di Hilbert voluta. Bisogna mostrare che
questo sia effettivamente un ideale; consideriamo la famiglia

Fix =AT | T ¢ un insieme di monomi du grado j, |T| = k}

Dato L C Rj, diciamo che L e un lex segmento se esiste v € R; tale che
L ={u>v|deg(u) =j}. Esiste un unico L € F;; che sia un lex segmento.
Detta Shad(T) = {x;m | i = 1,...,n, m € T}. Notiamo che per ogni
T € Fj vale |Shad(T)| > |Shad(L)|.

Ezample 1.23. Consideriamo la funzione H con valori 1,2, 3, 3, 4. Questa do-
vrebbe essere realizzabilecome quoziente di R = k[z, y]; seguendo l'idea della
dimostrazione del teorema, si vede che la costruzioe fallisce. Effettivamente
la funzione data non soddisfa la condizione del teorema.

Osservazione 1.87 Se F ¢ la famiglia di ideali omogenei di R con funzione
di Hilbert H assegnata, esiste un unico ideale L lessicografico in F. Quindi,
dato un ideale omogeneo I, possiamo assegnargli un ideale I'*.

Ezample 1.24. Sia I = (zy,2%2,y2?). Dato che Iy = (zy), 2> € I'*" e dunque
possiamo individuare la sua ombra Il O (22, 22y, x2z). Considerando I3 =<
22y, xy?, xyz, x22,y2z> >, dobbiamo aggiungere 2 monomi all’ombra:

Iéex =< 23, 2%y, 2%z, xy?, zyz >

In 14, non ci sono nuovi generatori e dunque c’é¢ solo 'ombra di I3:

I, =< 2%y, 232, 222, 2Pyz, 2222wy, xyPz, wy2?, Y222y >

Invece, 'ombra di I}** &

222 wyd ayP e, ay? >

Rlléew =<2t 23y, 232, 2%?, 2Pyz, @
e dunque bisogna aggiungere un monomio, zz3. Lo stesso in grado 5, dove
bisogna aggiungere all’lombra 3°. Nei gradi successivi invece le dimensioni
coincidono e dunque abbiamo trovato

Il fatto che le dimensioni coincidano segue da un teorema che mostra che il

procedimento puo terminare in grado > D(I), dove D(I) ¢ il massimo grado
di un generatore in un insieme di generatori minimale.
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Il teorema di Macaulay ha aperto la possibilita di individuare proprieta di
una k-algebra graduata tramite la sua funzione di Hilbert:

Teorema 1.88 Sia H: N — N una funzione. Sono equivalenti:

1. FEsiste una k-algebra standard ridotta A tale che H = Ha
2. H(n) = 1 per ogni n oppure AH & ammissibile nel senso del teorema di
Macaulay.

Dimostrazione.

(1) = (2) Procediamo per induzione sulla dimensione di A. Se dim A =0, A ¢ arti-
niano e ridotto e dunque campo. Dunque A = k e la funzione di Hilbert &
banale. Supponiamo ora che dim A > 0. Allora (z1, ..., 2,) non puo essere
tra gli associati perché I e ridotto. Senza perdita di generalita, possiamo
assumere che k sia infinito a meno di considerare A ®; K. Per il lemma di
scansamento omogeneo, esiste allora [ € A; regolare (che non appartiene
al primi associati) e

Dunque H,/(0) = 1e Hyy(n) = Ha(n)—Ha(n—1) = AH, come voluto.
(2) = (1) Chiaramente k = k[z]/(x) realizza la funzione banale. Supponiamo allora
che AH sia ammissibile. Per il teorema di Macaulay, esiste una k-algebra

standard S = k[z1,...,2,]/J monomiale tale che AH = Hg. Solleviamo
un monomio all’anello di polinomi R = k[zg, ..., x,] tramite la mappa I':
n a;—1
Izt .. aim) = H (xj — pxo)
i=1 p=0

Detto I = (I(m) | m € G(J)), si ha che I & radicale?. Inoltre, xo & regolare
e S/J ~ R/I/(xp) e vale la relazione voluta tra le funzioni di Hilbert.

La nozione di successione regolare fornisce un’invariante:

Definizione 1.89 Sia M un A-modulo graduato. Definiamo la profonditd
di M, e la indichiamo con depth M, come la massima lunghezza di una
successtone M -regolare.

Chiaramente, dato un modulo M, vale dim M > depth M. Anche stavolta,
risulta interessante studiare la classe estremale, che studieremo avanti con
piu dettagli:

Definizione 1.90 Un modulo graduato M si dice Cohen-Macaulay se dim M
depth M.

! Stiamo supponendo che la caratteristica del campo sia 0. Chiaramente si pud supporre
che il campo sia infinito e fare in modo che la dimostrazione sia comunque corretta, ma
allungherebbe la trattazione.

2 Boh. Non so.
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Ezample 1.25.

1. Se A ¢ un anello artiniano, allora A ¢ di Cohen-Macaulay, in quanto 0 =
dim A > depth A e dunque deve valere 'uguaglianza.

2. Se A ha dimensione 1, non ¢ detto che A sia di Cohen-Macaulay. Consi-
deriamo per esempio

A= k[xvyl/xg )

Allora (z,y) appartiene ai primi associati e dunque non vi pud essere
un elemento regolare. D’altronde dim A = 1 e dunque A non & Cohen-
Macaulay.

3.Se A = k[xy,...,2,] e I & un ideale radicale tale che dim A/I = 1, al-
lora A/I & Cohen-Macaulay, in quanto esiste nel quoziente un elemento
regolare.

Proposizione 1.91 Sia A = k[z1,...,2,]/I un anello di Cohen-Macaulay
di dimensione d. Allora esiste una successione regolare f1, ..., fq di cardina-
lita massima tale che deg f; = 1 per ogni 1.

Proposizione 1.92 Se A = k[xo,...,z,]/I é Cohen-Macaulay, I’h-vettore
di A ha tutti i coefficienti positivi.

Dimostrazione. Sia f1,..., fq una successione regolare di elementi di A, dove
dim A = d. Il quoziente per questi € un anello artiniano e la serie di Hilbert
coincide con I’h-vettore. Inoltre, I’h-vettore di A/(f1,..., fq) coincide con la
funzione di Hilbert di A/(f1,..., f4); in particolare & a coefficienti positivi.
D’altronde,

da cui la tesi.

Example 1.26. 11 viceversa ¢ falso. Consideriamo I = (x,y%) N (22, y, 2?). Al-
lora (z,y,z) € Ass(R/I) e dunque la profondita di R/I & 0. Calcoliamo la
serie di Hilbert. Dato che I = (22, 2y, x2%, y*), & lessicografico e la funzio-
ne di Hilbert ¢ 1,3,4,4,.... L’h-vettore ¢ allora 1,2,1,0,... che ha tutti i
coeflicienti positivi.

Studiamo ora le possibili funzioni di Hilbert di una k-algebra standard
integra. Questo € un problema aperto, ma vi sono alcuni risultati parziali.

Lemma 1.93 (Lemma di polarizzazione) Sia J un ideale monomiale e
sia S = kl[x1,...,x,]/J. Esiste allora un anello di polinomi R = S[y1,...,ys],
un ideale I C R generato da monomi squarefree e una sequenza regolare Y
di elementi di grado 1 tale che R/(I +Y) ~ S.

Dimostrazione. Sia J = (u1,...,un) e supponiamo u; = z{™ ... z%". Possia-
mo supporre senza perdita di generalita che a;; > 1 per qualche ¢. Chiamiamo

R = S[y] e definiamo
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Uk se a1 = 1
VE = . .
Y=ty gk . x%n altrimenti

Consideriamo allora ideale J' = (v1,...,vs) C R. Chiaramente R/J’ ~ S;
mostriamo che ’elemento y — x1 € regolare nel quoziente. Se per assurdo non
lo fosse, esisterebbe un primo associato p = (0 : v) € Ass(R/J’) tale che
y—x1 € p. J' & monomiale e dunque dalla relazione (y — z1)v € J' otteniamo
yv,z1v € J' = (v1,...,vy). Abbiamo le relazioni

T1V = 15 Yu = a2vy

da cuisihay{ag, z1 {1,y | vjex; | v;. Sey | vy, allora per il procedimento
attuato deve valere =1 | v; e di conseguenza 7 | v, ossia J;% | v;, da cui un
assurdo. Dunque y — x; ¢ regolare, come voluto.

Iterando la procedura, si ottiene alla fine un ideale monomiale con monomi
liberi da quadrati.

Teorema 1.94 Sia k un campo e sia hg, ..., hs una successione di elementi
positivi. Allora sono equivalenti:

1. Esiste una k-algebra standard Cohen-Macaulay A = R/I tale che

HP4(2) = %

2. hg=1 ehi+1§h§i> perognii=1,...,5s—1.

Dimostrazione.
(1) = (2) Sia f1,..., fq una successione regolare. Allora
(1= 2)"HP4(2) = HPa/(f,,....10) (%)
A/(f1,..., fa) & artiniano e dunque 1’h-vettore coincide con la funzione di

Hilbert. Per il teorema di Macaulay, questa deve rispettare le condizioni
richieste, da cui la tesi.
(2) = (1) Per il teorema di Macaulay, possiamo trovare una k-algebra monomiale A
che soddisfi H(i) = h; per ogni 4. In particolare, questa & artiniana. Per
il lemma di polarizzazione, possiamo trovare una k-algebra monomiale S
che soddisfi
(1 —2)?HPg(z) = HP 4(2)

da cui la tesi.

Vale anche il seguente, che non dimostriamo:

Teorema 1.95 Stanley Sia R/I Gorenstein. Allora Uh-vettore di R/I ¢
simmetrico (h; = hg—; peri=20,...,5/2).
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Un problema aperto legato a questa teoria ¢ il seguente: se A & un anello di
Cohen-Macaulay e integro, allora e vero che I’h-vettore & unimodale?



Capitolo 2
Algebra Omologica

2.1 Richiami

Definizione 2.1 Un complesso é una successione di A-moduli
- Che1 —Cp = Cph1 — ...

tale che 6, 0 01 = 0. Un omomorfismo di complessi f: Co — Do € una
famiglia di mappe f;: C; — D; tale che f, 0 6, = 0, 0 01 per ogni n.

Definizione 2.2 Sia C un complesso. Definiamo

Hn(C,) = Ker 5"/Im On+1

Un esempio sono le risoluzioni proiettive, ossia una successione esatta lunga
tale che H,(F,) =0 per ogni n > 0 e Ho(Fo) = M e F; & proiettivo, o quelle
iniettive, in cui i moduli sono iniettivi e Hy(l,) = M, H,(I,) = 0.

Osservazione 2.3 Un morfismo di complessi induce una mappa in omolo-
gia. Se @ ¢ il morfismo di complessi, H,(p): H,(C) — H,(D) ¢é una mappa
indotta naturalmente.

Definizione 2.4 Un morfismo di complessi ¢ é omotopo a 0 se esistono
mappe h;: C; — Dy, tali che ¢, = dp11hy + hn—10, © € omotopo a Y se
@ — 1 e omotopo a 0.

Definizione 2.5 Una successione di complessi
0—=Co = Dy — Eq — 0

e esatta se per ogni i
0—-+Ci;—=D;—E; =0

¢ esatta.

39
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Teorema 2.6 Sia 0 — Co — Doy — Eo — 0 una successione esatta di
complessi. Allora esiste una successione esatta lunga

NS n+2(Co) - n+2(Do) - n+2(Eo)

H,11(Co) — Hyy1 (Do) — Hpq1(Es)

m

n [ ] ()

~> Hy(Cy) — Hy(Dy) — Ho(Ey) — 0

Teorema 2.7 Sia C' un complesso positivo aciclico protiettivo e D un com-
plesso positivo e aciclico. Data ¢: Ho(C) — Ho(D) esiste una mappa di
complessi ¢ = {¢n} che solleva ¢. Due tali mappe sono omotope.

Ho(C)
7N
On On— S 6
i Cpot — o = € —— Gy 0
: bn—1 : : b0 P
9 I I I
% N\ v
p Dn,1 ﬁ . —> D1 0 ; 0
St 61 4 ‘57
N
Hy(D)

¢o,” pou

Dy %0 Ho(D) —>0

Per il passo induttivo, supponiamo di avere costruito ¢q, ..., ¢n_1.
T =2 Gy 2 Gy s -
ld’nl l(ﬁnz
D, Dy —— Dpg —— -

’ ’
6n +1 6n 6n —1
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Per commutativita abbiamo 6/, _; 0 ¢,_1 00, = ¢p_20d,_1 08, = 0 e usando

laciclicita ne segue Im(¢,—1 0 d,) C Kerd,,_; = Imd/,. A questo punto
possiamo ottenere ¢,, per la proiettivita di C), sul diagramma
Cn
¢"/// Pn—100n
M/
D, . Im ), 0

Vediamo 1'unicita a meno di omotopia. Supponiamo di avere due solleva-
menti ¥ e £. Vogliamo che per ogni n valga

Yn —&n = 5»In+1 oXn+Xn 106,

Poniamo X'_; = 0. Per commutativita del diagramma Im(y —&p) € Im ] C
Ker ¢}, dunque Xy esiste per proiettivita di Cp e abbiamo ¢y — & = §7 o Xy.
Per il passo induttivo supponiamo di avere costruito le mappe fino alla X, 1
e costruiamo la X,,. Si puo vedere che

8 ((%n — €n) = Zn_108,) =0

n

e dunque Im 7 C Kerd;, = Im 4, , ; di conseguenza X, esiste per proiettivita
di Cy. Quindi, 05, o X}, = 7, che scritta per esteso ¢ proprio l'equazione
richiesta dall’omotopia.

Teorema 2.8 (Lemma del Ferro di Cavallo) Consideriamo una succes-
sione esatta corta
0—-A—=B—=C—=0

di A-moduli e siano Se e Ty risoluzioni libere rispettivamente di A e di C.
Allora esiste una risoluzione libera Ro di B tale che 0 — Sq — Re — To — 0
sia una successione esatta di complessi.

Dimostrazione. Mostriamo, per induzione, che possiamo costruire R, per
somma diretta:

= ST, =5 S10T - So@Ty— B—0
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Mostriamo quindi che esiste u: Sy @ Ty — B come nel diagramma. Dato che
T) ¢ libero, & in particolare proiettivo e dunque esiste 4 come nel diagramma.
Per composizione troviamo & = poa. Per la proprieta universale della somma
diretta, troviamo allora la w = & @& 4. Tale u fa commutare il diagramma e
questo completa il passo base.

0 0 0

Si —— > Ker [e 73] Si,1 Ker (7))

ﬂ _— Ker’yi_l E—l Ker’yi_g

0 0

Per il passo induttivo, notiamo che per il Lemma del Serpente la mappa g
¢ surgettiva in quanto lo ¢ la mappa «;—1 su Ker(a;_2). Ripetendo quanto
fatto nel passo base, troviamo allora una mappa wu;: S; ®T; — Ker(u;—1) sur-
gettiva che quindi rende esatta la successione e fa commutare il diagramma.
Induttivamente troviamo cosi la risoluzione cercata.
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Considereremo funtori additivi della categoria degli A-moduli. Dato un
funtore T' covariante e una mappa ¢: M — N, avremo una mappa T(p): T(M) —
T(N). Chiediamo che T rispetti composizione e somma e che mandi I'identita
nell’identita. I funtori che useremo saranno principalmente tre:

1. -® N, che ¢ additivo, covariante, esatto a destra ed ¢ esatto se e solo se N
¢ piatto.

2. Hom(M,-), che ¢ additivo, covariante, esatto a sinistra ed & esatto se e
solo se N & proiettivo.

3. Hom(-, M), che & additivo, controvariante, esatto a sinistra ed ¢ esatto se
e solo se N ¢ iniettivo.

2.1.1 Risoluzioni intettive e proiettive

Definizione 2.9 Definiamo la dimensione piatta, proiettiva, libera e iniet-
tiva di M come il minimo delle lunghezze di una risoluzione rispettivamente
piatta, proiettiva, libera e iniettiva.

Definizione 2.10 Sia A un anello. Definiamo la dimensione globale di A
come il sup delle dimensioni proiettive di un A-moduli, che coincide con il
sup delle dimensioni iniettive.

Questa non ¢ una buona definizione, perché a priori non coincidono. La buona
definizione discende dal teorema di Auslander, che vedremo. Sappiamo che
vale il seguente:

Teorema 2.11 Sia (A, m) un anello locale e sia M un modulo finitamente
generato. Allora M ammette un’unica risoluzione libera minimale.

Nel caso duale, invece,

Teorema 2.12 Sia M un A-modulo. Allora M ammette un’unica risoluzione
iniettiva minimale.

Vediamo ora nel dettagli come costruire queste risoluzioni. Partiamo dallo
studio dei moduli iniettivi:

Definizione 2.13 Un A-modulo I si dice iniettivo se esiste una mappa [
che fa commutare il sequente diagramma:
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Definizione 2.14 Un A-modulo M ¢é divisibile se per ogni a € A\ Z(A) la
moltiplicazione per A é surgettiva.

Proposizione 2.15 Se E ¢ iniettivo, allora E ¢ divisibile. Se A é un PID,
vale anche il viceversa. La categoria degli Z-moduli ha abbastanza iniettivi.

Corollario 2.16 La categoria dei moduli ha abbastanza iniettivi per ogni A.

Definizione 2.17 Sia M un R-modulo. E si dice estensione essenziale di
M se M C E e ogni sottomodulo di E interseca M in modo non banale.

Equivalentemente, si puo mostrare che un modulo F & essenziale se per ogni
e € F esiste r € R tale che re € M.

Ezample 2.1. Se R ¢ un dominio, allora R C Q(R) ¢ un’estensione essenziale.

Proposizione 2.18 Sia M un R-modulo. Sono equivalenti:

1. M é iniettivo
2. M non ha estensioni essenziali non banali

Dimostrazione.

(1) = (2) Sia E un’estensione essenziale di M. Vogliamo mostrare che M = E. Dato
che M é iniettivo, la mappa 0 — M — E fornisce I'isomorfismo

E~M®N

dove N ¢ un opportuno sottomodulo di E. Per definizione di somma di-
retta, IV non interseca M e dunque per definizione di estensione essenziale
N =0, da cui la tesi.

(2) = (1) Consideriamo una mappa iniettiva 0 — M — E, dove E & un modulo
qualsiasi, e la famiglia F' dei sottomoduli di E' che non intersecano M. Per
il lemma di Zorn, esiste N € F massimale tale che N N M = 0. Abbiamo
allora una mappa iniettiva sul quoziente

O—>M—>E/N

Per definizione, E/N & un’estensione essenziale di M e dunque M = E/N.
Di conseguenza, esiste una mappa a: E — M e dunque 'inclusione spezza,
mostrando l'iniettivita.

Teorema 2.19 Sia M C E. Sono fatti equivalenti:

1. E ¢ un’estensione essenziale massimale di M
2. E ¢ un’estensione essenziale di M e E ¢ iniettivo
3. E é iniettivo ed é il piv piccolo iniettivo che contiene M

Tale estensione esiste sempre.
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Dimostrazione. Preliminarmente, notiamo che I’enunciato ha senso, perché
tra due iniettivi che contengono M esiste sempre un contenimento (dalla
proprieta universale).

(1) = (2) Per la proposizione precedente, ¢ sufficiente mostrare che E non ammette
estensioni essenziali proprie. Se E’ ¢ un’estensione essenziale di E, allora
E’ & un’estensione essenziale di M; per massimalita di £, E’ = E e dunque
E' ¢ iniettivo.

(2) = (3) Sia E’ un iniettivo contenuto in E che contiene M. Dato che E’ ¢ iniettivo,
Iinclusione 0 — E’ — F spezza e dunque

E=F &N

per un opportuno sottomodulo N. D’altronde, dato che M C E’, si ha
NN M = 0, mentre avevamo supposto che E fosse un’estensione essenziale
di M, da cui un assurdo.

(3) = (1) Per ipotesi, sappiamo che E ¢ il piu piccolo iniettivo che contiene M. Uti-
lizzando la proposizione precedente, basta quindi mostrare che tale F ¢
un’estensione essenziale di M. Per il lemma di Zorn, esiste B’ un’esten-
sione essenziale massimale di M contenuta in F; questa ¢ iniettiva per la
proposizione precedente e dunque per ipotesi contiene F, da cui la tesi.

Per mostrare ’esistenza, basta considerare un’immersione di M in un modulo
iniettivo F e prendere I’estensione essenziale massimale di M in E, che esiste
per il lemma di Zorn.

Definizione 2.20 Un modulo E che verifica una delle condizioni equivalenti
del teorema precedente si dice guscio o inviluppo iniettivo e lo indicheremo
con E(M).

Corollario 2.21 Il guscio iniettivo E(M) é unico.
Dimostrazione. Per abstract nonsense.

Come conseguenza di quanto detto, otteniamo che un R-modulo M ammette
una risoluzione iniettiva minimale E*°, unica a meno di isomorfismo di com-
plessi. Questa risoluzione si ottiene considerando il guscio iniettivo di M e
i conuclei delle mappa indotte ad ogni passo. Inoltre, se I*® & una qualsiasi
risoluzione iniettiva di M, allora E*® ¢ isomorfo ad un addendo diretto di I°.
Osservazione 2.22 Nel caso duale, vedremo che se R é un anello locale
noetheriano con massimale m e M ¢é finitamente generato, allora M ammette
una risoluzione libera minimale Fo, unica a meno di isomorfismi e se P, €
una risoluzione proiettiva di M, allora Fy é isomorfo a un addendo diretto
di P,.
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2.1.2 Funtori Derivati

Sia T un funtore covariante esatto a destra. Allora esiste la famiglia dei
funtori L, T (M) derivati sinistri, covarianti e definiti come ’'omologia di T'
applicata a una risoluzione proiettiva P di M. E una buona definizione per
il teorema del confronto.

Allo stesso modo, se T' & controvariante ed esatto a sinistra, esistono i
funtori derivati R, T (M), ottenuto calcolando la coomologia del complesso
T(P), dove P ¢ una risoluzione proiettiva di M.

Teorema 2.23 (Successione esatta lunga dei funtori derivati) Sia T
un funtore covariante esatto a destra e consideriamo una successione esatta
corta

0-MLNLUS0

Allora esiste una successione esatta lunga
o= L, TU) = Ly 1 T(M) = L, 1T(N) — ...

Dimostrazione. Basta applicare il funtore al diagramma ottenuto dal lemma
del ferro di cavallo.

Proposizione 2.24 Siano M, N R moduli e sia n € N. Sono fatti equiva-
lents:

1. projdim M <n

2. Ext'(M,N) =0 per ogni i > n e per ogni modulo N
3. Ext"™ (M, N) =0 per ogni modulo N

4. Ogni n-esima sizigia di M ¢é proiettiva

Dimostrazione.

(1) = (2) Basta considerare la risoluzione proiettiva di minima lunghezza e applicare

il funtore; la successione cosl ottenuta ¢ nulla per i > n.
(3) Ovvio.
(4) Sia K, I'n-esima sizigia di una risoluzione proiettiva P,. Vale

Ext"*' (M, N) = Ext' (K, N)

e dato che la prima ¢ nulla per ipotesi, lo ¢ anche la seconda. D’altronde,
discende dalla definizione che Ext' (K, N) = 0 per ogni N se e solo se K,
& proiettivo.

(4) = (1) Sia F, una risoluzione proiettiva di M. Se I'n-esima sizigia ¢ proiettiva,

possiamo allora considerare la successione P, in cui P; = F; per ¢ < n,
P, =K, e P, =0peri>n+1. In questo modo, otteniamo una risoluzione
proiettiva lunga n, da cui la tesi.

Chiaramente, lo stesso vale nel caso duale delle risoluzioni iniettive e possiamo
anche dire qualcosa di piu notando che
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Osservazione 2.25 Sia R un anello e M un R-modulo. Sono equivalenti:
e M é iniettivo

e Ext'(R/I, M) =0 per ogni ideale I di R

Infatti, se M ¢é iniettivo ¢ ovvio che gli Ext si annullino (injdimM = 0
e dunque applicando il funtore Hom in posizione coomologica 1 il modulo
¢ nullo). Supponiamo allora che Ext*(R/I, M) = 0 per ogni ideale. Per il
criterio di Baer, basta testare l'iniettivita sugli ideali di R, ossia che esiste 8
come nel diagramma

Consideriamo la successione esatta corta
0—=-1—R— R/I =0
Applicando Hom(—, M), per ipotesi otteniamo la successione esatta corta
0 — Hom(R/I,M) — Hom(R, M) — Hom(I, M) — 0
Questo significa che ogni mappa I — M si estende a una mappa R — M

(per la surgettivita), da cui la tesi.

Grazie a questa osservazione, il seguente teorema diventa immediato (basta
utilizzare le dimostrazioni duali della proposizione precedente):

Proposizione 2.26 Siano M, N R moduli e sia n € N. Sono fatti equiva-
lents:

injdimM <n

Ogni n-esima cosizigia di M é iniettiva

Exti(N, M) =0 per ogni i > n e per ogni modulo N.

Ext" " (N, M) = 0 per ogni modulo N

Ext"™ (R/I, M) = 0 per ogni ideale I

Grds Lo o =

Come conseguenza di queste due proposizioni, detta C(R) la categoria degli
R-moduli, otteniamo le seguenti uguaglianze:

sup projdimM = sup sup{n € N|Ext"(M,N)#0VN}
MeC(R) MeC(R)

= sup injdim N
NeC(R)

Definizione 2.27 Sia A un anello. Definiamo la dimensione globale come
globdim(A) = sup{projdim M | M € C(A)}
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Notiamo che come conseguenza delle proposizioni, questa coincide anche con
il sup delle dimensioni iniettive di un modulo. Per il criterio di Baer, nella
forma del punto 5 della proposizione precedente, vale

globdim(A) = sup{projdim A/I | I ideale di A}

Corollario 2.28 Sia n € N. Sono equivalenti:

1. projdim M < n per ogni M
2. projdim M < n per ogni M finitamente generato.

Dimostrazione. Per quanto appena detto, basta verificare le condizioni sui
moduli della forma R/I, che sono moduli finitamente generati.

Proposizione 2.29 Sia ¢: R — S un omomorfismo piatto di anelli. Siano
M, N R-moduli. Allora

Tor;(M,N) ®r S ~ Tor;(M ®r S, N ®g S)
Se R é noetheriano e M finitamente generato, lo stesso vale per Ext.

Dimostrazione. Mostriamo che vale per Ext. Sia F, una risoluzione libera di
M; allora ‘ A
Ext'(M,N) = H'(Hom(F,, N)) ~ N

dove b; sono i numeri di Betti. Allora
NY®p S ~ Homg(S, S®N)" ~ Homg(S%,S®N) ~ Hom(S®x R",S®@ N)
Di conseguenza

Ext!(M,N)® S = H (Hom(F,,N)) ® S ~ H'(Hom(S ® F,,S ® N))

2.2 Sequenze regolari, grado e profondita

Cerchiamo ora di correlare le sequenze regolari con le proprieta omologiche
di un modulo M. Intanto, generalizziamo la nozione regolare al caso di un
anello noetheriano, senza supporre l'esistenza di una gradazione:

Definizione 2.30 Sia R un anello, sia M un R-modulo e siano x1,...,x, €
R. Diciamo che x = x1,...,x, formano una sequenza M -regolare se

T & Z<M/(x17...,$i—1)M>

per ogni i e M/xM # 0. Se vale solo la prima delle due condizioni, si dice
weak regolare.
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Notiamo che per un elemento z € R, non essere uno zero-divisore significa
che la mappa di moltiplicazione

Y M — M
m — xm

¢ iniettiva. Dunque una sequenza x ¢ weak regolare se, detto s il prodotto
dei suoi elementi, la mappa ¢, € iniettiva. Se tale mappa non & surgettiva,
la sequenza e regolare. Da questa interpretazione deriva immediatamente il
buon comportamento delle sequenze regolari per estensioni piatte:

Proposizione 2.31 Sia p: R — S un omomorfismo di anelli, sia M un R-
modulo e sia N un S-modulo R-piatto. Se € = x1,...,T, € una successione
weak regolare per M, allora o(x) é weak M ® N-regolare.

Dimostrazione. Basta notare che la mappa
Pryoizy M — M

¢ iniettiva per ipotesi e per piattezza rimane iniettiva anche dopo aver
tensorizzato per N.

Corollario 2.32 Sia R un anello noetheriano e sia M un R-modulo fini-
tamente generato. Sia x una sequenza M -regolare. Se € C p € Supp(M),

allora /1 € pR, é My-regolare. Se R ¢é locale con massimale m, v C R &
J\Zf—regolare.

Dimostrazione. Basta notare che questi sono casi particolari del precedente
teorema, in quanto completamento e localizzazione sono piatti.

Proposizione 2.33 Sia No - N1 — Ng — M — 0 una successione esatta
di R-moduli e sia x una M -sequenza regolare. Allora esiste una successione
esatta

S ! T
N2/$CN2 = Nl/le = N(V:I:NO = M/:BM —0

Dimostrazione. Basta verificare ’enunciato nel caso di un elemento z € R
non zero divisore per M. Notiamo che il tensore g R/(x) ¢ esatto a destra
e dunque basta mostrare che vale I'uguaglianza tra nucleo e immagine ad
ogni livello. Sia y € N; tale che fi(7) = 0. Allora f;(y) = xno per un certo
ng € Ny. Per esattezza della successione, fo(zng) = xfo(ng) = 0, da cui
fo(ng) = 0. Dunque esiste ny € N; tale che f1(n1) =ng e f1(y —any) =0,
ossia y — xny = fa(ns), che significa proprio che

y—an, =7 = fa(ia)
da cui la tesi.

Corollario 2.34 Sia --- - N; — N;y1 — Nijyo — Nijjo — -+ una suc-
cessione esatta lunga di R-moduli. Sia x una sequenza regolare per ogni N;.
Allora esiste una successione esatta lunga
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N 7 T Y Ny T Y eN,

Dalla definizione non ¢ evidente che permutando una sequenza M-regolare
questa rimanga tale e in generale questo e falso. In analogia al caso graduato,
un tale enunciato vale nel caso di un anello noetheriano locale:

Proposizione 2.35 Sia R un anello noetheriano locale e sia M un R-
modulo finitamente generato. Sia © = x1,...x, C R una sequenza M-
regolare. Allora per ogni permutazione 0 € Sp, To(1);- .-, To(n) € TEgOlATE.

Dimostrazione. Dato che S, € generato dalle trasposizioni di elementi adia-
centi, basta mostrare la tesi nel caso di una di queste e per n = 2. Supponiamo
dunque che z, y sia M-regolare e mostriamo che y, x & M-regolare. Sia m € M
tale che y - m = 0. Allora, riducendo modulo xM , otteniamo ym = 0, ossia
m = 0 per regolarita. Questo significa che m = zn per un certo n € M,
ossia xyn = 0. Per regolarita di x, yn = 0, da cui otteniamo 'uguaglianza di
sottomoduli

(0:mry) =2(0:0 )

D’altronde, x € m per regolarita della sequenza e dunque per Nakayama vale
(0 :pr y) = 0, come voluto.

Rimane da mostrare che x non ¢ un divisore di zero di M/yM. Sia m €
M/yM tale che xm = 0. Allora esiste n € M tale che zm = yn. Questo
significa che, modulo M, yn = 0 da cui per ipotesi 7 = 0. Allora n = zs e
dunque xm = zys, da cui z(m — ys) = 0. Allora m = ys per regolarita di x
e dunque m =0 in M/yM.

Proposizione 2.36 Sia x = z1,...,x, una M-sequenza weak regolare. Al-
lora esistono vi,...,v, € N tali che &’ = zi',...,z0" sia ancora una
M -sequenza weak regolare.

Definizione 2.37 Sia R un anello noetheriano, sia I un ideale di R e sia

M un R-modulo. Una M -sequenza © = x1,...,x, st dice massimale se
massimale per ogni x,41 € I la sequenza 1, ...,T,+1 non é M-regolare.
Osservazione 2.38 Sia © = (x1,...,2,) C R e sia M un R-modulo. Pos-

siamo costruire il complesso di Koszul Ko(2z) da cui otteniamo un complesso
Ko(z) @ M; indichiamo con H;(Ke(x), M) la sua omologia. Analogamente,
possiamo passare al duale K*(x) = Hom(K4(x), R) e tensorizzare; denotiamo
con H" "' (K*(x), M) la coomologia di tale complesso. Allora vale

Hi(Ko(x),M)=H"""(K*(z), M)

Inoltre, se x é M-regolare, allora He(Ke(x), M) = 0. Se x é R-regolare,
Ho(Ko(z)) =0 e Ko(x) & una risoluzione libera di R/(x).

Dopo aver visto le prime proprieta delle successioni regolari, cerchiamo ora
una correlazione con le proprieta omologiche e in particolare con Ext:
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Teorema 2.39 (Rees) Sia R un anello noetheriano e sia M un modulo
finitamente generato. Sia I un ideale di R. Allora Hom(R/I,M) = 0 se e
solo se esiste un elemento f € I M -regolare.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che Hom(R/I, M) = 0 e mostriamo
che in queste ipotesi esiste f € I M-regolare. Supponiamo per assurdo che
I C Z(M): allora I ¢ contenuto in un primo associato p per il lemma di
scansamento. Ne segue che esiste una mappa iniettiva R/p — M e dunque
per composizione

R/[—> R/p—> M

troviamo una mappa non nulla, da cui un assurdo.

Viceversa, sia f € I M-regolare e consideriamo una mappa ¢: R/I — M,
vogliamo mostrare che tale mappa € nulla. Dato che per ipotesi f € Ker ¢,
©(f) =0 e dunque

0=0p(f)=f-¢1)

Per ipotesi, f ¢ regolare e dunque deve valere p(1) = 0, ossia la mappa ¢
nulla.

Proposizione 2.40 (Rees) Sia R un anello e siano M, N R-moduli. Sia
I = Ann(N). Se I contiene un elemento che é M -regolare, allora Hom(N, M) =
0. Se inoltre R e noetheriano e M, N sono finitamente generati, allora se
Hom (N, M) =0 allora I contiene un elemento M -regolare.

Dimostrazione. La prima parte segue direttamente dalla proposizione prece-
dente. Verifichiamo la seconda parte. Supponiamo per assurdo che I C Z(M).
Allora I e contenuto in un primo associato p; localizzando per p, pR,, appar-
tiene agli associati di M, e dunque in particolare al supporto. D’altronde,
dato che I = Ann(NV) vale p € Supp(NN). Costruiamo allora una mappa non
nulla. Consideriamo lo spazio vettoriale N,®k(p) ~ k(p)*; abbiamo la mappa

N=Non—=0
e dunque, tensorizzando,
N, = No/ o~ k(p)* =0
P pN,

Componendo con una mappa surgettiva k(p)* — k(p), otteniamo allora una
mappa non nulla
N, — RZ/pRp ~ k(p) — M,

Di conseguenza Hompg, (N, M),) # 0; d’altronde questo ¢ isomorfo a (Homg(N, M)),
e dunque Hom (N, M) # 0, da cui un assurdo.

Lemma 2.41 Sia R un anello e sia M un R-modulo. Sia I = Ann(M
e sia * = T1,...,Tp una sequenza regolare in I. Allora Exth(N, M) ~
Hom(N, M/xM).
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Dimostrazione. Procediamo per induzione su h. Se h = 0, & ovvio. Suppo-
niamo h > 1. Sia X’ = x1,...,x,_1. Per ipotesi induttiva vale

Ext"~}(N, M) ~ Hom(N, M/, 1)

e per il lemma di Rees, dato che x;, € regolare, Exth_l(N, M) = 0. Conside-
riamo la successione esatta corta indotta dalla moltiplicazione per xy

d M
0— M= M— VM 0
Passando alla successione esatta lunga, otteniamo
0 — Ext" YN, M/z, M) — Ext"(N, M) 2 Ext"(N, M)

La mappa di moltiplicazione per z; tra gli Ext & nulla, in quanto z; € I =
Ann(M). Di conseguenza,

Ext" (N, M) ~ Ext"~'(N, M/x1 M) ~ Hom(N, M/xM)

dove 'ultimo isomorfismo si ottiene per ipotesi induttiva.

Proposizione 2.42 Sia R un anello noetheriano, sia I un ideale di R e sia
M un modulo finitamente generato tale che IM # M. Allora

Ext(R/I,M) =0

per ogni © < h se e solo se esistono f1,..., frn € I M-regolari.

Dimostrazione. Per quanto mostrato in precedenza, ¢ ovvio che se esistono
fi,..., fn € I M-regolari, allora Ext’(R/I, M) = 0 per ogni i < h. Viceversa,
supponiamo che Exti(R/I7 M) =0 per i < h. Se h = 1, ’'enunciato coincide
con il teorema di Rees. Supponiamo quindi che A > 1 e consideriamo la
mappa di moltiplicazione per f; e la successione esatta corta indotta:

0—>Mi>M—>M/f1M—>O
Passando alla successione esatta lunga dei funtori derivati,
0 — Bxt'(R/I, M) — Ext(R/I, M) — Ext'(R/I, M/fiM) — Ext"™(R/I, M)

si ha per ipotesi che per i < h — 2 Ext'(R/I,M) = 0 e Ext'(R/I, M) = 0
da cui per ogni i < h — 2 vale Ext"(R/I, M/ fi M) = 0. Per ipotesi induttiva,
esistono fa,..., fi regolari per M/ fi M e dunque fi, ..., f, sono M-regolari,
come voluto.

Corollario 2.43 Tutte le sequenze regolari massimali di I hanno la stessa
lunghezza.

Dimostrazione. L’annullarsi di Ext ¢ indipendente da ogni scelta.
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Definizione 2.44 Sia R un anello noetheriano, sia I un suo ideale e sia M
un R-modulo finitamente generato. Chiamiamo grado di M rispetto a I il
numero

min{h | Ext"(R/I, M) # 0} se IM # M

00 altrimenti

grade(I, M) = {

Definizione 2.45 Sia R un anello locale noetheriano con ideale massimale
m e sia M un R-modulo finitamente generato. Definiamo la profondita di M

come
depth M = grade(m, M)

Proposizione 2.46 Sia R noetheriano e siano M, N finitamente generati e
1,J ideali di R. Allora:

1. grade(I, M) = inf{depth M, | p € V(I)}
2. grade(I, M) = grade(v/I, M)

3. Sex = (x1,...,2,) & una sequenza M-regolare contenuta in I, allora
grade(I/(z)), M/xM) = grade(I, M) — n

Dimostrazione.

1. Chiaramente grade(I, M) < depth M, per ogni p € V(I), in quanto abbia-
mo visto che la localizzazione si comporta bene con le successioni regolari.
Possiamo supporre M # [ M. Sia x una M-sequenza massimale in I. Al-
lora nel quoziente M /xM tutti gli elementi di I sono zero-divisori, ossia
esiste un primo associato p 2 I. Di conseguenza pR, ¢ un primo associa-
to di M,/xM, e dunque x ¢ una sequenza M,-massimale in pR,, da cui
I'uguaglianza.

2. Segue dal punto 1, in quanto V(I) = V().

3. E sufficiente utilizzare il lemma di Rees. Infatti,

grade(I, M) = miin{Ext"(R/I, M) =0}
e se z € I & un elemento regolare,

Ext'(R/I, M) ~ Ext"""(R/I,M/xzM)
e dunque il grado decresce di 1.

Definizione 2.47 Sia R un anello noetheriano locale e sia M un R-modulo
finitamente generato. Definiamo lo zoccolo di M come

Soc(M) = (0 :py m) = Hom(k, M)

Indicando con r(M) la dimensione su k di Ext’(k, M) dove depth M = t,
data una successione M-regolare x si ha
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(M) = dimy Hom (k M, M) = dimy, Soc (M/x M)

Definizione 2.48 Sia R un anello noetheriano locale e sia M un modulo
finitamente generato. Definiamo il tipo di M come il numero naturale r(M),
ossia la dimensione dello zoccolo.

Definizione 2.49 Sia R un anello locale con massimale m e sia k il cam-
po residuo. Una risoluzione proiettiva (Fo, ) di M si dice minimale se il
complesso ottenuto tensorizzando per k ha mappe nulle.

Data una risoluzione proiettiva minimale con M finitamente generato, de-
finiamo b;(M) = dimy H;(Fy ® k) = dimy, Tor;(M, k). Questi vengono detti
numeri di Betti.

Per calcolare la dimensione proiettiva di un modulo basta allora guardare
il primo numero di Betti nullo.

Lemma 2.50 I numeri di Betti coincidono con
bi(M) = dimg Ext’(M, k)
Dimostrazione. Consideriamo la risoluzione libera minimale
Fo—-M—0

Allora _ _
Ext' (M, k) = H*(Hom(F,, k))

Basta allora mostrare che Hom(F}, k) ~ H'(Hom(F,,k)). Applichiamo al
complesso F, ® k il funtore Hom(-, k) e otteniamo

-+ = Hom(F; @ k, k) — Hom(F;11 ® k, k)
Dunque
Homy (F; ® k, k) ~ Hompg (F;, Homg(k, k)) ~ Hompg(F;, k)
da cui la tesi.

Proposizione 2.51 Sia R un anello locale noetheriano e sia M un R-
modulo finitamente generato. Se x = (x1,...,2,) C m €& una successione
regolare per R e M, allora

1. projdimp M = projdimp M/xM
2. Ext"(M,N) ~ Ext ), gr(M/xM, N) per ognin >0
3. Torf (M, N) ~ Tor®/*R(M/xM, N) per ognin >0

Dimostrazione. Consideriamo una risoluzione libera minimale di M
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Fo—M—0
e tensorizziamo per R/zR:
Feolt, p oM/ —0

Mostriamo che questa ¢ una risoluzione libera di M /zM come R/xR-modulo.
Chiaramente ¢ libera; inoltre ¢ una risoluzione perche se x ¢ R-regolare, lo
anche per ogni modulo libero della risoluzione. Di conseguenza

projdimp M > projdimR/zR M/:rM
Per 'uguaglianza, notiamo che

Tor?(M, N) = Tor®/*RB(M/aM, N)
Sia F, una risoluzione libera di M. Allora

F;®r N ~ (F; ®g R/zR) ®p/or N

dunque la risoluzione tensorizzata ¢ la stessa, da cui 'uguaglianza dei Tor.
Allora, se k & il campo residuo di R,

projdim M = sup{n | Tor,, (M, k) # 0}
= sup{n | Tor®/*B(M/xM, k) # 0}
= projdimp,, p M/zM

Per quanto riguarda il secondo punto, sia F, una risoluzione libera di M.
Vogliamo mostrare che

H'(Hom(F,,N)) ~ H"(Homp,,r(Fe ® R/zR,N))
Notiamo che
Hompg(F;, N) ~ Homp,,r(F; ®r R/TR, N)
da cui la tesi.

Teorema 2.52 (Formula di Auslander-Buchsbaum) Sia A un anello
noetheriano locale e M un modulo finitamente generato di dimensione pro-
iettiva finita. Allora

projdim M + depth M = depth R

Dimostrazione. Sia Fy una risoluzione libera minimale di M. Procediamo per
induzione su depth R.

e Se depth R = 0, allora m € Ass R e dunque abbiamo una mappa iniettiva
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0—+k—R

Chiamiamo C' il conucleo di tale mappa e sia n la dimensione proiettiva
di M. Passando alla successione esatta lunga (tensorizzando per M)

TOI‘H_l(O, M) — TOI‘,'(]C,M) — T‘OI‘@(E{7 M)

Se i = n, il primo e 'ultimo termine sono nulli mentre il secondo ¢ non
nullo. Questo genera un assurdo e di conseguenza n = 0, ossia M & pro-
iettivo. Un modulo proiettivo finitamente generato su un anello locale e
libero e dato che depth R = depth R™ e la prima ¢ 0, vale depth M = 0.

e Supponiamo che depth R > 0 e procediamo per induzione su depth M.

— Se depth M = 0, abbiamo una successione esatta corta
0+K—>R - M-=0
e depth K = 1. Infatti, tramite la successione esatta lunghe del fun

depth K > min{depth R, depth M + 1}
depth M > min{depth K — 1, depth R"}

La prima relazione ci dice che depth K > 1, la seconda che depth K < 1.
Sappiamo allora che projdim M = projdim K+1, depth M = depth K —
1 e dunque per ipotesi induttiva la tesi.

— Supponiamo che depth M > 0. Di conseguenza, m ¢ Ass M U Ass R ed
esiste © € m tale che z ¢ R e M-regolare. Allora

projdimp M = projdimpg,, g M/zM
per il lemma e
depth R = depth R/zR + 1 depth M = depth M /xM + 1
da cui la tesi.

Vediamo ora qualche conseguenza diretta della formula. Sia R un anello locale
noetheriano con campo residuo k. Se projdim k < oo, per la formula vale

projdim k + depth k = depth R

e dato che la seconda & nulla, vale depth R = projdim k. Di conseguenza, se
M & un R-modulo finitamente generato

projdim M = sup{i | Tor;(M, k) # 0} < projdim k

e in particolare ha dimensione proiettiva finita. Se R ¢ regolare, la risoluzione
di Koszul fornisce una risoluzione libera minimale di k. Allora
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globdim R = projdim k = depth R
D’altronde, per regolarita vale depth R = dim R da cui globdim R = dim R:
Corollario 2.53 Sia R un anello locale regolare. Allora
globdim R = dim R

Sia R un anello locale noetheriano e supponiamo che esista un R-modulo
M finitamente generato tale che projdim M = dim R. Per la formula di
Auslander-Buchsbaum, vale allora che R ¢ Cohen-Macaulay. Infatti, depth R >
projdim M = dim R e l'altra disuguaglianza & sempre vera. Inoltre, se R ¢
Cohen-Macaulay ed esiste un modulo M finitamente generato di dimensione
proiettiva finita, allora projdim M = dim R se e solo se m € Ass M, perché
la formula forza depth M = 0.

2.3 Anelli di Cohen-Macaulay

Teorema 2.54 Sia (R, m) locale noetheriano e sia M # 0 un modulo fini-
tamente generato. Allora depth M < dim R/p per ogni p € AssM. Se M ¢
Cohen-Macaulay, vale l'uguaglianza.

Dimostrazione. Sappiamo che
dim M = inf{dim R/p | p € Supp M} = inf{dim R/p | p € Ass M}
Dunque la disuguaglianza € immediata:
depth M < dim R/p
dove p € Ass M. Se M & Cohen-Macaulay, vale
depth M < dim R/p < dim M = depth M
da cui 'uguaglianza.

Proposizione 2.55 Sia R un anello locale noetheriano e sia M Cohen-
Macaulay. Allora

grade(I, M) = dim M — dim M/IM

Dimostrazione. Procediamo per induzione sul grado. Se grade(I, M) = 0, non
ci sono elementi regolari per M in I e dunque I C UAss M. In particolare,
esiste p € Ass M tale che I C p. Per la proposizione precedente,

dim M = depth M = dim R/p
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se p € Ass M. Inoltre,
dim M > dim M/IM = dim B ppppppy = dim Yy 4o g
D’altronde, se p € Ass M, allora p 2 (0: M) da cui
dim Yy | (g, pp) < dimR/p

Confrontando le relazioni, devono valere tutte le uguaglianze da cui il passo
base.

Supponiamo ora che grade(I, M) > 0 e sia € I un elemento M-regolare.
Allora

grade(I/(z), M/xM) = grade(I, M/xM) = grade(I, M) — 1
Inoltre, M/xM & Cohen-Macaulay perché

depth M /xM = depth M — 1 dim M/xM = dim M — 1
Per ipotesi induttiva,

grade(I, M) — 1 = grade(I/(z), M/xM)
=dimM/zM — dim M /IM
=dimM —1—dim M/IM

da cui la tesi.

Proposizione 2.56 Sia R un anello locale noetheriano e sia € = x1,...,x, C
m. Allora = é una sequenza M -regolare se e solo se dim M/xM = dim M —n
se e solo se x1,...,T, € parte di un sistema di parametri.

Dimostrazione. Sia I 'ideale generato da x. Questa & M-regolare se e solo se
grade(I, M) =n =dim M — dim M/IM (Koszul).

Osservazione 2.57 La proprieta di essere Cohen-Macaulay si comporta be-
ne sulle estensioni piatte: queste infatti conservano la profondita (abbiamo gia
visto che le successioni regolari si comportano bene) e sappiamo che se (R, m)
e un anello locale noetheriano e M ¢é un R-modulo finitamente generato,
allora

dim M = dim M depth M = depth M

In particolare, M é Cohen-Macaulay se e solo se M ¢ Cohen-Macaulay.

Definizione 2.58 Sia R ¢é un anello noetheriano e M un modulo finitamente
generato. M é Cohen-Macaulay se e solo se M,, ¢ Cohen-Macaulay per ogni
m € Spec M (R) N Supp M.
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Teorema 2.59 Sia R un anello noetheriano e sia M un R-modulo finita-
mente generato. Sia S = R[x1,...,x,) 0 S = R[[z1,...,2,]]. Allora M ®@g S
e CM se e solo se M ¢ Cohen-Macaulay.

Dimostrazione. Basta notare che in entrambi i casi si tratta di estensioni
piatte.

Proposizione 2.60 Sia R noetheriano una k-algebra finitamente generata.
Sia k C K un’estensione di campi. Allora R é Cohen-Macaulay se e solo se
R®y K é Cohen-Macaulay.

Dimostrazione. Anche in questo caso, si tratta di estensioni piatte.

Proposizione 2.61 Sia R un anello Cohen-Macaulay e sia I C R un ideale.
Allora
gradel = ht 1

Se R é anche locale, vale
ht(I) + dim R/I = dim R
Dimostrazione. Notiamo che
ht I = min{dim R, | p € V(I)} grade(I,R) = min{depthR, | p € V(I)}

Per definizione, R, ¢ Cohen-Macaulay per ogni p € Spec(R) e dunque
depth R, = dim R,,, da cui ht(]) = grade(, R). A questo punto basta notare
che

ht(I) = grade(I, R) = dim R — dim R/I

per la proposizione dimostrata precedentemente.

2.4 Anelli universalmente catenari

Definizione 2.62 Sia R un anello noetheriano. R si dice catenario se per
ogni coppia di ideali primi p' C p tutte le catene massimali tra p e p' hanno
la stessa lunghezza.

Definizione 2.63 Sia R un anello noetheriano. R si dice universalmente
catenario se ogni R-algebra finitamente generata € catenaria.

Teorema 2.64 Se R ¢ noetheriano e I C R é un ideale, vale grade(I) <
ht(I) e ht(I) + dim R/I < dim R.

Teorema 2.65 (Ratliff) Sia (R,m) dominio locale e catenario. Allora
htp+dim R/p = dim R

1l viceversa vale se R € noetheriano.
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Teorema 2.66 Sia R Cohen-Macaulay. Allora R é universalmente catena-
740.

Dimostrazione. Sia S una R-algebra finitamente generata, allora
S =Rlxy,...,zn]/]

ossia & una immagine omomorfa di R[z1,...,x,]|. Basta allora mostrare che
R[zx1,...,z,] & catenario per corrispondenza di primi. D’altronde, R & Cohen-
Macaulay se e solo se R[z1,...,z,] € Cohen-Macaulay. Basta allora mostrare
che un anello di Cohen-Macaulay e catenario. Siano p C ¢ due primi in
Spec R. Allora R, e locale e Cohen-Macaulay e dunque

ht ¢ = dim R, = ht pR, + dim R, /pR, =htp + ht¢/p
Basta allora procedere per induzione su ht ¢/p per ottenere la tesi.

Teorema 2.67 Se R ¢ locale, noetheriano e completo allora R é universal-
mente catenario.

2.5 Grado di Rees

Definizione 2.68 (Grado di Rees) Sia R un anello e sia M un R-modulo.
Definiamo il grado di Rees come

@M = min{i | Ext’(M, R) # 0}
Notiamo che, per definizione,
grade R/I = grade(I, R)

Analogamente, vale

grade M = grade(Ann(M), R)

Inoltre, vale sempre che grade M < projdim M.
Definizione 2.69 Sia R un anello noetheriano e sia M un R-modulo fini-

tamente generato. Se grade M = projdim M, M si dice perfetto.

Proposizione 2.70 Sia R un anello noetheriano, sia M un R-modulo per-
fetto e finitamente generato. Dato p € Spec M, sono equivalenti:

1. pe AssM

2. depth R, = grade M
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Dimostrazione. Notiamo preliminarmente che vale la seguente catena di
disuguaglianze:

grade M < grade M), < projdim M), < projdim M

L’ultima disuguaglianza ¢ ovvia, perché la localizzazione di un modulo pro-
iettivo e proiettiva e la localizzazione ¢ un funtore esatto. La disuguaglianza

centrale discende direttamente dalla definizione di grade, come notato sopra.
Per la prima disuguaglianza, basta ricordare che la localizzazione passa den-
tro Hom. Di conseguenza possiamo supporre che R sia locale.

Dato che per ipotesi M e perfetto, dalla catena di disuguaglianze sopra vale

che M), e perfetto per ogni p € Supp M e gr_;@ M = grade M),. Notiamo che,
dato che siamo in un anello locale noetheriano e per ipotesi projdim M < oo,
vale la formula di Auslander-Buchsbaum. Di conseguenza depth M, = 0 se
e solo se depth R, = projdim M,, = grade M,. D’altronde, se depth M, = 0,
pA, € Ass M, e dunque la tesi.

Proposizione 2.71 Sia R un anello noetheriano e sia M un R-modulo
perfetto. Allora grade(p, R) = grade M per ogni p € Ass M.

Dimostrazione. Chiaramente vale grade(p, R) < depth R, = grade M per
la proposizione precedente. Viceversa, sappiamo che p 2 (0 : M) (i primi
associati sono contenuti nel supporto di un modulo) e dunque grade(p, R) >
grade((0 : M), R) = grade(M), da cui la tesi.

Teorema 2.72 Sia R un anello di Cohen-Macaulay e sia M un modulo fi-
nitamente generato di dimensione proiettiva finita. Se M ¢é perfetto, M é
Cohen-Macaulay. Il viceversa vale se R é locale.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che M sia prefetto e sia p € Supp M
un massimale di R. Per la proposizione sopra, M, & perfetto se e solo
se M, ¢ Cohen-Macaulay su R,. Dunque M, ¢ Cohen-Macaulay per ogni
p € Supp M e dunque ¢ Cohen-Macaulay. Viceversa, supponiamo che M sia
Cohen-Macaulay su un anello locale R Cohen-Macaulay. Per la formula di
Auslander-Buchsbaum, vale

depth M = depth R — projdim M = dim R — projdim M
D’altra parte,
dimM =dim R/(0: M)

— dim R — ht(0 : M)
= dim R — grade((0 : M), R)

— dim R — grade M
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Dato che M & Cohen-Macaulay, dim M = depth M e dunque projdim M =
grade M, da cui la tesi.

Definizione 2.73 Sia R un anello noetheriano e sia I un ideale di R. I st
dice unmixed se ogni primo associato a I € un primo minimale.

Teorema 2.74 Sia R un anello noetheriano. Allora R ¢ Cohen-Macaulay se
e solo se ogni ideale generato da ht I elementi ¢ unmized.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che R sia Cohen-Macaulay e sia [ =
(1,...,2p). Siano p,q € Ass R/I con p C q. Vogliamo mostrare che p = gq.
Sia m un massimale che contiene ¢ e localizziamo per m. Allora R,,, ¢ Cohen-
Macaulay e pR,, e qR,, sono ancora associati. Mostriamo che R,,/IR,, ¢
Cohen-Macaulay; basta mostrare che x1, ..., z, € regolare. Questo segue dal
fatto che

dim R,,,/IR,, = dim R,;, — ht IR, = dim R,;, — n

Dato che R,,/IR,, ¢ Cohen-Macaulay, la sua dimensione ¢ uguale a quella
di R,,/pm un qualsiasi primo associato p,,, ossia

dim R,,/qR,, = depth R,,,/IR,, = dim R/pR,,

da cui una implicazione.

Viceversa, supponiamo che ogni ideale I generato da ht I elementi sia un-
mixed. Mostriamo che ht I = grade(I, R). Sia I C R un ideale di altezza
n generato da n elementi. Sappiamo che esistono z1,...,x, € I tali che
ht(z1,...,2;) = per ogni ¢ con x; € Min(z1,...,z;—1). Per ipotesi di unmi-
xedness, x;+1 € p per ogni p € Ass(R/(x1,...,x;)) e dunque & una successio-
ne regolare. Dunque 1, ..., 2, & R-regolare da cui ht I > grade(I, R); l'altra
disuguaglianza e sempre vera. Passando alle localizzazioni per i massimali m
si verifica la tesi; infatti

depth R, = ht(mR,,) = dim R,,

2.6 Caso graduato

Nel caso graduato, la categoria dei moduli graduati su un anello graduato
ha abbastanza iniettivi e proiettivi. Se abbiamo M, N graduati positivamente,
possiamo definire una struttura graduata sul tensore

(M ®N); = ®jyr=iM; @ Ny
e dunque possiamo definire anche in questo caso i moduli Tor

Tor;(M,N) = &,, Tor;(M, N),
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Se R & *-locale con massimale m e noetheriano, allora possiamo trovare una
risoluzione libera graduata minimale. Ogni modulo della risoluzione possiamo
scriverla come

F, = ®HZOR(_H)Bin

e Bi =) Bi;, dove i ;; = dimy, Tor; (M, k);. Infatti, tensorizzando per k la
risoluzione libera minimale,

Tor;(M,k) = F; @ k = @(R(—n) ® k)P = @k(—n)n

In particolare,
dim TOI‘Z‘ (M, k)j = ﬂij

Con Hom(M, N), possiamo fare altrettanto. Infatti
*Hom(M, N) = &; Hom;(M, N) = @{Hom(M (—i), N)}

Otteniamo allora gli * Ext.

Consideriamo allora una R-algebra positivamente graduata e noetheriana
su un campo k con massimale omogeneo m. Se M ¢ graduato finitamente
generato con projdim M < oo, vale 'analogo della formula di Auslander-

Buchsbaum
projdim M + depth M = depth R

Osservazione 2.75 Sia R un anello graduato noetheriano e sia I un ideale
omogeneo tale che R/I sia Cohen-Macaulay, ossia depthR/I = dim R/I.
Allora

projdim R/I = dim R — dim R/T

Dungque, negli anelli di polinomi, per testare se R/I ¢ Cohen-Macaulay basta
disporre di una risoluzione per testare dimensione e dimensione proiettiva.

Sia ¢: F = G con F' = ®A(a;) e G = ®A(c;j) e ¢ omogenea di grado 0.
Allora ¢ ¢ individuata da una matrice s xr M = (f;;). Gli f;; sono omogenei
con deg f;; = ¢; — a; e tutti i minori di M sono omogenei. Per esempio, se
A = k[z,y], consideriamo la mappa

A(=2) ® AB3) — A(4) @ A(-T)
€1 — (ZGayg)
€2 — (y,.’II4)
Questa ha grado 0 e
cl—a1:6 62—a1=962—a2=4 Cl—a2:1

ed effettivamente tutti i minori sono omogenei.
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2.7 Complesso di Koszul

Siano fi, ..., f; omogenei in k[xy,...,z,] e sia L = R'. Possiamo definire
I’algebra tensoriale ,
T(L) = @;>0L®"

che & un anello graduato, e di conseguenza l’algebra esterna

A(L) = T(L)/a ®1|leL)

che & un’R algebra graduata, associativa ma non commutativa. In particolare,
AL = &t_,R().
Sia A un anello commutativo e siano 1, ..., x, elementi di A. Il complesso
di Koszul
Ko(z1,...,24)

¢ l'algebra @' (A" A™ con 6(e;) = ;.

Example 2.2. Consideriamo f; = 22 e fo = y® in A = k[x,y]. Costruiamo il
complesso di Koszul.

0— A’L -5 A'L — A°L =0

Con mappe e; A ez — x2es — y3e; e e — 22, es — y3. Allora, detto H; =
H;(Ko(f1, f2), M), si ha

HO:A/( H, =0 Hy =0

2 3
z%,y°)
come ci aspettavamo, perché questa ¢ una sequenza regolare.

Ezample 2.3. Se consideriamo invece f; = 22 e fy = 2y,

HOZA/(Z‘Q,Z‘Z/) H1750 HQZO

Non € un caso; se una sequenza non e regolare, fallisce sempre I’H;.
Il complesso di Koszul puo anche essere graduato.

Osservazione 2.76 Sia I = (z1,...,2,) € A e sia M un A-modulo. Allora
Ho(xl,...,me)zM/IM Hy(z1, oo yxq, M)~ (0:p 1)

Sia M = R/I Cohen-Macaulay con I omogeneo Calcoliamo Tory(R/1, k).
Possiamo assumere che |k| = co. Allora per il lemma di scansamento esistono

li,...,lqg € Ry Re R/I regolari. Allora

Tor,(R/I, k) = Tory(S/1S, k)
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dove S = R/(l1,...,lq). Consideriamo allora la risoluzione di Koszul di k con
k~S/(x1,...,2,_q). Tramite questa,

TOl"h(S/IS, ]f) = (0 :S/IS (.’El, NN 7l'n))(—h)

Questo ¢ sicuramente non nullo, perché essendo artiniano le componenti
omogenee di S/IS sono finite

Sia M un R-modulo graduato finitamente generato. Consideriamo la
risoluzione minimale con i moduli liberi

F, = @jezR(—j)""
Sappiamo che
h . .
Zi:0<_1)z ZjGZ Bij 47
(1—2z)"

In particolare, la somma a segni alterni dei numeri di Betti sono nulli se
dim M < n.

Teorema 2.77 (Serre) Sia M = R/I con I di codimensione 2. Se R/I ¢é
Gorenstein, allora I ¢é intersezione completa.

Dimostrazione. Dato che Gorenstein implica Cohen-Macaulay, depth R/I =
dimR/I = d e dunque n — d = 2. In particolare, la risoluzione graduata
libera minimale di R/I ¢ lunga 2. Vogliamo mostrare che I ¢ generato da due
elementi regolari.

0—-R -R*-R—-R/I—0

Dato che R/I & di tipo 1, b = 1 e dunque a = 2. Di conseguenza abbiamo
trovato f, g che generano I. Mostriamo che generano una successione regolare.
Basta mostrare che se R® ~ R(—c), ¢ = deg f + deg g. Sappiamo che

1— zdegf _ Zdegg +2¢
L=z

HPg,;(z) =

e con i conti si vede.

Ezample 2.4. I numeri di Betti dipendono dalla caratteristica del campo base.
Consideriamo per esempio l'ideale I generato da tutti i monomi di grado 3
squarefree in k[z1,...,z¢] = R. Se char k # 2, i numeri di Betti sono 6, 15, 10
con shift 5,4,3. Se char K = 2, allora i numeri di Betti sono 1, (1,6), 15,10
con shift —6, (-6, —5), —4, —3.

Consideriamo M = R/I e siano F; = @f;lR(fdij) eF;_1 = @f;‘fR(fdi_Lj).
Allora per ogni j = 1,..., §; esiste ¢ tale che d;_1 4 < d;;. Infatti, il grado in
R dell’elemento nella matrice associata a ¢; in posizione (g, j) € —d;—1,q+d;;.
Se vale d;_1,4 = d;; allora la matrice deve avere una colonna di zeri, in quanto
devono avere elementi in m di grado 0. Questo va contro la minimalita della
risoluzione, da cui un assurdo.
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Sia ora m;(M) il minimo degli indici j tali che §;;(M) # 0. Allora F;_;
non ¢ zero in grado m;(M) — 1, da cui m;_1 (M) < m;(M) — 1.

Se M = R/I & Cohen-Macaulay, per ogni i < h =n —d e per ogni j esiste
q tale che d;1+1,4 > d;j. Notiamo che grade(I, R) = n — d. Infatti, prendiamo
ly,...,lqg € Ry chesiano Re R/I regolariesia S = R/(l4,...,lq). Allora S/IS

¢ una riduzione artiniana di R/I. Possiamo pensare S ~ k[x1,...,Zn_4] €

. Ay —
T1,...,Zn_q sono S regolari e lo sono anche delle loro potenze z{*, ..., z," .
Chiamiamo queste fi, ..., fn_q. Allora

ll?"'ald7f17"’7fn7d

sono una R-successione. Dunque grade(I, R) > n — d. L’altra disuguaglianza
vale sempre, da cui 'uguaglianza. Consideriamo la risoluzione libera mini-
male e tronchiamola. Applichiamo Hom; I'informazione dimostrata sul grado
implica poi che I'omologia del complesso cosi ottenuto € 0 per ¢ < h. Dunque
¢ una risoluzione di Exth(R/ I, R) e le mappe sono date dalle trasposte delle
matrici precedenti.

Sia M un modulo fg. Definiamo

ti(M) = max{j | Bi;(M) # 0}

Se t; & il massimo grado di un generatore minimale di Fj, allora —t; & il minimo
grado in cui Hom(F;, R) # 0. Dunque ¢; > t;_1 per ogni ¢ < n — dim M.

Si puo costruire una tabella con ascissa posizione omologica e ordinata
grado dello shift dei numeri di Betti. Vale che m;(M) > m;_1(M) +1 >
mo(M) + i. Dunque si possono saltare alcune righe (che sarebbero nulle).

Detto r = max{i—j | f; ; # 0}, 7 = reg(M) & la regolarita di Castelnuovo-
Mumford di M.

Example 2.5. Sia C' la curva razionale normale di P™ e sia I l'ideale di
definizione. Cerchiamo di capire se R/I & CM e come & fatta una risoluzione.

I & generato dai minori 2 x 2 della matrice
oIy ... Tp—1
1 T2 ... XIp

1+ (n—1)z
(1-2)

Allora
HPR/;(2) =

Inoltre,



2.8 Anelli di Gorenstein 67

I+ (zg, ) = (v122. .. xn)2 + (zo, zy)
La serie di Hilber risulta essere
HPR/[_._(IO@") =1+ (n — 1)2

da cui M e Cohen-Macaulay. Vediamo come & fatta la risoluzione libe-
ra minimale graduata di R/I. Notiamo che la riduzione artiniana B =
R/(I + (xo,zy)) € tale che B = k @ B; (dalla serie di Hilbert) e dunque
(0 : By) = By. Di conseguenza il grado pit alto nello zoccolo di B & 1.

Corollario 2.78 Sia A = R/I Cohen-Macaulay e siano v = mo(l) =
min{d | I # 0} = indeg(A) e s = min{dega | a € (0 : By)} dove B é
una riduzione artiniana di A. Allora

r+i—1<d;; <i+s

Osservazione 2.79 Nel casor =2 e s =1, d;; =i + 1. Dunque nell’esem-
pio,
72L

0— Rb=1(—n) — - — R»2(—3) > RG)(=2) 5 R~ R/T -0

Dato che > (—1)'b; = 0, sappiamo anche che b; = j(jil),

2.8 Anelli di Gorenstein
Definizione 2.80 Un anello locale regolare si dice di Gorenstein se ha
dimensione iniettiva finita, ossia

injdimp R < oo

Vale che un anello locale regolare € Gorenstein se e solo se € Cohen-Macaulay
di tipo 1.

Teorema 2.81 Sia R,m un anello locale noetheriano e sia M finitamente
generato. Se injdim M < oo, allora dim M < injdim M = depth M.

Corollario 2.82 Se R ¢ Gorenstein, allora é Cohen-Macaulay.

Sia R un anello e consideriamo un ideale primo p di R. Vale che il guscio
iniettivo F(R/p) & indecomponibile (non si scrive come somma diretta di
sottomoduli) e due primi sono uguali se e solo se i loro gusci iniettivi sono
uguali. Inoltre, Ass M = Ass E(M) e

El(M) = 69pESpec RE(R/p)Hl
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Definizione 2.83 Sia (R, m, k) un anello locale e sia M un modulo finita-
mente generato. Definiamo il duale di Matlis come

M' = Homg(M, E)
dove E é il guscio iniettivo di k.

Se N & un R-modulo di lunghezza finita, N’ ha lunghezza finita e A(N) =
A(N). Inoltre, esiste un isomorfismo canonico tra N e N” e r(N) = u(N’) e
u(N) = r(N")

Teorema 2.84 (Dualita di Matlis) Sia (R, m, k) locale noetheriano e com-
pleto. Consideriamo la categoria dei moduli artiniani A(R) e dei moduli fi-

nitamente generati F(R) su R. Il funtore controvariante dato dal duale di

Matlis
T: C(R) o C(R)
M +— Homg(M, E)

é esatto e T(R) = E, T(E) = R, se M é finitamente generato T(M) € A(R)
e se M ¢é artiniano T(M) € F(R).

Definizione 2.85 Sia R un anello locale con massimale m e sia M un R-
modulo. Definiamo

I(M)={ze M|3keN tc mkz =0}

Proposizione 2.86 I3, ¢ un funtore R-lineare, additivo, covariante, esatto
a sinistra.

Dunque possiamo calcolarne i funtori derivati R'I5, () che indichiamo con
H. (). Ovviamente H}, (G) = 0 per ogni ¢ > 0 se e solo se G ¢ iniettivo.

Teorema 2.87 (Grothendieck’s Vanishing Theorem) Sia R un anello
noetheriano e sia M un R-modulo finitamente generato. Allora H: (M) =0
per ogni i < depth M e per ogni i > dim M. Inoltre, HIP*" " M(M) #£ 0 e
HIEmM (ALY £ 0.

Teorema 2.88 (Dualita di Grothendieck) Sia R,m,k un anello loca-
le noetheriano completo. Sia d = dim R e sia M un modulo finitamente
generato. Allora

H'! (M) ~ Homp(Ext: ' (M,wg), E

Ext’(M,wg) ~ Homg(HY(M), E)
dove wgr € il modulo canonico di R.

Un anello come quello della dualita € immagine omomorfa di un anello rego-
lare, che in particolare ¢ Gorenstein. Il modulo canonico wgr € un R-modulo
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CM massimale (ossia tale che la sua dimensione ¢ uguale a quella dell’anello)
di tipo 1 con dimensione iniettiva finita.

2.9 Anelli Regolari

Definizione 2.89 Un anello locale regolare é un anello noetheriano locale
tale che
w(m) =ht(m) = dim R

Dato che
depth R < dim R < p(m)

negli anelli regolari si hanno le uguaglianze e dunque gli anelli locali regolari
sono Cohen-Macaulay.

Proposizione 2.90 Se R ¢ regolare, allora é un dominio.

Questo dimostra anche che Cohen-Macaulay non implica regolare. Ma vale
di piu: infatti
K[[*,2%)] € K[[t]

sono entrambi domini, Cohen-Macaulay ma ht(t?,¢) = 2 e dunque non &
regolare.

Definizione 2.91 Se (R, m) ¢ regolare di dimensionen e m = (x1,...,2p),
allora 1, ...,x, si dice sistema di parametri regolare.

Osservazione 2.92 zq,...,z, € un sistema di parametri regolare se e solo
s€ T1,...,T, sono linearmente indipendenti in m/m?2. In particolare, i quo-
zienti per una parte di un sistema di parametri regolare sono ancora regolari.
Infatti, se i quozienti sono regolari, se Tiy1,...,ZT, sono un sistema di para-
metri regolare per R/(x1,...,x;), allora x1,...,x, & un sistema di parametri
per R (sono nel numero giusto e generano il massimale).

Proposizione 2.93 Sia R un anello locale regolare e sia I un ideale. I ge-
nerato da un sottoinsieme di un sistema regolare di parametri se e solo se
R/I ¢ regolare.

Proposizione 2.94 Sia R noetheriano locale e sia m = (x1,...,T,) un
sistema di generatori minimale. Sono equivalenti:

1. R regolare
2. T1,...,T, € una R-sequenza

Dimostrazione.

(1) = (2) Una R-sequenza ¢ parte di un sistema di parametri e dunque dim R > n
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(2)= Q1) Se I = (x1,...,2;) & ancora regolare e dunque R/I ¢ un dominio. In
particolare, ;11 € R/(x1,...,x — i)-regolare.
Proposizione 2.95 Siano x1,...,x, elementi R-regolari e sia I l’ideale da

loro generato. Allora esiste una mappa

R/Iy1,--. yn] — Gr(R)

Yi _— X

Proposizione 2.96 R ¢ regolare se e solo se R¢ regolare

Proposizione 2.97 (Auslander-Buchsbaum-Nagata) Sia R un anello
locale regolare. Allora R é un UFD.

Sia R = k[R;] una k-algebra graduata noetheriana standard con massimale
m. Allora Gp,g,, (R,,) € isomorfo a R. Se R & regolare, allora R,, & regolare
ed e isomorfo a un anello di polinomi.

Teorema 2.98 (di struttura di Cohen) Sia R un anello locale noethe-
riano completo. Allora

R ~ RQ[[LL‘l, e ,lL‘n]]/I

con Ry campo o Ry é regolare.

Teorema 2.99 Sia R un anello noetheriano locale e completo. Allora R é
universalmente catenario.

Dimostrazione. Per il teorema di struttura di Cohen, R ¢ immagine omomor-
fa di Ro[[z1,...,xxs]], che & un anello regolare (R ¢ regolare). Ma regolare
implica Cohen-Macaulay e sappiamo che questo € universalmente catenario.

Sia (R, m) locale di Cohen-Macaulay. Ci chiediamo cosa succede se pas-
siamo al graduato associato.

Proposizione 2.100 (Abhyankar) Sedepth R =dim R = d, allora pu(R) <
e(R)+d—1, dove e(R) ¢ il coefficiente direttivo del polinomio di Hilbert del
graduato.

Proposizione 2.101 (Sally) Vale l'uguaglianza nella formula sopra se e
solo se il graduato ¢ di Cohen-Macaulay.

Sia M = R/I con I omogeneo in un anello di polinomi R. Fissato un ordi-
namento monomiale 7, possiamo considerare I'ideale iniziale in.(I) e I'ideale
lessicografico I'°*. Cosa succede alla proprieta di essere Cohen-Macaulay se
si passa a tali ideali?

Proposizione 2.102 (Bigatti-Hulett) Per ogni i, 7,

BijR/I < Bij(R/in.(I)) < Bij(R/L)
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Definizione 2.103 Sia R = k[z1,...,2y,] € sia T un ordinamento monomia-
le. Sia Y = (y;;) una matrice di indeterminate di taglia n x n. Consideriamo
la mappa
k’[l‘l, - ,.Tn] — S = k?(yij)[Il, - ,mn]
i — i1 Vi
Dato I un ideale omogeneo di R. Detto v(I) Uimmagine di I tramite ta-

le mappe, consideriamo in.(y(I)) e lo contraiamo a R. Tale contrazione la
definiamo come gin.(I).

Teorema 2.104 (Bayer-Stillman) Sia K un campo infinito e sia R l'anel-
lo di polinomi. Sia GL,(K) C M, (K) ~ k™, con quest’ultimo munito della
topologia di Zariski. Per ogni o € GL,(K) consideriamo 'omomorfismo in-
dotto da o su R per azione sulle indeterminate. Fissiamo un ordinamento
monomiale tale che x1 > xo > ...x,. Allora esiste un aperto non wvuoto
U C GL,(K) tale che in(a(l)) =€, (¢/(I)) per ogni o,/ € U.

Notiamo che in particolare le funzioni di Hilbert sono invarianti.
Denotiamo con Gin(I) il gin ottenuto con il degrevlex.

Teorema 2.105 (Bayer-Stillman)

projdim R/I = projdim R/Gin(I)

reg(R/I) = reg(R/Gin(I))
Corollario 2.106 R/I é Cohen-Macaulay se e solo se lo é R/Gin(I).

Teorema 2.107 (Bayer-Popescu) Nel passaggio da I a Gin(I) si conser-
vano ¢ numert di Betti estremali.

Teorema 2.108 (Clements-Lindstrom) Sia R = k[z1,...,%,] e conside-
riamo una successione dy < --- < d,,. Detto

A:R/( dy dn)

',

per ogni J C A esiste un ideale lessicografico avente la stessa funzione di
Hilbert di J.
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