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ALGEBRAIC TOPOLOGY
Homework 3

1. Let X be a topological space such that the homology groups H;(X) are finitely generated
free abelian groups for all 4.
Show that the Eilenberg—Zilber map

Se(X X X) = Se(X) ® Se(X)
induces isomorphisms

on: @ HI(X,Z)® HI(X,Z) = H"(X x X,Z)
1+j=n

for all n > 0. (Special case of the Kiinneth formula.)

2. Consider elements z; @ z; € H'(X,Z) ® H/(X,Z) and x, ® 2, € HP(X,Z) ® HY(X,Z).
With notation as in the previous exercise, verify that

Qi j (T @ T5) U aprg(Tp @ 14) = (_1)jp0‘i+j+p+q((xi Uzp) ® (75 U zyg))-

3. Using the previous two exercises, compute the cohomology ring H*(S! x S1).
[Bonus question: Can you generalize your answer to (S*)*" (n-th direct power)?]

4. a) Let 1 : Y — X be a covering space of X, where both X and Y are connected
n-dimensional manifolds. Show that if X is orientable, then Y is also orientable. Moreover,
we may find orientations in such a way that p.(,) = u, for local orientations at every point
yey.

b) Using the covering space S™ — RP", deduce that RP" is orientable if and only if n is
odd.

5. Show that if X is a connected n-dimensional noncompact orientable manifold, then
H,(X)=0.



Nota: Indichiamo che, dati A, B gruppi abeliani, A — B & un isomorfismo (A ~ B) con

A—"-+ B

Esercizio 1.(Risolto con Federico Butori)
Consideriamo la sequenza esatta corta di complessi

00— Se(X)®Ze — So(X) @ Se(X) — Se(X)® Bo_j) —— 0

dove indichiamo con Z, = kerd,, con d, i differenziali del complesso Se(X) e B’H] =
im dt[—l]
Allora, usando la proposizione 2.1 delle dispense sul sito del corso (http://pagine.dm.

unipi.it/tamas/mw.pdf), otteniamo in omologia la sequenza esatta lunga
o —— Hp(Se ® Zo) —— Hp(Se(X) ® Se(X)) —— Hp(Se(X) ® B.H]) O, Hi—1(Se @ Zg) — -+~

Ora seguendo la costruzione di tale sequenza si verifica facilmente che le mappe 9, sono
iniettive.

Inoltre i complessi Z, € B°[_1]’ hanno i differenziali banali, essendo tali le restrizioni dei
differenziali di Se(X) e quindi, ad esempio per Se ® Z,, abbiamo che

i+j=n i+j=n—1

er( D ZixS(X)—» & Zi®Sj(X)>
,Hn(So®Zo)':

im( B ZoSi(X)— @ Zi®Sj(X)>

i+j=n+1 i+j=n
ma
er| P Ziws;(X)—» P ZivsSiX)|~ P Zez
i+j=n i+j=n—1 i+j=n
(§]
P zesSiX)—» P Zes;X)|~ P Zos,
i+j=n-+1 i+j=n i+j=n
e quindi
® ZieZ;
H(Se @ Z)~ =0 o i 94

i+j=n iHj=n

Consideriamo ora la sequenza esatta corta
0—Bj — Z; — Hp(X) —0:
tensorizzando con Z;, e sfruttando il fatto che Z; ¢ libero, si ottiene che

Hn(Se ® Zo) = €D Hn(Se) ® Zj ~ Hu(Se) ® Zs
i+j=n


http://pagine.dm.unipi.it/tamas/mw.pdf
http://pagine.dm.unipi.it/tamas/mw.pdf

analogamente vale

Hp(Se ® Be_y)) = Hp(Se) @ Ba_,,.-

Ora, dalla sequenza esatta lunga in omologia possiamo estrapolare la sequenza esatta
corta

0 —— coker 9, —— Hp(Se(X) ® Se(X)) —— kerdp—1 —— 0
ed essendo ker 0,,_1 ~ 0, perché 0,,_1 ¢ iniettiva, abbiamo
coker 0, ™~ Hp(Se(X) @ Se(X))
Seguendo la costruzione della mappa 0,, si vede che essa € indotta dall’inclusione di

@i-ﬁ—j:n—l Hi(X) ® Bj in ®i+j:n—1 Hi(X) ® Z;.
Di conseguenza,

Hi(X) ® Z;
coker 0, >~ ifP:n hes ~ D HX e 7
" @ mMes T L HX) 65
i+j=n

e analogamente a quanto fatto prima considerando
0— B — Z; — Hi(X) —0
e tensorizzando per H;(X), che ¢ libero, otteniamo
Hi(Se(X) ® Sa(X)) = P Hi(X) @ H;(X).
itj=n

Allora essendo EZ una chain homotopy, abbiamo che la mappa indotta in omologia induce
I’isomorfismo

Mo (X % X) = Hp(Se(X) ® Sa(X))

Infine sfruttando il fatto che gli H,, (X) sono liberi e finitamente generati, il che implica
che possiamo usare il teorema dei coefficienti universali, ci resta da mostrare che

Hom ( D %i(X)®Hj(X),Z) ~ P Hom (Hi(X) @ Hy(X),Z) = P H(X)oH (X)

i+j=n i+j=n i+j=n

L’isomorfismo 1 segue dalle proprieta di Hom
Per 2 invece, usando il fatto che gli H;(X) ~ Z" sono finitamente generati, abbiamo

P Hom (Hi(X)@H;j(X),Z)~ @ 2"~ P 27027~ @ H(X)H (X)
i+j=n i+j=n i+j=n i+j=n

e grazie al teorema dei coefficienti universali, questo conclude la dimostrazione.



Esercizio 2.

Usando la notazione del libro di Hatcher, denotiamo con
(a\vl,...,vi) = (O'O /\z)
(olvn—iy...,vn) = (00 p;)

dove 0 € H™"(X x X;Z), \; la front face e p; la back face.
Sviluppando entrambi i membri della seguente

(Qigj(zi @ 5) = piq(Tp ® 24)) (OlU1, .. vp) = ((_1)jpai+j+p+q ((zi = ap) @ (x; — xq))) (ofvr, ...

Abbiamo per il LHS

LHS = aiyj(zi @ x5)(0|vr, . . Vigj)0prq(Tp @ 3¢)(0]vitss - Vitjtptq)

=zi(o|v, ..., vi)zi(0|vi, - Vi) Tp (O Vit jtp, - - - Vidjitp)Tq(O|Vitjtps - - - Vidjtpg)

Per il RHS
RHS =(—1)’? it jtptq (X5 = Tp) ® (T — 4))
=(=1)P(wi — zp)(olvr, -, vigp) (2 = 24) (OVitps - - -, Vijpg)
:(—l)Jp{L'Z'(O"Ul, ey Uz-)a:p(alvi, v ,’Uz‘+p)1‘j<0’vi+p, oo ,vi+p+j)xq(alvi+p+j, v ,’Uz‘+p+j+q)

Osservando che

(olvr,...,vipj)(olvr, ... v) = (o|vr, ..., v;)
(lvr, ... vigg)(Olvi, .o vig) = (O|vi, .o Vi)
(@vigjs o Vidjapra) (O1Vitgs -5 Vigjip) = (O|Vig, - Vigjtp)
(0[vidjs - -+ Vikjrpra) (O1Vitjaps - - Vidjirptrq) = ((OVigjaps - -, Vidjigptq)
(o|v1, ..., vigp) (oo, ..., v) = (alvi,. .., v;)
(ov1, ..o, Vigp) (O iy .. Vigp) = (O3, .., Vigp)
(0|Vigps - s Vigptjirq) (OVidps - -+ Vigprs) = (O|0igp, - s Vigpi)
([Vidps - - s Vikptita) (O|Vitpjs - - - Vitptjta) = (OVidptss - - -, Vikptjtq)-

Ora i termini esterni dell’uguaglianza sono identici, invece per i termini centrali, osser-
viamo che deve valere

zi(o|viy .y 0 )T Vi gy - Vi jip) = (=12 (0|Vidp, - - - s Vipri)Tp(T Vi, - Vitp)

(@ — @p) (]viy - vigjip) = (=1)P(zp — ) (avis -, Vi jip)

E abbiamo 'uguaglianza per quanto dimostrato in classe.

,Un)



Esercizio 3.

Per gli esercizi precedenti abbiamo che

Z, sen=20
HY(S* x S} Z)~={7ZBZ sen=1
Z sen =2

Come somma di Z—moduli H*(S! x S';Z) & pertanto Z*, bisogna esplicitare la struttura
del prodotto. Come prima cosa osserviamo che non essendoci elementi di grado maggiore
di 2, il prodotto di un elemento in H?(S! x S';Z) con un elemento di grado maggiore di
zero, deve essere zero.

Come visto in classe possiamo identificare H°(X;Z) con Z e quindi la moltiplicazione

HO(ST x S Z) x H™(SY x §Y7Z) — H™(S* x St Z)

induce una struttura di Z modulo su H"(S! x S1;7Z).
Consideriamo ora il prodotto sull'’H! (S x S';Z), abbiamo per gli esercizi precedenti

HU(S xS Z) ~ HO(SY; Z) oM (SY; Z)aH (SY; Z2)9HO (SY; Z) ~ ZeoH (S*; Z)aH (S Z) R Z.

Prendiamo due generatori di (H*(S;Z) @ H*(S;7Z))1, 1 ® x1 e 21 ® 1, con le notazioni
precedenti, 7 = a1(1 ® 1) e y = a1 (21 ® 1) che generano H* (St x S1;7Z).

Usando 1’esercizio precedente e il fatto che i gruppi di coomologia di S' sono Z solo per
1 =0,1, abbiamo x; — x; =0¢

r—zr=01(1®z1) —a1(z1®1) =a((1 — 1)@ (21 — x1)) = a2(1®0) =0

e similmente y — y = 0. Analogamente si svolgono i due rimanenti prodotti e osserviamo
che z = as(z1 ®21) ¢ il generatore di H2(S! x S';7Z), dato che (H*(SY; Z)@H*(SY;Z))g ~
HY(SYZ)%?, abbiamo 2 — y = a1 (1@ x1) — a1(11 ® 1) = —aa((1 — 21) ®@ (1 — 1)) =
—ag(r1 ® 1) = —2z e analogamente y — = = z

Esercizio 4.

a) Essendo X connessa e orientabile, esiste un’orientazione p : X — {£1}. Vogliamo
dire che pom:Y — {£1} & un orientazione per Y.
Per fare cio, vogliamo usare che 7 € un omeomorfismo locale. Preso x € X, sia U
un aperto banalizzante intorno ad x omeomorfo ad una palla di R”.
Per definizione di orientazione, esiste un compatto K, che possiamo supporre incluso
in U, in cui l'orientazione resta coerente a quella in x; in particolare,

Y K)=UL;

con L; compatti di Y omeomorfi a K, per ogni 1.
Allora per ogni y € Y esiste un aperto W, intorno a y, omeomorfo a un aperto U,



intorno a 7(y), che contiene un L; compatto.
Se coerente, abbiamo cosl definito un’orientazione tale che pir () = py.
Consideriamo il diagramma commutativo

Ho(Wy, Wy ~ L) — Ho(V,Y N L) —L s Ho (V.Y ~ {y}) —=— Ha(Wy, W, ~ {})

I I lg I

Hn(Uy, Uy N K) —— Hp(X, X NK) —— Hpo(X, X N A{n(y)}) —— Hn(Uy, Uy ~{7(y)})

dove gli isomorfismi orizzontali sono dati dal lemma di Fxcision, invece quelli ver-
ticali sono indotti da =, la cui restrizione a W, ¢ un omeomorfismo (W, — U,).
Quindi seguendo il diagramma, otteniamo che h e g sono isomorfismi, e f : pr, — fy
e quindi I'orientazione definita € coerente e Y ¢ orientabile.

b) Per il caso n dispari, per dimostrare che RP™ ¢ orientabile, osserviamo che RP" ¢
ottenuto come quoziente di S™ per il gruppo di isomorfismi generato dall’antipodale.
Essendo n dispari, per quanto visto a lezione, 'antipodale ha grado 1 e quindi
preserva ’orientazione. Possiamo allora definire per ogni punto z € X

Kz = Ky

con y un qualsiasi punto nella preimmagine di z. Questa definizione & ben posta,
infatti, avendo 'antipodale grado 1, tutti i punti nella preimmagine di = hanno la
stessa orientazione.

Per il caso di n pari abbiamo invece, come visto a lezione, che H,(RP",Z) ~ 0 e
quindi non puo essere orientabile per la dualita di Poincaré.

Esercizio 5.
Usando la dualita di Poincaré, abbiamo che
Ho(X) =0+ HUX)=0

e per definizione vale

HUX) = 1131%0()(,)( W K)

con K C X compatto. Ora, grazie alla sequenza della coomologia relativa abbiamo, per
ogni K compatto

0 —— HOUX, X~ K) —— HOX) 2 HOX N K) — -

vale che g € iniettiva in quanto & indotta da una mappa surgettiva in omologia.
Allora ker g ~ im f ~ 0, ma essendo [ iniettiva, per esattezza della sequenza, abbiamo
che HO(X, X W K) ~ 0.

Allora segue la tesi facendo il limite.



