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Giochi collaborativi con funzione di partizione Prime definizioni e S-equivalenza

Giochi collaborativi

Definizione

Dato I'insieme di giocatori N = {1,2,...,n}, un Gioco
Cooperativo é dato da una funzione che associa ad ogni
sottoinsieme di N una utilita v : P(N) — R dove per
convenzione v(()) = 0.
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Giochi collaborativi

Definizione

Dato I'insieme di giocatori N = {1,2,...,n}, un Gioco
Cooperativo é dato da una funzione che associa ad ogni
sottoinsieme di N una utilita v : P(N) — R dove per
convenzione v({)) = 0.

Definizione (Superadditivita)

Un gioco cooperativo si dice superadditivo se per ogni T1, T
sottoinsiemi disgiunti di N si ha

V(Tl U T2) > V(Tl) + V(T2).




Giochi collaborativi con funzione di partizione Prime definizioni e S-equivalenza

Funzione di partizione

Sia N ={1,...n} un insieme di giocatori e sia
P={Pi,...P}

una partizione arbitraria di N nelle coalizioni Py,...P,.
Denotiamo con

M= {P : P & una partizione di N}.
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Funzione di partizione

Sia N ={1,...n} un insieme di giocatori e sia
P={Pi,...P}

una partizione arbitraria di N nelle coalizioni Py,...P,.
Denotiamo con

M= {P : P & una partizione di N}.

Supponiamo che per ogni partizione P esiste una funzione di

outcome
Fp:P—TR

che assegna un numero reale Fp(P;) alla colazione P; della
partizione.
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La mappa
F:N— {Fp}

che assegna ad ogni partizione una funzione di outcome ¢ detta
funzione di partizione del gioco.
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La mappa
F:N— {Fp}

che assegna ad ogni partizione una funzione di outcome ¢ detta
funzione di partizione del gioco.

Definizione

La coppia ordinata
r={N,F}

é chiamato gioco collaborativo di n-giocatori con funzione di
partizione.
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Utilita

Per ogni M C N possiamo definire I” utilita M.
Se M & vuoto definiamo v()) = 0.
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Utilita

Per ogni M C N possiamo definire I” utilita M.
Se M & vuoto definiamo v()) = 0.

Definizione

Se M Cc N é non vuoto I' utilita di M é

M) = in  Fp(M).
V(M) (PMEP} p(M)

Denotiamo, per brevita, v({i}) = v(i) = v; per ogni i € N.
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Utilita

Per ogni M C N possiamo definire I” utilita M.
Se M & vuoto definiamo v()) = 0.

Definizione

Se M Cc N é non vuoto I' utilita di M é

M) = in  Fp(M).
V(M) (PMEP} p(M)

Denotiamo, per brevita, v({i}) = v(i) = v; per ogni i € N.

Osservazione
Questa mappa non e super additiva!
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Imputazioni, dominazioni e soluziog

Notazione: Se M C N, a = (a1,...,an): a(M) = ZieM aj

Definizione

Un vettore a = (a1,...,a,) € un imputazione se per ogni
i=1,...nsi ha

a; > v; (individualmente razionale)

ed esiste P € I1 tale per cui

a(N) = Z Fp(P;) (realizzabilita).
PP
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Imputazioni, dominazioni e soluziog

Notazione: Se M C N, a = (a1,...,an): a(M) = ZieM aj

Definizione

Un vettore a = (a1,...,a,) € un imputazione se per ogni
i=1,...nsi ha

a; > v; (individualmente razionale)

ed esiste P € I1 tale per cui

a(N) = Z Fp(P;) (realizzabilita).
PP

Sia R l'insieme di tutte le imputazioni del gioco.
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Definizione

Se a e b sono due imputazioni e M C N & non vuoto diremo che a
domina b via M se per ogni i € M

aj > bj (M-preferibile)
a(M) < v(M) (M-effettiva)
e esiste P € Il per cui M € P

a(N) = Z Fp(Pj) (M-realizzabile).
PP

Denoteremo la dominazione con a domy; b
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Sia N = {1,2}

V1:0 V2:0

v({1,2)) = 1




Giochi collaborativi con funzione di partizione
Sia N = {1,2}
Vi = 0 Vo — 0
v({1,2}) =1

a & un imputazione se

a,a2>vi=0
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Sia N = {1,2}
Vi = 0 Vo — 0

v({1,2)) = 1

a & un imputazione se

a,a2>vi=0

ai+a =0

aata=1
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Sia N = {1,2}
Vi = 0 Vo — 0

v({1,2)) = 1

a & un imputazione se

at,aa > vi=0
ai+a =0

aata=1
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Giochi collaborativi con funzione di partizione
Se A C R definiamo il dominio di A via M

dompyA={beR":3a € A:adomy b}
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Se A C R definiamo il dominio di A via M

dompyA={beR":3a € A:adomy b}

il dominio di A come

domA = U domA.
MCN
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Se A C R definiamo il dominio di A via M

dompyA={beR":3a € A:adomy b}
il dominio di A come

domA = U domA.
MCN

Definizione

Un insieme di imputazioni K C R é una soluzione se e solo se

K Ndom(K) =10

K Udom(K) = R.




Giochi collaborativi con funzione di partizione
Se A C R definiamo il dominio di A via M

dompyA={beR":3a € A:adomy b}
il dominio di A come

domA = U domA.
MCN

Definizione

Un insieme di imputazioni K C R é una soluzione se e solo se

K Ndom(K) =10

K Udom(K) = R.

Equivalentemente
R\ dom(K) = K.
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S-equivalenza

Siano ' = {N,F} e " = {N, F'} due giochi ad n-giocatori con
funzione di partizione. Diremo che [’ & S-equivalente a I se esiste
una costante ¢ > 0, ay,...,a, e una permutazione o : N — N
tale che

Frimy(Pogiy) = cFp(P) + Y aj
JEP;
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S-equivalenza

Siano ' = {N,F} e " = {N, F'} due giochi ad n-giocatori con
funzione di partizione. Diremo che [’ & S-equivalente a I se esiste
una costante ¢ > 0, ay,...,a, e una permutazione o : N — N
tale che
Frimy(Pogiy) = cFp(P) + Y aj
JEP;

Il gioco ' & detto in forma normale se v; = 0 per ogni i € N.
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Norma di una partizione

Data una partizione P di I

1Pl =Y Fp(P).

P;eP
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Norma di una partizione

Data una partizione P di I

1Pl =Y Fp(P).

P;eP

A(b):{aeR”:Za;:bea;ZO}.

ieN
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Norma di una partizione

Data una partizione P di I

1Pl =Y Fp(P).

P;eP

A(b):{aeR”:Za;:bea;ZO}.

ieN

simplesso di imputazioni: A(||P||) = A(P).
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Giochi con 2 giocatori

Consideriamo N = {1,2} e M = {PY P!}

PO ={N} e Pt = {{1}.{2}}.
Denotiamo Fpo(N) = c e Fpi(i) =0 per i = 1,2.
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Giochi con 2 giocatori

Consideriamo N = {1,2} e M = {PY P!}
PO ={N} e P = {{1},{2}}.
Denotiamo Fpo(N) = c e Fpi(i) = 0 per i = 1,2.

v(N)=cev;=0

R = A(c) U{(0,0)}.
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Giochi con 2 giocatori

Consideriamo N = {1,2} e M = {PY P!}
PO ={N} e P = {{1},{2}}.
Denotiamo Fpo(N) = c e Fpi(i) = 0 per i = 1,2.

v(N)=cev;=0

R = A(c) U{(0,0)}.

Se ¢ > 0 i due giocatori devono accettare di collaborare, altrimenti
non vincono niente.
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Giochi con 3 giocatori

P? = {N},
P = {{i},{j, k}} peri=123,
P* = {{1},{2},{3}}.
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Giochi con 3 giocatori

P? = {N},
P" = {{i},{j, k}} peri=1,2,3,
P* = {{1}. {2}, {3}}-
Le funzioni di outcome sono
Fpo(N) = c,
Fei({i})=di  Fpi({j, k}) = e peri=1,2,3,
Fpa({i}) = gi per i =1,2,3.
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Giochi con 3 giocatori

P? = {N},
P" = {{i},{j, k}} peri=1,2,3,
P* = {{1}. {2}, {3}}-
Le funzioni di outcome sono
Fpo(N) = c,
Fei({i})=di  Fpi({j, k}) = e peri=1,2,3,
Fpa({i}) = gi per i =1,2,3.

le utilita delle coalizioni di N sono

v; = min {d;, gi}
v({j,k}) = e peri=1,2,3,
v(N) =c.
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Definiamo ¢; = d; + ¢;, I'insieme di tutte le dominazioni R &
costituito dai vettori a = (a1, ap, a3) per cui a; > 0 e per cui viene
soddisfatta una delle seguenti equazioni
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Definiamo ¢; = d; + ¢;, I'insieme di tutte le dominazioni R &
costituito dai vettori a = (a1, ap, a3) per cui a; > 0 e per cui viene
soddisfatta una delle seguenti equazioni

ay +ax + a3 =c,
aatataz=d+e=ciperi=123
agtata=g+8+8 =48




Giochi collaborativi con funzione di partizione Giochi con 3 giocatori

Definiamo ¢; = d; + ¢;, I'insieme di tutte le dominazioni R &
costituito dai vettori a = (a1, ap, a3) per cui a; > 0 e per cui viene
soddisfatta una delle seguenti equazioni

ay +ax + a3 =c,
aatataz=d+e=ciperi=123
agtata=g+8+8 =48

Questi cinque simplessi di imputazioni sono realizzati
rispettivamente dalle partizioni P°, P/, P4, denotati con A(c),

A(ci), Alg)-




Giochi collaborativi con funzione di partizione Giochi con 3 giocatori

Decomposizione delle soluzioni

Teorema 1

Se K & una qualsiasi soluzione e a < ¢ = v(N),

KnNA(a)=0.

Teorema 2

| A

Se K & una soluzione per

T=|J AP)

IPl=c

allora K" = KU (A(c) \ dom K) é una soluzione per tutti gli R.

N
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Decomposizione delle soluzioni

Teorema 3
Se K & una soluzione per

V= U A(P),
PeM\{{1},....{n}}

allora K" = K U (A(g) \ dom K) & una soluzione dove

g = {1}, {n}}.
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Esempio

Genere0:c>c1 > > ¢

Genere 1: ¢

v

cC>0>c3

Genere 2 : ¢1

v

0>Cc>c3

Genere 3: ¢

Y

QZ>0>a2>cC
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Esempio

Genere0:c>c1 > > ¢

Genere 1: ¢

v

cC>0>c3

Genere 2 : ¢1

v

0>Cc>c3

Genere 3: ¢

Y

QZ>0>a2>cC

L'unica soluzione per il genere 1 &

Alc) \ {x €R®: xo + x3 < e1}.
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(0,0,¢p)

X9 +xg e

(or x4 =dy)

(¢,0,0) (0,¢,,0)

Figure 1 - Genus 1
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(0,0,¢p)
A(cy)
Xy x5 e
(orxy = dy) .
(Cpolo) (O,C],O)

Figure 1 - Genus 1

Teorema

Seci > ¢ > c3, ¢c1 > c e K éuna qualunque soluzione, si ha

Kﬂ{X€R3:XQ+X3<61}:®
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Giochi con v(N) grande

Teorema 1

Se K & una qualsiasi soluzione e a < ¢ = v(N),

KNA(a) =0.
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Giochi con v(N) grande

Teorema 1

Se K & una qualsiasi soluzione e a < ¢ = v(N),

KnNA(a)=0.

Teorema 2

| A\

Se K & una soluzione per

T=|J AP)

Pz

allora K’ = KU (A(c¢) \ dom K) é una soluzione per tutti gli R.

\
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Teorema

Per un gioco con n giocatori tale che Fypy(N) = v(N) = c > ||P||
per ogni partizione P # {N}, I'unica soluzione é K = A(c).

22 of 40
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P = {{1},...,{n}}

Non puo esistere una dominazione via un sottoinsieme {i}.
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P = {{1},...,{n}}

Non puo esistere una dominazione via un sottoinsieme {i}.

Infatti, adom{,-} b implica che 0 = v; > a; > b; > 0 che & assurdo.
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— {{1}7 i {n}}

Non puo esistere una dominazione via un sottoinsieme {i}.

Infatti, adom{,-} b implica che 0 = v; > a; > b; > 0 che & assurdo.

Teorema 3
Se K & una soluzione per

v= | A(MP),

PeM\{P’}

|

allora K" = KU (A(g) \ dom K) & una soluzione dove g = ||P'||.
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Dimostrazione

Possiamo allora assumere che A(g) NV = 0.
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Dimostrazione

Possiamo allora assumere che A(g) NV = 0.
Infatti, se A(g) C V allorasiha R=V e K=K eK'&una
soluzione per R.
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Dimostrazione

Possiamo allora assumere che A(g) NV = 0.
Infatti, se A(g) C V allorasiha R=V e K=K eK'&una
soluzione per R.

K’ Udom K" = [K U (A(g) \ dom K)] Udom[K U (A(g) \ dom K)]
= [K Udom K] U [(A(g) \ dom K) U dom K]
U [K Udom(A(g) \ dom K)] U [(A(g) \ dom K)
U dom(A(g) \ dom K)]
O (KUdomK)UA(g)=R




Giochi con n giocatori [EEEHY ,{n}}

Dimostrazione

Possiamo allora assumere che A(g) NV = 0.
Infatti, se A(g) C V allorasiha R=V e K=K eK'&una

soluzione per R.

K’ Udom K" = [K U (A(g) \ dom K)] Udom[K U (A(g) \ dom K)]
= [K Udom K] U [(A(g) \ dom K) U dom K]
U [K Udom(A(g) \ dom K)] U [(A(g) \ dom K)
U dom(A(g) \ dom K)]
O (KUdomK)UA(g)=R

K’ ndom K’ = [K U (dom A(g) \ dom K)] Ndom[K U (A(g) \ dom K]
C [KNdom K] U [(A(g) \ dom K) Ndom K]
U([KU(A(g) \ dom K)]Nndom A(g)) =0
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P = N oppure P = {{N —i},{i}}

Data una qualunque partizione

Q=A{Q1,....,Q}#{{N—1i},{i}} e @ # N supponiamo che

QI = ZFQ (Qi) < max(0, [[(M)[]),

i=1
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P = N oppure P = {{N —i},{i}}

Data una qualunque partizione

Q=A{Q1,....,Q}#{{N—1i},{i}} e @ # N supponiamo che

1QII = Fo(@Q:) < max(0, [[(N)]),

i=1

Per calcolare le soluzioni si deve solo considerare i casi delle
partizioni P =N e P = {{N — i}, {i}}.
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P = N oppure P = {{N —i},{i}}

Data una qualunque partizione

Q=A{Q1,....,Q}#{{N—1i},{i}} e @ # N supponiamo che

1QII = Fo(@Q:) < max(0, [[(N)]),

i=1
Per calcolare le soluzioni si deve solo considerare i casi delle
partizioni P =N e P = {{N — i}, {i}}.

Il caso P = N, si usa solamente per cercare quale partizione del
tipo P = {{N —i},{i}} & tale che

(N =, DI = [[(N)]]




Giochi con n giocatori P=NoP={{N—i},{i}}

Le funzioni di outcome

c :F(N)(N)a
di =Fn—i,i(7),
e =Fn—iiy(N —1),

ci=di+eperi=1,...n.
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Giochi con n giocatori P=NoP={{N—i},{i}}

Le funzioni di outcome

¢ =Fn(N),

di =Fn—i,i(7),

e =Fn—iiy(N —1),
¢i=di+eperi=1,...n

Assumiamo allora che v(i) = 0 e otteniamo quindi le relazioni
le utilita delle partizioni sono
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Caso in cui
CQ>C>">Cn=>C>Cnyj

conm<nej=1,...,n— mse m & strettamente minore di n.
| simplessi A(c;) sono distinti per i < m.




Giochi con n giocatori P=NoP={{N—i},{i}}

Caso in cui
CQ>C>">Cn=>C>Cnyj

conm<nej=1,...,n— mse m & strettamente minore di n.
| simplessi A(c;) sono distinti per i < m.

Teorema

Se Apj = ¢, — ¢ l'unica soluzione K é data da

m m

K = UA(CJ-) \U a:Zak<ejeap<dp—Apj

j=1 j=1 i




Giochi con n giocatori Esternalita, superadditivita e convessita.

Esternalita di un gioco

S C N e p una partizione di N e S € p la quantita
v(S; p) == Fu(S).

Notazione: v(A; BUp) = v,(A; B)




Giochi con n giocatori Esternalita, superadditivita e convessita.

Esternalita di un gioco

S C N e p una partizione di N e S € p la quantita
v(S; p) == Fu(S).
Notazione: v(A; BUp) = v,(A; B)

Definizione

Un PFG é ad esternalita positive se per ogni C,S, T C N
sottoinsiemi disgiunti e per ogni partizione p di N\ (SUCU T) si
ha

vo(C{SUT,C}) > v, (C{S, T,C}).

Similmente diremo che il gioco é ad esternalita negative se

V(G {SUT,C}) < v (G {S, T,C}).




Giochi con n giocatori Esternalita, superadditivita e convessita.

Estensione della superadditivita

Definizione (Superadditivita)
Un gioco cooperativo si dice superadditivo se per ogni T1, T
sottoinsiemi disgiunti di N si ha

V(Tl U T2) > V(Tl) =+ V(Tz).




Giochi con n giocatori Esternalita, superadditivita e convessita.

Estensione della superadditivita

Definizione (Superadditivita)
Un gioco cooperativo si dice superadditivo se per ogni T1, T

sottoinsiemi disgiunti di N si ha

V(Tl U T2) > V(Tl) =+ V(Tz).

Definizione (Superadditivita)

Un gioco cooperativo con funzione di partizione si dice
superadditivo se per ogni S, T C N sottoinsieme disgiunti e per
ogni partizione p di N\ (SU T)

Vo(SUT;{SUTY}) > v (5:{S, T}) + vp(T; {S, T}).
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Sia N = {1,2,3} e consideriamo le utilita simmetriche
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Sia N = {1,2,3} e consideriamo le utilita simmetriche

v({id {{1}, {2}, {3}}) =4 per i =1,2,3;
v({, kE Y U k) =9 e v({ih {{ih U k1) =1
v(N; {N}) = 11,
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Sia N = {1,2,3} e consideriamo le utilita simmetriche

v({id {{1}, {2}, {3}}) =4 per i =1,2,3;
v({, kE Y U k) =9 e v({ih {{ih U k1) =1
v(N; {N}) = 11,

La grande coalizione non e efficiente, infatti

3
v(N: {N}) =11 < Y v({i}: {{1}, {2}, {3}}) = 12.

i=1




Giochi con n giocatori Esternalita, superadditivita e convessita.

Sia N = {1,2,3} e consideriamo le utilita simmetriche

v({id {{1}, {2}, {3}}) =4 per i =1,2,3;
v({, kE Y U k) =9 e v({ih {{ih U k1) =1
v(N; {N}) = 11,

La grande coalizione non e efficiente, infatti

3
v(N: {N}) =11 < Y v({i}: {{1}, {2}, {3}}) = 12.

i=1

Osservazione

Il gioco e a esternalita negative!




Giochi con n giocatori Esternalita, superadditivita e convessita.

Estensione della convessita

Definizione (Convesso)

Un gioco collaborativo é convesso se

V(S)+v(T) < v(SUT)+v(SNT)
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Estensione della convessita

Definizione (Convesso)

Un gioco collaborativo é convesso se
v(S)+v(T)<v(SUT)+v(SNT)

Definizione

Un gioco collaborativo con funzione di partizione é convesso se per
ogni S, T C N e per ogni partizione p di N\ (SU T) si ha

V(SUT {SUT}H +v(SNT;{SNT,S\T, T\S})>

VP(S; {Sa T\S})+ VP(T;{T75\ T}'

N
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Giochi convessi

Proposizione

Se un gioco con funzione di partizione & convesso, per ogni
coalizione C e per ogni partizione p di N\ C e p' di C si ha

V(CipUp) =Y v(Sip Up).
Sep’
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Giochi convessi

Proposizione

Se un gioco con funzione di partizione & convesso, per ogni
coalizione C e per ogni partizione p di N\ C e p' di C si ha

V(CipUp) =Y v(Sip Up).
Sep’

V.

Corollario

Se un gioco con funzione di partizione é convesso, si ha che

v(N; {N}) > > v(S; ).

Sep’
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Nucleo di un gioco convesso

Nel caso di un gioco collaborativo, un vettore di payoff
a=(ai1,...,an) appartiene al nucleo del gioco se per ogni S C N
si ha

a(S) > v(S).
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Nucleo di un gioco convesso

Nel caso di un gioco collaborativo, un vettore di payoff
a=(ai1,...,an) appartiene al nucleo del gioco se per ogni S C N
si ha

a(S) > v(S).

Proposizione (Shapley, 1971)

Per un gioco collaborativo convesso si ha che

x= ({1, i) = v({L,. .., i = 1})icn

appartiene al nucleo del gioco.
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s-nucleo

Definizione

Un vettore di payoff a = (a1, ..., an) appartiene al nucleo con
aspettativa dei singoli del gioco, denominato con s-nucleo se per
ogni S C N si ha

a(s) = v(S{SHU[N\ S]),

dove denotiamo con [N \ S] la partizione in cui N\ S é
partizionato in singoletti.
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s-nucleo

Definizione

Un vettore di payoff a = (a1, ..., an) appartiene al nucleo con
aspettativa dei singoli del gioco, denominato con s-nucleo se per
ogni S C N si ha

a(s) = v(S{SHU[N\ S]),

dove denotiamo con [N \ S] la partizione in cui N\ S é
partizionato in singoletti.

Proposizione

| A\

Se un gioco collaborativo con funzione di partizione é convesso,
allora ha s-nucleo non vuoto.

A
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Dimostrazione

Definiamo il gioco dato da

0(S) = v(S; {STU N\ S]).




Giochi con n giocatori Giochi convessi

Dimostrazione

Definiamo il gioco dato da

0(S) = v(S; {STU N\ S]).

Proposizione (Moulin, 1988)

Un gioco collaborativo € convesso se e solo se verifica la convessita
su insiemi S, T C N taliche |S—T|=|T -S| =1.
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Dimostrazione

Definiamo il gioco dato da

0(S) = v(S; {STU N\ S]).

Proposizione (Moulin, 1988)
Un gioco collaborativo € convesso se e solo se verifica la convessita
su insiemi S, T C N taliche |S—T|=|T -S| =1.

Presi S, T C N con la cardinalita di T\ Sedi S\ T uguale ad 1,
dalla convessita per il gioco iniziale con p = [N\ (SU T)], si ha




Giochi con n giocatori Giochi convessi

Dimostrazione

Definiamo il gioco dato da

0(S) = v(S; {STU N\ S]).

Proposizione (Moulin, 1988)
Un gioco collaborativo € convesso se e solo se verifica la convessita
su insiemi S, T C N taliche |S—T|=|T -S| =1.

Presi S, T C N con la cardinalita di T\ Sedi S\ T uguale ad 1,
dalla convessita per il gioco iniziale con p = [N\ (SU T)], si ha

v(SUT;{SUT}Up)+v(SNT;{SNT,S\T, T\S}Up)>

V(SH{S, T\SFUp) + (T AT, S\ THUp)
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SUT)+0(SNT) > 0(S) + o(T).
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SUT)+0(SNT) > 0(S) + o(T).

xi=0({1,....i}) — 0({1,...,i—1})

a=v({L...iv{1,..iL{i+1}....{n})
({1, =1L (i) )

e nel s-nucleo del gioco.
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m-nucleo

Definizione

Un vettore di payoff a = (a1, ..., an) appartiene al nucleo con
aspettativa di unione del gioco, denominato con m-nucleo se per
ogni S C N si ha

a(S) > v(S: {S, N\ S}).
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m-nucleo

Definizione

Un vettore di payoff a = (a1, ..., an) appartiene al nucleo con
aspettativa di unione del gioco, denominato con m-nucleo se per
ogni S C N si ha

a(S) > v(S: {S, N\ S}).

Sia N = {1, 2,3} e consideriamo le utilita simmetrici

v({ih ({1}, {2}, {3})) = 4 per i = 1,2,3;
v(U, k3 U k1)) = 9 e vl {7 U k) = 6
v(N; {N}) = 16.

37 of 40
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Il gioco & convesso: S = {1,2} e T = {2,3}, allora si ha




Il gioco & convesso: S = {1,2} e T = {2,3}, allora si ha

20 =v(N;:{N}) + v({2}: {{1}, {2}, {3}})
> v({1,25{{3}, {1, 2}}) + v({2,3}: {1}, {2,3}}) = 18.




Il gioco & convesso: S = {1,2} e T = {2,3}, allora si ha

20 =v(N;:{N}) + v({2}: {{1}, {2}, {3}})
> v({1,25{{3}, {1, 2}}) + v({2,3}: {1}, {2,3}}) = 18.

Ha m-nucleo vuoto, infatti

ai > v({i}: {{i}, {J, k}}) =6,

a(N) > 18 ¢ {12,15,16}
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