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Capitolo 1

Introduzione

Riemann mostro che la chiave per uno studio piu profondo sulla distribuzione dei numeri
primi risiede nello studio della funzione ((s) come funzione nella variabile complessa
s =0 +1t.

I principali risultati ottenuti da Riemann sono:

1. ((s) & prolungabile analiticamente come funzione meromorfa a C con un unico polo
semplice in s = 1 di residuo pari a 1.

Quindi
¢(s) ~ per s — 1
S —_—
ovvero ((s) — =2 & una funzione intera
2. Posto

() = =222 Ur () ()

si ha che £(s) € intera (quindi olomorfa su tutto il piano).
Inoltre soddisfa la seguente equazione funzionale:

§(s) =€(1—s)

Questa funzione unita all’equazione funzionale permette il prolungamento analitico.
(Osserviamo che il polo della funzione ¢ ¢ compensato da (s — 1), mentre I" ha poli
in tutti gli interi negativi e in 0, dove lo 0 viene compensato dal fattore s)

Definizione 1.1. Si chiama striscia critica la sequente: 0 <o <1, t e R
Riemann formulo anche alcune congetture:

1. ¢ ha infiniti zeri nella striscia critica distribuiti simmetricamente rispetto alla retta
o= % e all’asse reale t = 0 (Questa simmetria segue dall’equazione funzionale.
Questi zeri sono distribuiti simmetricamente perche sono funzioni che su R sono
reali e quindi assumono valori coniugati in punti coniugati. Come conseguenza, cio
che si annulla nel semipiano ¢ > 0 si annulla anche nel semipiano ¢ < 0 e viceversa).



2. Detto
N(T)={p=B8+1i7l¢(p) =0, 0<B<1, 0<y<T}

si ha T T T
N(T)~ —1 e
(T) or 8 (277) 2m
In realta Von Mangoldt dimostro intorno al 1890 che
T T T
N(T) = o log (277) ~ 5 +O(logT)

3. Posto ¢(z) = > A(n), ricordiamo che per s > 1 reale vale

n<z

S Afn) = —2'(5)

n<x

Riemann congetturo la seguente formula esplicita:

Questa formula e stata poi dimostrata da Von-Mangoldt.
Inoltre nel 1896 Hadamard e de la Vallee-Poussin dimostrarono indipendentemente
in maniera analitica che

() ~

(formula equivalente del PNT: m(z) ~ li(z) ~ 527)-

1.1 Le principali funzioni aritmetiche

Le principali funzioni aritmetiche che incontreremo in seguito sono le seguenti:
e l(n)=1
e L(n)=log(n)

1, sen=r;

> eln)= {O, sen #r.

B (—1)k, sen €' il prodotto di k primi distinti;
e u(n) = 9 .
0, se p* | n per qualche primo p.

(funzione di Mobius)

An) log(p), sen =p®*, pprimoea € N;
[ ] n)=
0, altrimenti.

(funzione di Mangoldt)



e J(z) = ) log(p)

p<z

o Y(x) = > log(p) = X An)

pe<z n<w
(funzione di Chebyshev)

o« M(z)= Y u(n)

n<z

#]= 31

n<x

e 7(z)=>1  conpprimo
p<z

din)=>1
din

(funzione dei divisori di Dirichlet)



Capitolo 2

Studio delle funzioni intere

Lemma 2.1. (Mittag-Leffer)

Sia 21,22, ..., 2n, — 00 tale che 0 < |z1]| < |za] < z3| < -+ < |zp| = +00.
Sia poi (my)nen con my € C —{0}.

Allora per ogni n esiste p, € NU {0} tale che

-3 (2)"

n=1

converge totalmente in K C C — {z1, 22, ...} compatto.
Inoltre se |z| < |z1| allora

o0

== Do mazt )M

k=1 \n t.c pn<k

Dimostrazione. Sia 0 < r; < rg--+ — 400 tale che r, < |z,].
Se |z| < r, allora

Z— Zn |zn| — |2 2| = Tn
in quanto ||z| — |z,|| = |zn| — |2
Inoltre
Z < Tn_ <1

z

Pn Pn o
< <T”> <e, E
Zn |2n| [y,

con 0<eped ey, <400
Quindi per |z| <7, si ha

2 Pn M
Zn Z— Zn




Se ora K & un compatto privo dei punti 21, z2,... e se N ¢ tale che |z| < ry per ogni

z € K, ponendo
z Pn M
Zn Z— Zn

-2 (5)

n=1

M,, = max

N -1
nax per n <

la serie

ammette come maggiorante su K la serie convergente
My+...+My_q1+env+entr+---

e quindi converge totalmente. Infatti:

2\ m,
Zn zZ— zn
per ogni z € K.
Inoltre se |z| < |z1| allora

o0

2.

n=1

<Mi+...+Mn_1+eny+ent1+ - < Fo0

=3 (2)" =

n=1
Z ngpn 1
= — FRES] — =
1 Znn 1 Zn
e x k—1

&9}
= - E PA E mnzgk
k=1 n t.c. pn<k

ed e lecito invertire ’ordine di sommazione perche

E E = E — < 5 — < E Ep < 00
’ |]~C | 20| — ‘Z| <|Zn|> ™ D 1 "
=Pn n= n—=

n=1
(]

an

Zn

n

Osservazione 2.2. Osserviamo che per ogni z fissato e per ogni n tale che |z,| > |z| si

ha che
2|z| 2|z|
<

el Ll e =l

z Pn M,
Zn Z— Zn

Quindi
z

pnt+1 2|2 = DPn
2 e () maal = 212
n ‘Z - Zn‘ Zn

|17

7



Segue che:
pnt

< +00

o.9] 1 0 Pn
Sl | 27 <230 |(2)

Zn z— zp
n=1 n=1

Quindi la successione (py,) determinata nel lemma di Mittag-Leffer soddisfa

z
Zn
00

z
D fmal
Z

n=1 n

pnt+1
<oo perogni z€C

Viceversa ogni successione (py,) tale che

[eS)
D Imal
n=1

soddisfa anche la condizione richiesta dal Lemma di Mittag-Leffer. Infatti se zg € tale
che |zo| > max,ci |z| allora per ogni n tale che |z,| > |z0| + 1 € per ogni z € K si ha

N\ m,
Zn Z— 2n

e quindi la serie

pntl
<oo perogni z€C

z
Zn

Pn pntl

20 20

1
Mg <1+> | |22
|2n| — |20] |20l

Zn
o
Z z Pn M
Zn Z— Zn

n=1

Zn

converge totalmente su K.

Esempio 2.3. Supponiamo che z, =n per ognin € N e m,, = 1 per ogni n € Z.

Allora
_ Z“ E
- n
n=1

Py pn+l

o]
D lmal
Z

pnt+1
n=1

= 1

21D — g < oo
n=1

e con p, = 1 funziona.

Lemma 2.4. Se f(z) ¢ meromorfa con poli semplici nei punti z, # 0 e con rispettivi
residui my, € Z — {0} per ognin € N, allora la funzione

o) =exo [ s

¢ meromorfa (t € una variabile complessa). Inoltre i suoi zeri (con molteplicita m,,) sono
i punti zp tali che m, > 0 mentre i suoi poli (di molteplicita —my,) sono i punti z, tali
che m,, < 0.

Dimostrazione. Osserviamo prima di tutto che la ¢(z) non ha polidromie, perché se 7 e
v sono due cammini (non intrecciati e non passanti per i punti z,, ovvero v U+’ & una
curva semplice piana di Jordan in C — {z,...} ) aventi gli estremi in comune si ha

Lf(t)dt = A f(t)dt + 2miR,

8



dove R & la somma dei residui di f nei punti compresi tra v e 4. Nelle ipotesi attuali R
¢ quindi un numero intero.
Segue che (passando all’esponenziale ad entrambi i membri)

o (0 . ] 08) o | s

©(z) & ovviamente olomorfa e non nulla in C\ {z1, 22, ...}; resta da dimostrare che essa
ha in z; uno zero di molteplicita m; o un polo di molteplicita —m; a seconda che m; > 0
oppure m; < 0 (e analogamente per gli altri punti zg, z3,....).

La funzione

mi
2) = f(z) —
fia) = £2) -
¢ olomorfa in C\ {z2,23,...}, e ha in 29,z3,... poli semplici con rispettivi residui

ma, ms,...; dunque

exo ([ itoar)

¢ olomorfa e non nulla in C\ {29, 23, ...}.

Si ha
p(z) = exp </Zf(t)dt> —

2o dt
ZGXP{/ fi(t dt+m1/0 t—zl}:
= exp (/ fi(t dt) exp (mllog< :Zf1)> =

— exp /f1 dt) (2 — 21)™ (—z) "™ =

=¢1(2)(z — 21)™
dove abbiamo posto
01(2) = (—21) " exp </ fi(t dt>
Segue che ¢1(z) € olomorfa e non nulla in C — {29, 23,... }. O

I due lemmi precedenti ci consentono di trovare una funzione meromorfa su C con

zeri e poli in punti z1, 22, ... arbitrariamente prefissati sotto la sola condizione che la
successione z1, zo,... non abbia punti limite al finito, e con molteplicita mi,mo,...
arbitrarie.

Il seguente fondamentale teorema fornisce una rappresentazione, sottoforma di prodotto
infinito, per una qualunque funzione meromorfa che soddisfa le condizioni indicate.

Teorema 2.5. (Teorema di Weierstrass)
Sia F(z) una funzione meromorfa in C (olomorfa e non nulla in z = 0) e siano z1, za, . . .



gli zeri e i poli di F(z) e, per ogni n, m, la molteplicita di z, (positiva se z, é uno zero
e negativa se € un polo).
Allora esistono interi p, > 0 e una funzione intera G(z) tali che

-2 (1))

n k=1

dove il prodotto converge uniformemente su ogni compatto privo dei punti z1, zo, . . . .
Ogni successione (py) che soddisfa

pnt1l
<oo perogni z€C

o0

z
D Imal | =
z

n=1 n

soddisfa anche la condizione richiesta.

Dimostrazione. Costruiamo, mediante gli zeri e i poli z, della funzione F'(z) e le loro
molteplicita m,,, la funzione meromorfa

o 2\ Pn m,
=3 (5)
n—1 n n

e applichiamo ad essa il lemma precedente.

Siccome
t\" o1 1
zn) t—zy Pl L

Zn

o Rt \"
- (5) -
h

zﬁ —0 n
i (th—l)
= — T =
h=pp+1 “n
1 tt? (|
|ttt =
Z’I’L ( —_ ZL) Z’Vl n Znn Z’VL

1 12t N\
“nrn ()
—Zn Zn i \Zn

10



allora la funzione ¢(z) diventa:
z t Pn M,
o) = exp (/ (L) )
=L m m, Pl e\
ot — ] |dt) =
eXp(/O <t_zn+2n Z(zn)> )
1 h=1
2= 2y o1 2\F
exp mnlog< . )—l—mnzk <2n> =
1 k=1
p My, Pn 1 P k
1— = (=
< Zn) P {mnz k <Zn> }
1 k=1

Osserviamo che F(z) e ¢(z) hanno gli stessi zeri e poli con le stesse molteplicita, quindi

so((j)) ¢ una funzione intera mai nulla in C.

I
8

n

I
8

n

I
8

n

Segue che esiste una funzione G(z) intera tale che
F(z) _ ae
v(2)

ovvero
F(z) = e“Pyp(2)

O]

Osservazione 2.6. Se F'(z) ha anche uno zero di molteplicita m o un polo di molteplicita
|m| in z =0 allora si applica il Teorema di Weierstrass alla funzione

ottenendo
() P My, Pn 1 P k
_.m _G(z
F(z)=2"e l;[<1_zn> exp mnkz:lk<zn>

Corollario 2.7. Si ha

11



Dimostrazione. Osserviamo che in un intorno di z = 0 abbiamo

G(z) = 1o F(2) ~ | Z (t> g =

0 Zk dk z 0 B 3
zlogF(O)+Z'<dzklogF(z)> +/ Ztk lzmnznkdt:
k=1 z2=0 0 k=1 pn<k
x  _k k—1 / > _k
28 dP F(2) z k
= log F(0) +ZH <de1 F(2)> :O+Z? S mazt =
k=1 z k=1 pn<k

=) 1 [ dt F(z) 1 ol
zlogF(O)—i—Z k!(dzk—l F(z)) O—I—%Zmnzn z
k=1 z=
O

Adopereremo la formula di fattorizzazione di Weierstrass nel caso in cui F(z) € una
funzione intera, cioe m,, > 0 per ogni n e m > 0.

Innanzitutto introduciamo la seguente notazione:
f(z) <g(z) perz—o0 <<= f(2)=0(g(2))

Questa notazione introdotta da Vinogradov ha significato asintotico; inoltre va in entrambi
i sensi e quindi e piu efficiente rispetto O().

Definizione 2.8. Data F(z) intera, si dice che F(z) ha ordine o > 0 se

Z|a+s

F(z) < el
per z — 00 e per ogni € > 0, ovvero se
a = inf {A >0|F(2) < e|Z|A}
Se non esiste alcun A > 0 che soddisfi la relazione allora si dice che F(z) ha ordine
infinito.

Esempio 2.9. Sia p(z) un polinomio di grado k.
Allora

| €

p(2)] < lakllz*(1 +o0(1)) < €l

per z — +00 e per ogni € > 0.
Segue che tutti © polinomi hanno ordine 0.

Esempio 2.10. Osserviamo che
o |eaxth| = gfielaz+b) « el=l'** per ogni € > 0

° |€Z’ < elRe(z) < el?l

12



e dato pi(z) un polinomio di grado k allora

’epk(z) < e lelpr(2)) < elPr (2] < e|ak\|z|k(1+0(1)) < e|z|k+s

per ogni € > 0.
Scegliamo ora z tale che

arg(apz®) = arg(ay,) + karg(z) =0

ovvVero

arg(z) = — ara(ar)

Segue che

‘emz) — Relpr(2) — Ipr(2)] — plagllzl*(1+o(1) 5, plaxllzl*

per ognt € > 0.
Seque che eP(2) ha ordine deg(py,).

Proposizione 2.11. Se Fy e Fs hanno ordine rispettivamente a1 e ag allora Fy + Fs e
F1F5 hanno ordine < max{ai, as}.

Dimostrazione. Sappiamo che
Z|a1+5

Fi(z) <. ¢l
Fr(z) <. elzl2 e
da cui, posto A = max {aq, as}, vale che

‘Z|A+E

Fi(z) <ce

‘Z|A+€

F(z) <. e
Quindi

Z|A+s

F1(2) + Fa(2)] < [Fi(2)] + | Fa(2)] <
|F1(2)Fo(2)| = |FL(2)| |Fa(2)| <& oAt

Osserviamo che:
€ . . . .
e dal lemma precedente e da |z|" < el*I* segue che i polinomi hanno ordine zero

e Se P(z) = apz" + ...+ an (ag # 0) & un polinomio di grado n, e”*) ha ordine n.
Si ha infatti |P(z)] < |z]", da cui
P(2)| — gRe(P(2)) ¢ (IP(2)]  gl2I""*

13



Inoltre, se z tende a oo su una delle n semirette arg(z) = —1argag (da cui
arg (apz") = argag + nargz =0, apz" = |apz"|) si ha

Re(P(z)) — 2] = Re(apz") + O (|z["75) = |ao| |2 + O (|z|”*5) — 400

e cio implica che

— lim eR‘e(P(Z))il’z'niE — +OO
Z—00

Lemma 2.12. Sia f olomorfa in |z — 2| < R e sia 0 < r < R (f non identicamente
nulla).
Sia inoltre

N=#{z€C| |z—2]| <, f(z)=0}

Allora

Feoll < ()" max |G2)

X
|z—z0|=R

Dimostrazione. Non e restrittivo supporre zg = 0, R = 1, poiché ci si puo ricondurre a

questo caso con una traslazione e un’ omotetia.

Siano z1,...,2zn gli zeri di f(z) in |z| < r (uno zero di molteplicita m essendo ripetuto

m volte), e poniamo

1—2,%

N

92) = 1) [ 2
n=1

Poiché f(z) si annulla in z, per ogni n, g(z) € olomorfa in |z| < 1; inoltre ognuno dei

fattori di Blaschke L
1—7,2

Z— Zn
trasforma il cerchio |z| =1 in se stesso, perche, se |a| # 1

1_772'(9
ae — e -1

e —
Ne segue che per [t| < 1 vale

l9()] < max |g(2)| = max|f(z)]

|2|= 2]=1

N t—Zn N t_zn
O =lo®I ] |T—=5] < <m|i>1<|f<2>\> 1=
n=1 n 7= n=1 "

In particolare per t = 0 si ha

N
701 < (1maxl 7)) T feol < 7m0
n=1

14



Corollario 2.13. Se f(z9) # 0 e valgono le ipotesi del lemma precedente allora

1 o max|,—zy|=R |f(Z)|
< log () ( F (z0) )

Dimostrazione. Basta applicare il logaritmo ad entrambi i membri della disuguaglianza

Feoll < ()" max |fG2)

|z—2z0|<R

O]

Teorema 2.14. Se F(z) ha ordine a < +00 e se N(r) =#{z € C| |z] <r, F(z) =0}
allora si ha
N(r) <. rote

per ogni € > 0.

Dimostrazione. Supponiamo F'(0) # 0. Applicando il corollario precedente con zy = 0 e

R = 2r allora F )
1 maX|Z‘:2T z
N -1
)< gz o (")
Ma
max |F(z)] < el
quindi

N(r) < (2r)*"Te <« rote
Se invece F'(z) si annulla per z = 0 con molteplicita m allora si applica la precedente
i(;,f) che ¢ ovviamente ancora di ordine «.
(Osserviamo che se se |z| < 1 allora F(z) < 1 mentre se |z| > 1 allora F(z) = i(j)) O

dimostrazione alla funzione F'(z) =

Definizione 2.15. Sia 21, 29,... una successione di numeri complessi non nulli priva
di punti limite al finito (eventualmente finita). Si chiama esponente di convergenza
della (z,) il numero (se esiste)

B:inf{B>0

o
> s < +oo}

Se

= VB >0
Z‘zn’B o0

allora si dice che (z,) ha ordine di convergenza infinito.

Osservazione 2.16. Osserviamo che 3 é esponente di convergenza per (z,) se e solo se
|
——— < +oo Ve>0
2l

15



Teorema 2.17. Se la funzione intera F(z) (con F(0) # 0) ha ordine o > 0 e la
successione dei suoi zeri (z,) ha esponente di convergenza [ allora 5 < «.

Dimostrazione. Dal teorema precedente sappiamo che
N(r) <:r*™® Ve>0
Se poniamo r = |z,| allora n < |2,|*"¢ da cui
a+2e

|Zn|f(a+2€) < n_ ote — n—(l-‘rsl)

dove g1 = d(e, a).

Segue che
3 Joal 429 ¢ T ) < o
n n
Quindi
=1 o+ 2¢
B=inf{ B >0 — < 400 —inf{ ,6>0}§04
nz:l |2n|B a+e
da cui 8 < a. O

Teorema 2.18. Se la funzione intera F(z) (con F(0) # 0) ha ordine finito, allora la
formula di fattorizzazione di Weierstrass diventa

p k
_ G0 _ (=
F(z)=e H(l zn>eXp{Zk‘ (Zn
n k=1
dove p > 0 e un intero indipendente da n e tale che

Z 2|~ < 400

Dimostrazione. Detto 8 'esponente di convergenza della successione z1, z9,... di F(z),
per il teorema precedente si ha che 5 < 0o in quanto F(z) ha ordine finito « per ipotesi
e <a.

Se p € un intero tale che p +1 > [ si avra

Z 2|~ < 400
n

e cio implica che

Py p+1
E — < 00
n Zn
per ogni z, ovvero
e pn+1
z .
E || | — <oo perogni zeC
Zn
n=1
con |my,| =1 per ogni n e p, = p per ogni n. O

16



Definizione 2.19. Sia F(z) una funzione intera (con F(0) # 0) di ordine finito e siano
21,29, ... gli zeri di F(z).
Se p ¢é il pin piccolo intero > 0 tale che valga

Z 2| ~PHY < 400

n

allora il prodotto di Weierstrass

P k
z z 1/ =
E(Zp)=TT(1-Z)ep S 2 (£
e (5) (2o (2)
si dice il prodotto canonico formato con gli zeri di F(z).

Osservazione 2.20. Osserviamo che:

e se B non é un intero allora p = [B] mentre se 5 ¢ un intero allora p = 3 oppure
p=p-1

In ogni caso
B-1<p<fB<a

Teorema 2.21. (Borel-Carathéodory)
Sia 0 <r < R e sia f(z) olomorfa in |z — 29| < R con zy € C. Allora
2r R+r

< R
|zrflz?f;’f(z>‘ R, e(f(2)) + 5

|f (20)]

Un’analoga maggiorazione vale per le derivate: se

max Re(f(z)) >0

l2—z0|=R
allora
max f(”)(z)‘ < 2”‘"171‘]%{ max Re(f(2)) + \f(zo)|} (n=1,2,...)
|2—20]=r (R—r)tL | |z=20/=R T

Dimostrazione. Possiamo supporre zg = 0.
Abbiamo due casi:

e Se f(z) ¢ costante il teorema & ovvio

e Se f(z) non & costante poniamo

A= lrzrfgﬁéRe(f (2))

e supponiamo f(0) = 0.
Poiché e/(?) & olomorfa in |z| < R, il massimo di ‘ef(z)‘ = eRe(/(2) & raggiunto
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al bordo (olomorfa quindi armonica e uso principio del massimo), e ne segue che
A > Re(f(0)) = 0. Posto allora

__f()

¢(z) € olomorfa in |z| < R perche il denominatore ha parte reale strettamente
positiva.
Inoltre se f(z) = u + iv si ha, per |z| < R,

24,2
2 u® +v
(=)l (24 —u)? + 02
perche —2A4 +u < u < 24 — .
Da ¢(0) = 0 segue che @ ¢ olomorfa; dunque per |z| < R si ha
] ¢ 202 < 2
Z |z|=R| % R

In particolare per |z| = r abbiamo

,
< R
max (2)] < 7

|2|=r
Dunque per ogni z tale che |z| = r si ha

lo(2)] o r/R 2Ar

|/(2)] 1+ o(2)] 1-7/R R—r
da cui 5 A
.
<
max |f(2)] < 5

Se f(0) # 0 allora applichiamo la relazione

lo(2)] g r/R _ 2Ar
114+ o(2)| l1-r/R R-—r

alla funzione f(z) — f(0) ottenendo

[f(z)| =24

7(2) — FO)] < =2 max Re(f(z) — £(0)) = == (maxRe<f<z>>—Re<f<o>>)

R —1r|z=R R—1r \|z]=R

e quindi

@)= 1FO)] < 1) - FO)] < =2 (max Re(/(2) + !f(O)\>

R —7 \|z2I=R
in quanto [f(z)| < [f(z) — f(0)] +[f(0)].
Segue che

R
max| ()] < - max Rel((2)) +

|f (20)]

18



Osserviamo che se A > 0 allora

|z|=r R —7r \|z2I=R

max|f(2)] < BT <max Re(f(2)) + !f(O))

Fissiamo ora un punto z tale che |z| = r e supponiamo max;_r Re(f(7)) > 0.
Dalla formula di Cauchy

my .y Nl f(t)
F() = 2mi ﬁgdgﬁy (t — z)ntl di

dalla relazione

R—r R+r
2 2
e dalla disuguaglianza trovata sopra che in questo caso diventa

<ol 4]t -2 =7+

=4
R+ 3(R+r)
< atmr (mayretson 41501 ) <

si ottiene

d

Teorema 2.22. (Teorema di Hadamard)
Se F(z) é una funzione intera di ordine a < +oo (con F(0) # 0) allora G(z) é un
polinomio di grado < .

Dimostrazione. Poniamo v = [a].
La tesi equivale a dimostrare che DYT1G(2) = G¥*1(z) = 0 identicamente.
Passando ai logaritmi nell’'uguaglianza

si ottiene

Ora




e derivando in tutto v + 1 volte si ottiene

F'(z 1

n <z”

perche p < v.
Poniamo ora

|2n|<R
Poiche per |z| = 2R e |z,| < R si ha
‘1 A P R
Zn |2

allora

\F( )| ere

per |z| = 2R e quindi anche per |z| < 2R perché vRr(z) & ovviamente una funzione intera.
Ma ¢g(z) non ¢ mai nulla nel disco |z| < R quindi

Yr(2) = log pr(2)

¢ olomorfa in |z| < R e
Re (¢r(z)) < R
per |z| = R.
Tuttavia da ¢r(0) = 1 segue che
max |¢r(z)| =1
mas ()

ovvero

|n‘1ax Re (¢¥Rr(2)) 20

Applicando la maggiorazione per le derivate trovata nel teorema precedente con r =
ottiene che

si

ol

R
|H‘1aX ‘¢ V+1 ‘ Lew (R)V+2 ROte « Ro—v—l+e
s|=R I

2

Dunque

/
G(V+1)(Z) _ DV+1G(Z) _ DVF (Z) + 0l Z

)I/Jrl V' Z o z/+1 =

F(z) ener (Fn = % o
= g—’_l)(Z) + V! Z T o+l <<571/
|zn|>R (Zn - Z)
<<E7V Ra—u—1+6+ Z |ZTL‘_(V+1)
|zn|>R

20



per |z| = & e quindi anche per [2| < £.

Poiche o < v + 1 si ha
lim R~ =0
R—o0

per € abbastanza piccolo. Inoltre, siccome sappiamo che 8 < v + 1 si ha

li —(v+1) _
A D Jeal T =0
|zn|>R

perche
Z |Zn’f(l/+1) < 00
n

Poiche il primo membro non dipende da R allora deve essere G**1(2) = 0. O

una successione con esponente di convergenza 3 < oo. Se

Teorema 2.23. Sia z1, 22, ...
p é il piu piccolo intero > 0 tale che

Z ‘Zn‘_(pﬂ) < o0

n

allora il prodotto canonico di Weierstrass
z z o1/ 2\"
e (Sr) =T (1- ) e (5
e uniformemente convergente ed € quindi una funzione intera di ordine finito (3.
Dimostrazione. Basta mostrare che
z €
HE <,p> <e €|Z|ﬂ+
n “n
0 equivalentemente

= log \E (p)\ < Cle) o

12 (2)

n

log

Abbiamo due casi:

21



log’E <Z,p>‘ < |logE (Z,p>’ =
Zn Zn

(]

- 1+1+1+ =
2 22 -

p+1

quindi

Z log

|2n|>2]z]

z _
(2) e 3 e

" |2n|>2]2]

Siccome p < f < p+ 1 allora ho due casi:

—se B=p+1 allora

> log ‘E (;p>‘ < Cil2)?

n
l2n|>2|2|

— se B < p+ 1 allora detto € un numero positivo tale che 8+ ¢ < p + 1 si ha:

z - B
Z log’E <z’p>‘ gg’z‘ﬁﬁ Z |2 (p+1).|Z’p+1 p-e <

|2n|>2]z] " |2n |>2]2]

2|z|Pte B
< onipe DL U<

|2n|>2]2|

< C1(e)|27+*

B+e) <

in quanto ) ]zn|_( 0.

In ogni caso

5 o5 (Z0)| < rlell

|2n|>2]2| "

22



e Se |=| > % si ha
z z P o1/ 2\* Ly
logE(,p>‘:log 1——|+Re Z() <10g<1+)+z
Zn n 1 k \ zn n 1 Zn
da cui
cxa| ] ser=o
log | E (Z p)‘ <
n 2 i ) se p Z 1
Osserviamo che:
— se p =0 allora
z _
5 tog|B(Z0p)| < ol X el -
Zn
|2n|<2|2| |2n]<2|2|
=Cy(e)|27 D7zl 2P <
|zn|<2|2]|
§2602(5)|z|/3+6 Z !zn|_(ﬂ+€) <
|zn | <22
< C(e)|2|7F
— se p > 1 allora
z _
> log E<,p>' <ol Yzl P =
Zn
|2n|<2|z| |2n|<2|2|
= Cy|z|P*e Z 20| 7P || FFEP) <
|zn |<2| 2
§26—6+p02‘z|6+6 Z |Zn|—(ﬁ+€) <
|zn|<2|2|
< Cy(e)]2"
Segue che
z z z Bte
Y log|E(=,p)l= > log|E(—=p|l+ > log|E(=,p)|<Ce)
— Zn Zn n
|zn |>2]2] |zn |<2|2]

Corollario 2.24. Se

k



ha ordine «, gli zeri z1, z2, ... hanno esponente di convergenza 3, p €& il pit piccolo intero
> 0 tale che ), |zn|_(p+1) < oo e G(z) € un polinomio di grado q, allora

a = max{f},q}

Dimostrazione. Sappiamo che 8 < « e per il teorema di Hadamard ¢ < «, quindi

max{8, ¢} < .
Tuttavia €“(*) ha ordine ¢ mentre

M(-2)ewy i (2)

ha ordine 3 per il teorema precedente. Segue che o < max{f3,q}.

|

O
Definizione 2.25. Si definisce genere della funzione intera F' (definita prima) il numero
g = max(p, q) dove q ¢é il grado di G(z).

Osserviamo che poiche p e ¢ sono interi non negativi allora anche il suo genere g =
max(p, q) € un intero non negativo.

Inoltre se g ¢ il genere di F(z) e « il suo ordine, ricordando che o = max(/3, q), si ha che
a—1<g<a.

Corollario 2.26. Nelle ipotesi del corollario precedente il polinomio G(z) é dato da:

e seq<psiha
q

H=to L(EDPON gy (LG
o) —tsr 035 (s ), =0 (e m )

e seq>p siha

Inoltre per ogni k > g = max(p, q) si ha

1 d*! F'(2)
D= (k1) (dz’“1 F(z) >z:0

n

Dimostrazione. Nelle ipotesi attuali G(z) diventa

(1 [ dFt Fl(2) 0 se k<p
G(z) = log F(0) + [( ) +{ S N sz:
(2) g F(0) ; K \dF 1 F(2) )., Tzt sek>p

nn

S A F'(z) O Lk —k
_IogF(O)+Zk!<dzkIF(Z)>Z:0+ ; ;Z




da cui seguono immediatamente le prime due formule in quanto G(z) ¢ un polinomio di
grado q.

Inoltre nello sviluppo di G(z) ottenuto nella dimostrazione si ha che il coefficiente di z* &
nullo per £ > q.

Segue che per k > max(p, q) si ha

1 [ dF! Fl(z) 1 A
— - ~k _
Kl (dzk—l F(2) >ZO % zn:'z"

da cui la tesi (terza formula). O

Esempio 2.27. Sia

Fz) = sin (7z)
Tz
dove ) )
Tz ,—imz .
Sin(ﬂz) P % <<E €|Z‘1+
1

per ogni € > 0. Essa é una funzione intera non nulla in 0.
Seque che o < 1 in quanto Uordine di e*™* ¢ 1 mentre Uordine di z ¢ 0.
Osserviamo che gli zeri sono z, = +n per ogni n € N (I’esponente di convergenza é 1).
Segue che

a=f=p=g=1 q<p

Ma F(0) =1 e F'(0) = 0 quindi

e se ne deduce la fattorizzazione

sin(rz) 22
— 1- =
Tz };[1 < n2>

Applicando poi l'ultima formula del corollario precedente alla funzione F(z) = Sinﬁ(zz) st
ottiene
> > 1 dk1 1
—k -k _ 4
Zn +Z(—n) ] [dzkl <7rcot(7rz) zﬂ .,
n=1 n=1 z=
conk=2,3,4,....
uesta formula permette di calcolare © valori della Zeta ¢ di Riemann sugli interi positivi
Q J p g p
part.

Cambiando k in 2k dalla relazione precedente si ottiene che

00 - 1 d2k—1 1
C(2k) = Z_:ln - (2k — 1)! [dz%-l (22 - gCOt(m))LO

25



con k=1,2,3..., ovvero nel disco |z| < 1, si ha

I m _ .- 2k—1
5 3 cot(mz) = ; C(2k)z

Osserviamo infine che

§(2k:):1+0<21k> ~1

quindi

VC(2k) — 1 perk — o
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Capitolo 3

Numeri di Bernoulli

Definizione 3.1. Si chiamano numeri di Bernoulli i valori:

B = (% =
dz"e*—1) ,_,

conn=0,1,2..., ovvero i numeri tali che, nel disco |z| < 27, si ha

o0
z B, ,
ez—l_znlz
n=0

Osserviamo che

_z z  z4ze®  z(14¢€7)
&) = 4= e~ 2 o)

-z —z  —z—ze®  z(1+¢€7)
M=) = =t 5 = e=-n 2 o)

quindi si ha identicamente che

z z =z z

172 =21 2
ovvero 5 5
e? —1 * 2

¢ una funzione pari che per z = 0 assume il valore 1. Segue che

1
Bozl, Bl :—5, B2k+]_ :0 (k]: 1,2,3,...)

Inoltre per n > 2 si ha che

00 B, . e 1 B 00 Bn . 00 Znil B oo [/n—1 Bk .

27



da cui

Anzi, moltiplicando per n! si ottiene che

n— n
"o ( L )Bkzo (n=23.4,...)
Yro ( . ) By=B, (n=0,234,..).
Quest’ultima relazione si scrive anche

B,=(1+B)" (n#1)

1+(n)B1+...+< " )Bn_g
1 n—2
Bn—lz_

(a2)

Questa formula ricorrente mostra che i numeri di Bernoulli sono razionali e permette di
calcolarli successivamente:

Segue che

b= %75 Bi=—g DBo=m 7B8 ~ W 3617
By = 667 Bl2z—m, By = 6 By = T30 "
Nel disco |z| < 7 si ha
_ ,627"2 +1 B
cotz = 262’&71 =
1 21z
R
1 - k Bak 2k
=i+ (1—zz+;(—1) (Qk)'(z )2k ) =
 — 22k B,
_ 2t 1 2k—1
2 +;( a2
da cui, per |z| < 1, si ha
L - k-1 (21)*" Bag, g
— — Zcotmzr=Y (—1)F12tL T2k 2k
2. 2 "F ;( S T

Segue che
_ Zoo ok _ qyh-1(2m)* By
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per k=1,2,3...

(C(2k) =1+ 0 (5r))-

In particolare

in quanto

Andando avanti

1
2z

Dalla precedente relazione si ottiene che

(_

da cui si osserva che (—1)*'By. > 0 per ogni k& > 1, ovvero By, By, B, ...

in quanto abbiamo dimostrato in precedenza che

——fco‘mrz—ZC (2k)z Zk—1

C(2) = 72By = %
4 1
TWQC(Q) = 6
B 4By _ 7t
(w=-2-%
_ 275 Bg _ 76
¢(6) = 5 o
2
C(2k) < 3
Ee1 ~2(2k)! B
1" By = (Qﬁ)zkg( (2m)2k

alternativamente positivi e negativi. Piu precisamente, siccome

oo

o
1< Z n=2k
n=1

<Y n?= z
n=1 6

si ha che - s o
2k)! T 2k)!
2 —DF 1By < -
(2m)2k <(=1) % S5 oy
perk=1,2,3....
Inoltre, poiche
w2 (2k) _, (2k+2)!
3 (2m)%k s2 (2m) 242 3k+1)(2k+1) >nt <= k>4

allora

—Bg<Blo<—Blg<...

ovvero | Boi| decresce per k < 3 e cresce per k > 3.

29
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Definizione 3.2. Si chiamano polinomi di Bernoulli i polinom:

Bu(z) =Y ( Z > Bja"*

k=0

conn=20,1,2..., dove i B sono i numeri di Bernoulli.
La definizione si puo riscrivere simbolicamente come

B,(x) = (z+ B)"

In particolare

e cosi via. Osserviamo che tutti i polinomi di Bernoulli di grado dispari tranne Bj(x)
hanno termine noto nullo in quanto B, = 0 per n > 3 dispari.
Si ha

pern=0,1,2... e

n 1
_ n _J 3 sen= 1 _ (1
Ba(l) ;( k )Bk { B,,, altimenti } (=1)"Bn

Proposizione 3.3. Per ogni z e |z| < 2w vale

ze™* i B, (z) ,
es—1 n!
n=0

n=0 n=0
= —_— z =
| _ |
=\ k! (n—k)!
0 n n n
_ n—k _
3 ( ( " ) B ) =
n=0 \k=0
= B,(x) ,
-5 2,
n=0

30



Proposizione 3.4. Per ogni x,y e per ogni |z| < 2m si ha

Bulo+9) =3 ( . ) By(x)y"

k=0

Dimostrazione. Vale

2 Bulz+vy) , ze"FeV?
Z:% (n‘ Y) on_ e
00 an . 00 . .
(E5) 5
n=0 n=0
o0 " B T n—k N
-3 (S )
n=0 \k=0
B 00 n n N . ﬁ
SR (e

da cui

Corollario 3.5. Vale

Bplz+1) = zn: < Z )Bk(m)

k=0

Dimostrazione. Basta prendere y = 1 nella proposizione precedente.

Corollario 3.6. Per ogni x,y e per ogni |z| < 27 si ha
Bp(z 4 1) — By(z) = na™!

Dimostrazione. Per la proposizione precedente vale:

ovvero
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Corollario 3.7. Vaule
n—1

( Z > Bi(z) = Bp(z 4+ 1) — By(z) = na™ !
k=0

Corollario 3.8. Per ogni x,y e per ogni |z| < 27 si ha
Bn(1—x) = (-1)"Bp(z)

Dimostrazione. Vale

da cui

Corollario 3.9. Vule

Dimostrazione. Vale

=(-)") < Z > (=1)"By - 2" =
k=0

(-1 ’; ( " ) By(1)a"* =

= (=1)"Bp(z +1)

Siccome abbiamo visto che

allora
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Teorema 3.10. (Formula di sommazione di Eulero)
Data f : [a,b] — C di classe C' allora

> fk)

a<k<b

/ F(@)dz — [Bi({z})f

dove By({z}) = {z} — 3.

Proposizione 3.11. (Formula di sommazione)
Dati m,n,r interi non negativi tali che m < n allora

Dimostrazione. Vale

Zkr_

r+1

— By (m)

n—1

Byi1(n) = Brya(m) = Z (B

Proposizione 3.12.

Dimostrazione. Vale

>

=0

3

k=m

Pern=20,1,2...

r+1

em=1,2 vale
m—1
k
B, <:c + >
m
k=0

-1
> e i By (z + %
- n!
k=0 n=0
— k
m—1 ze(m+ﬁ)z
— e
k=0
2 m
o2 (€E> -1
er—1 ei —1
mZ et
pr— m pr—
em — 1
B mi B, (mx) 2"
N nl mnr
n=0
B 2" Bp(mx)
- nl n—1
nl om

33
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quindi

m—1 k
By (mz) =m"! B, (a: + >
k=0 m

Proposizione 3.13. (Derivata di un polinomio di Bernoulli)
Pern=1,2,3... vale
Bl(z) = nBy1()

Dimostrazione. Derivando
Bu(z +1) — By(z) = na" !
si ottiene per n > 1 che
Bl(z+1)— B\ (z) =n(n—-1)z""2=n(B,_1(z+1) — B,_1(x))
ovVVero
Bl (z+ 1) —nBy_1(x + 1) = B, (z) — nBp_1(z)

Dunque il polinomio B],(x) — nB,_1(x) ha periodo 1 e quindi deve essere costante.
Tuttavia dalla definizione si ha

n

B.(0) = ( o > Bp_1(0) = nB,_1(0)

da cui
Bl () = nB,_1(x)

n

Ci sara in seguito molto utile il seguente lemma:

Lemma 3.14. (Formula di sommazione di Eulero-MacLaurin)

Se la funzione f(x), a valori reali o complessi, ¢ di classe C? nell’intervallo [a,b] e ¢ > 1
allora:

t_l)Q+1

B @]+ O [ 0 @

/ flx daH—Z

dove k ¢ intero e {x} = x — [z] & la parte frazionaria di x.
In particolare se a=m e b=mn sono interi allora

a<k<b

(—1)2+!

0=/t dx+2 r2E (500 = 1 0m) + i [ By s @

k= 7n+1

oppure anche

> 0= [ s IO 57 B (i - gm0 [ by (a0 s

q!



Dimostrazione. Se ¢ > 2 allora B,(0) = B,(1) = By, quindi la funzione periodica By({z})
& continua.
Integrando per parti si ottiene

(—1 g+l ( 1)q+1

b q+1 b
[ Bl (o)1 @)e = [B,({zh) s )] - lq)f | BN sa Y @)

ovvero, per q > 2, vale

—1)9+1 b _1\q b
o [ Battens 0w = S By e @S By s @)

q! (q_l)‘ a

in quanto sappiamo che
B! () = nB,_1(x)

Per ¢ = 1 si ha invece, se k € un intero, che

rH / _ 1\ o _ SR+ fe+1)
/k Bi({z})f'(x)dx = /k <x — k- 2) fi(z)dx = 5 - /k f(x)dx

/a[a]ﬂ s [ <x—[a1—§)f'<x>dx=W‘({“} ) o[ sies

) Bl ({=}) f / ( ) r)dr = f(g)])‘l— <{b} — ;) f(b)— [bl])f(x)dg;

Ne segue che

[b] -1 k+1

/31 ())f dx—/ "Bl @)+ Z / (D) f dm+/ Bi({z})f'(x)

=lal+1
(0]
=S - / f@)de + [Bi({e}) f (@),

k=[a]+1

Applicando ripetutamente la formula trovata per g > 2 si ottiene

O [ Bt @ e = / B({o)) ) — 3 - B <>} =
/ fad -3 U b, (a0 )]

a<k<b r=1
da cui la tesi. O

Lemma 3.15. (Lemma di Abel)

Vale
> arf(k) = (Z ak) f(n) - /" ( ak) f'(z)dz
k=m k=m M\ m<k<[z]



Osservazione 3.16. Se f : [1,+00) — R ¢ C1, infinitesima e non crescente (e positiva)
allora esiste ¢ > 0 tale che

> 1w = [ s+ e+ O@)
1<k<z 1

Osservazione 3.17. Ricordiamo che

Bi({a}) = {a} — 5

Teorema 3.18. FEsiste il limite v con 0 < v < 1 della successione
n
— —logn

k
k=1

Quindi esiste il limite

(N
S (Zk—logn> =1

e st ha0<~vy<l1.

Dimostrazione. Applicando la formula di sommazione di Eulero con a = 1, b = n e
f(z) =1 siottiene:

n 1

1 "dr 1 1 n{r} -3

—_ = _ —_— — — d —
;k /1 x+2 2n /1 2

00 _ 1 0 _1
—logn—i-l—l—/ {z} 2dx—|—/ {$}2 2dx =
1 n

2 2n 22 x

1 1 > {x} 1 * dx
=1 = Wy z ary _
0gn+2 o™ /1 $2dx+2+0</n x2>
oe 1 1
:logn+1/ xjdm+0<>:

1T 2n n

1
:logn+’y+0<>
n

quindi0 <y <1le
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Definizione 3.19. Si chiama costante di Fulero-Mascheront il numero

. 1
7= lim (Zk —logn> =0,577215. ..

Applicando la formula di Eulero-MacLaurin alla funzione f(x) = % si ottiene, per

ogni g > 0, che

1 1 1 K BQT 1 n B2 +1({1‘})

2 _logn ==+ — 1 _ [ Z2eiatiy
< k Bn =5ty rzl 2r < n%) /1 p2at2
Poiche Bygy1({z}) € una funzione limitata allora l'integrale

[ B,
1

129+2

n

converge.
Per n — +o0 si ricava quindi l'esistenza di v e piu precisamente si ha

1 Ba, Bagr1({7})
vzfz - [P e

perg=20,1,2....
Ma, allora, sottraendo le ultime due formule tra loro abbiamo

n q
1 1 By 1 /°° Bogy1({z})
S — . —2at T g
;kz ogn+7+2n ; o n27’+ g 22012 x

Integrando per parti si ottiene

* Bagra({e}) , 1 /°° dBagr2({z}) _ Bagi2 1 +/°° Baygi2({z}) ;-

r2q+2 v 2q + 2 r2q+2 o 2¢+2 " p2at2 x2a+3

n

con

/oo Boro{e)) /00 de 1

x24+3 x2at3  (2q + 2)n2a+t2

Segue, per ¢ fissato, la seguente formula asintotica:

n q
1 1 By 1 1
Zklog””*zn‘; o ‘naﬁO(nw)

k=1

(abbiamo un salto infinitesimo, le approssimazioni polinomiali non sono sufficienti nel
campo dell’irrazionalita).
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Capitolo 4

La funzione I'

4.1 Prime proprieta

Definizione 4.1. Definiamo
1

2I(2)

come la funzione intera di ordine 1 i cui zeri (semplici) sono —1,—2,

(ZFl(Z) ) z=0 -

<jz Zrl(z) ) 2=0 -

dove 7y ¢ la costante di Fulero.

Proposizione 4.2. Vale la sequente fattorizzazione di Weierstrass:

1 i z z
= ze? 1 7) n
() ze H ( + o e

n=1

Dimostrazione. Posto 1

F(z) = 2I(z)
abbiamo ,

G(z) =1og F(0) + —=(0)z = 7z
quindi
G(z) =~z
e percio
! —e'yzﬁ (14—5)6_%
2I(z) oot n

-3...

e tale che



ovvero

1 z
= ze? (1 + —) e n
re
O
Come conseguenza abbiamo che per la funzione intera —— valea =f=p=qg=g =1

2I'(2)
(in quanto 3, n~ Pt < 400 per p = 1).

Quindi I'(z) & meromorfa e sempre diversa da zero; i suoi poli (semplici) sono 0, —1, —2, =3 .. ..

Proposizione 4.3. (Formula di Gauss)
Per z#£0,—1,—-2... vale

n*n!
T(z) = li
U P By ey

Dimostrazione. Siccome

n
1
H e_% = e_zzzzl &

k=1
’ n
Y= hgl (Z % - log(n))
k=1
allora
1 L N
i = I (e ) e =
e fem e T 14 2) et -
—e g fee T (1)} -
SR (g ()

O
Questa formula permette di calcolare immediatamente i residui della funzione I'(z).

Proposizione 4.4. Per ogni k € N (compreso k =0) si ha

(-n*
k!

ResT'(z) =
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Dimostrazione. Vale

ResT'(2) = ((z + k)[(2)) p=—i =

= lim

no0 —k(—k+ 1)+ (—1)1 -

(-t

k! n—oc

(D

(="
!

Proposizione 4.5. (Formula di Eulero)

Se z#£0,—1,—2... allora

['(2)
Dimostrazione. Vale
Ly

T(z)  ~ nboo
=z lim {

n—oo
=z lim {

n—oo

40
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A nlinéo{@—i) (1—2)...<1_

lim {n_k-n(n—l)...(n—k‘—l—l)}:
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4.2 Equazioni funzionali di I'

Proposizione 4.6. (Prima equazione funzionale)
Vale, per ogni z € C, la sequente formula:

[(z+1) =2I'(2)

Dimostrazione. Vale

Pe+n=— ]

Il
=
8
7N
—

Il
N
=
—~ =
N
~

Osserviamo che in particolare per ogni intero n > 1 si ha

T(n+1) = nID(1)

r(1):ﬁ<1+;> <1+;>_1=1

n=1

Tuttavia

quindi
F'(n+1)=n!

perognin=20,1,2....
Proposizione 4.7. (Seconda equazione funzionale)

Per ogni z € C vale
T

Fz)I'1—2) =

sinwz

41




Dimostrazione. Vale

2L T(1—2)=T(1+2)I'(1—-2) =

1 oo 1 1+2z 1 1—2 1+ 2 —1
_1_221'[1<1+n> <1+n> <1+ n) (1+

n

YOEES
Ty =)
M “y
i \
4 ] 5
T v v
; 73 ta4% 3 8
: L ¥&
s ‘ ‘e&u
3\\ .' \ '\ )

4.3 Formule di moltiplicazione e di duplicazione

Proposizione 4.8. (Formula di moltiplicazione di Gauss)
Per ognin=1,2,3... vale

n—1

k n—
H r (z + n> = (27r)Tln%_mF(nz)
k=0
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Dimostrazione. Abbiamo

z

_ m*m]! B
11(2)_mgnooz(qu1)...(2+m)_
= lim m*(m — 1)! lim — =
m—oo z(z+1)...(z4+m—1) mooo z+m
m*(m — 1)!

= 1
mglooz(z—f—l)...(z—f—m—l)

Segue che
nz—1 n—1
? r <z + ) =
(nz) o n
nz—1 n—1 Z+% — 1!
- n(nm)"z(nm—l)! H n%gnoo k nl: 1(m ) k 1
limy;, 00 nz(nz+1)...(nztnm—1) k=0 (z + ﬁ) (z +ot ) T (Z tntm-— )
nnz—lmnz+%((m . 1)!)nnnm
= lim =
n—1
- _ N\n,nm—1
~ i ™2 ((m—1)"H"n
m—00 (nm —1)!

Dunque la funzione

nnzfl n—1 k
I‘ _
I'(nz) kl;[) <z + n>

non dipende da z ed e identicamente uguale al valore che assume per z = %, ovvero

;Z;;;§r<z+i)_ﬁr<i>>o

perche I'(z) > 0 se z & reale positivo.
Tuttavia, siccome abbiamo dimostrato che

T
')l -2 =
(2)T( ?) sinmz

allora

n—1 n—1 n—1

k k k n—1
UGS ORI, Sa——

k=1 N\ k=1 N\ n k=1 S k=1 S 7"

Segue che




Poiche
" —1=(z—1)(a" ' +2" 2+ +1)

allora le radici del polinomio "'+ 2”2 +... 41 sono le radici n-esime dell’unita diverse
da 1.
Ne segue che

da cui, per x = 1, si ha

n—1
32k
k=1
n—1
ST (o)) -
k=1
n—1
. gk km
= —2ie'n sin— | =
n
k=1
n—
_ N s n(n—1) kﬂ'
= 2" ()" letn T sin — =
n
k=1
n—1
. km
—on-! H sin —
n
k=1
ovvero
n—1
o km n
Sl — =
Pt n 2n71

Possiamo quindi concludere che
nl k o
IIr (z + > = (27)"7 n2 ™ (nz)
n
k=0

O

Nel caso particolare in cui n = 2 la formula di moltiplicazione di Gauss diventa la
formula di duplicazione di Legendre

[(z)l (z + ;) = 7 2172 T(22)

che per z = % fornisce

Vediamo due immediati corollari.
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Corollario 4.9. Vule

Dimostrazione. Si ha

r'(3) rE)rE-3)
_ sin(%2) - /27 I'(1 — 2) _
) T

Corollario 4.10. Vale

logI'(z) = —72—10g2+i <% ~log (H—%))

n=1

e derivandola si ottiene

Dimostrazione. Sappiamo che

1 a -1 z
I'(z) = ;6772 H (1 + E) en

Passando al logaritmo in entrambi i membri si ottiene

oo
logF(z):—Wz—logz—l—Z(i—log(l—i-E))
=\n n
Inoltre, siccome
z 1 1
8 n n(l—i—%) zZ+n
segue che
I'(2) 1 &1 1 R z
SR Pttt R Dir ey

Osserviamo che la derivazione termine a termine & lecita in quanto per il Lemma di
Mittag-Lefller e la relativa osservazione si ha che

nzz:l n(n + z)

converge totalmente su ogni compatto che non contenga nessuno dei punti —1,—2,—3....
O
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Osservazione 4.11. In particolare

oo

1
(1) = —v—1 N 141=-—
(1)=—y +n§1”(”+1) y—1+ 7y

4.4 L’integrale di Eulero e la Formula di Stirling

Definizione 4.12. Si chiama integrale di Eulero il sequente

/ e T da
0
con Re(z) > 0.

C’¢ convergenza uniforme per a < Re(z) < b, con 0 < a < b e convergenza totale a destra,
quindi lintegrale di Eulero rappresenta una funzione olomorfa nel semipiano Re(z) > 0.

Teorema 4.13. Se Re(z) > 0 vale

F(z):/ e 't* Lt
0

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che per ogni intero n > 1 e per ogni t tale che

0<t<mnsiha
t\"
Oge_t—(l—) < et

n n
Infatti
1 <1 t t? <1 t2
ovvero
: AN
1+<en<<l—>
n n
da cui "
t
1+1) <
n
n
(i) <
n
Quindi

oo e o2 e (-5

Inoltre (1 — )™ > 1 — na per 0 < a < 1 (disuguaglianza di Bernoulli), quindi posto
o= 2—22 si ottiene



Segue percio che

Vogliamo ora dimostrare che
o limy oo fy' (1= L) 77 dt = [¥ e~ 1t*Ldt
n ENP 421 gy _ “n)
* f(] (]' - ﬁ) t*dt = z(z—&-?)n(z-‘rn)

Vediamo le dimostrazioni dei due punti nell’ordine:

e Abbiamo
: " t " z—1 : " —tyz—1 " —t t " z—1
lim 1——) ¥ dt= lim e "t dt — e'"—(1—-— tTrdt ) =
n—o00 0 n n—o00 0 0 n
:/ ettt
0

perche
n £\ n t\"
/ {et - (1 - ) }tzldt' < [ ¢Re(@-1 (et — (1 - ) )dt <
0 n 0 n
1 n
< / €_ttRe(z)+1dt g
nJo
1 (> & 1
<— | el Hg « =
—nJy n
Segue che
n t n 00
lim (1 - ) t*~Ldt :/ e 't at
n—oo [q n 0
e Abbiamo
n t n 1
/ (1 — ) t*ldt = nz/ (1—t)"*Lat
0 n 0
e

1 1 L on [
/ (1—t)"*Ldt = . [(1—)"t], + / (1—t)" H2dt =
0 0

z
— n/l(l—t)”_ltzdt—
=2/ -
n(n—1) /1 —242+1
= 1—tn tz dt:
z2(z+1) 0( )
n! 1
= t#rn=ldr =
z(z+1)--~(z+n—1)/0
n!

2(z+1)---(z+n)
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Abbiamo quindi

o " t\" n*n!
/ e 't*7ldt = lim 1——) t*'dt = lim =T(z)
0 n—oo [ n n—oo z(z 4+ 1)+ (2 +n)

Teorema 4.14. (Formula di Stirling)
Sia € > 0 e q fissati. Si ha la sequente formula asintotica

1 1
logI'(z) = (z— ) log 2z — 2 + log v2 +Z )2k "2k 1 +0 <]2!2‘1+1>

uniformemente per |z| > € e |arg(z)| <7 —e.
In particolare

logT'(z) = <z—> log z — z + log V27 + O- <| |>

Dimostrazione. Sia z € C un punto fuori del semiasse reale negativo e sia n un intero
positivo. Allora

n*n! -1
1 =zl —1 1 1+ —— ] =
ng(z+1)...(z+n) zlogn —log(z +n) — Zog( + >

n
1
= zlogn — log(z +n) —/ log <1+ > dx — ilogz_
1 x

1 1
- ilog(z—i—n— 1) —|—§logn—

Zq: Boy, 1 1 1 i
(2k —1)2k \ (z+n—1)2k=1  p2k=1  »2k-1

1 1
2q+ 1/ Bog1({z}) ((z o — 1)2t] o $2q+1> dz =

1)) ot N og (14771 f10g (1 1
——)logz—(z+n+=)lo — o — -
2 & 2 & n & Z4+n

q

- Zq: Boy, 1 1 . Z Boy, 1
2k —1)2k \(z+n — 1)2k—1  p2k-1 2%k — 1)2k 22k—1
k=1 ( k=
q

1

B 1 " B 1 "B
2 walleh) snllah)
(z 42 —1)%t+1 2¢+1 J; x2atl

(2k —1)2k  2¢+1

Tramite un’integrazione parti si ottiene

L[ Bagle) 1 [ Bya(ie)),
/ < a /) =

2q+1 z 4z —1)%at+L e 2q+1 (z + x)2atl
_ Bagt2 11 /Oo qu+2({ﬂf})d
(2¢ +1)(2q +2) 22071 2¢ +2 (2 + x)2at?
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ese —mH+e<Largz<m—esiha

[ Bl [T
0 0

— <
(z + x)2at2 |z + z|29t2 —

</°° dx B
S Jo (|22 = 2lz|w cose 4+ 22)7H

Foo dx
—|z| cose (’2‘2 sin e + $2)q

<< / h e -
—oo (|2]?sin’e + xQ)q+1
1 & dx
- (|z| sing)?at+1 /_oo (1 + 22)1H!
Passando al limite per n — oo e ricordando che

n*n!
I'(z) = li
(2) nl—>ngoz(z+1)---(z+n)

si ottiene che

1 . By, 1 1 % Bygr1({z})
logT(z) = (2 —= ) log 2 — > - g
ogI'(2) <z 2) ogz—z+Cq+ 2 (2k — 1)2k 22F- 1 2¢ + 1 /0 (z + )20t x,

dove

q
Bo 1 [* Bogr1({z})
=1- d
Ca ; 2k —1)2k  2q+1 /1 g2+t

€ una costante dipendente a priori da ¢ e

1 * B 1
_ / 2q+1({95})dx Cqe
2¢+1 0 (Z—}—m)Qqul ) |Z‘2q+1
per |arg z| < 7 — €.

La costante Cj ¢ quindi tale che

1 1

logT'(2) = <z - 2> logz—2+Cy+ O <H>
z

per |arg z| < m — € e per ogni q.
Per trovare la costante C; passiamo ai logaritmi nella formula di duplicazione di Legendre

NG (z + ;) = /7 2172 1(22)

ottenendo

1
log'(z) + log T (z + 2) =log v/ + log2 — 2xlog 2 + log I'(22)
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che per la formula trovata sopra diventa

1 1 1 1 1
(z — ) log z—2z+Cy+zlog (z + 2> —z—§+Cq—log VT —log 242z log 2— <2z — > log(22)+22—Cy < | |

ovvero

1 1 1
zlog| 1+ — | +Cy— = —log V21 < —
2z 2 | 2|

1 1 1 1
( —l—O(‘ ’2>>+C’q—2—log\/27r<<

2z 2|

1
Cq—logv27r<<ﬂ
z

Segue che per |z| — 400 si ha

Cq = log vors
Ma, quindi
Doy 1 1 > Bag+1({z})
logT'(2) = — =1 — — 22q+1\\ 0 S)
ogI'(2) (z >0gz z+C, +Z 2k — 1)2k 2201 2q+1/ (z+$)2q+1d
diventa
Vor 1 1 > Bag+1({z})
ogI'(z) (z ) og z—z+log +Z 2k—1)2k22’f 1 2q+1/0 (z + z)2 11 Z,
Ricordando che ) ~ 5 (fa]) ,
D2g+112y)
C2g+1 / (z + x)%at! dv <qe |2|2a+1

per |arg z| < m — € si ottiene quindi

1 1
logI’(z):(z—)logz—z—Hog\/ +Z 2k—1)2k g = 1+O<|z]2‘1+1)

Teorema 4.15. (Formula di Stirling)
Per |z| > ¢, |z] = 00 e |arg(z)| < m — € vale uniformemente

logI'(z) = (z—;) log z — z + log V27 + O, (‘ |)

Dimostrazione. Vale

nn!

2(z+1).. (z+n)>
_11£n{zlogn—1og z+n) Zlog <1+1>}

logT'(z) = lim log <
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Osserviamo che, il lemma di Abel applicato a f(z) = log (1 + %1) e f'(x) = _1 1

r+z—1 T
si ha
- ~1 —1 n 2] (1 -
Zlog(1+z>:nlog<1+z )—/ Mdm:
1 k n 1 z(r+2z-1)

= nlog <n+;1> +(Z_1)/1ng;(g;fgz]_1)dx

/13: ({U} - ;) du=g(z) =0(1) eg(l)=0
allora

(z—l)ﬁnwdxz(z_1)/ln%dx:
. Lo .
:(2—1){/1 Hd_l—/1 mdx_;/l mj_l)}:

—(z—1) {1og(z+n— 1) —logz + 2(21_1) <1°g <Z+Z_1) _bgz) N /ln w(isz_—%l)dx} -

=(z—1)log(z +n—1) - (Z_> logz+710 <Z+Z_1> _(z_l)[nmdx

Inoltre, siccome

e inoltre

Segue che

n*n!

(z+1).. <z+n>>:
131{zlognlogz+n Zlog( 1)}:

-1 1
W) —(z=1Dlog(z+n—1)+ (z—z) log z—
n

1 -1 n _1
— log Enz2 +( 7{1} 2_dry =
2 1 (.’L‘+Z—1)
. z+n—1 z+n—1 1 z+n—1
=lim< —zlog + log —(n+=)log| ——— ) +
n z4+n 2 n
1 {z} -5
+<z—2>logz+ z—l/1 xx+z—1dx}

o1

logI'(z) = lim log <

= lim {zlogn —log(z +n) —nlog (



Tuttavia

Quindi il limite precedente diventa

logT'(2) = <z—;> logz—z+1+(z—1)li711n </1n$(gjz__211)dm>

Osserviamo ora che
==1) (/100 x(ixj ;—%1)6137) - /100 (zBi(a{:gﬂ - Bl(ix})> o

DBk(:L') = kkal(l')

[ (wr-5) o= [ (s-p-3)ar= 22l

e siccome Ba(y) = y? —y + % allora, posto x — [z] = y si ottiene ¢ = 1—12 in modo che

Siccome

allora

r—[z])? z—|x
o) bl L g
Quindi
* Bi({z}) , [ Bo({z}) 1™, [ Ba({z}) _ b B({x})
1 z+x—1dx_[2(z—|—x—1)}1+/1 2(z+:v—1)2dx_122+/1 2(,2—1—:L‘—1)2djj
Ora

L Baleh) 1B,
) G, ‘

2 B (z+x)?
Osserviamo ora che
|z 4 2> = 2% + |22 + 2Re(z2) = 2% + |2|® + 22 Re(2) = 22 + |2|? + 22|2| cos(arg 2)
largz| <m—e = cos(argz) > cos(m —e) = —cose
quindi

|z + 2> > 2° + | 2| — 22|2| cose
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Segue che

-

2 T+ z—1)2 2 (x+ 2)?

/°° dzx
< —s <
0o lz+z?

</°° dz B
= Jo |22 +2% —2x|z|cose

_ /°° dy _
—|z|cose 12|12+ (y — |z| cose)(y + |z| cose) —

L
S| sreees T
R Y2 + |z]?sin” e

o / Lo
|z|sine Jpt2+1
T

- |z|sine

1
<< -
elz]

dove abbiamo usato nell’ordine i seguenti cambi di variabile:
T —|z|cose =y

¥y _
|z| sine

L B, 1 [*Ballah), 1
2/1 Gra_1)7" 2/0 Ctra2@ <]

Ci resta da trovare la costante C' che & quindi tale che

1 1
logT'(2) = <z— 2> logz —2+C+ O <)

2|

da cui

per |arg z| < ™ — €.
In particolare, vogliamo mostrare che

o) =11 [ Pl
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Per trovare la costante C' passiamo ai logaritmi nella formula di duplicazione di Legendre

I'(z)l (z + ;) = /7 2172 1(22)

ottenendo
1
logT'(2) + logT (z + 2) = log /7 + log 2 — 2zlog 2 + log I'(22)
che per la formula trovata sopra diventa

1 1 1 1 1
(z - 2> log z—2z+C+zlog (z + 2> —z—§+C—log Vr—log 242z log 2— (22 - 2> log(22)+22—C <. T
z

OVVero

1 1 1
zlog|{1+— ) 4+C— = —logV2r <« —
2z 2 2|

z<1+0<|21’2>)—|—0—;—10g\/27r<<1

2z |z
1
C —logV2r < ﬂ
z
Segue che per |z| — 400 si ha
C =logv2r
Segue la tesi. O

Corollario 4.16. Vale

1
logn! = (n—|—2) logn—n+log\/27r—|—0< >

1
n

Dimostrazione. Posto z = n + 1 nella formula di Stirling, avrei che

(o ot 1 (s Do (n (1)) -1
= <n+;>logn+<n+;> <71L—|—O<7112>>—n—1:
. <n—|—;> logn—n—i-O(TlZ)

Corollario 4.17. Se |z| > ¢ e |argz| < 7 — ¢ allora

T 1
— =1 _
F(z) 0gz+0€<’z‘>
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Dimostrazione. Vale per Cauchy che

, 1 z
fw:%ﬁdng

con |z — zg| = §.

Prendiamo
1 1
f(20) =logI'(20) — | 20 — 5 | log 20 + 20 — 5 log(27) <c —
2 2 EN
Ma allora ) 1(2)
, z
—  — 7d —
Flo) =55 f; G—22" < T
Siccome I (20) .
/ 20
— —1 -

allora abbiamo la tesi.

Corollario 4.18. Se |z| > ¢ e |argz| < 7 — € allora

I(z) = ﬁ(i) (1+06 (é))
nl = (g)n o (1 +0 (i))

Corollario 4.19. Dato k > 1 wvale

(—1)¥ By, = 4V7k (;)2’“ +0 <1>

In particolare

Dimostrazione. Sappiamo che

(—1)* By, =

=1 © dg 1 1

n=1

Usando il corollario precedende e andando a sostituire si ha la tesi.

Corollario 4.20. Sia z = x + iy con x1 < x < xo. Allora si ha per |y| — 400

ot i) = Vaalyte 2 (140 (1))
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Dimostrazione. Vale

log I'(x + iy)) = (m - % +iy> log(z + iy) — (z +1y) + %log@w) +0 <|1‘>

Siccome ci interessa il modulo, allora consideriamo la parte reale del logaritmo.

1 j 1 1
Re(logT'(z +iy)) = Re { <37 — 2) log(iy) + log (1 — zm) —x+ z log(27r)} +0 <H> =
Yy Y
1
= <ac - > log(|y|) — —|y| +x—x+ flog(27r) +0 <‘ ’>
1 1
= |z -5 ) log(lyl) - *Iyl + *10g(27f) +0 ol
Prendendo il modulo dell’esponenziale otteniamo la tesi. ]

Per completezza enunciamo la Formula di Stirling nella sua versione piti generale:

Teorema 4.21. Sia B,(z) il polinomio di Bernoulli di grado r e siano z,a € C. Per
ogni intero positivo q, per ognin > 0 e per ogni € arbitrariamente piccolo (q,e,m sono
fissati) si ha

B 1 1
08T (s +0) = s+ By o == +log VB + S U 0 (i)
uniformemente per |a| <, |z| = |a|+¢, |arg(z +a)| < 7 —e.

In particolare se « = 0 st ha, per ogni q e € fissati:

1 1
logF(z)—<z—)logz—z+logv +Z 2k—1)2k g 1+O<|z]2‘1+1>

uniformemente per |argz| < m— €.
Infine per a« = 1 e z = n intero positivo si ha

1 1
logn!:< >logn—n+10gv +Z 2k—1)2k " n2k— 1+O<n2q+1>
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Capitolo 5

La funzione (

5.1 Lo spazio di Schwartz

Definizione 5.1. Una funzione f : R — C tende rapidamente a zero per |x| — +oo
se
li " =
Jim [ f(2) = 0

per ogni n > 0 naturale.

Ovviamente se, per ogni n > 0, |z|" f(z) ¢ limitata su R, allora f(z) — 0 rapidamente
per |z| — oo.
Quindi si ha rapida tendenza a 0 se e solo se si ha limitatezza di |z|" f(z) per ogni n.

Definizione 5.2. Chiamiamo spazio di Schwartz . lo spazio vettoriale su C delle
funzioni f € C*°(R) a volri complessi, tendenti rapidamente a 0 con tutte le loro derivate.

Se, per ogni intero k > 0, D* & operatore derivata k-esima, si ha D : . — ..
Se inoltre M* & I'operatore definito da (M* f) (z) = 2* f(z) allora M* : ¥ — .% perche
se f € .7 allora la funzione z* f () tende rapidamente a zero con tutte le sue derivate.
se f € . allora

| l@de < o0

Definizione 5.3. Definiamo la trasformata di Fourier f di una funzione f € .¥:
A Sy .
o= [ f@emein, cer
—00

Segue che .
€= [ faemed

ovvero posto



si ha R
=5
Inoltre

o) < / (@) lde

—00

quindi la trasformata di Fourier di f € . & limitata.
Lemma 5.4. Vale " : ¥ — .7.

Dimostrazione. Derivando

o= [ f@eEan cer
si ottiene .
Df(&) = —2m’/ xf (z)e” 7Ty
ovvero R -
Df=-=-2miMf

da cui per induzione segue che

In particolaref € C*(R).

Inoltre
o (U b
MEr= [ —
/ <27ri> /
in quanto
o
§f(€) = f(x)ge > dx
—00
e integrando per parti si ottiene
Iy 1 > / 2mig
- —2migz g
O =5 [ fwe S
ovvero ]
Mf=_—Df
271

Segue per induzione che
. 1\ —
MFEF = () Dk f
27

Da quest’ultima relazione e dal fatto che Dk f & limitata perche D*f € . segue che per
ogni k vale che M* f ¢ limitata.
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Dunque per ogni f € . si ha che ftende rapidamente a zero.
Inoltre, siccome

DFF = (—2mi)* Mk f

e MFf tende rapidamente a zero in quanto M*f € .7, si deduce che per ogni k vale che
Dk f tende rapidamente a zero. O

Lemma 5.5. (Formula di Poisson)

Se f €. allora
Yt =3 fn

Dimostrazione. La funzione

g(@) =" fla+n)

ha ovviamente periodo 1 ed & C'™° in quanto per ogni k la serie

o0

> P +n)

—00

converge uniformemente su ogni intervallo limitato.
Sviluppando g(z) in Serie di Fourier otteniamo

9]
g(ﬂj) — Z Cm€27rimx
—00
con
1 .
Cm = / g(x)e_%”mxd:v
0

Segue che

S|
Cm = Z / f(z+n)e ?™medy =
0

n=—oo

0 n+1

_ Z / f(t)e—27rim(t—n)dt _

n

/OO f(t)ef%rimtdt —
f(m)
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Quindi

[o.¢] oo oo R
Yo =g(0) =) cn=1 f(m)
— o —00 —0o0
O
Lemma 5.6. Posto f(x) = e*”2, conx €R, siha fe S ef= J?
Dimostrazione. Ovviamente f € .. Inoltre, siccome
Df = —2niMJ
si ha che
~ 0 2 .
Df() = —27ri/ we T 72T gy —
—00
00 ) 5
— Z/ e—27rz§xde—7ra: —
— 00
o0
_ _ Wf/ e—wx2€—2m'§:r:dx —
—0oQ
= —2m€f(€)
Integrando l’equazione R R
Df(§) = —2m€f(§)
otteniamo ,
f()=Cem
In particolare, per £ = 0 otteniamo
C'zf(O):/ e ™ dr =1
— o
O

Osservazione 5.7. La serie -
.2
Z ez
—0oQ
converge totalmente nel semipiano Re(z) > ¢ > 0.

5.2 La funzione © di Jacobi

Definizione 5.8. Sia z = x +1iy, con Re(z) =z > 0. Si chiama funzione © di Jacobi
la sequente serie totalmente convergente:

O(z) = i e~z
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(di seguito non ci sono problemi in quanto l’argomento ¢ compreso strettamente tra
—7m/2em)

Lemma 5.9. (Equazione funzionale)

Sia -
O(z) = Z e e

con z =x + 1y, Re(z) =2 > 0.
Allora

Dimostrazione. La convergenza della serie che definisce © & data solo dalla parte reale
quindi basta dimostrare la tesi solo per z = z > 0; essendo O(z) olomorfa per x > 0 segue
che per il prolungamento analitico (per y # 0) basta dimostrare ’equazione funzionale

1 1
Or)=—=0| -
“ = (w)
per x reale e x > 0.
Poniamo

Si ha allora

— = [ e vy
37(5)-
_1 (e
== (2) =
1
= —=/1(8)

dove la penultima uguaglianza segue dal lemma precedente.
Applicando ora la formula di Poisson alla funzione f, si ottiene

o] o0 R 1 o0

S )
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5.3 La funzione ( e la funzione ¢

Teorema 5.10. (Riemann)

La funzione ((s) (dove s = o + it) é meromorfa in C; la sua unica singolarita al finito é
un polo semplice con residuo 1 per s = 1.

Inoltre, posto

§(s) = (s = Dn 3T () (o)

si ha che £(s) € una funzione intera che fornice il prolungamento analitico della funzione
( e che soddisfa la sequente equazione funzionale

§(s) =&(1—s)

Dimostrazione. Se Re(s) = o > 0 allora sappiamo che

S o0 s o0 s
T <7> :/ e *r2 :/ e Tra2d*x
2 0 0

dove la misura d*r = < ¢ invariante rispetto alle traslazioni x — az del gruppo
moltiplicativo R*.
In particolare, per z — n?7wz si ottiene

T (§> = / e~ (n27rm)% d*x
2 0

> 2 s
0
Se ora Re(s) = o > 1 la serie

Sorin (§)ne = ()40

¢ convergente e quindi converge anche

00 ) 00 )

2 el _n2 s
2:/ €nwx$2d*l‘:§:/ ‘enwxe
n=1 0 n=1 0

Sommando su n la relazione

21\

Wl

—
N
| ®»
N—

S

.

Il

d*x
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si ottiene (ricordando che o > 1)

()= (Zem)
/ 2% e 1 x%d*x:

o0

(O(z) — Da2d'z =
01 ( L o (i) — 1) S d* e 4 % /100(@(:6) Y
OO(\/E@(@") — Dz 2d'z + % /100(@(33) )addir =

{(\/:E@(m) VT VT D+ (O(z) — 1)&} &'z =

Il
c\

N = NN = N = N = N

—
D

H\gp\

o0

(V& — 1)z~ 2d*z + ;/100(@(1:) -1) (33% + x153> d*x =

= S(Sl_ 0 -l—;/loo(@(a:) -1) <$% —i—x?) d*z

—

Poiche

1 %)
2 Zenﬂx<zfn7rx: 1<<67r:1:

n=1 n=1

/1 (©(z) —1) (:L'% + aj%> d*x

converge uniformemente in ogni striscia a < ¢ < b e rappresenta quindi una funzione
intera di s.
Moltiplicando ora entrambi i membri per @ allora si ottiene

1 s(s—1) [ s —s

e(s) = L4 3= 1) / O(z) — 1) (m§ +:c17> &'z

2 4 1
da cui segue che £(s) ¢ intera e soddisfa 1’equazione funzionale voluta.
Ma allora

I'integrale

() = =
Poiche 1
()2 =7

D)




fornisce il prolungamento analitico di ((s) e mostra che I'unica possibile singolarita al
finito per ((s) € un polo semplice per s = 1.

Poiche 1
1) ==
allora la funzione )
{OLE
5T (3)
assume in s = 1 il valore
VT

Questo prova che ((s) ha effettivamente per s = 1 un polo semplice con residuo 1. [

Definizione 5.11. Si definisce

con s € C.
Per la funzione intera =(s) I’equazione funzionale diventa
E(s) = E(=9)

Siccome dalla formula

&(s) = % + 8(84_1)/100(@(33) —1) (x% +x1;s> d*z

si osserva che (o) ¢ reale per o € R allora per ogni s € C

Inoltre, siccome

allora per ogni ¢t € R vale

(o) me(ba) e (i bea) el o)

ovvero & (% + z't) e reale.
In altre parole Z(s) e reale se s € R.
Inoltre osserviamo che ((s) # 0 per o > 1. Infatti si ha

¢(s) H (l—p_s) = H (1+p_5—|-p_25+p_35_|_...) =1+ Z =

p<N p>N n>N
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dove la somma ZZ> N © fatta sugli n > 11 cui fattori primi superano V.
Ne segue che

*
2

n>N

) [ a=p9)=1-

p<N

Zl—Zn_”zl—FO(nl(T)

n>N

e quindi, per N abbastanza grande, si ha

) [[(1-p*)|>0

p<N

da cui ((s) # 0.
Poiche

s S
ST () £0
s 5 #+
allora £(s) # 0 per o > 1 e quindi, per ’equazione funzionale, £(s) # 0 per 0 < 0. Ma
quindi, poiché abbiamo visto che

£(8)7T§ ﬁpt )

() = ——2

ovvero nei punti s = —2,—4,—6....
Questi zeri, ovviamente semplici, si chiamano gli zeri banali di ((s).
Nella striscia critica 0 < ¢ <1 si ha

|
T2 #0
T (3)
e quindi la ((s) e la £(s) si annullano insieme.

Riassumendo:
e £(s) # 0 per o < 0 oppure o > 1
e ((s) si annulla insieme con &(s) nella striscia critica 0 < o <1

e fuori dalla striscia critica, gli unici zeri di {(s), che sono gli zeri banali, sono i punti
s§=-2,—4,—6....
Questi zeri sono semplici.
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Si vedra che nella striscia critica vi sono infiniti zeri di {(s).

Infine I’ ipotesi di Riemann afferma che tutti gli zeri non banali di {(s) hanno parte
reale uguale a %

Osserviamo che da

§(5) = &(s)
segue che gli zeri non banali sono disposti simmetricamente rispetto all’asse reale.
Tenuto conto anche dell’equazione funzionale

§(s) =¢&(1 —s)
1

gli zeri non banali sono disposti simmetricamente anche rispetto alla retta o = 3.
Osserviamo infine che nel segmento 0 < o <1 e ¢t = 0 non si hanno zeri.
Infatti per £ > 1 si ha

r >z

T > 2/x

w22
e =147z + 51 +o> 142y
2 _ 1
e —1 \x
da cui
=2 2 1
=ay e g

Quindi per 0 < o < 1 si ha

J R Py A R P PR

e quindi, dalla relazione

si ottiene che

§(U)>§— 1 0(1_0)20
¢ 1
§0) =€) =

Possiamo quindi concludere che € non si annulla mai sul segmento 0 <o <let=0elo
stesso vale per la funzione { in quanto nella fascia critica 0 < ¢ < 1 la funzione ¢ e la

funzione ¢ hanno gli stessi zeri.
Inoltre poiche
1
(r) -
(3 )
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si ricava (dalla formula del prolungamento analitico) che

Lemma 5.12. Per ogni € > 0 fissato si ha, uniformemente per o > € che
C(s) < [s| (< t])
per |t| — 4o0.

Dimostrazione. Per sommazione parziale si ha per ¢ > 0, « > 1 che

1 T Ty
ZTLS:EES]—FS/l u[sjldu:

n<x
= m + s @ — S {U’} du ==
s 1 us 1 us—i—l
= m + o {u} du

S
xrs s—1 1 ustl

Per x — 400 si ottiene, supposto ora che ¢ > 1, che

C(s):s/loo (] du—s/loou_{u}du: s C>Q{u}du

ustl - ustl s—1 1 wust1

Poiché I'ultimo integrale converge uniformemente per o > ¢ > 0 e rappresenta quindi
una funzione olomorfa nel semipiano o > 0 allora la formula

5 = {u
C(s)zs_l—s : us+1du
da il prolungamento analitico di ((s) per ¢ > 0.

Inoltre, siccome
1 1 1
- __—RB -
5+ {uh— 5 = Bi{uh) +

allora

5 = {u
g(s):s_l—S/l u$+1dU:
= ! -l—l—s/oo du s OOLl({u})du
1

s—1 2 ustl 1 ustl
1 1 * Bi({u})

Siccome abbiamo visto che

/Bl({u})du _ %Bg({u}) +e
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allora possiamo concludere che

5]

du
e e [

Col<1+lsl [ g <2

In particolare per [t| > 1, o > ¢ si deduce che

1 +1—s/ {u}du‘<
1

IC(s)] = s— 1 ustL =
* du
<24bl [ o =
_oy Bl
g
o+ |t]
g

<2+ <

I

<3+ —X
€

< |t

Osservazione 5.13. In particolare per s =1 si ha

n

1 x
Z—zl—@-l-logx— @du
X 1 u

n<x

da cui

. ! * {u)
A\ e | =1 [ =1

n<x

Osservazione 5.14. (Congettura di Lindeldf)
La congettura ipotizza che per ogni € > 0 vale

¢ (; —l—z‘t) = 0 ()

Finora il risultato migliore ottenuto e

¢ (; + it) = 0 (#57°)

per ogni € > 0.
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5.4 Il numero N(T)

Definizione 5.15. Indichiamo con N(T) il numero di zeri della funzione ((s), con
s = o +it, nel rettangolo 0 < o <1 e 0 <t < T, contati con la loro molteplicita, ovvero

N(T) =#{p=B+ivC(p) =0, 0<B <1, 0<y<T}

Teorema 5.16. (Formula di Riemann-Von Mangoldt)
Per T' — +o0 vale T T

= —log—— — logT
27 Og27r 27T—|—O(og )

Dimostrazione. Supponiamo che per ¢t = T non ci siano zeri. Sia R il rettangolo avente i
vertici nei punti 2, 2 471, —1 417, —1,

N(T)

£

A

R
T 1' <«
|
|
|
|
i
|
| i 4
i
|
|
|
|
5
i N
— = }{: i 2 > (6')
Allora si ha . €(s) )
s
N(T) = 9 D E(5) ds = %Aagargf(s)

dove Agpr arg £(s) indica la variazione dell’argomento di £(s) lungo il bordo di R percorso
una volta in verso antiorario.

Infatti £(s) ¢ intera, non ¢ mai nulla fuori dalla striscia critica né sull’asse reale e ha gli
stessi zeri di ((s) nel rettangolo 0 <o <1e0<t<T.

Tuttavia lungo il lato (—1,2) Pargomento di £(s) € costante perche £(s) ¢ reale e non si
annulla; inoltre la variazione dell’argomento di £(s) quando s percorre OR da 2 a % + T
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e uguale a quella per s da % + 4T a —1 perche per 'equazione funzionale £(s) assume
valori coniugati in punti simmetrici rispetto alla retta o = &

5-
Segue che
1
N(T) = ~Aargé(s)

dove [ ¢ la parte di OR compresa tra 2 e % + 4T

Siccome s
§(s) = (s = Va5 (5 +1) C(s)
allora
N(T) = 1 {Al arg(s — 1) + Ajargn—2 + Agarg T (f + 1) + Ay argC(s)}
T 2

Tuttavia abbiamo:

1

1 1
Alarg(s—l):arg<—2—|—iT> :72r+arctg2T:72r+O<T>

S S T
Ajargm 2 = Ajarg <e_5log”) =-3 log 7

Inoltre per Stirling sappiamo che

logI'(z) = (z — ;) log z — z +log(v/27) + O <1>

2]

_§ E_|_O 1 +IIO T72+275 _z_
“a\2 T 2 8\ V1 1 9 =
3 T T T 1 25 T 1
=t S logs 4= slog (14 2 ) — = ) =
87r—|—20g2+2 20g(+42> 2+O(T>
T T T 3« 1
_210g2_2+8+O(T>
Segue che
T T 7 1
N(T) %og%—2+8+S(T)+O<T>
dove
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Vogliamo infine mostrare che
S(T) < logT

Siano Aj e Ay le variazioni lungo i segmenti (2,247 e (2 + T, % + iT) rispettivamente.
Se Re(s) = o = 2 allora si ha:

=1 = 1 w2 1
it = |3 | 212 | 2123 e =12 =1 1) >
n=1 n= 2 n=2

. > s = 2 1
Re((2 +it) = Re((s —1+2Re )21_;::2|n ‘:1_;n2:2_6>3

quindi
. . T
larg ((2 +4T) —arg ((2)] = |arg (2 +4T)| = [Ararg ((s)] < 5
Siano ora si,...,S, i punti appartenenti al segmento (2+iT,%+iT) per i quali
Re((s) =

Detto r uno qualunque dei segmenti nei quali (2 + 4T, % + iT) ¢ suddiviso da due punti
sj e sj41 consecutivi, si ha evidentemente

|Ararg((s)| <

quindi
|Agarg((s)| < (m+ )7
Poiche
¢(5) = ¢(s)
per 0 € Rsi ha
2Re((oc+iT) = (o +iT) + ((o —iT)

Se ne deduce che m ¢ il numero degli zeri reali distinti, appartenenti all’intervallo [%, 2]
della funzione

f(s) =C((s+1iT) + (s —1iT)
che ¢ ovviamente olomorfa per s # 1 £ ¢T.

Se M & il numero degli zeri di f(s) nel cerchio |s — 2| < 3 (e supponiamo 7' > 2) allora
per un corollario visto all’inizio, preso r = % e R= % si ha

et ! log max|,_o|—7/4 | f(8)]
log & f(2)
perche
£(2) = 2Re (2 +iT) > ;
Ma

max |f( )] < max ]C(s—i—zT)\vL max IC(5+4T)| =2 max _|[{(s)]
[s—2|= ls—2|=] s—2|=1 |s—2—iT|=1
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Quindi

m < H log < max
|s—2—iT|=7/4

cGo) + &

con

1
~ log7 —log6
B log 3
~ log7 —log6

In particolare, applicando la stima
C(s) e [s] (< [t])

vista prima con € = % si ha
max _[((s)| <« T

|s—2—iT|=1
quindi
log max _|((s)] | <logT
|s—2—iT|=1
Segue percio la tesi. O

Osservazione 5.17. Osserviamo che:

e [’ stato congetturato che l'ordine esatto del resto nella formula di Riemann-Von
Mangoldt sia
(log T'log log T)l/2

o A causa dei cambiamenti di segno della funzione S(T') si ha
T
/ S(r)dr < logT
0

Vale quind:i

1T T T T 7
lim (N T log = —)d =L
Tirfm T/o (7) o % o * o) T T8
da cui il significato della costante g nella formula vista prima

o LH (Lindeléf) = R = o(logT)

e RH (Riemann) = R = 0O (10??0?T)
Corollario 5.18. Si ha uniformemente su’l' e H che
N(T+H)-N(T)< (H+1)log(T + H)
Inoltre se H > Hy allora

N(T+ H)— N(T)> HlogT
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Dimostrazione. Abbiamo

T+H
= log
2 27 2
T+H

:/ o logtdt + O(log(T + H)) =

T+H T+H T T T
N(T + H) — N(T) R —<

H T+0H
=—1 log(T'+ H
o tog (152 ) 4.0 log(T + 1)
con 0 <6 < 1.
Segue che
H+1
N(T + H) - N(T) < ; log(T + H)

N(T + H) — N(T) > % log% + 0 (log(T + H)) > Hlog T
NT+H)-NT)=0(Hlog(T+H))+ O(log(T + H)) = O((H + 1) log(T + H))
]

Corollario 5.19. Siano p1 = (1 + iv1, p2 = P2+ iv2... gli zeri non banali della
funzione ¢ ordinati per parte immaginaria crescente (v, > 0) eventualmente contati con
molteplicita.

Allora si ha
2mn

ogn

Dimostrazione. Poiche 0 < 8, <1 siha vy, <|pn| <y + 1 da cui
’Pn| ~ Tn

Inoltre
Ny —1)<n<N((pm+1)

in quanto N (vy,) = n.
Inoltre dalla formula di Riemann-Von Mangoldt si ha

27N (7, £ 1) ~ (v, £ 1) log (v, £ 1) ~ v, log v,
Segue che
Ynlogyn ~ 27N (7, — 1) < 2an < 27N (9, + 1) ~ v, log v,

da cui
Ynlog yn ~ 2mn

log v, + loglog v, = logn +log 27 + o(1)
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log v, ~ logn
2mn 2mn
logvy, logn

Yn ~

Osservazione 5.20. Littlewood ha dimostrato che

Yo+l — Vn KL T————
log loglog v,

Corollario 5.21. Gli zeri non banali p di ((s) hanno esponente di convergenza 1.
Inoltre
> ol =
P

Dimostrazione. Basta limitarsi a considerare gli zeri p,, con parte immaginaria positiva.
Per il corollario precedente vale
1 logn 1

—_— > > —
o~ 0 7 m

2mn cn
<

Y| ~

logn ~— logn
quindi (|pn| < 8+ [n])
1 > = logn
— = —_— = X
Z\pn ;I—H’y! Z +locg"n ;cn—i—logn
Tuttavia si deduce che |v,| = 5 quindi
1 < logt*en < 1
ol < i €T
1 =1 >, (logn)tte =1
¥ e < e e T <Y L <
n ‘pn| n=11"" n=1 n=1"

5.5 Le funzioni £(s) e (s — 1)((s)

Lemma 5.22. Le funzioni intere £(s) e (s — 1)((s) hanno ordine 1.
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Dimostrazione. Supponiamo o > % Allora

* {x} < dx
/1 xs-l—ldm = 1 W_

o)== [T

s—1
}Sﬂﬂ

Siccome

allora per |s| > 2 vale

oo < st { gy | [ Ak

Inoltre

e per la formula di Stirling si ha

log ‘F (%)) < ‘logl“ <§>‘ < |s|log |s|

perche
T
log s| < [log |s|| + |arg s| < [log|s|| + 5

2

1
e per o > 5 vale

‘1+e ‘l+25

€(s)] < Jsf2el™ < el

Inoltre, dall’equazione funzionale segue che lo stesso risultato vale per o < %, quindi £(s)
ha ordine < 1. Tuttavia abbiamo visto che gli zeri di {(s) hanno esponente di convergenza
1, quindi, siccome 3 < « (teorema visto all’inizio del corso) si ha che £(s) ha ordine 1.
Poiche

s 1
(s = 1)¢(s) = &(s)m2 575
5T (5)
¢ 1
E(s), ™, o7
5T (3)

hanno tutte ordine 1, allora anche

(s = 1)¢(s)
ha ordine 1. O
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Come conseguenza immediata di questo corollario si osserva che il prodotto canonico
formato con gli zeri p di £(s) &
s\ =
()
p

p

Tenuto conto del fatto che £(0) = 3, segue che

£(s) = %eAS 1;[ <1 - ;) e

con

Analogamente il prodotto canonico formato con gli zeri della funzione (s — 1){(s) &
s\ =19 s
H(l—p)eﬂ H(l—i—%)e_ﬂ
P n=1

dove p percorre gli zeri non banali e il secondo prodotto infinito proviene dagli zeri banali.
Si ha quindi

con

Inoltre ricordando che

n=1
segue che
(s = 1)C(s) = £(s)5 o
s — s)=¢&(s)m =
30 (3)
]. = e S
L R (I
_ 1 A+Llogn+2)s S s > S _ s
—56( 2 108 2)1;[ 1—; epE(l—}—Qﬂ)e 2n
da cui )
B=A+ §log7r+ =
ovvero
£0)+¢(0) = —5 T log m



Inoltre

Osserviamo quindi che

ma

(0.) o
1 1 1 11 1 1
NI A —o(1 14— g ) =2(1-log?2
Zn(Zn—i—l) nzl<2n 2n+1) ( T3t ) (1-log2)

n=1

quindi
1
I’ <> = —Vm(y+2log?2)

Inoltre lo sviluppo in serie di Laurent di {(s) intorno al polo semplice s = 1 ¢, per i primi
termini, e

Infatti

Ne segue che

Derivando ora ’equazione



si ottiene

fs) = L3 (2) (s — _SamglomL sy o
§(s) = 5n 80 (5) (s = 1)¢(s) = S E 2200 () (s = 1)C(o)+
s _s1_,/s § _s_/s\ d
+om 55 (5) (5= 16(s) + 5730 (5) (s = DC(s)}
e ponendo s = 1 si ottiene
1) =117 Ligga

R
Tuttavia derivando ’equazione funzionale

§(1—s) =¢&(s)
si ottiene

—€'(1—s)=¢(s)

quindi

£'(0)=-¢'(1)
e percio

1 v 1
"0)=—= — = + =log4
£'(0) 5 1 + 7 logdm
e siccome
£0)+¢0)=-5-1 -7 log n
allora
¢'(0) = —=log 27

Osservazione 5.23. Sappiamo che per o > 1 wvale

+1_8/100 {u}du

us—l—l

() = —

l%(C(S)—811>=1—1m$du:y
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5.6 Derivate logaritmiche e il Teorema di Hadamard

Data

£(s) = %eAS 1;[ <1 _ Z) o

allora la sua derivata logaritmica é:

2 (5)

in quanto

Siccome

0 equivalentemente

_omPEs) o m E(s)
C(5)_§r(g)s—1_r(g+1)s—1
allora (s) . T ¢
S
C(s):_s—1_§f< +> log7r—|—§()
Segue che

g((j)) Z—%%-A%— log7r+Z(

1 11 ]

) “5r 3+ Y
E stato dimostrato in maniera indipendente da Hadamard e de la Vallée Poussin nel 1896
che ((s) # 0 per o = 1. Questo risultato ¢ stato fondamentale nelle loro dimostrazioni per
il teorema dei numeri primi e per tutte le dimostrazioni successive fintanto che Selberg e
Erdos in 1948 trovarono una dimostrazione elementare.
Osserviamo che per ¢ > 1, abbiamo

log(¢(s)) = log (H (1 - p) ) Zlog (1 - ) >y

p p m=1

mpms

0 equivalentemente
oo
IOgC Z § : mflpfmoefztmlogp
p m=1

Se ((s) ha uno zero in 1 + it, allora Re(log (o + it)) tenderebbe a —oco per o — 1 da
destra. Questo suggerisce che i numeri cos(tmlogp) siano prevalentemente negativi. Ma
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allora ci aspettiamo che i numeri cos(2tm logp) siano prevalentemente positivi; tuttavia
questo dovrebbe essere in contraddizione col fatto che Relog ((o + 2it) rimanga limitato
superiormente per o — 1.

Vediamo il metodo utilizzato da Mertens che si basa sulla seguente disuguaglianza:

3+4cosf+cos26 >0
che vale per tutti i € R in quanto equivale all’equazione
2cos”f +4cosf +2 =2(cosf +1)2 >0
Prendiamo ora la parte reale di log ((s), ovvero
1
mp?

— cos(mtlogp)

Re(log (0 +it)) = log|C(o +it) = >3

Ma allora

3log (o) + 4Re(log ((o +it)) + Re(log ¢ (o + 2it)) =
= 3log((o) +4log|((o +it)| + log |((o + 2it)| =

%S

P m=1

—(3 + 4 cos(mtlogp) + cos(2mtlogp)) > 0
mp

in quanto uso la disuguaglianza precedente con 6 = mt log p.
Quindi

(o) [¢Ho +it)G(o +2it)] > 1
per o > 1.
Osserviamo che per o — 17 vale

ovvero

quindi
&

Cg(a) < m

Inoltre, se ((14it) = 0 per qualche ¢ (che & necessariamente non nullo), allora considerando
o+it—(1+it) (t=~, B+iy=1+1iy) segue che

(o + it)\4 < (o0 —1+4cslo— 1\2)4 < ey(o — 1)4
mentre

IC(o +1i2t)] < c5
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in quanto ¢ e regolare in quel punto.
Ma allora

CB(J)‘&(J—{—it)C(U—G—Zit)‘ < o—1Dt=cs(c—1) =0

_1
(0 —1)°
per ¢ — 17. Ma questo ¢ in contraddizione con la disuguaglianza trovata.
Abbiamo quindi dimostrato il teorema di Hadamard:

Teorema 5.24. Se p = [+ iy € uno zero non banale allora 0 < 8 < 1.

Diamo ora una dimostrazione alternativa del fatto che non esistono zeri non banali
della funzione ¢ con parte reale uguale a 1.

Teorema 5.25. (Hadamard)
Se p= B+ iy & uno zero non banale allora 0 < B < 1.

Dimostrazione. (Ingham)
La dimostrazione si basa sulla seguente relazione che vale per ¢ > 1:

G(s)6ls = a)¢(s =Gl —a=8) _ $ oalmlon(n

¢(2s) — n
dove
oa(n) = Z d*
din
Se prendiamo ora a = iy, b = —iy e § =1 allora

Cls)Cls — NG5 +17) & 0 (mo—in(n) < oy ()
¢(2s) Z ns ; ns

n=1

Detta o( ’ascisa di convergenza di questa serie, si ha che oyp < 1 e per il prolungamento
analitico la serie & valida per o > o( (essendo il membro di sinistra nella relazione
necessariamente regolare in questo semipiano).

Inoltre, siccome |0 (n)| > 0 allora in g la funzione

¢3(s)¢(s — y)¢(s + i)
¢(2s)

ha un polo, cioeé oy € una singolarita.
Supponiamo ora che 1 + 47y sia uno zero di ((s), allora anche 1 — iy & uno zero e questi
due zeri cancellano il polo doppio di ¢2(s) in s = 1.
Segue che la funzione
C2(8)¢(s — in)¢(s + iv)
¢(2s)
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e regolare sull’asse reale fino a quando s = —1, dove ((2s) si annulla.
Segue che o = —1.
Tuttavia questo porta a una contraddizione in quanto dall’'uguaglianza di sopra si avrebbe

¢ (3)¢(3—1) (3 +v)

>
¢(23)
essendo |oiy(1)| =1 e |04y (n)| > 0, mentre invece
CR)G-McG+n) _
¢(23)
Siamo quindi arrivati ad un assurdo. ]

La trattazione di questo problema & stata ampliata da de la Vallée Poussin nel 1899

che mostro che ((s) # 0 in una piccola regione a sinistra di o = 1, la cui ampiezza ¢
proporzionale ad altezza t a (logt)~! per ¢ grandi.
Per dimostrare questo fatto, & pitt conveniente lavorare con la funzione ¢’(s)/{(s) invece
che con la funzione log ((s), siccome il prolungamento analitico a sinistra di o = 1 &
difficile, mentre 1’altra funzione ha gli unici suoi poli per ¢ > 0 in corrispondenza degli
zeri di {(s).

5.7 1l teorema di de la Vallée Poussin

Teorema 5.26. (de la Vallée Poussin)
Esiste una costante positiva ¢y tale che se p= 3 +1ivy (v > 0) é uno zero per la funzione
C(s) allora

C
6<1—1ng)7 (v >6)

Dimostrazione. Posto s = o + it prendiamo

¢(s) o—1 , 1 TV/s 1 1
—Re O (0—1)2+t2_A +2Rer<2+1>—zp:Re(S_p+p)

I’ 1

quindiper 1 <o <2et>2siha

—Rei(a%—it} <Alogt—z<

p

o8 8
(0—5)2+(t—7)2+52+72><

o5
ARt ) R

Sia 1 < o < 2. Abbiamo tre casi:

82



e Se t = allora

¢ . 1
—Re2(c+iv)< Alogy — ——
C( 7) 87 ;5

e Se t = 2~ allora

!

—Rei(a—i—iQ'y) < Alog~

e Set =0 allora

Sappiamo che per o > 1 vale

s
C n=1 ne
in quanto
(s) _ -y log p ( - 1)‘1
¢(s) —~ P’ P
p m
_ 3w
n=1 n?
Quindi
/ 00
—Rec— o +it) Aln) cos(tlogn)
C n=1 ne

(ho convergenza della serie perche sono in o > 1).
Usando la relazione vista precedentemente con 6 = -y logn:

3 + 4 cos(ylogn) + cos(2ylogn) > 0

si ha
C’(G)] [ C’(UHW)] { (o + 2iv)
31— +4|—-Re=———|+|—-Re=—F——= 20
[ (o) C(o +iv) ((o + 2i7)
Andando a sostituire le relazioni trovate si ottiene
3 4
< -
0< p— U_ﬁ—i-clog’y
con ¢ = 2A + ¢, ovvero
1 i +clo
o _ 5 < g
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)

Togy Con 0 > 0 si ottiene che

Ma, allora, posto o =1+

4logy < 3logy

1
S+ (1—B)logy = o 87

ovvero
4 3+co
0+ (1—=p)logy = &
da cui
(5+(1—,6’)log'y> 1
45 34
ovvero 15
5+ (1= D)oy >
da cui
1_ 5> 46 0 S G
~ (3+cd)logy logy ~ logy
ovvero .
B<1l-s 0
ogy

Osservazione 5.27. Se 6 <~ <t allora

1- -0 <1
log ~y logt

quindi la regione

o
c>]l— ————
- log([t] + 2)

e libera da zeri di C.
Ulteriori miglioramenti sono stati dati da:

o Littlewood

1_ loglog(|t| + 2)
- log(|t| +2)

e Vinogradov
Co (8 )

c>1-— 5
(log([t] +2))37*

Lemma 5.28. Se p = 3+ iy sono gli zeri non banali di ((s), allora per T grande vale

1
; G =O(logT)
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Dimostrazione. Sappiamo che

¢'(s) 1 1
—Re o) < Alogt—zp:Re <S_p+p>

perl1<oc<2et>2.
Prendiamo ora s = 2 4 iT'. Siccome |¢’/{| & lmitata per questo valore di s, otteniamo

1 1
ZR6< +> < AlogT
P p

s—p

Abbiamo gia visto che tutti i termini di entrambe le serie sono positivi, quindi

1\ 2_8 1
Re<s—p> 282+ (T —~)? S

ovvero ) 25
S — < AlogT
LT ar S e aap A
Abbiamo quindi ottenuto la tesi. ]

Osservazione 5.29. Vediamo alcune immediate consequenze:
S < AlgT
A (T2 ="

quindsi

1 1
- 1< — < AlogT
5 Z = Z 4+ (T —~)2~ o8

ly—TI<1 [y=T|<1

da cuil
N(T+1)— N(T) <5AlogT

(questa ¢ la formula di Riemann Von Mangoldt applicata ad un intervallo) e
1
Z 1< Z —— < AlogT
p— _ 2 f—
Ve a7
Questo si riassume in:

o il numero di zeri con T —1 <~y <T+1 ¢ O(logT)

e la somma S(T — )~ 2 estesa agli zeri con ~y fuori dall’intervallo appena citato ¢
ancora O(logT)

Lemma 5.30. Pert grandi (che non coincidono con l'ordinata di uno zero) e —1 < o < 2

vale (s) )
s
= —— + O(logt)
C(S) p t.c‘zt;'y<1 sTP

dove la somma € limitata a quei p per cui |t —~y| < 1.
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Dimostrazione. Innanzitutto abbiamo che:

¢! 1 1
> (s) = += ) +0(logt) [t|>2
>(5+5)

¢ S—p
¢ N 1 1
Z(2+Zt) = ; <2+Zt—p + p) +O(10gt)

Sottraendo una all’altra si ottiene che
¢'(s) 1 1
= O(logt —
¢(s) (og)—&—zp: s—p 2+it—p

Per i termini con |y — ¢| > 1 si ha
1 1
s—p 24it—p

B 2—0 < 3
(s =p)2+it—p) ~ |yt
e questa somma ¢ O(logt) per 'osservazione precedente.
Per quanto riguarda i termini con |y —¢| < 1 si ha |2 + it — p| > 1 e il numero di termini
¢ sempre O(logt) sempre per l'osservazione precedente.
Abbiamo quindi la tesi. O

Osservazione 5.31. Vale

1 1
— < —— <N({+1)—N({t—-1)<logt
vzt|:<1 2+t =l vzt:<12_p | ! | )

Inoltre si puo stimare il termine S(7') della forma di Von-Mangoldt in un modo
alternativo. Avevamo visto che

S(T) = %argg (;+1T> — %arg((Q—i—iT) = %argc (;JriT) +0(1)

S(T) < logT

Questa stima si deduce nel seguente modo:
1 1
S(T) = —Im{log ¢ (2 + Z'T) —log¢ (24T} =
T

2 /
= —1/1 Imi_(a +iT)do =

m™J1
2
r[? 1
1 —
mJ1  Ti<1 o+ p
1
=—= Z Ajarg(s — p) <
" ly=T1<1
< Y 1<logT
ly=T|<1

(siamo in orizzontale quindi dt=0)
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Capitolo 6

Formule esplicite per

In questo capitolo dimostriamo la formula di VonMangoldt per ¢ (x).

Ricordiamo che
P(x) =) An)= ) logp
P

n<x m

Questa funzione ha discontinuita nei punti in cui x ¢ la potenza di un primo. Al contrario

¢ una funzione intera, quindi non puo essere pari a 1(z).

Per fare in modo che la formula resti valida anche in questi punti, si definisce una nuova
funzione 1o(x) che vale 1(z) nei punti in cui = non & potenza di un primo e ¢(z) — $A(z)
nei punti in cui z & potenza di un primo.

La formula da dimostrare, usando quindi ¢y(z), €, per > 1, la seguente:

xf (0 1 1
wo(x):x_z_éé-é();_Qlog(l_ﬁ)

dove la somma fatta su tutti gli zeri non banali p of ((s) deve essere interpretata nel
senso simmetrico di

yI<T
1l valore della costante % e log 27r. L’ultimo termine della formula invece e equivalente
a —2,x* /w estesa sugli zeri banali della funzione ((s) dati da w = —2,—4,—6,.. ..

Per evitare alcune piccole complicazioni supponiamo x > 2, anche se la formula resta
valida per =z > 1.
L’idea generale e quella di usare il seguente integrale discontinuo

; 0 sel<yx<l1
-+ ;
i czwysﬁz 1 seyzl
27 Jo—ioo s 2
1 sey>1,
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dove ¢ > 0, per trovare i termini in una serie di Dirichlet con n < z, prendendo y = x/n.
Siccome

~A(n) _ ((s)
2w T

per o > 1, allora il risultato si puo riscrivere come

inta) = 5 [ o L],

T2 Joine | C(s)] s

n=1

per ¢ > 1.

Se riusciamo a spostare la linea verticale di integrazione all’infinito a sinistra, siamo in
grado di esprimere 1g(z) come la somma dei residui della funzione [—('(s)/{(s)] 2% /s
nei suoi poli. Il polo di {(s) in s = 1 contribuisce z; il polo di 1/s in s = 0 contribuisce
—(’(0)/¢(0); ogni zero p di {(s), sia banale che non banale, contribuisce —z”/p.

Per cominciare la dimostrazione, dobbiamo partire con un integrale da ¢ — T a ¢+ 1T, e
trattarlo come un lato di un rettangolo che si estende a sinistra.

Serve scegliere T in modo che i lati orizzontali del rettangolo evitino, per quanto possibile,
gli zeri di ((s) nella striscia critica.

Lemma 6.1. Sia 6(y) la funzione

0 sel<y<xl1
i(y) = % sey=1
1 sey>1
e sia T
1 CT1 S
2t Jo_7 S

Allora per y > 0,¢ > 0,T > 0,

cmin (1, —L
11y, T) = o(y)| <{ i (I’Tllogyl) sey# 1,

T sey =1.

Dimostrazione. Supponiamo per prima cosa che 0 < y < 1.
La funzione y? tende a 0 per 0 — 400, e lo fa uniformemente in ¢. Quindi possiamo

sostituire 'integrale verticale con due integrali orizzontali:

CT MMW&M/W/EA‘@

&

° c {_5 {éﬁg?’{ doe << )/C +o§y de
/ 27 D e T f [cxcTl (Lyyl  J(6 5Ty rl
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1 oco+iT s 1 oco—iT s
Y ds+ — Y ds

27 c+iT S 21 c—iT S

oco+iT , s 1 0 c
/ y_dsg_/ Voo = — Y
c+iT S T c T| log yl

e in modo simile per I'altro integrale.

Questo dimostra una delle due disuguaglianze.

L’altra si ottiene piu facilmente sostituendo il cammino verticale con un cammino circolare
con centro 0 sul lato destro. Il raggio e

I(y,T) =

R = (02+T2)%

e sull’arco di circonferenza abbiamo

| <y°
ls| =R
7 ¢ c
2 [_4;5144/5_27 Sdogxﬂyzy‘
< —> Zre L 2xe g 2Tk 2z
r

Quindi

1 y°©
[ I(y,T)| < %WRE <y

La dimostrazione quando y > 1 ¢ simile ma usa un rettangolo o un arco di circonferenza
a sinistra.

11 bordo include quindi il polo in s = 0, dove il residuo ¢ 1 = §(y).
Resta da mostrare il caso y = 1, che puo essere facilmente trattato con calcoli diretti.
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Con s = ¢+ it, abbiamo

1 [T g 1 (T dt

% c—iT S _% 7TC+Z't:

1 (T c—it

:/ Syt =
2 _T¢C +t

) T t c T 1

2 -T C2+t2 2 -T C2+t2
1 (T2

:/ _ 2 =
21 Jo 2+ 2

1 [T/e du
_77/0 14+u?

11 /OO du
2w e 1+ u?
e l'ultimo integrale & < ¢/T.

Abbiamo quindi dimostrato il lemma.

Se applichiamo il lemma con y = = e n € N allora

c+iT n s
= [ AReT L B o) aw

211 Je—ir MY S (O ((2)cmin{17Tllo;(ﬁ)l})> A

Segue che se ¢ > 1 allora

Az
vo(@) = 3 ) + A
n<r
c+iT o0 s o

:i’ ZM £d8+0 Z chmin 1, 1

270 Jo_ir — n’ s n¢ T|log (£

n= n=1, n#z n
Stiamo ora il resto.
Scegliamo
1
c=1+
log

e osserviamo che

Siccome A(x) < logx allora

cA(x) < <1+ 1 )logx log x

T T<<T



Dobbiamo ora stimare la serie
o
A 1
3 Q%mm%,ar}
n=1, n#z " T’ log (ﬁ) |
e suddividiamo i termini della serie in tre gruppi:

e termini per cui n < %x oppure n > %x
Per questi |log(z/n)| ha un bound inferiore positivo, ovvero |log(z/n)| > 1 quindi
il loro contributo nella somma e

A(n)z° 1 & [ () x
2 T2 7fT<T;MWZ‘TPwJ<ﬂm”

n<3/4x n<5/4z

dove abbiamo usato che z¢ = ex < x, mentre per ¢ > 1 che ((0) < ﬁ e

IC'(5)/¢(8) < 55

e termini per cui %:p <n<z.
Sia x7 la pit grande potenza di un primo minore di x. Possiamo supporre che
%x < x1 < x siccome in caso contrario i termini presi in considerazione svaniscono.
Per il termine n = x1 abbiamo

_ _ 1 _ 2 _
log(x):10g<x>=—log<1—x x1>:x Gt <x xl) +---Zx e
n x1 x T 2 T x

e percio il contributo di questo termine e
Alan) z\°¢ x < zlogx
x E—
Y\ 2 T(x—x1) T(x—uz1)

C
in quanto z e x1 hanno lo stesso ordine e quindi (x%) < 1.

Per gli altri termini consideriamo %x < n < z1 e osserviamo che

log (£> > log (ﬂ) = —log <n> = —log (1— 7 —n> > non_ v
n n I I T T

Segue che

Z Alxy —v)afx  x(logw)?
e (x1 —v)T v T

in quanto (z1—v) > 2z e quindi 2° e (21 — )¢ sono dello stesso ordine (un logaritmo
deriva dalla stima di A e uno dalla somma su v).

e termini per cui x <n < %CE
Si trattano in maniera analoga al caso precedente, tranne per il fatto che z1 viene
sostituito con g, la piu piccola potenza maggiore di x.
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Utilizziamo come notazione (x) per la distanza da x alla potenza di un primo piu vicina
e diversa da x nel caso in cui = e la potenza di un primo.
Mettendo insieme le stime trovate otteniamo che

Yo(z) = 1 /C+iT (i A(”)) %Sds ) (x(logx)2 N rlogw N loggg>

_277'('1 c—iT ns T T<l’> T

n=1

ovvero

c+iT ! s
Po(x) = 1 /+ _§<3>37 d8+0<x(loga:)2 N rlogx )

Tomi)op (s T T<x>

Tuttavia se z € N allora < £ >> 1 e quindi si ha in questo caso che

1 et g z(log )2
wi =g [, a0 ()

Se invece abbiamo un x generico allora la formula generale &

HT [ P A 29 z(log )? x
o)~ o [ (Z A:LS>> s < UEEE - (log ) min (1, 7 )

n=1

Le formule di questo tipo sono conosciute come Formule di Perron.
Vogliamo ora calcolare I'integrale

(s)x—sds

1 c+iT CI
i Joir (s

con il teorema dei residui applicato al rettangolo di vertici
c— il c+ T, —U+:iT,-U — T

dove U ¢ un intero dispari grande.
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Quindi la linea verticale a sinistra passa a meta tra due degli zeri banali di ((s). Inoltre
T # ~ dove % + 4y € uno zero di (.
La somma dei residui dell’integranda nei suoi poli all’interno del rettangolo e
T C/(O) x—2m
=Y ¢(0) >, “om

P
[vI<T P 0<2m<U

Abbiamo quindi

1 c+iT C/ s P CI(O) x72m 1 c+iT U+iT c—iT
- — 2 (s)ds = 71— i _ -
i)y COTETT L W0 T 2 Tom o </ >

_|_ —
N<T P 0<2m<l —U+iT —U—iT —U—iT

Innanzitutto, per 2 < T < x, bisogna scegliere T' attentamente.
Abbiamo visto precedentemente che N(T'+ 1) — N(T'— 1) < ¢glogT. Scegliamo quindi
T (variandolo di una quantita < 1) in modo che

1
-7 -
|y |>>logT

Sappiamo anche che per [t > 2| e —1 <0 < 2 si ha

¢'(s) Z 1
= —— + O(logt)
C(s) G5 e
Segue che
¢ T) = ! 1 1 log T)?
Z(O‘-FZT) = Z E—FO(ogT) < (logT) Z 1< (logT)
lv-T|<1 [v=T|<1
Segue che
ctiT c 2 c 2
N 9 / s log T/ xlog”T
—>(s)—d log“T —1d 7d
/&iT C(S)S s < log g oK T 7003: oK T

(la lunghezza & 2 4 ¢ e quindi non conta).

Rimane da stimare il contributo dato dalle linee orizzontali di integrazione per —U <
o < —1 e dalla linea verticale o = —U.

Abbiamo bisogno di una stima per %‘ per o < —1. A tale scopo dimostreremo in

un’osservazione successiva che

¢'(s) '
< log(2ls])
¢(s)
per o < —lels+2n|> % per ogni n € N (abbiamo supposto che i cerchi di raggio %
intorno a tutti gli zeri banali in s = —2, —4, ... siano esclusi).

Seguira che il contributo del resto degli integrali orizzontali sara:

z togT

1 1
= log(2 T))z°d.
T/oo 0g(2|lo +iT|)x"do < Tlogz
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che e trascurabile rispetto a
zlog?T
T
mentre il contributo dell’integrale verticale &

T ;
dt  log(2|U +4T
< los(?] i )

log(2|U £ iT|)z™Y log T
e - :
che si annulla per U — oc.

Mettendo insieme i risultati ottenuti e facendo tendere U — oo si ottiene la seguente

proposizione:
Proposizione 6.2. Vale

) 1 1
@bo(x):x—lﬂ%:Tp—%((O))—Qlog (1—932) + R(x,T)

dove 2( )
x log* (2T . x

o0, nel caso in cui x € N,
zlog?(zT)
T

Osservazione 6.3. Se cambiamo T, la quantita di zeri che possiamo saltare é

|R(x,T)| <

Blog T logT
x” log <<xog
T T

p
T logT <«
p

e questa stima rientra nel resto che abbiamo gia. Segue che la proposizione sopra vale

per T > 2.

Lemma 6.4. Per o < —1 e |s+2n| > 3 per ogni n € N vale

¢'(s)

¢(s)

Dimostrazione. Questa stima segue dall’equazione funzionale che & piu conosciuta nella
sua forma antisimmetrica

C(1—s) =2\ 57s <cos (;m» T(s)C(s)

< log(2]s])

in quanto, se 1 —o < —1 allora le funzioni nel membro di destra possono essere considerate
solo per o > 2.

L’equazione funzionale appena riportata si ricava nel seguente modo.

Partendo dalla definizione

S

§(s) = S(s = D30 () C(s)
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€1-5) = (s - )T (1 . ) (1-s)

2
£(s) =&(1—s)
allora r (S)
1—s)=m2"° 2 s
G =) =7 g€
Sappiamo poi che ,
[(22)y/m- 2172 =T(2)T <z + 2)
P01 —2) = sin?—ﬂ'z)

Segue che

e quindi per o > 2 vale

1
C(1—s)=2"%7"¢ (cos (27rs>> I'(s)C(s)
La derivata logaritmica del membro di destra, a meno di una costante aggiuntiva, e

—177 an 171‘8 ['(s) , o)
2" <2 >+r<s>+<<s>

¢ - mo(my L D) ()
_Z(l =) = —log(27) — 3 tan (§5> Ty )

ovvero

Osserviamo che:

e il primo termine & limitato se |s — (2m + 1)| > 3, ovvero se

1
(=) +2m] >
Infatti
T ei%s _ e—i%s eiﬂ's -1 eﬂ't +1 2
‘tan (58)‘ - - eims + 1] em™ — 1 - 1+e7”5 1 H_e“t -1 s+2=3

i (eigs + e—igs)
e il secondo termine ¢ < log |s| e quindi < log(2|1 — s|) per o > 2 in quanto
I’ 1
S (s) =1 o=
) =ose -0 ()
e in particolare
I’ 1
F(S) < logls|+ 0| —

5]
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e il terzo termine e limitato, infatti per o > 2 vale

g(s)——i[\gj)«l

n=1

Quindi siccome
1 —s| <1+|s| <2ls|<=|s|>1
allora segue che
/

1= 5) ~ log(2[1 ~ s)

. . . S . 2
(in particolare in modulo & minore di %)

Segue quindi che
¢'(s)/¢(s)| < log(2]s])

per o < —1. O
La formula
Yo(x) =x — Z x—p—@ — 1log(l—:v_2) + R(z,T)
PO
dove xlog?(xT) x
|R(z,T)| < —7r + (log ) min (1, T(m))

costituisce la forma piu precisa della formula esplicita

wo(x):x—zgf—z(((())))—;log(l—xQ)

p

Siccome T — oo per ogni x > 2 allora R(z,T) — 0 e quindi da cio segue la formula
esplicita appena citata.
La convergenza ¢ uniforme in ogni intervallo chiuso di « che non contiene una potenza di
un primo, ma non in caso contrario in quanto 1y(z) ¢ discontinua in ogni valore di = che
& potenza di un primo.
Abbiamo percio dimostrato che

a? (0) 1

Yo(x) =x — Z ?—w — §log(1_$—2) + R(z,T)
[v|<T

dove 2 (o)
xlog*(xT . x
|R(z,T)| < —7 + (log z) min (1, T(w))

con un’ulteriore restrizione su 7', tuttavia questa restrizione puo essere rimossa.
L’effetto di variare T' di una quantita limitata € un cambiamento sulla somma su p
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di O(logT) termini, e ogni termine & O(x/T"). Segue che la variazione nella somma &
O[x(logT)/T] e questa stima rientra nella stima di |R(z,T)|.

Osserviamo infine che se ¢ un intero allora (z) > 1 e la stima su |R(z,T')| assume la
seguente forma piu semplice

z(log zT)?

R(z, T

Questi risultati continuano a valere per 1 < x < 2, con una leggera variazione nella forma
della stima per R(z,T).
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Capitolo 7

Il teorema dei numeri primi

Ricordiamo che

dolz) = 30 Aln) + 2 A()

n<x
0 equivalentemente

bo(z) = 2— Z a?p—C/(O)—;log <1 1 >_|_O (xlog;(acT) + log 2 min (1 m>)

22 T < x>

dove, come notazione universale, si indica p = f+iye < x >= min{|z—p®| : p > 2,a > 1}.
Inoltre per de la Vallee Poussin si ha che esiste ¢y > 0 tale che

€o
logT

B <1—

per T'>2perognip=LF+ivel|y|<TeT <z
Segue quindi che
2] = 28 < exp [~ ex(log)/(10g T)]

e percio

P 1 1 1

Z £ S ma}%xﬁ Z ﬂ S T eXp (—C(l) Oi_'l:) Z ﬂ
(e}

m<r lvl< =T p g ; p

con

2<y< 2<y<u
_N(T) | [T N(u)
N [,
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in quanto |p| >, v > 0.

Sappiamo che
T T T
N(T)=—log— — — logT
(T) 2w Og27r 27T+O(og)

da cui

1 TlogT & ("1
P +/ P2l < log T +10g? T < log? T
2 u

Segue quindi che

P 1
Z T < zlog? T exp <—CO ogaj>
<t © log T

da cui

co log ac> N log? (:1:T)>

Yo(z) —z <o <log2 T exp (— log T T

(osserviamo che log?(2T) ¢ trattato come log?(z) in quanto T non supera ).
Affinche siano dello stesso ordine(4 = exp(—1logT))

logx =< log? T

scegliamo 7" in modo che T' = exp(y/log ).
Sappiamo che
exp((log )°) > (log )

quindi possiamo concludere che esiste una costante c¢; con 0 < ¢; < 1 tale che
Yo(z) — x < xrexp(—c1y/logx)

in quanto

lio(z) — x| < z(log )% exp [—(log 1:)%} + z(log ) exp [—co(log x)%]
< wexp [—cl (log x)%}

supposto che ¢; sia una costante minore sia di 1 che cg.
Possiamo quindi concludere che

Teorema 7.1. (PNT Hadamard-de la Vallée Poussin)
FEsiste una costante 1 con 0 < ¢q < 1 tale che

b(@) =2+ 0 (vexp(—e\/logz))

Dimostrazione. Siccome

Yolr) = 30 Aln) + S A()

n<x

Y(x) =Y An)

n<x
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e abbiamo appena mostrato che esiste una costante ¢; con 0 < ¢; < 1 tale che

Yo(x) — z < zexp(—c1y/logx)

allora

b(@) =@+ 0 (wexp(—e1v/log ) )

Osservazione 7.2. Deriva dalla stima

<1

o
logT

con'lT' > 2.

Teorema 7.3. (Littlewood)
Esiste una costante ¢1 con 0 < ¢1 < 1 tale che

Y(x)=z+0 (m exp(—cyy/log x loglog :c))

Dimostrazione. Deriva dalla stima

Q@ loglog T’

1
p< logT

Teorema 7.4. (Vinogradov-Korobov)
FEsiste una costante ¢; con 0 < ¢1 < 1 tale che

Y(r) =240 <a; exp <—C1(10g x)%a))

Dimostrazione. Deriva dalla stima
Co

B<l— —F—
(log T)57+¢

Vogliamo bilanciare

con 0 < o < 1 da cui

logz = (logT)' e

logT = (log as)l%a

Ponendo o = % si ottiene il %
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7.1 Conseguenze dell’ipotesi di Riemann

Supponendo vera l'ipotesi di Riemann (R.H.), si hanno stime migliori per il termine
d’errore, come & stato fatto notare da Koch nel 1901.

Supponendola vera, si avrebbe 8 = % per ogni p, quindi |z?| = \/x, e siccome abbiamo
mostrato in precedenza che

1
Zm:O(log2T) 0<y<T

p 1
> T <Vz Y m<<\/Elog2T

lvl<T lv|<T

allora la formula esplicita ci da:
x
lo(z) — x| < Vxlog? T + T log?(xT)

se x € un intero.
Scegliendo T' = \/z otteniamo

Y(z) =2+ O (Vzlog? z)
Ma allora segue che
m(z) =liz + O (Vrlogz)

Se al posto di v/ poniamo z? con 6 un numero compreso tra % e 1 tale che tutti gli zeri

hanno # < 0 (Q.R.H) allora
Y(x)=xz+0 (x9 log? :U)

Esiste anche un’implicazione nel senso opposto grazie al seguente ragionamento.
Se assumiamo che

Y(x) =x+ O <x9+€)

per ogni € > 0, segue che tutti gli zeri p di {(s) hanno g < 6.
Infatti per ¢ > 1, abbiamo

Aln N N (u
A0 et

ns Ns us—H
n<N

da cui

ns

g@:imm * y(w)

an
1
(s) = 1 v

Se ¢(z) = x + R(z) allora
¢'(s) > 1 * R(u) s > R(u)
8/1 U+ s U + 5/1 U

C(S) us 1 ustl s—1 ustl
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Osserviamo che

u9+€

us—l—l

R(u)
us+1

quindi se prendiamo o > 6 + 2¢ allora

O0+¢ 1

R(u) <

us+1

u
us+1

u1+5

Quindi 'integrale converge e possiamo arrivare eventualmente a 5 = 6, ovvero vale 8 < 6.
11 fatto di supporre che R(u) = O (u9+‘5) implica che 'integrale rappresenta una funzione
regolare di s per o > 6 + ¢ e quindi ((s) puo non avere zeri in questo semipiano.

Dagli ultimi due risultati si puo dedurre che se

bie) =+ 0 (a7)
per ogni £ > 0, dove § & un numero fissato tra % e 1, allora necessariamente
Y(x)=xz+0 (we log? :n)

Il matematico Grosswald ha mostrato che se 6 e strettamente maggiore di % allora il
fattore log? z pud essere eliminato.

Osservazione 7.5. Esiste una congettura di Montgomery: il resto ¢ O(x'/?(loglog z)?)

Osservazione 7.6. E stato dimostrato che ci sono infiniti cambiamenti di segno, ovvero
() -z = Qx (V)
ovvero esistono infiniti x per cusi
() -z > eV

e infiniti per cui
P(x) —x < —cvo

Osserviamo che Q) é la negazione di o.

Proposizione 7.7. Posto

I(x) = Z logp

p<z

vale

P(x) —9(z) = O(Vrlogz)
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Dimostrazione. Osserviamo che

i) = Y log(p) = d(x) + 0 (£12) + - +0 (/%)

o<y

dove k = [logz/log?2], in quanto z'/® < 2 per a > logz/log?2. Inoltre per ogni o >
2,a € N, si ha che 0 <9 (xl/o‘) < gl/e log . Infatti:

?9(301/0‘): Z log p

Osservazione 7.8. Se vale R.H. allora vale
J(x) =z + O(y/xlog® z)

Se vale Q.R.H. allora vale
I(z) = x4+ Oz log? x)

Cerchiamo ora la relazione che collega le funzioni 7 (x), () e ¥(x). Sappiamo che
m(x) = <, L e V(x) =3 -, logp. Vale quindi:

¥ (n) —9n—1
ﬂ(m)zleZ ( )loggl )

p<x n<lx

Da cio segue che

1 Hn)—n—(Wn-1)—(n—-1
RRT S OEEN LR EUES))

logn
2<n<zx 2<n<zx
V() — [x] 1 1 1
 log[z + 1] + log 2 + Q;m(ﬁ(n) n) logn log(n+1)
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Introduciamo ora una nuova notazione, ovvero indichiamo con li la sommatoria »
Utilizzando la funzione 9 invece di 9 otteniamo:

m(z) —lix= Z (¥(n) + O(vnlogn) —n) (1051;71 ; log(nl+ 1)) i

1
logn*

2<njw(x) + gé\f ioig] ) —[a] 10; :
Y R FEPETIES
2<§n:<x (Vrtos) <10;n - log<nl+ 1)) " 1022
= Z 00 () o1 +© (e 1)
+2<§2x (Vilos ) <lo;n - log(nl—|- 1))
) 2<nz;x(w(n) " (IO;n - log(nl+ 1)> " iﬁo(g[l;[f]] +0(Vx)

Osservazione 7.9. L’ordine di

1 1
Z (O(vnlogn)) <logn  log(n + 1))

2<n<zx

¢ O(y/x) in quanto per x che tende a 0o vale la sequente stima:

>, (O(\/ﬁlog”))<1o;n_1og(rj+ 1)) =2 O<\/ﬁ (1_1<>g1(ongil)>>

2<n<zx 2<n<zx

< z0 <\/‘% (1 logloxgi 1 >)
=0 <$ﬁ< 1oglofi 1 >)
-0 (a:\/ilog (x:Il) 1og(a:1+ 1)>

1 1 L
Ma O <x\/§10g (1 + :E) log(x+1)> tende a O(y/z) all’infinito.

T du
li =
i) /2 log u
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Proposizione 7.10. Se vale R.H. allora

m(z) =li(z) + O(vx log )
e analogamente con Q).R.H.

Dimostrazione. Applicando il lemma di sommazione parziale si ottiene

w(x) = Zl

ST .
- ; log(p) log(p)
) )
~ logx +/2 u(log(u))zd
quindi @ W
9(x T 9(u
m(x) = Tog +/2 ulog2udu

Andando ora a sostituire a ¥ la relazione (valida se R.H. & vera)
I(z) =z + O(v/zlog x)

si ha la tesi.

7.2 Trasformata di Mellin

Definizione 7.11. Sia f(x) una funzione definita per x > 0, cioé¢ f: RT — R, e tale

che per un o € R, vale

/OO |f(z)|27 tdx < o0
0

Si chiama Trasformata di Mellin di f la funzione ? definita, per s = o +it, dalla

formula

1o= | " fa)atds = / " fw)esds

Osservazione 7.12. Supponiamo di fare il cambio di variabile v = e~

d% = —2mdu. Seque che

/f(o' +it) = 27T/ f (6—27ru) e~ 2muo—2mitu g, 27T/ (pg(u)e—%ritudu = 27y (1)

—0o0 —00

dove
QDU(U) —_ f (6727ru) 6727rucr
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Teorema 7.13. (Teorema di inversione)
Se f(x) ¢ C! per x > 0 ed ¢ tale che per un o € R vale

/00 |f(z)|27 Yz < o0
0

allora

o+1i00
@ =5 [ Feaas

278 Jy_ino

Dimostrazione. Con la sostituzione

d
r=e 2™ dfx = Y ondu
x
si ha -
f(O' + Zt) _ 27_‘_/ f (6727ru) 6727r(cr+it)udu
Posto

QO(U) — f (6—27ru) 6—27rcru

con —oo < u < 400, si ha quindi
1 . ~
—F(o+it) = B()
™

dove @ e la Trasformata di Fourier di ¢.
Ricordiamo che

P=¢
vale ovviamente per funzioni ¢ € C1(R) tali che [*_|o(u)| du < +o0.
Siccome per ipotesi

/OQ |f(z)|27 Yz < 400
0

allora
F(e72m) 72 = (y) =
= P(~u) =
:/wwmﬁmﬁ:
[ e 2miut
=9. | f (o +dt)e ™ dt
da cui ) o
f (6_27”‘) =5 /t__ f o +it)e?™ o d(o + it)
ovVvero L potico
f@) =50 [ T
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Osservazione 7.14. Riscriviamo

o=

/ dt/ 27rzt (u— U)dv

Osserviamo che vale anche per funzioni ¢ che sono C' a tratti (cioe tali che in ogni
intervallo finito ¢ e 3—5 abbiano al pit un numero finito di discontinuita di prima specie)
che soddisfano le condizioni

come

/OO lo(u)|du < 00

— 00

oy = 22O +olu=0)
Quest’ultima condizione dice che, negli eventuali punti di discontinuita, il valore di ¢
deve essere la media aritmetica det limiti destro e sinistro.

Si osserva quindi che il membro di destra di

/ dt/ 27rzt (u— v)d,U

converge per quet valori di u nei quali ¢ € continua.
Se invece @ € discontinua, la relazione sopra continua a valere purché si dia all’integrale
rispetto a t il suo valore principale, cioe

- 1 27thu v)
o(u) A dt/ dv

Ne segue che il teorema appena enunciato vale anche per funzioni f(z) che sono C' a
tratti per x > 0 che soddisfano

/Oo | ()] du < +00

—00

fx+0)+ f(z - 0)
2

purche la funzione

o+100
f@Zy/ £ (s)2*ds

278 Jy_ico
per i valori di x in cui f & discontinua, sia sostituita da
1 o+iT

f(z) = — lim f(s)x™%ds

271 T—+oo —iT

Vediamo ora alcuni esempi.
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Osserviamo che I'(s) € la trasformata di Mellin di e™* e quindi

1 c+ioco
— [(s)z™%ds =€ " (x >0,¢>0)
2mi c—100
Sia
1, se O0<z<l1
fl@)=% 1 se x =
0, se x> 1.

Osserviamo che la condizione
oo
/ |f(2)|z7 tdx < 400
0

¢ soddisfatta per o > 0.
Per o > 0 si ha quindi

e percio, posto y = %, vale
1 etico s 0, se O<y<l1
o7 —ds = %, se y=1
T Je—ico 8 1, se y>1

(c>0)

Osserviamo che nel caso y = 1 il primo membro dell’equazione sopra si deve

intendere come il limite per T' — +oo di

1 c+iT ds

278 Jo_iT S

Sia k£ > 1 un intero e sia

La condizione

¢ soddisfatta per o > 0.

Si ha
1 1 1k 1
_ k s—1 — _ _ k S — J— k‘il s =
/0(1 x)* 2 dx ; [(1 x) w]o—i-S/O (1—z)* a’dx
ovvero _ .
f(s) = (0> 0)

k!

Cos(s+1)...(s+k)



Segue che, posto y = %, per ¢ > 0 vale

1 c+ioco ys 0,se0<y<1
o ds =4 )"
27 Jo_ino S(s+1)...(s+k) H<1_§> , sey =1

e Sia k> 1 un intero e

Poiche
(—logz)f <27 (z—0)

allora la condizione

/00 |f(z)|27 tda < 400
0

& soddisfatta per o > 0.

Si ha

! 1 Lokt k!
/0 (—logz)*z tdx = B {(—log:r)k:rs}o + 8/0 (—logz)* a5 lde = = T
ovvero

F6)= 7 (0>0)

Ne segue che, posto y = %, vale

1 fetioo g8 0, 0<y<1
P %Hds = log" y Y (C > 0)
278 Jo—ioo S =, sey=>1

Osservazione 7.15. Se k =1 ey = 7 allora, per o > 1, si ha

o+ico X n s o+ico / s
)3 () e ()
o n=1 o—100

n<z —i00

Osservazione 7.16. Usando la Trasformata di Fourier il teorema visto precedentemente
st puo invertire.

Se g(s) € una funzione definita nella striscia o < o < 3, sotto opportune ipotesi di
decrescenza all’infinito per g(s), Uindipendenza di

o+100

/ g(s)x™%ds
T—100

dall’ascissa o di integrazione é garantita dall’analiticita della funzione g(s) come imme-

diata consequenza del teorema di Cauchy.
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Seguendo lo stesso ragionamento del teorema dimostrato precedentemente si vede che se
g(s) & olomorfa nella striscia o < o < 3, se per a < o < 3 vale

/ lg(o 4 it)|dt < oo

—0o0
e se
lim g(o+it)=0

t—+o0

uniformemente per a < o < B, allora posto per x >0, a < g < 3,

o+100
@ =5 [ as)ds

2mi T—100

allora si ha che f(x) non dipende dall’ascissa o di integrazione e si ha
o) = [ Fa)etlda
0

7.3 Formule esplicite per le funzioni vy
Definizione 7.17. Si definisce

X T — :
Yo(r) = Y +0) —;1/}( & - Z A(n) + { (2] altrimenti

n<x

Se ora consideriamo la funzione

1 ctico s 0 se O<y<l1
— Yags={ 1 se Yy = (c>0)
271 ; ] 2
¢Tieo 1 se y>1

e poniamo y =  con n intero positivo allora

1 ctico e 1 sen<z
9 n —ds = % sen=u=x
T Je—ioo 5 0 sen>cz
dove (z > 0,c > 0).
Segue che
i 1 c+ioco 8 1 i c+ioco s
Yo(z) = A(n) - / n °—ds = — / An)n™*% - —ds
ot 27 Jo—ioo s 27 = Je—ico S

In particolare, per ¢ > 1, se ¢ lecito invertire ’ordine di sommazione e integrazione, si ha

w =g [ (6) 5
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Ammessa la formula di sopra, consideriamo 'integrale

! S
/ (_C (8)) Ly
((s)) s
fatto sul bordo del rettangolo di vertici ¢ + T, —k + T (dove k, T sono scelti in modo
che ((s) non si annulli sul bordo stesso).
Se il contributo dato al’integrale dai lati orizzontali e dal lato verticale di ascissa —k

tende a zero per k, T — +00, si potra esprimere ¢y(x) come somma dei residui della
funzione meromorfa
¢'(s) 2°

((s) s

Nel punto s = 0 il residuo &

= —log 27

Nel punto s = 1 il residuo e =z.
In ogni zero sp di ((s) € —% (uno zero di molteplicita h essendo ripetuto h volte).

Si otterrebbe quindi la seguente formula esplicita per 1y(z):

1[10(56)217—2:6[)—10g27r—;10g<1—$12> (x>1)

P P
11 1 1
_70 —_— —
2 %8 2

¢ la somma dei residui negli zeri banali —2, —4, —6, ... di {(s), ovvero &

dove il termine

—2n

.z
;271

e la somma
xp

s P

e estesa agli zeri non banali. Tuttavia questa serie non & assolutamente convergente,
quindi i suoi termini vanno ordinati in modo opportuno.
Per dimostrare effettivamente la formula

x? 1 1
wo(x)—:):—%:p—log%r—zlog <1—$2> (x>1)

bisogna considerare la serie
p
x
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come il limite )
x
lim Z —
T—4o00 P
[Im p|<T'

Per evitare di considerare serie o integrali che non sono assolutamente convergenti
dimostreremo le formule esplicite per le funzioni ¢ (x) (medie integrali holderiane di
¥(x) di ordine k) definite qui di seguito.

Definizione 7.18. Definiamo
x
t
Y1(z) Z/ ¢§ )dt
1

Yp(x) = /f %_tl ®) dt

e, per k> 1,

Proposizione 7.19. Per ogni k > 1 vale

(o) = 25 S A logh ()

n<x

Dimostrazione. Cominciamo con il caso k = 1. Per sommazione parziale abbiamo

ZA(n)log(Z)—ZA(n)_0+/x ZA(n) %:

n<x n<lz 1 nlu

::j[xdmu)du::
1u
=1 (2)

Sempre per sommagzione parziale, induttivamente si ottiene che

%ZA(TL) log" (£ = ;'k;/lx ;A(n) log1 (2)- % _

n<x
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Lemma 7.20. Datox >0, c>1, k=1,2,3... vale

= [ (49 o

—100

Dimostrazione. Se consideriamo

1 fetieo ysd 0, se0<y<1
s —
o, sey =1

x

e poniamo y = = allora per x > 0, ¢ > 0 si ha

1 ofico g8 d _{ %logk% sen <z

27 Jo i "k 0 sen >
Segue che
1 L (T oo 1 c+io00 . s

n<x n=1

In particolare, se ¢ > 1 si puo invertire I'ordine di sommazione e integrazione in quanto

o0 c+100 s 0 00 dt
>/ ’A(”)”_S e e I
n=1 C—100 n=1 —0oQ

Si ha quindi, per ¢ > 1, che

1 c+100 o . s 1 c+1i00 CI s
V() = 27”/ | <Z A(n)n > R <_ C((j))> s
c—100 1 €—100

n=

Teorema 7.21. (Formula esplicita per ;)
Per x > 1 vale

T / AN o0 x—?n
¢1($):aj—ng—§(0)loga:— <§) (0)—32 &

n=1

Dimostrazione. Sappiamo dal lemma precedente che

=g [ (65 5

Consideriamo quindi la funzione meromorfa

(ls)a®
((s) &2
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I suoi residui sono nei punti s = 0,1 e negli zeri sia banali che non banali della funzione

(. Piu precisamente:
SOES
Res ( — =) =
s:els< C(S) 82

ey (<o) = ("G ) ;< §<(>)>: -0 log“‘@)/“”

) 0
2, (-G0%) o

¢'(s)xz®\ P
Res (~ 500 s2>“p2

Per il teorema dei residui si ha quindi

o1 [ () e S fomee (0

—100

dove le serie sono convergenti (gli zeri non banali di ¢ hanno esponente di convergenza 1
e nell’altra serie si ha il dilogaritmo e converge per x =1 ).

Possiamo scegliere un qualunque ¢ > 1 in quanto, a differenza del caso con 1y dove
dovevamo scegliere un ¢ opportuno in quanto compariva nel resto, in questo caso invece
non abbiamo nessun resto. O

Teorema 7.22. (Formula esplicita per 1)
Perx>1ek=1,2,3... si ha

P 1< k ¢! () > x_”

p

Dimostrazione. Dal lemma precedente sappiamo che

1 c+ioco CI S s
Vil@) = 2 /CZ-OO (_ C((S))> Sk+1d8

((s) =°
C(s) skl

La funzione meromorfa

ha i seguenti residui:

s (5050) -1 (5 (5] (1) (©)

(g ) =
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Res (—CI(S) a ):(—1)’f$_2n (n=1,2,3...)

s=—2n C(S) shtl (2n)k+1
('(s) a° a”
R =—h—r7
=) ( ((s) shHT PR+
se p & uno zero non banale di ((s) di molteplicita h.

o= f (560) v

dove l'integrale & calcolato sul bordo del rettangolo di vertici 2 &+ ¢71;,, —2m — 1 + i1},
essendo T,, i numeri tali che m <T,,, <m+1e

¢'(s)

< log? Ty,
ol
Sia poi
1 2+iTm C/ S
Ii(m) = 5— —= d
) =5 [ (<50 s
e

Io(m) =1I(m) — I;(m)

Per il Teorema dei residui si ha

I(m) =z — Z pk+1_klz< ><C/)(J() (log )" + (~ ki xil:H

"7‘<T n:l

contando gli zeri non banali p = 8 + iy secondo la loro molteplicita.
Per il lemma precedente (abbiamo scelto ¢ = 2) sappiamo che

im [y (m) = ()

Vediamo ora come si comporta Io(m) al limite per m — oo.
Osserviamo che sui lati orizzontali del rettangolo e sul lato verticale di ascissa —2m — 1
si ha

!
‘ CC( )| < log? |s| < log?m
in quanto
|s| <2m+14+T,, <3m+2
Inoltre

‘xs‘ — 2° < :ZJ2

perche z > 1, e
k+1

‘Sk+1| >m
Segue che
z2log?m
mk+1

21 2
[Io(m)| < (4m + 6 + 2T,,) < T m

mk
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da cui
lim Ir(m) =0

m— 00

Si conclude che

by = lim {I(m) — I(m)} = lim_I(m) =

m—r0o0

i 1k k N () . o~ g
=z - ZW B k!; < J ) <§> (0) - (log @)~/ + (=1)* 3 (2n)k+1

p

Corollario 7.23. Si ottiene:

e applicando de la Vallée Poussin
1 (z) = 2 + O(zexp(—cy/log z))

e supponendo R.H.
P1(z) = 2+ O(Vx)
e supponendo Q.R.H. (cioe f <0 <1 per ogni p)
1 (x) = 2+ O(a?)
e vale
P1(x) = x + o(x)

Teorema 7.24. (Versione debole del PNT)
Se 5 < 1 per ogni p (Hadamard) allora vale

Y1(x) = x + o(x)
Dimostrazione. Innanzitutto la tesi equivale a dimostrare che

7/11(35) - _ 0(1)

X

Dalla formula esplicita per 1, ovvero

) C/ CI / 1 > —2n
nla) == 355 - C0)og - (2) o127
segue che
P P




Ma allora (@) 51
P1(x) —x x’~

— K
@ ; |ol?

Facendo il limite si ottiene

. zf=1 1 . B—1
lim —5 = Z 3 lim =« =0
T—~400 - ’p‘ P ‘p‘ T——400

in quanto per il Teorema di Hadamard gli zeri di ¢ hanno § < 1. O

Proposizione 7.25. Vale

P(x) =+ o(x)

Dimostrazione. Si utilizza un ragionamento tauberiano che permette di passare dalla
stima asintotica su 1 alla stessa stima valida per ¥. Questo ragionamento si basa
essenzialmente sul fatto che ¢ (x) ¢ una funzione crescente.

Sia quindi A (tale che 0 < h < § (con z > 2)).

Osserviamo che

T oY) “ () h
—=dt < dt =
z—h t - mthE—h, w(x).f—h
z+h w(t) z+h (x) h
TN At > IR St VI v
/1, t dt_/x x—i—hdt w(x)x—i-h
ovVVero L h
(z — h)zm(x - —)h_ Y1 () < (@) < (o 4+ h)wl(fﬂ + })L— Y1 ()
Siccome sappiamo che
i(y) ~y
se applichiamo questa relazione ad entrambi i membri della relazione sopra abbiamo
(w—plilE=h =@ o pe-hoe
—h —h
(x+h)w1($+h}z_¢l($) ~ (;HMW et h

Scegliendo ora h = o(z) abbiamo che  + h ~ z e quindi

zo~ f(z) <o) <glz)~z

e quindi

P(x) ~
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Teorema 7.26. (Landau)
Sia

C(s) < (e¢>(t))

per t — oo nella regione
1-60(t)<o<2 (t=0)

dove ¢(t) e % sono funzioni positive non decrescenti di t per t > 0 tali che

0(t) <1
o(t) = oo

Z)Eg Y (ed)(t))

Allora esiste una costante A; tale che la funzione ((s) non ha zeri nella regione

0(2t + 1)

>1- A )
7 Yot +1)

Osservazione 7.27. In particolare sappiamo che possiamo prendere ¢(t) = cologt (((s) <
|t]) in quanto vale per O(t) = %. In tal caso

1

10— =
p< 2¢ log(t + 2)

Se O(t) = % allora ¢(t) = log(t + 2).

Ci sono stati ulteriori miglioramenti:
e Littlewood
log log t)?
o(t) = (loglog )
logt
o(t) = Aloglogt

ed in questa zona si riesce a dimostrare che
((s) < (logt)™

In tal caso diventa
clogt

<1l-
p loglogt
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e Vinogradov

Si prende
ot) = — -yt
(logt)s—*
o(t) = (logt)®
Allora

((s) < exp((logt)%)
nella regione

<l — ———
(log )5 <

7.4 Somme esponenziali

Ci sono quattro tipi di somme esponenziali

e la prima e
Z 627riom<< 1
NnZon el
dove
|lee]| = min{|a — n|[n € NU{0}}

e la seconda (Vinogradov) ¢

Yo Am)ermen < (% +VNqg+N > (log N)*

N<n<2N

dove
1
¢

Da questa segue il teorema dei tre primi di Vinogradov per cui ogni intero dispari
¢ somma di tre primi (poi migliorato da Vaughn)

(aa(I) =1

e la terza (Vinogradov) ¢
>
N<n<2N

1

Da cio seguono le stime per ((o + it) quando 1 — 0 €« ————
(logT)37°

e la quarta e

A(n
y Al

N<n<2N
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L’ultimo tipo di somma ¢ particolarmente difficile da trattare percheé A(n) non ¢ monotona
e n~ & un esponenziale moltiplicativo.

Usando il suo metodo per minorare somme di potenze di numeri complessi, Turan
dimostro che una stima non banale per queste somme implica la Q.R.H. per la funzione
¢. Tuttavia nessuno € mai riuscito ad ottenere stime non banali per esse.
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Capitolo 8

Caratteri di Dirichlet e funzioni L

8.1 Prime definizioni e il Teorema di Dirichlet

Consideriamo (Z/qZ)*. Questo gruppo ha ¢(q) elementi.

Definizione 8.1. Si dice che x4 ¢ un carattere di Dirichlet modulo q se ¢ un

omomorfismo
(Z/qZ)* — St c C

Osservazione 8.2. I caratteri modulo q sono i caratteri del gruppo abeliano (Zqz,)*.

Definizione 8.3. L’identita nel gruppo dei caratteri ¢ detta carattere principale

modulo q ed é la sequente:
1 (ng=1
Xo(n) = { 0 (n,q)>1

Le principali proprieta dei caratteri di Dirichlet sono le seguenti:
e ci sono ¢(q) caratteri modulo ¢
e x }(n)=x(n) VneN

e si possono estendere su tutto Z, ottendendo le funzioni aritmetiche y : Z — C che
sono g-periodiche

Xq(nm) = xq(n)xq(m) Vn,m € Z

Ix(n)| <1, ovvero |x(n)| =1 se (n,q) =1 oppure |x(n)| =0 se (n,q) > 1, ovvero
x sono funzioni completamente moltiplicative

XqX:;(”) = Xq(n)X;(n) Vn € Z

Xq(n +kq) = xq4(n) Vn,k€Z
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o Siccome xj(—1) = x4((—1)*) = xq(1) = 1 allora x4(~1) = { 1_1

o >ix(n) =0 Vx#Xxo
Definizione 8.4. Un carattere x, é detto pari se x4(—1) = 1 mentre é detto dispari
se xq(—1) = —1.
Vediamo ora la definizione algebrica di carattere di Dirichlet.

e Prendiamo una potenza di un primo dispari, ovvero p® con p > 2 primo e a > 1.
Sappiamo che il gruppo (Zp.z)* & ciclico, ovvero

<g>= (Zypaz)”

2mim
Sia poi w = 4@ tale che
W@ =1

dove ricordiamo che
¢(p®) =p"Hp—1)
Quindi la scelta di w e pari al numeri di caratteri di Dirichlet.

Prendo ora n e calcolo xpe(n). Abbiamo

2mimv(n)

Xpe (n) = wy(n) = e o)

dove v(n) e tale che

e Nel caso in cui invece p = 2 abbiamo che (Z/3.7)* ¢ ciclico se e solo se a = 1,2. In
particolare

— se a = 1 allora (Z/57)* ha un solo carattere, detto carattere principale,
essendo ¢(2) =1e

1 sen e dispari
x2(n) = xo(n) = { 0 sen e pari

— se a =2 allora (Z/527)" = (Z/42)* ha due caratteri in quanto ¢(4) = 2, ovvero:
* se w = 1 allora abbiamo xg

27e

* sew=—1=¢e¢2 allora

1 sen=1 (4)
xa(n)=4¢ —1 sen=3(4)
0  sen pari
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— se a > 3allora (Z)gaz)* = Z oz X Zjga—27. In questo caso non esiste una radice
primitiva modulo 2%, percio siccome ogni n modulo 2 si puo scrivere come

n=(—-1)"5"

dove v & definito modulo 2 e v/ & definito modulo 2¢~2. Come conseguenza si
definisce il carattere

x(n) = w”(W"”
dove ,
Wwr=1 W)* =1

Il numero di caratteri in questo caso & ¢(2%) = 2471,

e Nel caso generale con ¢ = 2%p7'p5? ..., dato (n,q) = 1 il carattere & definito come

x(n) = x (n;2%) x (n; p1") x (n;05%) - ..

mentre se (n,q) > 1 allora x(n) = 0.
Il numero totale di caratteri modulo g € pari a

¢ (2%) o (p1") ¢ (p3?) ... = é(q)

I diversi caratteri sono funzioni aritmetiche distinte e ognuna di esse & una funzione
periodica e moltiplicativa di n.

In particolare, il carattere che associa il valore 1 ad ogni n tale che (n,q) = 1 & detto
carattere principale e si indica con Yp.

I caratteri modulo un certo q dato formano un gruppo rispetto alla moltiplicazione con il
carattere principale come elemento neutro (unita). Questo gruppo, che ha ¢(q) elementi &
infatti isomorfo al gruppo moltiplicativo delle classi di resto relativamente prime (modq).
L’isomorfismo si pud dimostrare piu facilmente riscrivendo la definizione di x(n) il termini
della funzione esponenziale complessa.

Per il modulo p® abbiamo

w = M0 — ¢ [m ) (p°)

e scelte diverse di w corrispondo a scelte diverse dell’intero m modulo p® (e quindi
corrispondono a caratteri diversi). Quindi

X (n;p”) =e L;Z;)]

dove v e I'indice di n relativo a una particolare radice primitiva di p®.
Nel caso 2¢, abbiamo

X(n§2a):€(

muv m’z/)

2 + 202

123



dove n = (—1)"5”" (mod2%).
Mettendo insieme queste formule otteniamo che

movy My, mivy mals

X("):e{ 2 T2 T o)

per (n,q) =1, dove mg, m{, mi, ms ... sono interi che assumono tutti i valori modulo i

corrispondenti denominatori.

Esistono poi due importanti relazioni dette relazioni di ortogonalita:

1 < _J 0 sexs# X0
¢(q) ;X‘](n) B { 1 sexq=Xo
1 |1 sen=1modgq
o(q) (Zd )X<n> _{ 0 altrimenti
x(mod g

Corollario 8.5. Sen=a mod q e (a,q) =1 allora

|1 sen=amodgq
0 altrimenti

Dimostrazione. Siccome na~! =1 mod ¢ allora

x(na™t) = x(n)x(a™") = x(n)(x(a)) ™" = x(n)x(a)
O

Definizione 8.6. A ogni carattere x, di Dirichlet associamo una funzione, che chiame-
remo funzione L di Dirichlet associata al carattere, espressa in termini di serie
di Dirichlet:
= Xq(n)
q
Lis;xg) =2 = 5
n=1

dove s = o + it € una variabile complessa con o > 1.
Osserviamo che:
e 0 > 1 ho convergenza assoluta
e 0 > 0g > 1 ho convergenza totale

Se in particolare xy = xo allora



Definizione 8.7. Sia x un carattere modulo q, con x # xo. Si dice funzione L relativa
al carattere x la somma della sequente serie:

“+oo
L(s,x) =

n=1

x(n)

dove s = o + it & una variabile complessa con o > 1.
Osservazione 8.8. La serie converge assolutamente per o > 1.
Proposizione 8.9. Se x # xo la serie converge uniformemente per o > e > 0.
Dimostrazione. Supponiamo o > 1.
N
N"ff’ S PRCIEREy > xio -

Siccome x # Xo, segue dalla relazione

ZX(”) _ { g)(Q) S X = Xo

altrimenti

che > x(n) su ogni ¢ interi consecutivi ¢ zero e quindi

> x(n)|<q

n<N

ovvero » .y x(n) € una funzione limitata in V.
Facendo allora il limite nella relazione precedente per N — oo si ottiene che

L =s [ X ]

n<u

che converge per ¢ > 0 essendo ’esponente di u pari a s + 1.

Segue che si ha convergenza uniforme per o > ¢ > 0.

Inoltre I'ultimo integrale fornisce un prolungamento analitico di L(s, x) come funzione
regolare per o > 0. O

Osservazione 8.10. Come consequenza L(s,x) é una funzione olomorfa per o > 0.
(quindi ho il prolungamento analitico fino a zero) e inoltre si ha una stima di q|s|/o.

Osservazione 8.11. Sia x = xo e considero la serie
i Xo(n)
nS
n=1
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allora Y, - Xo(n) si maggiora con

o o= (5] +1) e

Seque che la convergenza assoluta per o > 1 non corrisponde ad una convergenza uniforme
per o > €.

Teorema 8.12. (Identita di Eulero)
Data s variabile complessa con parte reale o > 1 vale:

L) =1 (1 B x(p)>

s
p p

In particolare se x = xo allora
1\ ! 1\ 1 1
L(37XO):H I—E :H 1—[; H 1_2¥ — (S)H 1_];
plq p plq plq
da cui seque che L(s,xo) € meromorfa su C con un polo semplice in s =1 e residuo
m(-1)-2o
p q

pla
Dimostrazione. Cominciamo dapprima a considerare L (s, xo). Siccome

Lo =< I (1- )

pS
plg

allora basta considerare la funzione ((s).
Trasformiamo la definizione

(s) =3~

nS
n

che vale per ¢ > 1 in una nuova forma che vale piu in generale per ¢ > 0.
Usando la sommazione parziale vale

()= n*=> nn*—(n+1)"

126



Ponendo ora [z] = 2 — {z}, dove {z} & la parte frazionaria di z, si ottiene

s > {z}
§)=———35 dx
C( ) s—1 1 rstl
L’integrale & assolutamente convergente per o > 0 e converge uniformemente per o >
0 > 0, quindi rappresenta una funzione regolare di s per o > 0.
Segue che ((s) ¢ meromorfa per o > 0, il cui unico polo ¢ un polo semplice in s = 1 con
residuo 1. Da cio segue che lo stesso vale per L(s, xo) tranne per il fatto che in questo

caso il residuo ¢
M(i-1)-o
p q

plg
O
Osservazione 8.13. Gli zeri della funzione L(s, xo) non sono solo quelli della funzione
C(s) ma anche quelli per cui p~® =1 ovvero t = 1%’;’; con plq.

Teorema 8.14. (Teorema di Dirichlet)
FEsistono infiniti primi p = a (modq), e la serie Z% con la somma fatta su questi primsi
e divergente.

Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che L(s, x) # 0 per s > 1.
Inoltre dall’identita di Eulero si ottiene che

da cui

Tuttavia per s — 17 vale

Y Yo X srow

p=a( mod q)

P
p™M=a( mod q)

Quindi dimostrare che

>

p=a( mod q)

diverge per s — 17 equivale a dimostrare che

<1
Z z::l mpms

P
p™M=a( mod q)
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tende a +oo per s — 17.
In particolare il termine corrispondente al carattere principale yq e

1
m log L (s, x0)

Per la formula di Eulero sappiamo che
1
Lo = I (1- )
plg

quindi log L (s, x9) — 400 per s — 1T,

Basta quindi mostrare che per x # xo, log L(s, x) ¢ limitato per s — 1 e mostrare questo
¢ equivalente a mostrare che L(1,x) # 0.

Abbiamo due casi:

e se x € un carattere complesso, ovvero un carattere i cui valori non sono tutti valori
reali, ovvero Y # x allora L(1,x) # 0 in quanto vale la seguente disuguaglianza:

T2, =>1 pers>1

Questa disuguaglianza e vera in quanto basta porre a = 1 nell’equazione

g Ti@eeten= X3

p
p™=a( mod q)

Infatti, posto a = 1, otteniamo

ZX IOgL S X ZIOgL 3 X ¢(Q) Z Z mpms

1( mod q)

Osserviamo che (s € R, s > 1) log L(s, x) & reale e > 0, quindi

log L(s, x) = log|L(s, x)|

e percio
[TIZ(s,x)| =1 pers>1

Segue che se per assurdo L(1,x) = 0 allora anche L(1, x) = 0, quindi

lim JJIL(s,x)| =0

s—1t

ma questo e in contraddizione col fatto che

[T1Z(s,x) =1 pers>1
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e Se x # Xo € un carattere reale diverso dal carattere principale, per dimostrare che
L(1, x) # 0 Dirichlet utilizzo la formula del numero di classi, ma qui riportiamo
invece una dimostrazione data da de la Vallee Poussin in cui fa uso della teoria
delle funzioni complesse.

Innanzitutto richiamiamo alcuni risultati dimostrati precedentemente riguardo alle
funzioni L di Dirichlet viste come funzioni in una variabile complessa s.

Poniamo innanzitutto s = o + it. Ricordiamo che la serie che definisce L(s, x) &
assolutamente convergente rispetto ad s per ¢ > 1 e uniformemente convergente
rispetto a s per ¢ > 144 per ogni § positivo. Quindi le funzioni L sono definite per
o > 1 e sono funzioni regolari in s per ¢ > 1. In realta abbiamo visto chd ognuna
di esse puo essere prolungata analiticamente in modo che sia regolare per o > 0,
con l'unica eccezione che L (s, xo) ha un polo semplice in s = 1.

Supponiamo ora per assurdo che x sia un carattere reale non principale modgq e
che L(1,x) = 0. Allora L(s, x) ha uno zero in s =1 e il prodotto

L(s,x)L (s, x0)

e regolare in s = 1, quindi e regolare per o > 0.
Siccome L (2s, xo) € regolare e non nullo per o > %, allora la funzione

L(s,x)L (s, x0)
L (2s, x0)

F(s) =

e regolare per o > %
Osserviamo inoltre che F(s) — 0 per s — (%)Jr in quanto L (2s, xo) — +oo (infatti
L (2s, x0) si comporta come ((2s)).
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La formula del prodotto di Eulero per F'(s) diventa

L(S, X)L (Sa XO) —

F(s)=
S TGP
1) (-)°
N H P P .
= — —
p (1 — Xgéf))
O 1) 7!
g ) (-5)
= — =
qu (1 - p25>
(-2) (-2)”
J— ps ps J—
= S =
X(p):1 (1 - p25>
1
_ ]
x(p)=1 L=
- 11 Pl
- =
x(p)=1 P
N~
= pr
n=1
con ap, > 0, ap =1 (0 > 1), in quanto i fattori con x(p) = —1 nel prodotto di

Eulero diventano . .
(I+p~°) (A-p°)

G-p2 '

Osserviamo che la formula

- 11(122)

x(p)=1

vale per ¢ > 1. Se non esistessero primi con x(p) = 1 dovremmo avere F(s) =1
per ogni ¢ > 1, e quindi per prolungamento analitico per ogni o > % Tuttavia
questo & in contraddizione col fatto che F(s) — 0 per s — 3.

Il prodotto puo essere scritto in serie di Dirichlet come:

[e.9]

Fs) =Y

n=1

an,

dove a, > 0 e a; = 1. Tuttavia, come gia sappiamo, questa serie & ben definita solo
per o > 1.
Siccome F(s) & regolare per o > %, ha un’espansione in serie di potenze di s — 2

130



con un raggio di convergenza di almeno % Questa serie di potenze (sviluppo di
Taylor di F' centrato in 2) &

dove
() = (- Y 0BT (g,

con by, > 0. Quindi

e questo vale per |2 — s| < 3.
Se % < s < 2, allora siccome tutti i termini sono non negativi abbiamo che

F(s)>F(2)>1

(ho troncato Taylor con m = 0) e questo contraddice il fatto che F(s) — 0 per
1\+

s=(3)

Quindi 'ipotesi che L(1,y) = 0 & un assurdo.

Abbiamo cosi dimostrato il Teorema di Dirichlet. O

8.2 Caratteri primitivi

Sia x(n) un qualunque carattere modulo ¢ diverso dal carattere principale.

Sappiamo che se (n,q) > 1, allora x(n) = 0; se (n,q) = 1, allora x(n) # 0 essendo una
radice dell’unita, ed ¢ una funzione periodica di n con periodo g. E’ possibile tuttavia che
per alcuni valori di n che soddisfano la condizione (n,q) = 1, la funzione x(n) potrebbe
avere un periodo minore di ¢q. I caratteri x che presentano questa situazione vengono
detti non primitivi. In caso contrario il carattere x & detto primitivo.

Sia ora x(n) un carattere non principale modulo ¢ che non ¢ primitivo e sia ¢; il suo
periodo piu piccolo. Allora ¢; < ¢; ma vale anche ¢; > 1, altrimenti dovremmo avere
x(n) = x(1) =1 per ogni n tale che (n,q) =1, in contraddizione con 'ipotesi per cui x
non e il carattere principale.

Inoltre, g; € un fattore di ¢, in quanto se ¢ e g1 sono periodi allora anche (g, q1) lo ¢, e
percio questo numero non puo essere minore di ¢; (abbiamo supposto che ¢ sia il periodo
di valore minimo).

Proposizione 8.15. Dato un carattere non primitivo x modulo q, esistono un fattore
proprio q1 di q¢ e un carattere primitivo x1 modulo q1 tale che

() = { x1(n) se(n,q) =1

10 se (n,q) > 1

In tal caso si dice che x1 tnduce x e q1 si dice conduttore di x modulo q.
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Dimostrazione. Cominciamo innanzitutto col definire x1(n). Prendiamo:
e se (n,q) = 1 allora prendiamo x1(n) = x(n)

e se (n,q1) =1 ma (n,q) > 1 allora scegliamo un intero ¢ tale che
(n+tq,q) =1

e definiamo
x1(n) = x (n +tq1)

Questo intero t esiste in quanto basta avere
(n+tq,r)=1

dove r (che ¢ diverso da ¢/(g,q1)) ¢ il prodotto delle potenze di primi che dividono
q e che sono relativamente prime con q;.

La particolare scelta di ¢ non ¢ rilevante in quanto il valore di x(n + tq;) sara lo
stesso

e se (n,q1) > 1 allora poniamo x1(n) =0

Osserviamo che x1(n) € periodica con periodo ¢; e la sua proprieta moltiplicativa segue
facilmente da quella di x(n).

Inoltre, x1(n) non & sempre nullo quando (n,¢;) = 1 in quanto x1(1) = x(1) = 1. Segue
che & uno dei ¢ (q1) caratteri modulo ¢ .

Inoltre, i valori di x1(n) quando (n,q1) = 1 includono i valori di x(n) quando (n,q) =1 e
quindi non possono essere periodici con periodo minore di ¢; e nemmeno possono essere
tutti 1.

Segue che x1(n) € un carattere primitivo modulo ¢;. O

E’ ovvio che se sono dati g1 e x1 e g € un qualsiasi multiplo proprio di ¢, la definizione
sopra di x forma un carattere (modgq).

Esempio 8.16. Un esempio di carattere non primitivo é il simbolo di Legendre <%) che é

un carattere non primitivo (modp®) se a > 1, essendo indotto dallo stesso carattere ( mod
p) ma questo € un caso particolarmente semplice in quanto in questo caso le condizioni

(n,q) =1 e (n,q1) =1 sono la stessa cosa.
Ancora, il simbolo di Legendre <p£1> induce un carattere non primitivo modulo p1ps (dove

p2 # p1) definito nel sequente modo:

n) = se (n,pip2) =1
x(n) {0 )

se (n,pip2) > 1

/N
Sz

Sappiamo gia che ogni carattere (modgq) ¢ rappresentabile come
x(n) = x (n;p7™) x (n;p5?) . ..
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dove ¢ = p{'p5?..., e i caratteri nel membro di destra sono caratteri rispetto ai corri-
spondenti moduli indicati. (qui supponiamo che p; sia 2.)

Si osserva che x € primitivo se e solo se ognuno dei caratteri a destra & primitivo. Se x
non ¢ primitivo allora uno o piu caratteri a destra sono principali oppure non primitivi.
In quest’ultimo caso

X (n5p%) = x (n;pﬁ)
dove 1 < 8 < a.
Allora ¢ ¢ il prodotto delle potenze di primi p;*, e x1 € il prodotto dei caratteri x (n; p? i),
omettendo pero ogni fattore che sia un carattere principale.
Esprimendoli in termini della funzione esponenziale complessa come visto all’inizio,

un carattere € primitivo se e solo se tutti gli m; sono relativamente primi rispetto ai
corrispondenti p; (con una modifica per mg e m(, a seconda che & >2 0 a=2).

La relazione

(n) = { x1(n) se(n,q)=1

0 se (n,q) > 1

tra un carattere non primitivo x e il carattere primitivo x; che lo induce implica una
semplice relazione tra le rispettive funzioni L.
Infatti per la formula del prodotto di Eulero vale

sen=T(=32) -

plq
)—1

(p)
Mq< p

S0 (- -
= L(s,x1) g (1 - X;@)

Questo ragionamento ¢ valido solo per ¢ > 1, dove i prodotti infiniti convergono. Tuttavia,
per prolungamento analitico il risultato resta vero per ¢ > 0, anzi per ogni s come vedremo
dopo.

In particolare L (1, x1) # 0 implica che L(1, x) # 0.

8.3 Somme di Gauss

Definizione 8.17. Sia x un carattere modulo q. Si definisce somma di Gauss relativa
al carattere x la sequente:
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2mim

dove eg(m) =e «

Osservazione 8.18. Se (n,q) =1 allora

dove abbiamo usato il fatto che
mn~t = h € Zg < m=nh (modq) & x(n)x(m) = x(n)x(nh) = x(h)
Quindi, avendo supposto che (n,q) =1 e 7(x) # 0 si ha che
1 4
7(7 ; eq(nh)

Proposizione 8.19. Se x ¢é un carattere primitivo modulo q allora

q
Z )eq(nh)

h=1
vale anche per (n,q) > 1.
Dimostrazione. Innanzitutto poniamo
n_n
¢ @

dove (n1,q1) = 1 e qi | ¢, ¢1 < ¢. Possiamo inoltre supporre che ¢; > 1, siccome la
relazione e banalmente vera se n ¢ un multiplo di q.
Dobbiamo quindi dimostrare che

q
> x(h)e(mh/q) =
h=1
Innanzitutto scriviamo ¢ = ¢1q2 e poniamo h = uq; + v, dove
O0<u<gq, l1<v<aq

Allora I'esponenziale dipende solo da v, e percio bastera provare che

q2—1

Z)Z(U(h-i—v)zo

u=0
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per ogni v.

Vista come una funzione di v, 'ultima somma, che chiamiamo S(v), & periodica con
periodo g1, in quanto sostituire v con v + g1 equivale a cambiare I'intervallo di definizione
diuinl <wu<gyeu=qy equivale a u = 0.

Se ¢ ¢ un qualunque numero che soddisfa

(C7 Q) = 17 c=1 (mOdQI)

allora
q2—1 g2—1
X(©)Sw) = > x(cuq + cv) = > X (ug + cv) = S(v)
u=0 u=0

Usando ora la proprieta caratteristica dei caratteri primitivi per cui se (n,q) = 1 allora la
funzione x(n) non ¢ periodica per un qualsiasi modulo ¢; che ¢ un fattore proprio di g.
Questo implica che esistono interi cp, co tali che

(c1,9) = (c2,9) =1, c1 =cz2(modqr), x(c1)# x(c2)

Quindi esiste ¢ = ci1cy ! tale che
(c,;q) =1, c=1(modq)

e per il quale vale x(c) # 1.
Segue che S(v) = 0 per ogni v. O

Proposizione 8.20. Dato un carattere primitivo x vale

[Tl = Va

Dimostrazione. Sappiamo che

X(M)T(X) =Y _ X(h)eg(nh)

h=1
Allora . q
IX)PITOOP =D > x(h) x (h2) eq [n (ha — hy)]
h1=1ho=1

Ora facciamo la somma su n ad entrambi i membri, dove n varia nell’insieme di tutti i
residui (modgq).
Abbiamo quindi

> )Pl

n (mod q)

DD () x(ha)egn(hr —ha)l =D D Ix(WIP=a>_ Ix(h)* = q(q)
h=1 h=1

n (mod ¢) h1=1 ha=1 n=1
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in quanto la somma dei valori di |x(n)? & ¢(q) e la somma degli esponenziali & zero
tranne quando hy = ho.
Segue che

D)TONP =D Ix(h)]* = q(q)
h

da cui

O]

Proposizione 8.21. Dato un carattere x non primitivo modulo q, sia x1 il carattere
primitivo modulo q1 che induce x.
Allora

dove r = L.
a1

Dimostrazione. Osserviamo che

=Y x(m)e(m/q) = Z xi(m)e(m/q)

m=1

Poniamo poi g = qp7.
Abbiamo due casi:

e se (q1,7) > 1 allora 7(x) = 0.
Infatti poniamo D = (q1,7); i valori di m che compaiono nella somma possono
essere espressi come

dove

(mlaQ):lv 0<m1§%, O0<t<D

Ma allora x1(m) = x1 (m1) in quanto ¢;7/D ¢ un intero multiplo di ¢;. Quindi la
somma per 7(x) contiene come fattore la somma

D
Ze t/D)
t=1

che & nulla in quanto D > 1.

e Sia (¢q1,7) = 1.
Possiamo porre

m=uq +vr, dove O<u<r O0<ov<q
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Segue che

u=1 v=1
(u,r)=1 (v,q1)=1

Abbiamo quindi la tesi.

8.4 Equazione funzionale generalizzata per la funzione ©

Proposizione 8.22. Sex >0e0<a <1 siha
. 1 ™ 2
Z efﬂn2x+27r'ma - Z efg(nJra)
nel \/E ne’l

Dimostrazione. Sia .

f(ﬁ) _ e—7r§2—27riaﬁ

e, preso z > (), poniamo

f:}c(g) = f(f\/E) = e_7r§21’—27rio<§

Osserviamo che f,(£) € . e la formula di Poisson implica che
TR —mnlz—2mi
Y (f)n) = fuln) =) emme2mime
nez nez nez
(essendo n € Z, allora abbiamo potuto sostituire 2wina con —2wina).

D’altra parte

—

(fm)(’f) — / 6—7rt2x—27riat—27riftdt
R

da cui derivando e integrando per parti si ottiene

—

DUF)E) = —2mi [ temrer-2mot-2mitgy =
R

— 7’/ d <e—7rt2$> e—27riozt—27ri£tdt _
T JR

— _7(5 + Oé) / €—7rt2:v—27riat—27ri§tdt _
x R

Pertanto risolvendo 1’equazione differenziale

——

log (£)(€) = == (€ +20€) + o
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si ottiene che

con C' € R.
Ma allora segue che

Quindi
7l'(!2
67 x
C p—
NZA
e percio
— . 1 —5(52—‘,—2&5—}-&2) o 1 7£(§+a)2
da cui 1
— s 2
Y (f)n)=—=> et
nez \/5 nez
Andando a sostituire i risultati ottenuti si ottiene la tesi. O

Osservazione 8.23. L’equazione vale anche per z = x + iy con x > 0.

Proposizione 8.24. Sexz >0 e 0 < a <1 allora

—n2 i _m 2
Zne nrr+2mian _ Z(?’L—FQ)G = (n+a)

neL nez

')
T\/T
Dimostrazione. Data

_ 2 ; 1 _ T 2

e~ T+2mino _ e T (nta)
2 Nz D
neZ nez

se deriviamo entrambi i membri rispetto ad « (questo passaggio ¢ lecito in quanto la
serie derivata converge uniformemente) si ottiene

92mri Z ne—n2wm+2m'am _ 21 Z(n + Oé)e—%(n—i-a)Q
T/ X
nez \F nez

ovvero

2 . l _ T 2
§ :??,6 nérr+2mian _ fE :(TL—FO&)@ T (n+a)
TN/ T

nez

neEL
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8.5 La funzione (s, )

Proposizione 8.25. Sia x un carattere primitivo modulo q e sia

E(s.0) = (”)_é(SM r(45) 26w

q
con

Allora

5(1 -5 >_<) =
.
In particolare (s, x) € intera e di ordine 1.

Dimostrazione. Sia
q

1
x(n) = ——= x(m)e(mn/q)
7(X) mZ::l
L’equazione funzionale di una funzione L assume forme diverse a seconda che x(—1) =1
o x(—1) = —1. Una di queste due uguaglianze deve per forza valere in quanto y(—1)? =
x(1) = 1.

Vediamo separatamente i due casi:

e Caso x(—1) =1.
Sappiamo che

Ponendo
217
U =mn—
q
abbiamo
400 _3
T (f) :/ e uz  dy = n? (g> 2/ /a5 gy
2 0 @ 0
OVVero

Ma allora moltiplicando per x(n) e sommando su n si ottiene

(5) TG = (5) TSN -

= [ xtme s -
0

n=1
1 [eS)



dove

allora

q .
o) = — 3 xlm) e T

m=1 nez

Ponendo z/q al posto di z e @« = m/q nella formula

§ :efwn T+2mino _ \/» § :6 (n+a

ne”z ne”

otteniamo

n T 4 2minm 27r1nm

(& q =

dove abbiamo usato che Xx(m) = Y(m + ng) per ogni n € Z.

Segue che
1 o0 .
$,X) == O(x,x)r2 dr =

/Gxx 2 lde + 2 /93:)( 2y =
/Gmx) 1dw—l—2/ 0< ,X>a: 27y =
1




dove nella terza uguaglianza abbiamo usato il cambio di variabile y = 1/x (poi
ribattezzato con x) mentre nella quarta uguaglianza abbiamo usato la relazione

1 1
0 — = ——/qz 0(x, X
(x,x> oV (=, %)
Questa espressione rappresenta una funzione di s che e regolare ovunque e percio
costituisce il prolungamento analitico di L(s, x) sull’intero piano ed & regolare
ovunque in quanto I (%s) non & mai 0.
Inoltre, sostituendo s con 1 — s e x con ¥, I'espressione di sopra diventa

1—s

1 [ 1 0o .
5(1 - S’X) = 2/1 9(1’,)_()1'7 1d.%' + 27_\([;(])/1 Q(x,x)xi_ldx

Tuttavia
V4 V1 q -1
700 )TN ()P
Infatti
) =7(x)
in quanto
- 9 2mwim
(0 =D x(m)e™ s =
m=1
il _ 2rim
=D x(m)e o =
m=1
—1
2mil
=D x(-Des =
l=—q
—1
2mil
= X(l e 49 =
l=—q
=7(x)
Segue che

1 [ 1-s o0 s
-5 -3 [ (z, )7Lz + - YL | 0w 0wt e = Ve

27(x)

Abbiamo quindi ottenuto I'equazione funzionale per L(s, x) nella forma

\]
2l

1
—3(1=5) ;5 (1=s)p 11_ L(l —s5. %) = a2 —3s 35T 1 L
w000 (L) 2 = L a b (o) 20

e questo ¢ valido per ogni carattere primitivo x modulo ¢ per cui x(—1) = 1.
Siccome L(1 — s, %) non ha zeri per 1 — o > 1, ovvero per 0 < 0, e T’ [%(1 — s)]
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non ha zeri, allora gli unici zeri di L(s, x) per o < 0 sono in s = —2, -4, —6,... ¢
corrispondono ai poli di T’ (%s)

Esiste anche uno zero di L(s, x) in s = 0 corrispondente al polo di T’ (%s) in quel
punto.

Caso x(—1) =—1.

Non possiamo usare lo stesso ragionamento di prima in quanto in questo caso
0(z, x) si annulla.

Modifichiamo quindi la procedura sostituendo 5 con % nella formula originale,
che quindi diventa

1) Ls+1)p |1 R B R O |
T2 q2 r 2(5+1) n°®= ne x2° 2dx
0

Segue che
—1(s+1) oo X
T 2 8+1> 1/ _ 2/ s_1
— r L(s,x) = = ny(n)e ™ ¥ y2"ady =
() () eo=g [ e
1 [ s_1
:/ O1(x, x)x2 2dx =
2 Jo
1 (o)
= = 91(1'7X)$2 d.fC
2
dove -
Or(z,x) = Y nx(n)e ™ /1

e l'ultima uguaglianza segue dall’equazione funzionale soddisfatta da 6;(x, x):

00 = 5o (1.%)

3
T2

Questa equazione funzionale si ottiene con un ragionamento simile a quello visto
per la funzione 6 di Jacobi ma in questo caso si fa uso della relazione

—n2 ;
§ :ne nemr+2mwion _

neEL nEZ

T (n+a)?

dove, sostituendo x con % e a con % otteniamo la relazione

ad Cp2pzymimn QN5 > m _W(n+m>21
done T =) Z<”+q>e v
—00

L’ uguaglianza trovata

—3(s+D) 1 1 [ ; 1
<;r> ’ r (8; >L(s,x) = 2/ 01(x, x)x2 “adrt- Z\[/ 01(x, x)x ~3%dg
1
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ci da ancora il prolungamento analitico di L(s, x) come funzione regolare su tutto
il piano.

Se sostituiamo ora s con 1 — s e x con X, l'espressione diventa uguale ai suoi
precedenti valori ma moltiplicata per i,/q/7(x), in quanto ora

TOO)T(X) = —¢
Percio in questo caso I'equazione funzionale diventa
1
iq2
7(x)

772279 ga@=s)p [;(2 — s)] L(1-s,x) = a2t ga(sHp [;(s + 1)] L(s,x)
Gli zeri di L(s, x) per o < 0 sono ora in corrispondenza dei poli di I [%(s + 1)]7
ovvero in s = —1,—-3,—5,...
Abbiamo quindi ottenuto che

iWq
7(X)

5(1*‘97)_() = S(ZEaX)

E possibile unire le due forme dell’equazione funzionale definendo un numero a che
dipende da x definito come

a:{ 0 sex(-1)=1

L’equazione funzionale diventa quindi, se

(s, x) = <W>%(S+a) r <S ; a) L(s,x)

q

allora

[NIES

5(1 - 37)2) - j_a(ig(‘st)

~—

Osservazione 8.26. Osserviamo che:
e vale T7(X) = —7(x) in quanto x(—n) = —x(n) nel caso in cui x(—1) = —1

e se x(n) ¢ R allora L(s,x) # L(s,x) ma L(3,x) = L(s,X)

8.6 Prodotto di Weierstrass e derivata logaritmica di (s, x)
e L(s, x)

Sia x un carattere primitivo modulo ¢, e definiamo

(s, x) = <Z>_%(S+G) r <S JQF a> L(s,x)
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dove a vale

a_{O se x(—1) =1
11 osex(—1)=-1

(osserviamo che non serve includere il fattore s(s — 1) che era stato introdotto nella
definizione di £(s) per cancellare i poli di I' (3s) e ((s) in s = 0 e s = 1 rispettivamente).
Inoltre, abbiamo gia visto che £(s, x) € una funzione intera e soddisfa ’equazione funzionale

N

Q

i%q
7(x

§(1—s,x) = )ﬁ(s,x)

in cui il fattore moltiplicativo ha valore assoluto 1.
Proposizione 8.27. La funzione £(s,x) ha ordine 1.

Dimostrazione. Sappiamo che

(s, x) = (ﬂ>_;(s+a) r <S ;r a> L(s,x)

q
dove a vale
0 sex(-1)=1
a p—
1 osex(-1)=-1
Inoltre
’F <S 3 a)‘ < eflslloslsl) (s oo g5 L
2 ’ 2
mentre

IL(s,x)[ <¢(0)  o>1

e, come abbiamo visto in precedenza, vale il seguente prolungamento analitico per o > ¢
(si ha convergenza totale)

L(s,x)=s /100 S(z)x~*"tdzx, dove S(x)= Z x(n)

che e valida per o > 0.
Siccome |S(z)| < ¢ segue che

N |

|L(s,x)| <2¢q|s| pero>

() e
2

Un risultato simile vale per o < %, grazie all’equazione funzionale.

Quindi

a3
€05, x)| < 2q272]s]
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Osservazione 8.28. Esistono infiniti zeri py, = By + iy con 0 < B, <1 ed esponente
di convergenza 1, ovvero
1

converge per ogni € > 0 Tuttavia
1
Z |l onl
diverge.
Inoltre gli zeri non sono simmetrici rispetto all’asse reale in quanto se x non € un
carattere reale allora L(8,x) # L(s,x) ma L(5,x) = L(s, X).

Gli zeri nella striscia critica sono invece ancora simmetrici rispetto l’asse o =
Infatti se p é uno zero di L(s, ), allora siccome

1
3

L(p,x) = L(p,x) = L(p,x) =0

seque che p € uno zero rispetto al carattere coniugato x¥. Ma allora, per l’equazione
funzionale seque che 1 — p = p' é uno zero rispetto al carattere x (doppio coniugato ¢é il
carattere stesso). Si ha percio la simmetria degli zeri rispetto a un carattere x rispetto
1

alla retta o = 5-

Proposizione 8.29. Si ha il sequente prodotto di Weierstrass:

E(s, x) = eATBs H <1 — S) ePx

Px
In questo caso pero A e B dipendono da x.

Dimostrazione. Osserviamo che possiamo esprimere e = £(0, ) in termini di L(0, x),
quindi di (1, ¥) e percio in termini di L(1, ¥) < loggq.

Resta da trovare B(x).

Osserviamo che nonostante la serie Y [py |~ diverge, la serie ) p;! converge; infatti
se raggruppiamo insieme i termini con p, e p, allora possiamo osservare che, posto

Py = By + iy, vale
11 2B, 2

+—= S
Py P BEHAE T pyl?

e sappiamo che " |py |2 converge.
Ma, allora, siccome
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allora abbiamo

Siccome B(Y) = B(x) segue che

1 1
2ReB(x) = —Z (Rel_p—i-Rep)

p

Ora scriviamo p invece di 1 — p; questo € possibile in quanto permutazioni di termini non
negativi non alterano la somma. Segue che

Re B(x :—ZRe< ) ZRef

In particolare, se x € un carattere reale allora B(x) € negativo e si esprime in termini
degli zeri p, tramite la relazione

__;plx 2}

Yx>0

BX+7X

La difficolta nel stimare B(x) € collegata al fatto che L(s, x) potrebbe avere uno zero
vicino s = 0. O

Corollario 8.30. (Derivata logaritmica di L(s,x))
Per s ¢ K C C— Upy vale

L'(s, 1 117 (8ta 1 1
L((S’;;)) :—210gi—2r((_3)+3(x)+2< +>

Dimostrazione. Facendo la derivata logaritmica di

&(s,x) = eAJrBSH (1 — S) e7x

Px Px

(s, x) = <Z>_%(S+a) r <S ; a> L(s,x)

si ottengono rispettivamente

oy =0+ ()




Quindi uguagliando le due equazioni si ottiene la derivata logaritmica di L(s, x):

L’(s,x):_1logq_1W+B(x)+Z< : +1>

L(s,x) 2 Cm 20 () = \s —x Py

O]

Osservazione 8.31. Il numero B(x) puo essere espresso in termini dell’espansione di
Lf in potenze di s, ma risulta difficile stimare in maniera opportuna B(x) come funzione

di q.

8.7 Il numero N(T,y)

Teorema 8.32. (Formula di Riemann-VonMangold)
Sia x un carattere primitivo modulo q e sia

1 .
N(T’X) = 5# {pX = BX +Z’YX|L(/)X,X) = Oa |BX| < 17 |’YX| < T}

Allora, preso T > 2, vale

N(T,x) = %log% — % + O(log T + log q)
Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che non e piu appropriato considerare solo il
semipiano superiore in quanto gli zeri non sono in generale posizionati simmetricamente
rispetto all’asse reale.

Inoltre, siccome in questo caso N (7', x) viene trattata come una funzione di due parametri
T e ¢, non ¢ piu appropriato supporre 7' arbitrariamente grande, quindi assumiamo
T>2.

Vogliamo ora considerare la variazione in arg{(s, x) quando s descrive il rettangolo R
avente come vertici

5 . 5 . 3 . 3 .
Q—ZT, §+ZT, _§+ZT, —i—lT
in modo da evitare il possibile zero in s = —1.

Questo rettangolo contiene un solo zero banale di L(s,x) in s = 0 (se a = 0) oppure
s=—1 (se a=1), e percid

1
N(T,x) = 5 AR arg&(s,x) — 1

Siccome @ /G
. 1N/g
5(1 - S7X) - T(X) €(S7X)

il contributo della meta sinistra del bordo ¢ uguale a quello a destra in quanto

argl(o +it,x) =argé(l —o —it,x) + c=argé&(l —o +it,x) + ¢
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dove ¢ ¢ indipendente da s (sarebbe il termine che deriva calcolando ’argomento di

i/a/7(x))-
£(s,x) = <ﬂ>_%(s+a) r <S ; a> L(s, x)

Per la definizione
q

allora Aargé(s, x) ¢ la somma dei seguenti tre termini (calcolati solo sul rettangolo di
destra e poi moltiplicati per due visto che il contributo di destra e uguale a quello di
sinistra in modo a coprire tutto R):

sta
Aarg (g) * =Tlog <g>
T T
s+ta

AargF( )leogZ—T—i—O(l)

Aarg L(s, )

I primi due termini ci danno i termini principali nella formula di N (T, x), mentre ci resta
da mostrare che

1
arg L (2 + 4T, X> = O(logT +logq)

(la variazione lungo il tratto verticale & 7m/2 quindi trascurabile, diventa O(1)).
Vediamo quindi come ottenerlo.

Consideriamo
L(s,x) 1 117 (*5%) ( 1 1 >
=—-log = — - —7. <+ B(x —
L(s,x) I (=52) (0 +2 S=Px  Px

Sappiamo che

Px
‘ £(s,x) _ 1 1
(s, x) =B +%; <3 — Px " Px)

Sostituendo s = 0 si ottiene

80X d0) 1 L 1 1
BlJ = £0,x)  €&(1,%) Bk Z<1—px+px> B Z(l—ﬁx+ﬁx>

Px Px

Ora scriviamo p, invece di 1 — p,; questo ¢ possibile in quanto permutazioni di termini
non negativi non alterano la somma (c’¢ una corrispondenza biunivoca).
Inoltre siccome




allora
B(x) = B(x)
Quindi
1
2ReB(x) =—-2)» Re—

che converge in quanto la sua parte reale ¢

Bx
B+
Quindi
1
Re B = — Re —
) Ep: Px
Segue che

L'(s,x) 1. ¢

e = lo
L(‘SvX) 2 QF( 2 ) Px S_px px
ovvero . ,( + )
L'(s,x) 1 q 1T s2a 1
_Re —_ *—FRe* - Re
o) ~2 T(R9 =,
Segue che
L/ 0'—5
—Re = it <cl t|+2)) — :
eplo it < closall+2) = 2 g
X
Ma allora

dove £ = log q(|t| + 2).
In particolare

lvx—t|<1

Segue che (per i t che non coincidono con 'ordinata di uno zero e per —1 < o < 2) vale

Pex o v~ L o)

LX) S s e

1 b
arg <2 4T, x) +0(1) = /1/2 Im (o + it, x)do < log q([t] +2)

Mettendo insieme i risultati si ottiene la formula voluta per N(T, x). O
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La formula appena trovata per N (7', x) implica che per ¢ grandi allora il numero di
zeri con |t| < Ty, dove Tj & una costante assoluta opportuna, ¢ pit grande di un multiplo
costante di loggq.

Questo mostra che la stima

>ty =Ologa)

1++2
¢ in pratica la migliore possibile.

Osservazione 8.33. Se x non ¢ un carattere primitivo indotto dal carattere primitivo

X1 (modgqy), allora
L@mzL@mﬂlo—M@v

pS
plg
e quindi
L —s],
f(‘SvX) S Xl +Zp ng
plq p
Ma allora I’ . :
ogp
7 (5 = 7 (s:x) Szp <Y logp < logg
plq pla
Ma allora resta valida la formula
T ' T
N(Tx) = —log " — 2 L O(log T +1
(T,x) = 5 -log 5— — 5+ O(log T + log q)

resta valida per N(T,x), a patto di sostituire q con qi.
Tuttavia, se Nr(T,x) indica il numero di zeri nel rettangolo R definito sopra, allora
dobbiamo includere gli zeri su o =0 di

(-")

Questi zeri si hanno quando p~* = £1 e sono i multipli di =~ Iog Questz zeri (per ogni

p che non divide q1 ) sono situati alla stessa distanza l’'uno dall ‘altro di @Wp. 1l loro

numero, con |t| < T, é

) Z(Tlogp—l— 1) | =0(Tlogq)
plg

Quindi
T T
Np(T.y) = — log — T1
r(T, x) W0g2ﬂ+0( 0gq)

perT > 2.
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Capitolo 9

Regioni libere da zeri per L(s, )

Supponiamo che t > 0.

Questa scelta non comporta una perdita di generalita in quanto gli zeri di L(s,x) con
t < 0 sono i complessi coniugati degli zeri di L(s, x) con t > 0.

Inoltre, siccome ci interessano i caratteri non principali, supponiamo ¢ > 3.

La derivata logaritmica della formula del prodotto di Eulero ci da

L'(s, = A(n)x(n > N i
o L((s’;()) _ Z (na)ji(t ) — ZA(n)n "X(n)e itlogn
n=1 n=1

per o > 1.
Possiamo rappresentare la parte reale di x(n)e 18" per (n,q) = 1, con cos#@, e 6 viene
sostituito con 26 se y viene sostituito con x? e t con 2t; inoltre 6 deve essere sostituito
con 0 se x € sostituito con xg e t con 0.
Quindi, usando la disuguaglianza di de la Vallee Poussin si ottiene in maniera analoga
che

3 |:_ L (Ua XO)

L (07 XO)

Se x & un carattere reale (ma solo in questo caso) abbiamo x? = xo, e questo crea
problemi. Il problema si verifica quando t € piccolo e ci troviamo sotto 'influenza del
polo di L (s, xp) in s = 1.

Analizziamo quindi separatamente il caso in cui y & complesso e quello in cui x & reale.

!/ . L/ 2t 2
]+4[_R6L(a—|—zt,x)] [_ (o + 2it, x?) -

L(o + it, x) °T (o +2it,x?) | —

9.1 1l caso in cui xy € complesso

Teorema 9.1. Dato x un carattere complesso modulo q, esiste una costante positiva c
tale che ogni zero By + iy, di L(s,x) soddisfa la disuguaglianza
c

BX<1—§

dove
L =logq+log(|vy| +2)
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Dimostrazione. Innanzitutto il primo termine non crea difficolta in quanto

7L/(U’XO)— 3 n)A(n)n=° 7(’(0) b c
TTlo) ~ 20T S =g < ooy

per 1 < o < 2, dove c; € una costante assoluta positiva.
Per quanto riguarda gli altri due termini, abbiamo visto prima che

L(s,x) 1. ¢ 1I"(%%) 1 1
L(s, x) __ilog;_ﬁf(%) +B(X)+%;< +>

quindi considerando la parte reale abbiamo

L'(s,x) 1, q 1. T'(*3%%) 1 1
BRERY _QlOgE+§ReW*ReB(X)—ReZ n

8 —_—
2 o Px  Px

dove a vale 0 oppure 1.
Inoltre, possiamo eliminare B(x) e > é in quanto abbiamo visto precedentemente che

Re B(x) :—%Z <1+p}> Z—ZReplx
Px

Px P X

Siccome il termine I" di sopra & O(log(t + 2)), possiamo riscrivere la relazione come

L'(s, x)

1
—Re <l — Re
L(s, x) %;

5 — Py

dove
Z =logq+ log(t+ 2)

Per o > 1 questo vale per ogni carattere primitivo , sia reale che complesso. Siccome

! o =B 5

Re = 5 =
s—px |s—pl

possiamo trascurare la serie o una parte di essa. Trascuriamo la serie intera quando
L' (o+2it,x?)
L(o+2it,x?)
che x2, anche se non & principale, potrebbe non essere primitivo. Tuttavia se yi & il
carattere primitivo che induce x?, siccome sappiamo che

L(s,x*) = L(s,x1) [ | (1 _ X1(p)>

pS
plg

dobbiamo stimare . In tal caso c¢’¢ una piccola complicazione dovuta al fatto

allora
L'(s,x%)  L'(sx1)
L(s,x?) L(s,x1)

o
P8P < S logp < logg

< 1,0 =
plg plg

—~
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e quindi il bound superiore co.Z resta valido.
Scegliamo ora come ¢ 'ordinata -, di uno zero §y + iy, di L(s,x). Considerando nella
somma di

L 1
—Re (5,x) < .Y — ZRe
L(s ) D
solo il termine corrispondente a questo zero otteniamo
L it 1
_ReElotitX) o
L(o +it, x) o — By

Se ora andiamo a sostituire le tre stime trovate nella disuguaglianza iniziale

L] s

L' (o + 2it, x?
_pe Yot )\ o
L (o + 2it, x?)

otteniamo
4 3

<
o—By o-—-1

Se ora prendiamo o = 1 + %, con ¢4 opportuna costante, otteniamo

—+ 033

C5

BX<1—$

Questo risultato & stato dimostrato nel caso in cui x & un carattere complesso primitivo;
tuttavia la restrizione ai caratteri primitivi y puo essere omessa in quanto abbiamo visto
che gli zeri di L(s, x) in piu rispetto a quelli che sono anche zeri della funzione L (s, x1),
dove x; induce Y, sono gli zeri di un numero finito di fattori 1 — x1(p)p~° e sono sulla
retta o = 0. O

9.2 1l caso in cui x e reale

Teorema 9.2. Sia x un carattere reale non principale modulo q. Allora esiste una
costante assoluta positiva c tale che se 0 < § < ¢ allora ogni zero By + iy, di L(s,x) per
cut

ol > =2
= Togg
vale 5
1 R
b < 5.2
dove L ¢

Z =logq+log(|vy| +2)

Dimostrazione. Nelle ipotesi abbiamo omesso che x € primitivo per gli stessi motivi di
prima.
Il ragionamento di prima deve essere modificato per il seguente motivo: la disuguaglianza
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per —Re % con s = o + 2it e y sostituito con x? non & pill applicabile in quanto x? & il
carattere principale.
Dobbiamo quindi mettere in relazione Lf con %, e poi per lo stesso motivo usato nel caso

complesso, quando x? non era primitivo, abbiamo

L(s,x0)  ((s)

<loggq
L(s,x0)  ¢(s)
per o > 1.
Per quanto riguarda —C—, siccome abbiamo il polo in s = 1 il termine —1— non pud essere
¢ s—1
trascurato e quindi
¢'(s) 1
—-R < Re — log(t + 2
eC<s> eS_l—i-cﬁog(—l- )
Quindi, prendendo s = o + 2it si ha
(' (o + 2it) 1
—Re->——F <Re——— log(t + 2
ot o) “Reo T Teoloslt+2)

e percio segue che

L' (o + 2it, x?) 1

—Re————~ < Re————
“To+2itx?) ~ Co—1+2it

+ 7L
dove
£ =logq+log(|t] +2)

Andando a sostituire nella disuguaglianza iniziale

/
3 [_Waxo) _Re

o] va |- TN

L(o +it, x)

) : 2
(0 + 2it, x ) S
L(o+2it,x?) | —

le stime trovate si ottiene

4 < 3 4R 1
[ e e —
c—p o-—1 o—1+2it

)—1-68.,?

Poniamo ora t = «,. Se prendiamo

1+ 0
o= —
&
e supponiamo che
0
> R
h/X’ = g
allora otteniamo
4 3¢ %




da cui
4 — 5085 1)

16 + 5cgd £

Se ¢ ¢ sufficientemente piccolo rispetto a cg, allora, tenuto conto che |y, | > % si ha che

8<1—

0

dove
& =log q + log(|7y| +2)

. . .. 5 . 5
Osserviamo infine che la condizione |y, | = 5 & soddisfatta se |7, | = .

Abbiamo quindi dimostrato la tesi. O

Proposizione 9.3. Se x ¢ un carattere reale non principale modulo q allora esiste una
costante assoluta positiva c tale che, se 0 < 0 < ¢, l'unico zero possibile py, = By + 17y di
L(s,x) che soddisfa le sequenti proprieta:

ol < =2
x log g
0
1 —
B> log ¢

e uno zero py reale e semplice, cioe vy, = 0.

Dimostrazione. Vogliamo mostrare che esiste al pilt uno zero con o > 1 — ¢’/ log ¢ dove
d" & una opportuna costante positiva e che, se ne esiste uno, deve essere reale.
Innanzitutto il fatto che sia reale si giustifica nel seguente modo:supponendo di sapere
che puo esistere al pitt uno zero, se esistesse uno zero non reale, allora esisterebbero due
zeri in punti complessi coniugati, in contraddizione col fatto che esiste al pitt uno zero.
Dimostriamo ora che esiste al pit1 uno zero.

La disuguaglianza

L 1
—ReM < CQX—ZRe
L(5.x) S
vista precedentemente, se riscritta con s = ¢ > 1, diventa
L'(o,%) 1
———== < cyplogq —
L(Ua X) Z g—=p

p

essendo 'ultima somma reale in quanto gli zeri compaiono in coppie di complessi coniugati.
Nell’'usare questa disuguaglianza abbiamo in realta supposto che x € un carattere primitivo.
Tuttavia questa ipotesi non e restrittiva.

Se per assurdo esistessero zeri in 3, & iv,, dove 7, # 0, dovremmo avere

2(c — By)
(0 —By)? + %2(

L/

L(o, x)
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Per il membro di sinistra abbiamo

/ o0 S /!
_IL/((UU:XX)) = gx(n)l\(n)n_” > — ;A(n)n_” = E_((UU; > i ;T cu
da cui
B O C et 0
o—1 (U_5X)2+'Y>2<
Se prendiamo ora 0
c=1+ log g

allora

0 1 1
= — — 1 — —

e 'ultima disuguaglianza implica che

8
< cigl -
o1 S 0g4q 5(c — By)

Se il § del risultato precedente & sufficientemente piccolo in relazione a c1s, allora abbiamo

1 —
P < log ¢

Ma questo ¢ assurdo in quando per ipotesi 3, doveva soddisfare

0

>1—
Bx log q

Il ragionamento e sostanzialmente lo stesso se invece di due zeri complessi coniugati
esistono due zeri reali (oppure uno zero doppio). O

Osservazione 9.4. [ tre risultati dimostrati possono essere uniti in un unico teorema
che semplifica gli enunciati considerando due casi a seconda che |t| > 1 oppure [t| < 1.
Infatti nel primo caso il numero £ ¢é sostanzialmente log q|t| mentre nel secondo caso é

loggq.
Teorema 9.5. FEsiste una costante assoluta positiva ¢ con la sequente proprieta.
e Se x ¢ un carattere complesso modulo q allora L(s,x) non ha zeri nella regione

definita da
N B e A L
- se |t <1

c
log q

e Se x ¢ un carattere reale non principale, 'unico zero possibile di L(s,x) in questa
regione € uno zero reale semplice.
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o equivalentemente

Teorema 9.6. Esiste una costante co > 0 tale che se x é un carattere primitivo modulo
q e L(By +ivy, x) = 0 allora

0 se |y <1

1 -5~  se|yl>1
By < log(alxl) X
"~ loggq

e se in piu x € reale allora esiste unico al pit uno zero [y reale semplice tale che
L(Bo, x) =0 e By non soddisfa le condizioni sopra indicate.

Vediamo ora un risultato di Landau che ci mostra che se esistono valori di ¢ per
cui una funzione L formata con un carattere reale primitivo (modq) ha uno zero con
B >1—c/logq, allora questi valori di ¢ sono molto rari.

Teorema 9.7. (Landau)
Se x1, X2 sono caratteri primitivi reali distinti rispetto ai moduli q1,qo rispettivamente, e
se le corrispondenti funzioni L hanno zeri reali 81, B2, allora

min (Bl,ﬂg) <1-— li
0g q142

dove c15 € qualche costante assoluta positiva. La possibilita che g1 = go non viene esclusa.

Dimostrazione. La dimostrazione si basa sul fatto che yi(n)x2(n) ¢ un carattere rispetto
al modulo ¢;¢2, essendo moltiplicativo e periodico. In generale non ¢ detto che sia un
carattere primitivo, tuttavia non & principale. Infatti se per assurdo xi(n)xa2(n) =1
per ogni n tale che (n,q1g2) = 1, allora dovremmo avere x1(n) = x2(n) ogni volta che
(n,q1g2) = 1, ma questo vorrebbe dire che i caratteri primitivi x1 e x2 dovrebbero indurre
lo stesso carattere rispetto al modulo gi1¢g2. Tuttavia questo € impossibile per quanto
visto nel capitolo precedente.

Per o > 1, abbiamo

L' (o, x1x2
_Lloxaxa) < c1610g q1g2
L (07 X1X2>
per lo stesso motivo usato con L (s, x*) quando x? non era principale ma non necessaria-

mente primitivo. Inoltre, siccome

L'(s,x) 1
—Re— 2 <. — Re
R
allora o ) )
0, X4
———< <crlogqy — ——
L (Uv Xj) 7o - /Bj
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(abbiamo omesso il simbolo Re in quanto in questo caso risulta superfluo).
Consideriamo ora la seguente equazione

G T T T Al sl 2

n=1

Se in questa espressione andiamo a sostituire le precedenti stime e anche quella per

—('(0)/¢(0), otteniamo

! ! + 1
€18 108 4142
o - 51 o— 52
Se prendiamo come valore di o
0
oc=1+
log ¢1¢2
con 0 una costante positiva sufficientemente piccola, 'ultima disuguaglianza mostra che
B1 e B2 non possono essere entrambe piu grandi di 1 — ﬁ, dove ¢’ & una costante
positiva opportuna.
Abbiamo quindi dimostrato che
min (81, 82) < 1—
log ¢1g2
dove ¢ € qualche costante assoluta positiva. ]
Vediamo alcune immediate conseguenze:
e Se q1 = g2 = q allora
. C1 C2
min(fy, <1-— =1-
(Br, B2) 2logq log q

con cg = 5

e si osserva che per al pitl uno tra i caratteri reali non principali x(modg) la funzione
L(s, x) puo avere uno zero nella regione

0>{ - ol e >1

e <1
gq

(abbiamo sottointeso c14 < %015)

e un’altra conseguenza riguarda la possibile successione ¢1, o, ... di interi positivi ¢
con la proprieta che esiste un carattere reale primitivo y(modgq) per cui L(s, x) ha
uno zero reale 8 che soddisfa

B >1—ci9/logq
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Se c19 € scelta opportunamente, ad esempio ci9 = %015, allora

2
qj+1 > q;

Siccome abbiamo dimostrato che

. C15
min (f1, f2) < 1 — )
0g 4192
allora segue che
‘19 B C15
log g; log ¢;qj+1
da cui il risultato voluto.
Piu precisamente, siano g1, q2,... e x; un carattere reale primitivo modulo ¢; tale
che esista 3; per cui L(B;,x;) =0 con §; > 1 — lo?qj .Allora

2
qj+1 > qj
Infatti se per assurdo fosse g1 < qu allora,

C1 C1 C3 C3

min(fj, fj11) <1l——F————= <l—-poo—=1—- - <1 - ——
( Js Pi+ ) IOg(Qij+1) 310gCJj logqj 10ng+1

con c3 = ¢1/3, ma questo € in contrasto con l'ipotesi su f;

Corollario 9.8. (Page)
FEsiste una costante positiva opportuna coqg tale che esiste al pit un carattere reale primitivo
X rispetto a un modulo q < z (z > 3) per il quale la funzione L(s,x) ha uno zero reale

By che soddisfa
€20

B log 2z

By >1

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esistano due caratteri con queste proprieta,
ovvero esistano (51, x1,41) € (52, x2,92) con q1, g2 < z e tali che per j = 1,2 valga

C20
fi log 2z
Allora avremmo
g2 < 2°
da cui . c c
min(B1, B) < 1 — 15 <1- 15 _ . €20
log q1¢2 2log z log z

dove I'ultima uguaglianza vale se c39 = “*. Tuttavia questo contraddice le ipotesi su
Bj. O
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Se esistesse questo carattere reale ”eccezionale” i rispetto a un certo modulo ¢ < 2
allora g1 sarebbe una funzione di z, e gli unici caratteri reali non principali x rispetto a
moduli ¢ < z per cui L(s, x) ha uno zero reale che soddisfa

20
log 2z

50::ﬁx>>1

sarebbero x1 e i caratteri non primitivi indotti da x;. I loro moduli saranno multipli di
qi.

Proposizione 9.9. Sia x un carattere reale primitivo modulo q. Allora vale

L(1,y) > 2

Va

Dimostrazione. Usando la formula del numero delle classi, siccome h(d) > 1, posto
d = %q nelle relazioni

1

e
) = YU 0 ) perd<o

2m

Vd
h(d) = logsL(l’X) per d >0

si ottiene c
L(1,x) > =

Proposizione 9.10. Dato x un carattere modulo q qualunque, e

1—

<oc<l1
logqg = —
allora
L' (0,X)| < cazlog®q
ovvero
L'(o,x) < log? ¢

Dimostrazione. Siccome o > 1 (in realtd resta vera per o > 0 in quanto logn/n &
decrescente) allora

Vo) = =3 B [T (S | T

n=1 n<u

che converge uniformemente per o > ¢ (Abel).

Siccome n <geoc>1-— @ allora

1
n? > exp <<1 — ) logn> <
log q
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e quindi

q
1
< E oen <(:24log2q<< log2q
n

n=1

Eq: x(n)(logn)

n=1

Inoltre

X logn o 1+ logu /OO logu log q
< —F—d d —— =1
Z _a/q Zx(n) 2 u << q 2 u << q . ogq

n=q+1 n<u q

(ua—l > qa—l > q—l/logq — l).

e

Equivalentemente, per sommagzione parziale, osservando che logn Jecresce per n > q,
abbiamo
x(n logn log q al
3 < x| x(n)
n=q+1 q+1
< (logg)eq
q
Segue la tesi. O

Osservazione 9.11. Lo stesso argomento vale se applicato a L(o,x). In tal caso si ha

|L(c,x)| < c25logq

per

1—

<o<l1
log g

Osservazione 9.12. Siccome
|L'(0,x)| < c22 log? ¢

per

1-— <o<1

log ¢

allora seque che (usiamo il teorema del valore principale del calcolo differenziale), dato
Bo tale che L(Bo, x) =0, vale

L(1,x) = L(L,x) = L(Bo, x) = L'(0,x)(1 — fo) << (1~ fo)ezzlog* ¢

Siccome .
21
L(l,x) > —
(1, x) NG
seque che
€23
Bo<l——75—
Valog? q
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(Se il discriminante del corpo quadratico associato é positivo allora si risparmia un log q
al denominatore).

Per la solita motivazione, questo risultato vale anche per un carattere reale non principale
€ non primitivo x.

Se x(—1) = 1 allora (corrisponde al caso d > 0) la disuguaglianza puo essere ulteriormente
migliorata in modo che By < 1 —cq~Y/? se x(—=1) = —1 oppure By < 1 — cq~'/?
x(—1)=1.

log q se
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Capitolo 10

Formule esplicite per ¥(z, x)

Definizione 10.1. Dato un carattere x modulo q si definisce

Yz, x) = > x(n)A(n)

n<lz

Osservazione 10.2. Osserviamo che se x = xo allora

1[)(1‘, XO) =

Poniamo poi

1#0(56, X) =

Se x # xo allora

¢0($, X) =

I x® zlog?z
- e Tds+o0
i /H-T L&) ds+ < T

A(n)

>

n<z, (n,q)>1

1/1(3:)+O(Z Z logp) =

plg q<logz
—logp

2.

n<z, (n,g)=1

— () -

A(n)

=¢(zx)+ O (log:v21) =

plg
¥(x) 4+ O (logxlogq) =
() + O (log*(qz))

sex e N

1 x x
Zx(n)A(n)Jr{ SX( JA(@) s N

n<x

+ log x min (1
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dove
c=1+

log x

(abbiamo scritto l'integrale spezzato in quanto l'integrale non converge assolutamente e
inoltre la stima del resto ¢ la stessa in quanto il modulo di x(n) & 1).
Cominciamo col calcolare i residui della funzione

_L(s,x)2°
L(s,x) s

Gli unici poli sono in corrispondenze degli zeri di L(s, x) e in s = 0. Tuttavia, nel caso
in cui x(—1) =1 si ha una complicazione in quanto in questo caso uno degli zeri della
funzione L(s, x) stessa si trova proprio in s = 0. In questo caso quindi la funzione

L'(s,x)z®

L(s,x) s

ha un doppio polo in s = 0.
Analizziamo separatamente i due casi:

e caso x(—1)=-1
In questo caso (a = 1) non ci sono problemi e i residui sono

pr
Px
L'(0, x)
L(0, x)
x—2m+1
— N
om (MmEN)

Segue che la formula esplicita

P L(0,x) = z'7?m
w T, X)=— - +
ole:X) %; px  L(0,x) 221 2m —1

dove il membro di destra ¢ la somma dei residui della funzione presa in considera-
zione.

e Caso x(—1)=1
In questo caso (a = 0) i residui sono

:L'pX

Px
L 1
—logx — lim () _ 1
s—0 \ L(s,x) s
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m—Qm

12m

Infatti, siccome L(s, x) ha uno zero semplice in s = 0, I’espansione in un intorno di

s=0di L'/L & della forma

(m e N)

L'(s,x)
=—-+b
Lis,x) s "
dove b = b(x).
Siccome s
il residuo della funzione
_L(s,x)2°
L(s,x) s
ins=0¢e
—(logx + b)
dove

. L 1
b=liny (L(S’X) - )

La formula esplicita diventa quindi

—2m

Px T

Yoz, x) = —pr —logz —b(x) + Z

Px m=1

2m

Osserviamo che b(x) puo essere espresso in termini di B(x) usando la relazione

L'(s,%) 1, ¢ 1IV(=2) ( 1 1 >
=—-log= — =21+ B(x) + +—
L(s,x) 2% T aT (21%) o) %; S—py Py

Vediamo ora la dimostrazione e la stima del termine di errore quando la somma & presa
suly| < T.

Supponiamo = > 2 e T" > 2. Il carattere x(n) non influisce sulla stima della somma
(perche il suo modulo & 1) e quindi la stima resta uguale a quella usata per ¢ (z). Per
quanto riguarda la scelta di T', lo scegliamo in modo che

L'(o 4T, x)

= O (loe? T _1<o<?2
LosiToy ~Oos'ar) per —150<

Osserviamo che il contributo dato dagli integrali dei tratti orizzontali all’interno di questo
range per o € percio
xlog? qT
Tlogx
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La stima per L'/L nel semipiano o < —1, quando vengono esclusi cerchi di raggio %
inotrno agli zeri banali, &
L'(s, x)
L(s, x)

Infatti questa stima segue dalla derivata logaritmica dell’equazione funzionale di L(s, x)
nella sua forma antisimmetrica, ovvero

= Ollog(qls|)]

1
L(1 = s,x) = £()2' 7 ¢ 2 cos (s — a)(s)L(s, X)

dove |e(x)] =1 e a =0 oppure 1 (si ricava dalla forma simmetrica).
Il contributo della restante parte degli integrali orizzontali € percio

log qT

Txlogx
e quindi e trascurabile.
Segue che

1Px 0 pa—2m
vo(e ) == 3 == (-a)logz b0+ Y oo + R, T)
x| <T m=1

dove

[Rle. )| <  log(qaT) + (ogo)min (1, 77

Se x ¢ fissato, osserviamo che questo resto tende a 0 per T' — oo, e quindi abbiamo il
risultato

L0 s 2
g == 30 2 - 200 57
Px Px L(Ov X) m=1 2m —1
se a = 1 oppure il risultato
pr o :L‘72m
vol,x) = =D —— —loga —b(x) + ) ——
Px X m=1

se a = 0.
Se x & un intero ¢ possibile sostituire la precedente stima per |R(x,T')| con la seguente
stima .

|R(z,T)| < T log?(qxT)

Osserviamo ora che & possibile non fare piu distinzioni tra % e %y in quanto non siamo
pit interessati ad avere formule esatte, ma con un termine di resto. Quindi e possibile
semplificare la formula vista per ¢y assorbendo logx e la somma su m nel termine di
errore. Possiamo usare la forma

x

T log2 (qxT)

|R(z,T)| <«

166



del termine di errore in quanto il fatto di sostituire xz con l'intero piu vicino ha come
effetto su ¢o(x,x) O(logz).
Inoltre, per semplicita supponiamo T' < x. Allora

b)) =— 3 ZE b + R, T)

< PX

dove .
R, T)| < 7 log” gz

Vogliamo ora esplicitare b(x).
Siccome

L(s,x) 1, g 11"(%3°) ( 1 1)
=gl - -2 2 1 B(y) + +—
B g (e TP %: S=Px  Px

Sostituendo s con 2 e andando a sottrarre tra loro le due equazioni si ottiene
L'(s,%) 1T (354 3a) 1 1
7 :0(1)—5%+Z T 5_
(5:%) T (35 + 30) S = Px Px

dove O(1) & assoluta.
A questo punto abbiamo due casi:

e Caso x(—1)=-1
In questo caso a =1 e il termine FT e regolare in s = (

e Caso x(—1)=1

In questo caso a = 0 e la sua espansione in un intorno di s =0 ¢

1
— 4+ cost + ...
S

Quindi il numero b(x) che abbiamo definito prima come il valore di L’(0, x)/L(0, x) nel
primo caso e come il termine costante nell’espansione di L'(s, x)/L(s, x) in un intorno di
s = 0 nel secondo caso, soddisfa

00 =00 -3 (o + 5

Px Px 2= Px

Per quanto riguarda i termini nella serie con |y,| > 1, abbiamo

Z :22 <Zl+12<<logq

[vx|>1 [7x|>1 [vx|>1 X

1 n 1
Px 2= py

[Px (2 = py)|
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L’ultima somma puo essere stimata come O(log¢) usando la relazione seguente vista in
precedenza

1
23— O

dove .Z = log ¢(|t| 4+ 2) e ponendo ¢ = 0.

Inoltre 1
Z < Z 1< loggq
2 — py
I7x <1 lrx <1

Segue che

b(x) = O(log q) Z —

[7x|<1 Px

Possiamo quindi riscrivere la formula per ¢ (x, x) come

b =— 3 T4y 1X+R2<x,T>

p
I <T "X yyl<t

dove Ry(z,T') soddisfa
T
|Ro(z,T)| < T log?(qT)

Per un teorema visto in precedenza sappiamo che non esistono zeri della funzione L(s, x)

che soddisfano .

log ¢
tranne eventualmente nel caso in cui y ¢ reale, dove in questo caso ci potrebbe essere uno
zero reale semplice (ma non si sa). Qui ¢ & una costante numerica che possiamo supporre
minore di i, da cui g1 = B, > %, essendo g > 3.
Questo zero reale con queste caratteristiche e detto zero eccezionale e viene indicato
con 3.
Ci sara anche uno zero nel punto 1 — ;.
Indichiamo ora con Y’ la somma sugli zeri che esclude i possibili zeri 3, e 1 — f31.
La formula per ¢ (z, x) si pud quindi riscrivere come

|/YX‘ < ]-7 Bx >

1-51

! xPx ! 1 Pr—1 g —1
Yl =— —+ > e 1= tRED
Iyl <T 7%yl X

La seconda somma puo essere assorbita nel termine di errore in quanto
1
— = O(logq)
Px

per gli zeri in questione, e il loro numero ¢ O(log q) (segue dalla formula per N (T, x) con

T = 2), ovvero
/

1
E — < log?q
X

[7x|<1
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Possiamo anche trascurare il termine ﬁ, che ¢ O(1).

Infine
pl=B _

1-p
1
per qualche o compreso tra 0 e 1 — 31, e I'ultima espressione ¢ minore di x4 log x.
Come conseguenza, dato y primitivo e 2 < T < x, vale la seguente relazione:

=z logx

dove . )
|[Ry(2,T)| < 7 log*(qw) + 2 log 2

. . . B1 N
Osserviamo che il termine _xﬁT compare solo se x e reale.

Infine mostriamo che

dove . )
|[Ry(2,T)| < 7 log*(qu) + 2 log @

vale per qualunque carattere non principale Y, sia che sia primitivo o no.
Supponiamo che x non sia primitivo e sia indotto dal carattere primitivo x; (modgq).
La differenza tra ¢ (z, x) e 9 (x,x1) € al piu

Z A(n) = Z Z logp < (log x) Zlogp < (logz)(log q)

(nnq§)1>1 p|q v t.c. p”ﬁx p|q

che ¢ trascurabile rispetto alla stima appena vista di |Rs(x,T)|, dove T < x.
Questa espressione si applica al termine di errore nella formula per ¢ (x, x1) perche

q>q-
Abbiamo quindi

Y Am)x(n) =Y Ampa(n)| < Y Aln) < log?(ga)

n<x n<x n<z
(n,q)>1

Prestiamo ora attenzione alla definizione di zero eccezionale ([i: questa definizione
coinvolge il modulo, quindi supponendo di usare la stessa definizione quando x non e
primitivo, uno zero eccezionale per L(s,x) sara certamente uno zero eccezionale per
L (s, x1), ma non necessariamente viceversa.

. N . . . P N
Tuttavia, se uno zero € eccezionale per y; ma non per Y, il termine — che e reso
esplicito nella formula per 9 (z, x1), rimarra presente anche nella formula per ¥ (z, x), in

co . ! P T .
quanto comparira in quel caso nella somma — ) o Quindi la formula resta valida.

I risultati trovati finora si possono raggruppare nel seguente teorema.
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Teorema 10.3. (Formula esplicita per ¢ (x,x))
Se x € un carattere non principale rispetto al modulo g e 2 <T < z allora

dove . )
|R3(z,T)| < T log? gz 4 x7 log x

. B . . . .
1l termine —L— deve essere omesso tranne nel caso in cui x € un carattere reale per cui
L(s,x) ha uno zero 51 (che é necessariamente unico e semplice) che soddisfa
c

,31 >1-—
log ¢

\ - / .
dove ¢ é una certa costante assoluta; inoltre la somma ) esclude 51 e 1— 1 (se esistono).

Come abbiamo gia visto esiste al pit un solo carattere reale (modgq) per cui questo
zero (31 puo esistere.
. N . . 1 N . .
Inoltre si pud notare che il termine x4 logx pud essere omesso nel caso in cui §; non
esiste.
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Capitolo 11

Il teorema di Siegel

Esistono due forme del Teorema di Siegel.

Teorema 11.1. (Prima forma)
Per ogni € > 0 esiste un numero positivo C1(e) tale che, se x € un carattere primitivo
reale rispetto al modulo q, allora

L(L,x) > Ci(e)g*

Dimostrazione. Usiamo il metodo di Estermann.
L’idea di base e quella di trovare una combinazione tra le funzioni L di due caratteri.
Siano x1, x2 due caratteri reali primitivi rispetto ai moduli rispettivamente ¢, qo. Ab-
biamo gia visto che il carattere xjx2 non ¢ principale (anche se non ¢ necessariamente
primitivo) rispetto al modulo ¢;¢.
Sia ora

F(s) = ¢(s)L (s, x1) L (s, x2) L (s, x1x2)

Allora F'(s) e regolare in tutto il piano ad eccezione di un polo semplice in s = 1, e il suo
residuo in corrispondenza di questo polo e

A=L(1,x1)L(1,x2) L (1, x1x2)

Un ruolo essenziale nella dimostrazione del Teorema di Siegel viene ricoperto dalla
seguente disuguaglianza:
1 64)\

F -
(5)>5 =15

s 7
(Q1Q2)8(1 ) per 3 <s<1

(s ¢ reale).
Cominciamo quindi col dimostrare la seguente disuguaglianza.
Moltiplicando i vari prodotti di Eulero si ottiene

00
Gnp,

F(s) =

n=1

nS
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per o > 1, dove a; =1 e a, > 0 per ogni n. Infatti
(o]
log F(s) =YY m™'p™ [1+x1 (0™)] 1+ x2 (p™)]

dove i coefficienti sono ovviamente non negativi.
Con lo stesso ragionamento usato da de la Vallee Poussin si ha in un intorno di s = 2 che

oo
meQ—s
m=0

per |s — 2| < 1, dove by > 1 e b,, > 0 per ogni m in quanto

(=)™ dam an, logn
by = F(s))s=2
m! (ds)m( T oml Z 20

Siccome

=> (2-s"

m=0

segue che

(b —N) 2 — )"

o
=
|
[V2)

|| >
—

Il
[~]¢

0

3
Il

per |s —2| < % (il membro a sinistra ¢ regolare in quanto in 1 non abbiamo piu problemi
percheé abbiamo tolto la parte singolare e quindi possiamo arrivare almeno fino a 1/2).
Sulla circonferenza del cerchio |s — 2| = 3, la funzione ((s) & limitata e le funzioni L
soddisfano (1/2 < s < 1)

IL(s,x1)| <ecsqi, |L(s,x2)| <esqe, |L(s,x1x2)| < 50142,

per un risultato visto in precedenza, quindi vale anche per % < s <1
Quindi
|F(s)] < coq7d

sulla circonferenza e lo stesso vale per (s)‘l) in quanto A e il prodotto di tre funzioni L

che soddisfano le disugugaglianze appena trovate.
Segue dalle disuguaglianze di Cauchy per i coefficienti di una serie di potenze, applicate a

:Z )(2—9)"

m=0

F(s) —

che
2 m
bm — Al < 2c64745 <3)
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Per % < s < 1 abbiamo

o0 o 2 m
S lbm = A@2=9)"< ) 206¢i¢5 |5(2—5)| <
3
m=M m=M
o0 3 m
2 2
<t 3 (3) <
m=M
M
3
< crgi s <4> <
< ergigze M/
dove e 1/4 > % inquantoe *=1—2+2%--->1—z.
Quindi in questo intervallo
M-1
F(s) — A >1-A Z (2 — 8)™ — crgPqie M/ =
s—17—
m=0
2-s)M -1
SRR\ G il SR ¥ S T
1—s
Scegliamo M in modo che
—1/4 2 2 _mya L
—e < crqigse < B
e otteniamo quindi
1 A
F _— 2 —s)M
(5)> 5 - 7= (2—5)
Siccome )
ZM < 2logqig2 + ¢
ovvero

M < 8logqiq2 + cg

allora abbiamo
(2 - s)M =exp[Mlog(l 41— s)] < exp[M(1—s)] < c10 (q1q2)8(1—s)

ovvero abbiamo dimostrato la disugugaglianza voluta.
A questo punto, per dedurre il Teorema di Siegel, distinguiamo due casi sulla base del
numero positivo € dato:

e se esiste un carattere reale primitivo per cui L(s, x) ha uno zero reale compreso tra
1-— %65 e 1, allora scegliamo come x; questo carattere preso in considerazione e
come (1 lo zero in questione.

Segue che F (1) = 0, indipendentemente da quale sia il carattere ya.
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e se non esiste un carattere del tipo precedente, allora scelgo come y; un qualunque
carattere reale primitivo e come (7 un qualunque numero che soddisfa 1 — %5 <
p1 < 1. Segue che F (1) < 0, indipendentemente da quale sia il carattere xs, in
quanto per 0 < s < 1 si ha {(s) < 0 mentre le tre funzioni L sono positive in s = 1
e non si annullano per f; < s < 1.

Quindi, in entrambi i casi esiste f; tale che F'(f1) < 0 e la disuguaglianza dimostrata ci
fornisce la seguente relazione:

1 (1
caA > 3 (1—B1) (qugo) 20—V

Da adesso in poi teniamo 1 e 5p fissi.
Sia x2 un qualunque carattere reale primitivo rispetto a un modulo ¢z > ¢;.
Segue che

A < (c11logqr) L (1, x2) (c11log g192)
Quindi
L(1,x2) > Cqy 2P (log go) ™

dove C dipende solo da x1, e percio solo da ¢.
Siccome 8 (1 — ;) < %s, allora 'ultima disuguaglianza implica che

L(1, x2) > Ci(e)gy®

se g2 ¢ sufficientemente grande (come possiamo supporre).
Abbiamo cosi dimostrato il Teorema di Siegel. O

Teorema 11.2. (Seconda forma)
Per ogni e > 0 esiste un numero positivo Cs(g) tale che, se x € un qualunque carattere
reale non principale con modulo q allora L(s,x) # 0 per

s>1—-Cs(e)g
Dimostrazione. Segue dalla prima forma, usando la relazione vista in precedenza
L'(s,x) = O (log?q)

per 1 — @ <s<1.
Ragioniamo per assurdo.
Se ¢ € grande (possiamo supporlo) allora uno zero 3, di L(s, x) che soddisfa

s>1—Cs(e)g*

si trova nell’intervallo
1

IN
VAl
IN

log ¢
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Segue che

L(1,x) = L(1,x) = L(B,x) = L'(s,x)(1 = A1) < c1 (log® q) C5(2)q*

Tuttavia il risultato ottenuto contraddice la prima forma del Teorema di Siegel secondo
cui

L(L,x) > Ci(e)g™*

nel caso in cui si sostituisce € con %6.

Abbiamo quindi dimostrato la seconda forma del teorema nel caso in cui x € primitivo;
tuttavia questo basta a dimostrare la tesi quando x € un qualunque carattere reale non
principale. ]

Corollario 11.3. Vale
B> C(e)g “log’q > C'(e)g 2

Dimostrazione. Usiamo Lagrange. O

Corollario 11.4. Ogni zero reale B, di L(s,x), con x carattere reale non principale,
soddisfa

6)( S 1— 03(5)q_5
Osservazione 11.5. Osserviamo che:

e vale
p1>cle)g* log? ¢ > (:(E)cfe/2

® come consequenza

1
P < T exp <—C(8) ng)
q&
Se ¢ < (logz)N con N >0 e si prende € = ﬁ, allora

o=

¢ = q7v < (log )

e si ottiene la formula asintotica
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Capitolo 12

Il teorema dei numeri primi per
le progressioni aritmetiche

Definiamo innanzitutto la seguente funzione

Y(xiga)= Y, An)

n<z
n=a( mod q)

Dalla relazione di ortogonalita vista in precedenza
1 _ [ 1 sen=a(modq)
7) ZX:X(“)X(") - { 0 altrimenti

segue che
1

¢(q)

dove la somma e fatta su tutti i caratteri modulo gq.
Il contributo del carattere principale x( nella somma ci da il termine principale.
Con un ragionamento simile a quello del capitolo precedente si ha

[ (2, x0) — (@) < > A(n) < (log g)(log x)

n<wx
(n.g)>1

¢(9E;Q»a) = ZY(GW(%X)

X

Sappiamo poi che per il Teorema dei numeri primi di de la Vallee Poussin si ha

Y(x)=x+0 (ZE exp (—cl(log x)%))

dove ¢ & una costante positiva.
Segue che, se (a,q) = 1, vale

W(x;q,a) = i qbl Z (z,x)+ O (gf)lq) {xexp [—cl(logx)%} + log? qx})
X#X0
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Nel caso in cui x # xo allora sappiamo gia che ¥ (x, x) diventa

mBl ! pr

+ Rg(l', T)

dove . )
[Rs(2,T)| < 7 log” gz + x4 log @

supposto che 2 < T < .
Il termine che contiene 81 compare per al piu un carattere reale non principale .
Sappiamo poi che tutti gli zeri p, che compaiono nella somma a destra soddisfano

C2
B<l1e —2
log(qT)

per qualche costante assoluta positiva cs.

Quindi
log
2Px| = 2P < zexp (—02 >
=] log(qT')

Stimiamo quindi la somma

/! /!

prxg Z

<t PX | agin<r

xﬁx :L’/BX

3>

I l<1 [

|’Yx‘

Osserviamo che

!/

1 T N(t T og(qt
Z < / ( ’X)dt < / Ogiq )dt < log?(¢qT) < log*(qx)
1 1

2
1<y |<T I !
!/
1
Z — < log?q
<1 7
Segue che
B1
T
¢<$7X) = _ﬁ + R4($7T)

dove

1
|Ry(z,T)| < z (log?(qz)) exp (—c 8L )) + %logz(qx) + i log x

2 log(qT

Bisogna fare delle ipotesi sulla dimensione di ¢ in relazione a quella di x. Se supponiamo

che
q < exp (C \/@)

dove C' & una qualunque costante positiva e scegliamo
T =exp (C\/logx>
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allora tutti i termini nella stima di |R4(x,T")| sono

<L wexp (—C’\/@)

per qualche costante positiva C’ che dipende solo da C.

Quindi abbiamo
B

P(z,x) = —% +0 (x exp (—C'\/@))

per ogni carattere xy non principale.

Se quindi andiamo a sostituire nella formula che lega 1 (z; g, a) con ¥ (x, x) e ricordando
che il termine che contiene 81 compare per al piul un carattere y, otteniamo il seguente
teorema:

Teorema 12.1. Sia C' una qualsiasi costante positiva. Allora

x v1(a)zd ,
Viziga)= olq) X(;EQ))/BI O <x P <_C \/@»

dove C' ¢ una costante positiva che dipende solo da C, e questo risultato vale uniforme-

mente rispetto a q nel range
q < exp <C'\/logx)

Qui x1 € l'unico carattere reale modgq, se esiste, per cui L(s, x1) ha uno zero reale B1 che
soddisfa

C

61>1—
log ¢

per una certa costante positiva assoluta c.

Le difficolta maggiori nello studio della distribuzione dei numeri primi nelle progressioni
aritmetiche sono dovute al termine contenente 5;. L’unica limitazione universale che
abbiamo per 1 ¢

c3
B <l— —3
Valog?q

Segue che il termine contenente 31 diventa

< z . log =
2 exp| —cz—2%
o(q) Valog?q

Questo termine sara dello stesso ordine del termine di errore O (m exp (—C’ vl1og :c)) solo
se imponiamo una condizione molto restrittiva su ¢, ovvero

q < (logz)'~°

per qualche § > 0 fissato.
Otteniamo quindi il seguente risultato.
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Proposizione 12.2. Supponiamo che

q < (log x)lfa

per qualche § > 0 fissato. Allora

Y(259,a) = + 0 (w exp (—C4\/@>>

T
9(q)
dove c4 € una costante assoluta.

Questo ¢ un risultato debole, ma ¢ 'unico, a meno di piccole variazioni, che ¢ effettivo,
ovvero dato un valore numerico di d, si possono calcolare esplicitamente i valori di ¢4 e
della costante indotta dal simbolo O.

Proposizione 12.3. (Page)
Sia C' una qualunque costante. Allora, tranne nel caso in cui q & un multiplo di un
particolare intero q1 che dipende da x, abbiamo

20,0 = 20 (resp (<07 Vo))

dove C" ¢ una costante positiva che dipende solo da C, e questo vale uniformemente

rispetto a q nel range
q < exp <C'\/logx)

Inoltre l'intero q1 soddisfa la relazione
¢ log* 1 > logz

Dimostrazione. Abbiamo visto in precedenza che Page dimostro il seguente risultato:

Esiste una costante positiva opportuna cog tale che esiste al pit un carattere reale primitivo
X rispetto a un modulo g < z (z > 3) per il quale la funzione L(s,x) ha uno zero reale

By che soddisfa
€20

B log 2z

By >1

Se prendiamo in particolare

z = exp (C\/@)

allora possiamo dedurre che esiste al piti un carattere reale primitivo rispetto a un modulo
che non supera z per cui

Cs Cs
>1-— =1- —=
fi log z C+/log x
Indichiamo il modulo di questo carattere, se esiste, con ¢;.
Se ¢ non e multiplo di ¢; allora

C5

Cy/logzx
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per ogni carattere reale non principale x (modgq), sia che sia primitivo oppure no.
Otteniamo quindi lo stesso tipo di stima per il termine contenente 31 come prima.
Osserviamo pero che, se g esiste, deve soddisfare

C3

1 S <1
Cylogx — \/quog2 7l

ovvero
¢ log g1 > logx

O]

Ricordiamo che 'ipotesi di Riemann generalizzata (GRH) afferma che non solo
la funzione ((s) ma tutte le funzioni L(s, x) hanno i loro zeri nella striscia critica sulla
1

retta o = 5

Abbiamo gia visto che
() =2+ 0 (m% log? :U)
e lo stesso vale per ¥ (z, xo) grazie alla disuguaglianza
[ (2, x0) = (@) < ) An) < (log g)(logz)
n<z

(n.q)>1

avendo supposto che g < x.
Inoltre, quando x # xo, I'uguaglianza vista precedentemente

bl = -2 = 3 T Ry, T

I I<T Px

dove . )
|Rs(z,T)| < T log? gz + 2% log =

implica, supponendo vera 'ipotesi di Riemnn generalizzata, che

1
— + Elog2qaz:+:£i log x

1 1
(e, x)| <22 +a7 ) T

[vx |<T

per 2 <T < ux.
Inoltre, siccome abbiamo mostrato che

1
Y = < log? g
Ipl
allora, prendendo T = :c%, otteniamo

[z, x)| < 27 log?

per x # xo € ¢ < .
Segue il seguente risultato.
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Teorema 12.4. Supponendo vera l’ipotesi di Riemann generalizzata, se ¢ < x allora
x 1
b(wig,0) = 7~ + 0 (2 log? )

o(q)

Teorema 12.5. (Siegel- Walfisz)
Sia N una costante positiva qualunque. Allora esiste un numero positivo C3(N), che
dipende solo da N, tale che se q soddisfa ¢ < (logx)N allora

(g, a) = @ +0 (wexp (~C3(N)v/log) )

uniformemente in q.

Dimostrazione. Se supponiamo

q < exp <C\/@)

per qualche costante positiva C' allora sappiamo che per y # xg vale
xﬁl
Pz, x) = 5 +0 (a:exp (—C”vlogw))
1

dove C’ & una costante positiva che dipende solo da C.
Qui il termine in 5 compare per al pitt un solo carattere reale modulo q.
Il teorema di Siegel afferma che per ogni e > 0 esiste C(¢) tale che

f1<1—Ci(e)g*
Quindi
2P < zexp (—=Ci(e)(log z)g %)

Per fare in modo che questa espressione sia piccola se comparata con x si deve imporre
una condizione piu restrittiva su q.

Supponiamo quindi che
g < (logz)"

per qualche costante positiva N. Allora, prendendo £ = (2N)~! abbiamo ¢° < v/logz e
Pt < zexp (—CQ(N)\/Iogx>
Quindi, ricordando che ¢ < (logz)", si ottiene

(. x)| < wexp (~C5(N)VIog )

per ogni carattere non principale xy modulo q.
Andando a sostituire nella formula

) o 1 B 1 1 )
Y(r;q,0) = m + (Z)(Q)X%O xX(a)y(z,x) + O (M {ﬂfexp [—Cl(log ) } + log qx})
otteniamo la tesi. O

181



Ricordiamo ora che I'Ipotesi di Riemann generalizzata afferma che 3, = % per ogni

Py, per ogni x (compreso Xo).
Supponendo vera:

e R.H. allora si ha
Y(x) =z +O0(x2log?z) (T =)
¢ Q.R.H. si ha
bla.x) =2+ 0@ log’s)  (T=Va, q=Va)
Come conseguenza si avrebbe

_ T L los?

Teorema 12.6. (Bombiert)

Posto
T

E(x,q,a) = ¢(l‘;q’ CL) - @

st ha che per ogni A > 0 esiste B > 0 tale che

max max |F(y,q,a)| € —
D e eI 0 < o
g Y=
(

log;c)B
(B=A+5)

Osservazione 12.7. In particolare, supponendo che sia vera [’ipotesi di Riemann
generalizzata, vale

X
max |E(z,q,a)| < vz(logz)? 1< —5=
<g e, B, < Valogal' 3 (log )72
q<

N
<
(log 2) B 9=og)B

(ovvero A = B — 2 nel teorema precedente e quindi B = A+ 2 é quello che ci da l'ipotesi
di Riemann).
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