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Sommario
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Operazioni su insiemi numerabili

1 Coppia ordinata di Kuratowski, buona definizione

Dati due insiemi a e b, si dice coppia di a e b I'insieme {a, b} i cui soli elementi sono a e b.
Per 'assioma di estensionalita, si nota che {a,b} = {b,a}. Una coppia ordinata, invece,
e una coppia tale che la precedente uguaglianza non sia vera. Secondo la definizione data
da Kuratowski, una coppia ordinata (a,b) & l'insieme della forma (a, b) := {{a}, {a, b} }.

Proposizione 1.1. Per ogni coppia ordinata (a,b), valgono i sequenti fatti:

1. Se X ¢ una coppia ordinata, esiste un unico elemento x tale che v € A per ogni

AeX.
2. Se (a,b) = (a,V), allorab=1".
3. (a,b) = (d',b') se e solosea=da eb=1"0".

Dimostrazione. 1. Sia X della forma X = (a,b). Allora, si nota che a € {a} e
a € {a,b}. Ora, se x € {a} e x € {a, b}, necessariamente = = a, altrimenti varrebbe
x ¢ A, assurdo.



2. Per estensionalita, (a,b) = (a,b’) se e solo se hanno gli stessi elementi. Cioe,
o {a} ={a}e{a, b} ={a,V} = b=V
o {a} ={a,b}e{d}={a,b}=b=a=V.

3. «<: Sea=ad eb=1"V,siha che

(a,0) = {{a},{a,b}} = {{d'}, {d,V'}} = (d,V)

=: Supponiamo che valga {{a},{a,b}} = {{d'},{d,V'}}. Se a # b, {a} = {d'}
per estensionalita, e {a,b} = {a’,V'}. Sostituendo, si trova che {a,b} = {a,V'}, e
dunque sempre per estensionalita b = b'. Se invece a = b, {{a},{a,a}} = {{a}}.
Cioe, {a} = {d'}, e {a} ={d,V/} = a=d =1V, cioe a = a’ e b=1V vale anche in
questo caso.

[

2 Ordine totale di NV, con ’ordine della minima dif-
ferenza

Definiamo una relazione d’ordine < su NV, 'insieme delle funzioni da N in N, tale che, date

fegeNV f<gseesolose f(k) < g(k), dove k :=min X;, = {n € N|f(n) # g(n)}.

Proposizione 2.1. La relazione d’ordine < é un ordine totale su NN, ma non un buon
ordine.

Dimostrazione. Verifichiamo innanzitutto che < ¢ un ordine parziale su N
e X;; =, dunque k come sopra non esiste, e quindi f £ f.
e Se f < g, allora f(k) < glk) = g(k) £ f(k) = g £ f.
e Siano f,g,h € N¥ e siano k; = min X, e k2 = min X, ;. Distinguiamo in tre casi:
—se ky =ky =k, f(k) < g(k) < h(k), cioe f < h.

— Se ki < k’g, f(l{?l) < g(k‘l) = h(k‘l) = f <h
— Se ]fl > kQ, f(kg) = g(kg) < h(k?Q) = f <h

implica f £ g A g £ f. Se invece f # g, X;, # O; sia k il minimo di X;,. Abbiamo due
casi:

o (k) <glk)=Ff<y

Mostriamo che vale la tricotomia dell’ordine: siano f e g € N¥: se f = g, X, = O, che



o f(k)>glk)=g<f

Resta da dimostrare che < non ¢ un buon ordine. Sia (ag ), una successione di successioni

di questa forma:
2 sen==%k
Qk.n =

1 sen#k

Supponiamo per assurdo che (a,), abbia minimo, e sia (a,,) tale minimo. Allora,
vale (angi1606 < (Angi)k, 10 quanto apgi1x = 1 per k < ng, ma apyp, = 2 > 1 =
(not+1mgs € Ongk = Gngt1k = 1 per k < ng. Cioe, usando la notazione di cui sopra,

no = min Xa, ) (any41.,)- Ci0 implicherebbe che (ang414) < (@ng ), assurdo. O

3 Ordine totale di Funyg(N,N), con ’ordine della mas-
sima differenza

Prendiamo il sottoinsieme Fung(N,N) di N¥ definito come
Fung(N,N) = {f € N¥|3ng f(m) =0 Vm > ng}

Definiamo una relazione d’ordine < su Fung(N, N), tale che date f e g e NY, f < gsee
solo se f(k) < g(k), dove k := max Xy, = {n € N|f(n) # g(n)}.

Proposizione 3.1. La relazione d’ordine < ¢ un ordine totale su Fung(N,N).

Dimostrazione. Per mostrare che < ¢ effettivamente una relazione d’ordine, si procede
come sopra. Mostriamo che vale la tricotomia: se f = g, Xy, = ), e non ha massimo.
Dunque, f £ g\ g £ f. Se invece f # g, X;, # O, ed ¢ limitato superiormente. Sia ora
k =max Xy, se f(k) < g(k), vale f < g, mentre se f(k) > g(k), vale g < f. ]



4 Forme equivalenti dell’assioma di scelta

Sia F una famiglia non vuota di insiemi non vuoti.

Definizione 4.1. (Funzione di scelta) Una funzione
fiF—JF
si dice funzione di scelta per F se, per ogni A € F, f(A) € A.

Definizione 4.2. (Insieme selettore) Sia F una famiglia non vuota di insiemi non vuoti.

Si dice insieme di scelta o insieme selettore per F un insieme Y tale che, per ogni
Ace F, |[AnY|=1.

L’assioma di scelta dice che

Assioma 1. (di scelta) Sia (A;|i € I) una I-sequenza infinita di insiemi. Allora,

[T4#0

i€l

Esistono numerose formulazioni equivalenti dell’assioma della scelta. Di seguito ne
elenchiamo alcune e ne dimostriamo 1’equivalenza.

1. AC
2. Ogni famiglia non vuota di insiemi non vuoti ammette una funzione di scelta

3. Ogni insieme A # () ammette una funzione di scelta
f:PAN\N{O} — A

4. Ogni famiglia F # ) di insiemi disgiunti a due a due ammette un selettore
5. Ogni funzione suriettiva ammette un’inversa destra
NUF=UMNFw
iel jeJ feJliel
Proposizione 4.1. [ fatti sopraelencati (1)-(6) sono tra loro equivalents.
Dimostrazione. Lo schema dimostrativo seguito e

(AC) = (2) = (4) = (5) = (AC) < (6), (2) & (3)

4



e (AC) — (2): Sia F una famiglia non vuota di insiemi non vuoti. Se F ¢ finita, si
procede per induzione sulla cardinalita. Sia n = |F]|.

— n = 0: La proprieta ¢ vera a vuoto

—n — n: Se |F| =n+ 1, scrivo F come F = F'U{X}, con |F'| = n. Per
F' esiste dunque una funzione di scelta f’, che si puo estendere a funzione di
scelta per F ponendo

fir =1, f(X)eX

Se invece F ¢ infinita, considero [],.r A. Posso indicizzare F usando la funzione
identita: la I-sequenza (A;|i € I) € non vuota, e ogni A; & non vuoto. Dunque, per
(AC) esiste f € [[;c; Ai. Tale f ¢ per definizione una funzione di scelta per F, dato
che f(i) € A;, e quindi f(A;) € A;.

e (2) — (3): Basta notare che, se A # O, P(A) \ {O} ¢ una famiglia non vuota di
insiemi non vuoti, e quindi per (2) ammette una funzione di scelta.

e (3) — (4): Consideriamo |JF: dal momento che gli elementi di F sono a due a due
disgiunti, F & una partizione di |JF, e dunque F C P(|JF). Dato che |JF & non
vuoto, esiste per (3) una funzione di scelta f : P(JF) \ {0} — |JF. Costruiamo
il selettore utilizzando la f: per definizione, f(A) € A per ogni A € F (osserviamo
che la funzione ¢ ben definita peché gli elementi di F sono disgiunti a due a due).
L'insieme (J 4.7 f(A) = Imf ¢ per costruzione un selettore per F.

e (4) — (5): Sia f: A — B surgettiva, e sia X = {f~!({b})|b € B}. Innanzitutto,
sappiamo che X esiste per I’assioma di separazione, e dato che f & una funzione
surgettiva, X ¢ una famiglia non vuota di insiemi non vuoti, disgiunti a due a due.
Allora, X ammette un selettore Y. Definiamo ora

g:B— A
br—d
dove @’ := f~*({b}) NY. Mostriamo che f o g =idg. fo g({b}) = f(a’) = {b}.

e (5) = (AC): Sia (A;|i € I) una I-sequenza infinita di insiemi non vuoti, e Ya €
U,e; considero X, = {i € I|a € A;}. Posto X = {X, x {a}|a € U;c; Ai}, che
esiste per I'assioma di separazione, X, x {a} € P(I x |J;; 4i). La funzione f :
UX — I,(i,a) — i & surgettiva, e ha quindi un’inversa destra g. Definiamo
dunque ¢ : I — (J,c; Ai, i — ', dove a’ ¢ la seconda componente di g(i), cio¢

a’ = U((U(g(0) \ {i}). Inoltre, ¢ € [T;e; Ai-

e (AC) <> (6): Mostriamo una freccia per volta.
=-: Considero [ e J infiniti, altrimenti si procede per induzione sulla cardinalita in
modo simile a quanto visto sopra.



5

— C : Fissata una coppia di indici (i, ), si ha che a € (;; U,e; Aij se e solo
se Vidj a € A; ;. Usando (AC), ne scegliamo uno in particolare. Prendiamo
dunque a € (Ne;Ujes Aig, € per ogni i € I sia X; = {j € Jla € A;;}.
(X;li € I) ¢ una I-sequenza infinita di insiemi non vuoti, dunque per (AC)
esiste f € [[,c; Xi; ora, si osserva che f € J!, e a € (;o; Ais)- Segue la tesi.

— 2 Sea € Useyr Nier Ai s, cio significa che esiste f € J! tale che Vi € I vale
a € A yi)- Dunque, a € (;c;U;cr Aij per quanto detto sopra.

<: Sia (A;|i € I) una I-sequenza infinita di insiemi non vuoti, e sia X = J,.; 4.
Consideriamo la (I x X)-sequenza

g: (I xX)—{Aliel}U{0}

X sex e A

(o) — {@ sex ¢ A

Da (6), si ottiene che

U gt.a)=1J Nt £60)

iel zreX fexiliel

Notare che il LHS ¢ non vuoto (& proprio X), e quindi anche RHS & non vuoto.
Pertanto, esiste f : I — X tale che Vi € I vale g(i, f(i)) # O, cioe f(i) € A;. Tale
f € quindi una funzione di scelta per (A;|i € I).

]

Cardinalita e operazioni fondamentali

Proviamo le due seguenti proposizioni:

Proposizione 5.1. Siano A e B due insiemi, e A" e B’ due insiemi tali che |A| = |A'| e
|B| = |B’|. Valgono i sequenti fatti:

. |JAUB| = |4 UB|
. |Ax B|=|A" x B|
3. |BA| = |B™|

4. [P(A)] = [P(A)]

Dimostrazione. Siano f: A — A’ e g : B — B’ due bigezioni.



1. La funzione
¢o:AUB — A UB
N f(z) sexeA
g(x) sexeB
e bigettiva, dato che e unione disgiunta di due funzioni bigettive con immagini
disgiunte.
2. La funzione
¢p:AxB— A xB

(a,b) — (f(a), 9(b))
¢ bigettiva. Infatti, la funzione A’ x B’ 3 (a/,0') — (f~'(d’),g7'(V)) € Ax Bela
sua inversa.

3. La funzione
¢:B* — B

b gotpo f
e bigettiva. Verifichiamolo esibendo un’inversa:
r:B4 — p4
g o o f
e l'inversa cercata.

4. La funzione
¢:P(A) — P(A)
B f[B] ={f(b)|b € B}
e bigettiva.

]

Proposizione 5.2. Siano A e B due insiemi, e A" e B’ due insiemi tali che |A] < |A| e
|B| < |B’|. Valgono i sequenti fatti:

|JAUB| <|A"UDB
|Ax B| <|A"x B|

|Fun(A, B)| < |Fun(A’, B)|
P(A)] < [P(A)]

Dimostrazione. La dimostrazione fatta sopra ¢ valida anche se f e g sono funzioni iniettive.
Infatti, non abbiamo bisogno di ipotesi particolari per esibire inverse sinistre di funzioni
iniettive. [



6 Operazioni su insiemi numerabili

Dimostriamo qualche proprieta riguardo a operazioni insiemistiche con insiemi numerabili.
Proposizione 6.1. L’unione di due insiemi numerabili é numerabile.

Dimostrazione. Siano A e B i due insiemi in questione. Allora, esistono due funzioni
bigettive ¢ : A — 2N e ¢ : B — 2N — 1. Inoltre, la loro unione, che si suppone
disgiunta per comodita, ¢ in bigezione con 'unione disgiunta 2N LI (2N — 1) = N, ed ¢
quindi numerabile. O

Osservazione 6.1. Con lo stesso procedimento si dimostra che un’unione finita di n
imsiemi numerabili € numerabile. Per vederlo, basta fare una congruenza modulo n e
procedere come sopra.

Proposizione 6.2. La funzione f : N — N\ {1,....k}, n— n+k é bigettiva per ogni
k e N.

Dimostrazione. Mostriamo che f e bigettiva esibendo un’inversa. Sia
g:N\{l,...k} — N, m— m — k. Mostriamo che le due funzioni sono inverse.

(fog)n) = (n—k)+k=n

(g0 f)(n) = (n+k) —k =n
Dunque, f o g =idwqi,..x}, € g o f = idy. Le funzioni f e g sono pertanto bigettive. [
Proposizione 6.3. Sia A numerabile, e sia F' C A finito. Allora, A\ F ¢é numerabile.

Dimostrazione. Siano f: A — Ne g: Nx N — N due bigezioni. Sia F’' = (go f)[F], e
sia z := min(m (N x N) \ 7 (F)), dove m; & la proiezione sulla prima coordinata. Allora,
la controimmagine di z secondo 7 ¢ U'insieme {z} x N, disgiunto da F’ per costruzione
ed equipotente ad N: tornando indietro, (f~' o g 1)[{z} x N] C A\ F. Vale allora la
seguente catena di disuguaglianze:

No = [A] > [A\ F| > [{z} x N[ =X,
Si conclude usando il teorema di Cantor-Bernstein. OJ

Proposizione 6.4. Sia A numerabile, e sia F finito e disgiunto da A. Allora, AU F ¢
numerabile.

Dimostrazione. Sia |F| = k. Se A ¢ numerabile, esiste una bigezione g : A — N\
{1,...,k}. Allora, F' ¢ in bigezione con {1,...,k}. Enumeriamo F, F' = {z1,...,2,}, e
definiamo la funzione

¢ AUF — N

8



a— gla) Ya€e A

Notiamo che la funzione e iniettiva: infatti, ¢ unione disgiunta di funzioni iniettive con
immagine disgiunta. Vale dunque la seguente catena di disuguaglianze:

No=|N|>[AUF| > |A] =R
Si conclude con il teorema di Cantor-Bernstein. ]

Proposizione 6.5. Sia A un insieme numerabile, e B un insieme tale che AAB sia
finito. Allora, B é numerabile.

Dimostrazione. Scriviamo AAB in due modi diversi:
AAB =(AUB)\ (AnB)=(A\B)U(B\ A)

Notiamo che (A\ B)N (B \ A) = O per costruzione.

Ora, |AAB| = |[(A\ B)U (B \ A)| = |A\ B| + |B\ A|]. Dato che dev’essere finita, ¢
necessario che entrambi gli addendi del RHS siano finiti. Se B fosse finito, l'intersezione
A N B sarebbe finita, e dunque l'insieme (A U B) \ (AN B) = AAB sarebbe finito,
assurdo. Dunque, B ¢ infinito. Se in particolare B fosse piu che numerabile, si avrebbe
che AAB = (A\ B)U (B A) sarebbe piu che numerabile, in quanto unione di un insieme
pit che numerabile, B\ A, e uno numerabile, A\ B, assurdo. Dunque, B ¢ numerabile. [
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Sommario

In questo foglio di esercizi sono presenti:

Equipotenza di insiemi di funzioni infiniti

Dimostrazione alternativa del fatto che |R x R| = |R]
Equipotenza di P(R) e del prodotto cartesiano di due sue copie
Sequenze finite e parti finite di insiemi infiniti

Cardinalita di sottoinsiemi di P(R)

Cardinalita della topologia euclidea su R™

N ok

Unione al pit continua di insiemi al piti continui € al piu continua, con condi-
zioni sufficienti per la continuita

®

Differenze di insiemi infiniti
9. Paradosso della classe universale
10. Cardinalita di sottoinsiemi infiniti di N
11. Bigezioni canoniche tra unioni e prodotti di insiemi equipotenti

12. Equipotenza di parti finite e sequenze finite di insiemi equipotenti

1 Equipotenza di insiemi di funzioni

Proposizione 1.1. Siano A e B due insiemi disgiunti. Allora, dato un insieme X, vale
| XA x XB| = | xAYB|.

Dimostrazione. La funzione

¢: X4 x XP — XA



(f’g) L ¢f19

dove
Yrg AUB — X
s f(z) sexeA
g(x) sexeB
e bigettiva. O]

2 Dimostrazione alternativa del fatto che [RxR| = |R|

Proposizione 2.1. Vale l'equipotenza |R x R| = |R|.

Dimostrazione. Dimostreremo che, equivalentemente, |P(N) x P(N)| = |P(N)].
Siano
f*N— N, n+——2n

g:N—N n+——2n—-1
due funzioni iniettive. Sia ora
¢ P(N) x P(N) — P(N)
(A, B) — flA] U g[B]

Mostriamo che & bigettiva: date due coppie ordinate (A, B) e (C, D) diverse tra loro, dal
momento che sia la f che la g sono iniettive si ha che f[A] U g[B] e f[C] L ¢[D] sono
due insiemi diversi. Per mostrare che e suriettiva, basta notare che, dato un insieme
X € P(N), la coppia ({%|n € 2X},{%|n € 2X — 1}) ha come immagine proprio X.
Dunque, vale la seguente uguaglianza:

R xR = [P(N) x P(N)| = [P(N)| = [R
]

3 Equipotenza di P(R) e del prodotto cartesiano di
due sue copie

Proposizione 3.1. Vale l'uguaglianza |P(R) x P(R)| = |P(R)| = 2.

Dimostrazione.

[PR)] = [27] = [22F] = [2] = 2% x 27| = [P(R) x P(R)|



4 Sequenze finite e parti finite di insiemi infiniti

Definizione 4.1. Sia X un insieme. L’insieme F(X) = {A € P(X)|A ¢é finito} si chiama
insieme delle parti finite di X.

Definizione 4.2. Sia X un insieme. L’insieme Seq(X) = {f :n — X|n € N} si chiama
insiteme delle sequenze finite di X.

Proposizione 4.1. Sia X un insieme infinito, tale che | X x X| = |X|. Allora, vale che
|Seq(X)| = [§(X)] = 1X].

Dimostrazione. Innanzitutto notiamo che Seq(X) = |,y X". Ora, banalmente |X| <
|§(X)|, dato che x — {x} ¢ iniettiva. Inoltre, possiamo enumerare un elemento di

A € §(X), e mandarlo nella sequenza finita che ha come coordinate gli elementi enumerati
di A ({(a)reqt,.ny = (a1,...,a,)). Dunque, |F(X)| < [|Seq(X)|. Infine, [Seq(X)| =
|Uy X" = INx X| <|X x X| =|X|. Vale pertanto la seguente catena di disuguaglianze:

[ X] < [F(X)] < [Seq(X)] < [X x X| = [X]|

Si conclude usando il teorema di Cantor-Bernstein. OJ

5 Cardinalita di sottoinsiemi di P(R)

Proposizione 5.1. Vale la sequente catena di uguaglianze:
RY = [N¥| = |[R]*| = |[R]="| = ¢
Dimostrazione. Dimostriamo la catena di uguaglianze in tre parti:
RY| = (2] = 279 = [2"] = ¢
¢=|2")" = INY| > 2| =«
¢ = [RY| > [[R]=%] > |[R]| > 2% = ¢

Qualche parola sulle disuguaglianze di sopra: [R]=Y pud essere visto come insieme delle
immagini delle successioni a valori in R: infatti, se un sottoinsieme di X C R ¢ finito,
posso enumerarlo (per esempio in ordine crescente), generando una successione definitiva-

. . /\k k<n
mente costante: considero X = {Aq,..., A\, }, e la successione x), = N mentre se
n
n -

e numerabile, posso enumerarlo, inducendo un buon ordine, e poi costruire la successione
similmente a quanto fatto sopra. Dunque, |[R]=Y| < |RN|. Per quanto riguarda il passag-
gio seguente, [R]* C [R]=™. Infine, ¢’¢ un’iniezione tra 2™ e i sottoinsiemi numerabili di
R, ottenuta mandando una funzione indicatrice nell’insieme su cui e positiva. Si conclude
usando il teorema di Cantor-Bernstein. O



6 Cardinalita della topologia euclidea su R”

Sia 7 la topologia euclidea su R™.
Proposizione 6.1. Vale l'uguaglianza |7| = ¢.

Definizione 6.1. Sia (X, 7) uno spazio topologico. Una base di T é un insieme di aperti
B C 7 tale che ogni aperto di T si possa esprimere come unione di elementi di B.

Dimostrazione. Banalmente, R™\ {z} ¢ un aperto per ogni z € R", dunque ¢ < |7|. Ora,
sappiamo che la topologia euclidea ¢ a base numerabile. Sia B = (B, ),en una tale base.
La funzione

¢: 17— P(B)
U~ {BeB|BCU}

e iniettiva. Infatti, e inversa destra della funzione unione

U :P(B) — T
(Bi) — | Bi

suriettiva per definizione di base. Cio garantisce che || < |P(B)| = ¢. Si conclude con
Cantor-Bernstein. O

7 Unione al piu continua di insiemi al pit continui
e al piu continua, con condizioni sufficienti per la
continuita

Proposizione 7.1. (AC) Sia (A;|i € I) una I-sequenza di insiemi tale che |A;| < ¢ per
ogni i, e |I| < c. Allora, ||J; Ai| < c.
Inoltre, se una delle due sequenti condizioni é vera, ||J; Ai| = ¢:

1. FEsiste j € I tale che |A;] =¢
2. I|=¢, AiNA; =0 sei#j
Dimostrazione. Usando (AC), considero la I-sequenza § = (f;|i € I), dove per ogni i
fi  R— A;
e una funzione suriettiva. Esiste anche una funzione suriettiva

v :R—1T

4



Counsideriamo adesso la funzione

T:RXR—>UAZ-
I

(@) — fu@ (¥)

Osserviamo che la 7 ¢ suriettiva per costruzione. Dato che |R x R| = |R| = ¢, segue che

|U; Ail <K RxR|=c¢.

Mostriamo adesso che le due condizioni di cui sopra sono sufficienti affinché valga

Urdil =«

1. Sappiamo che esiste una funzione bigettiva da R ad A;. Esiste un’iniezione canonica

da A; in |J; A;, e dunque esiste un’iniezione da R a | J; A;. Vale quindi ¢ < |{J; 4;|.
Per quanto detto prima vale anche la disuguaglianza opposta, e per Cantor-Bernstein
segue la tesi.

2. Dato che (A;);cs € una famiglia di insiemi disgiunti a due a due, per (AC) esiste un
selettore X per (A;). La funzione

¢: 1 —|JA
el

¢ iniettiva, essendo gli A; disgiunti a due a due. Vale quindi che ¢ < [{J; 4], e
similmente al punto (1) segue la tesi.

]

8 Differenze di insiemi infiniti

Proposizione 8.1. (AC) Siano A e B due insiemi infiniti tali che A C B, |A| < |B|.
Allora, |B\ A| = |B|.

Dimostrazione. Assumendo I'assioma di scelta, vale che |B x B| = |B|. Sia quindi

Y : B — B X B una bigezione. Consideriamo A’ = [A], naturalmente equipotente
ad A, e dunque |A'| < |B x B|. Sia ora m : B x B — B la proiezione sulla prima
coordinata (e suriettiva). Dato che |A| < | B, esiste un elemento by € (m[B x B]\ m [A]).
La sua fibra tramite m; & {by} x B, che ha la cardinalita di B, ed e disgiunto da A" per
costruzione. Vale dunque la seguente catena:

Bl =B x B| > |(Bx B)\ A = |B\ A > |B|

Si conclude per Cantor-Bernstein. n



9 Paradosso della classe universale

Sia ¢ la classe universale, £ = {z|z & un insieme}.
Proposizione 9.1. Sia £ come sopra. Allora, non esiste un insieme A tale che A = &.

Dimostrazione. Procediamo per assurdo. Supponiamo che un tale A esista: consideriamo
I'insieme delle parti di A, P(A). Per il teorema di Cantor, |A| < [P(A)|. Tuttavia, per
ipotesi P(A) C A, e dunque |P(A)| < |AJ; cio € assurdo, pertanto un tale A non esiste. [

10 Cardinalita di sottoinsiemi infiniti di N

Proposizione 10.1. Sia A C N infnito. Allora, A ¢ numerabile.

Dimostrazione. Sia a € A. Definiamo per ricorsione numerabile

ag = a, a1 = min{A\ {ag, ..., a, }}

Allora, la successione (a,)nen © una funzione iniettiva da N in A. Vale quindi Xy < |A|.
Ma A & un sottoinsieme di N, e quindi 'iniezione canonica da A in N garantisce che
|A| < Ng. Si conclude per Cantor-Bernstein. O

11 Bigezioni canoniche tra unioni e prodotti di insie-
mi equipotenti

Proposizione 11.1. Siano (A;)icr e (AL)icr due I-sequenze di insiems tali che |A;| = | Al

per ogni i € 1. Allora, |[1; Ail = | T1; 45l

Dimostrazione. Sia § = (fi)ie; una I-sequenza di funzioni, tali che f; : A; — A sia
bigettiva per ogni ¢. La funzione

¢: []4a — [ 4
(ai)1 — (fi(ai))1

¢ bigettiva. Infatti, dati due elementi (a;) # (b;) € [[; Ai, esiste un j € I tale che a; # b;,

e dunque f;(a;) # f;(b;) per bigettivita di f;, da cui f({a;)r) # f({b;)r).
Per la suriettivita, basta notare che per ogni (a;); € []; A%, vale f({f " (a:))1) = (a;);. O

Proposizione 11.2. Siano (A;)icr € (Al)ier due I-sequenze di insiemi a due a due
disgiunti e tali che |A;| = |Aj| per ognii € 1. Allora, |J; Ai| = |U; 4]l



Dimostrazione. Sia § = (fi|i € I) una I-sequenza di funzioni bigettive come sopra. Per
ogni a € |J; A;, esiste un certo indice j(a) € I dipendente da @ tale che a € Ajq,. Allora,

la funzione
¢:JA —JA

el i€l
ar— fiw(a)

e bigettiva. La dimostrazione della bigettivita e analoga a quella fatta per il prodotto. [

12 Equipotenza di parti finite e sequenze finite di
insiemi equipotenti
Proposizione 12.1. Siano X e Y due insiemi equipotenti. Allora, |F(X)| = |F(Y)|.
Dimostrazione. Sia g : X — Y una bigezione. Consideriamo la funzione
¥ F(X) — F(Y)
A g[A]

La v ¢ bigettiva, segue dalla bigettivita di g. O]
Proposizione 12.2. Siano X e Y due insiemi equipotenti. Allora, |Seq(X)| = |Seq(Y)|.
Dimostrazione. Sia g : X — Y una bigezione. Consideriamo la funzione

Y Seq(X) — Seq(Y)

(@0, ..o Tn) — (g(x0), -, 9(2n))
La 1 ¢ bigettiva, segue dalla bigettivita di g. O
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1 Esistenza di dominio e immagine di una relazione

Proposizione 1.1. Sia R una relazione binaria su A x B. Allora, esistono gli insiemi
DomR e ImR.

Dimostrazione. Innanzitutto, notiamo che R C A x B, e dunque
DomR = {a|3b(a,b) € R} C A
ImR = {b|3a(a,b) € R} C B

Entrambi esistono per I'assioma di separazione. O



2 Esistenza di insiemi quoziente

Proposizione 2.1. Sia ~ una relazione di equivalenza su A. Allora, esiste l'insieme
quoziente A/ ~.

Dimostrazione. Notiamo che, fissato a € A, la classe di equivalenza di a ¢
[a] = {d'|a ~ a'} C A, e dunque esiste per separazione. Ora, per ogni a, [a] € P(A) che
esiste per 'assioma delle parti. Dunque, I'insieme

{UJacA U=a}=A/~

esiste per separazione. O

3 Esistenza di insiemi di funzioni

Proposizione 3.1. Siano A e B due insiemi. Allora, esiste BA = {f : A — B|f funzione}.

Dimostrazione.
BA={f € P(Ax B)|Va € A3 (a,b) € f} CP(P(A x B))

e dunque esiste per separazione. O

4 Esistenza di prodotti cartesiani di sequenze di in-
siemi
Proposizione 4.1. Sia (A;|i € I) una I-sequenza di insiemi. Allora, esiste [[,.; A;.

Dimostrazione.

[T 4 ={f € Fun(1,| JA)If(i) € A} € Fun(I,| ] A)

el iel el

Dunque, il prodotto esiste per separazione. O

5 Bigezione tra [0,1] e (0,1)

Proposizione 5.1. Vale l'equipotenza |[0, 1]| = |(0, 1)].



Dimostrazione. Esibiamo una bigezione esplicita tra i due intervalli reali [0,1] e (0,1):
consideriamo i due insiemi A = QN10,1] e B =QnN(0,1), numerabili perché sottoinsiemi
di un insieme numerabile. Stabiliamo due enumerazioni di A e B: A = (a,|n € w),
B = (b,|n € w). Definiamo adesso la nostra funzione come

f[ovl] — (071)
x sex ¢ A
T +—
b; se x = a;per qualche 1 € w

La f ¢ la bigezione cercata, con inversa

g:(0,1) — [0,1]

x sex ¢ B
x .
a; se x = b;per qualche i € w

6 Ordine totale di (w, €)

Sia (X, <) un insieme ordinato. Un elemento x € X si dice confrontabile se, per ogni
y € X, vale una tra le tre: z <y, x =y, y < x.

Proposizione 6.1. Sia (w,€) linsieme dei numeri naturali di Von Neumann, con la
relazione di appartenenza canonica. (w, €) € totalmente ordinato.

Dimostrazione. Supponiamo di sapere che la relazione € & un ordine parziale su w: mo-
striamo che ogni elemento di w & confrontabile secondo €. Sia p(x) la proprieta "x &
confrontabile”; dimostriamola per induzione su x.

e r =0:0€n perognin € w, per una proposizione dimostrata a lezione.

e © = 1: Sappiamo che x e confrontabile; dunque, comunque preso y € w, abbiamo
tre casi:

— Sez =y, ye€ {z}, edunque y € z.
— Se y € x, banalmente y € .

—Sexz ey, alloraz Cy,exr €yimplicaz=yox€y.

Vale dunque la tricotomia dell’ordine, che ¢ pertanto un ordine totale. O



7 Proprieta dei numeri naturali

Proposizione 7.1. Sia w l'insieme dei numeri naturali di Von Neumann, e siano x,y € w
due naturali. Valgono le sequenti proprieta:

1. x €y se e solo sex Cy

TEY—TEY

Per ogni y € w, se x € y € w, allora r € w
x Ny éun naturale, e x Ny = min{z,y}

x Uy & un naturale, e v Uy = max{z,y}

S v ™ e

& = S(x), cioé non esiste y € w tale che v € y € &

Dimostrazione. 1. e = € e transitiva, essendo una relazione d’ordine, quindi n €
m — n C m: dal momento che n € m e m ¢ m, m # n, e dunque l'inclusione
e stretta.

e <: Sia p(m)="VYn C m, n € m”: dimostriamola per induzione.

— m=0: #n n C @, dunque la proposizione & vera a vuoto.

— m=1: Sen C mem ¢ n, alloran C m, e sirientra nellipotesi induttiva.
Altrimenti, se fosse m € n, allora varrebbe che m C n, assurdo.

2. Se & € yU{y}, ci sono due casi: se & = y, banalmente x € y. Se invece = € y,
T ETEY.

3. Sia p(y) I'enunciato numero 3: dimostriamolo per induzione su y.

e y = 0: La proposizione ¢ vera a vuoto.
ey~ Slarey€cw,alloraxr=yoxecy. Sex =y, allora z € w, dato che
y € w. Se x € y si conclude per ipotesi induttiva.

4. Sia (WLOG) = = min{z,y}. Allora, per il punto (1) vale che x C y, e quindi
TNy =x € w.

5. Sia (WLOG) z = max{z,y}. Allora, per il punto (1) vale che y C z, e quindi
rUy=2x¢€cw.

6. Supponiamo che esista un tale y: allora, dato che y € z, abbiamo due casi. Se
y = x, per lirriflessivita dell’ordine vale = ¢ y, assurdo; se invece y € x, x ¢ y per
I’asimmetria dell’ordine, assurdo.

]



8 Esempi di naturali non ben definiti

Proposizione 8.1. 1. L’insieme X = {{O}} non é un numero naturale.
2. L’insieme Y = {0, X} non € un numero naturale.

Dimostrazione. 1. Basta notare che 0 ¢ X, mentre per una proposizione vista a lezione
0 € n per ogni n € w.

2. Notiamo che Y = {0, {1}}: dunque, si ha che {1} € Y, mal ¢ Y. Per quanto detto
sopra, cio ¢ sufficiente a dimostrare che Y non & transitivo e dunque Y ¢ w.
[l

9 Equivalenza del principio del buon ordinamento e
della forma debole del principio di induzione

Proposizione 9.1. La forma forte del teorema di induzione é equivalente alla forma
debole.

Dimostrazione. Abbiamo mostrato a lezione che la forma forte del teorema di induzione
¢ equivalente al teorema del buon ordinamento. Mostreremo dunque che il teorema del
buon ordinamento implica I'induzione debole, e che I'induzione debole implica quella forte.

e (BO)—(Ind.D):

Sia P una proprieta tale che P(0) e P(n) = P(n-+1): mostriamo che P vale per ogni
n € w. Sia X = {n € w|—-P(n)}, e supponiamo che non sia vuoto. Allora, per il
teorema del buon ordinamento, X ammette un minimo k; innanzitutto, k # 0, dato
che per ipotesi P(0), e quindi k sara un successore, della forma n + 1 per qualche
n € w. Per ipotesi pero, anche P(n) e vera, dato che k € il minimo controesempio,
e cio implica che sia vera anche P(k), e cio e assurdo. Pertanto, X non ha minimo,
e per il principio del buon ordinamento questo implica direttamente che X e vuoto.
La tesi segue immediatamente.

e (Ind.D)—(Ind.F):
Sia P una proprieta tale che valga P(0) e (Vo < yP(z)) = P(y). Mostriamo che P ¢
vera per ogni n € w. Sia Y = {n € w|P(n)}; vogliamo mostrare usando I'induzione
forte che Y = w.

— 0 €Y per ipotesi;

— Sen €Y, eper ogni m < n vale P(m), in particolare vale anche P(n) per
ipotesi, e dunque n € Y per ogni n successore.

>



Dato che Y contiene 0, ed e chiuso per successore, per il teorema di induzione debole
si conclude che Y = w, come voluto.

Cio conclude la dimostrazione. O

10 Unione di funzioni compatibili € una funzione

Proposizione 10.1. Sia § una famiglia di funzioni a due a due compatibili. Allora,
F'=3F ¢ una funzione di dominio \J;cz Domf.

Dimostrazione. Se (a,b) € F, allora esiste f € F tale che (a,b) € f; se ci fosse una coppia
del tipo (a,b’) € f, con b’ # b, ovviamente per definizione di funzione (a,b) ¢ f, ma cid
non escluderebbe l'esistenza di una g tale che (a,b") € g. Tuttavia, dato che le funzioni
sono compatibili a due a due, deve valere f(a) = g(a) per ogni a € Domf N Domg. Cio
assicura che F' sia una funzione.

Mostriamo adesso una doppia inclusione per far vedere che DomF = |J res Domf.

e C: Siaa € DomF = Dom(|J§): allora, esiste f € § tale che a € Domf, e dunque
a € |JDomf.

e DO: Viceversa, supponiamo di avere a € |JDomf: allora, esiste f € § tale che
a € Domf, e quindi a € Dom(|J; f) = DomF.

]

11 Forma forte del teorema di ricorsione numerabile

Teorema 11.1 (di ricorsione numerabile, forma forte). Sia A un insieme, sia a € A
un suo elemento e sia g : w X Seq(A) — A una funzione. Allora, esiste ed é unica
f:w— A tale che

Dimostrazione. Mostriamo che le approssimazioni finite (AF) di f sono a due a due com-
patibili. Se ¢ e 1) fossero due AF non compatibili, sia k& := min{: € w|¢(i) # () }. Innan-
zitutto osserviamo che k # 0, dato che per definizione ¢(0) = ¥(0) = a. Dunque, k = m+1
assurdo.

Non resta dunque che dimostrare l'esistenza delle AF, per induzione su p(n) ="Esiste
un’AF ¢, :n+1— A”.



e n=20:¢:1— Atale che ¢(0) = a & 'AF cercata.

77777

Dom¢p =n+1U{n+1} =n+2.

Adesso, definiamo f := gap @1 J © ben definita, dato che ¢ unione di funzioni a due a
due compatibili. Si nota che f(0) = ¢(0) = a per ogni AF ¢, e che, se ¢ & un’AF tale che

Adesso che sappiamo per certo esistere una funzione f come da tesi, mostriamo che e
unica per induzione. Siano f e f’ due funzioni che estendono le AF a tutto w: ovviamente
vale f(0) = f'(0) = a per definizione; inoltre, si ha anche che

.....

Per induzione al secondo ordine, {n € w|f(n) = f'(n)} = w, e quindi f = f’. Cio conclude
la dimostrazione del teorema. O
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1 Immersione di w in insiemi infiniti

Proposizione 1.1. (AC) Sia A un insieme infinito. Allora, esiste una funzione ¢ : w —
A iniettiva.

Dimostrazione. Dato che A ¢ infinito, € non vuoto. Dunque, per (AC) esiste una funzione
di scelta f : P(A) \ {0} — A tale che f(B) € B per ogni B € P(A). Utilizzando la

forma forte del teorema di ricorsione numerabile, definiamo una funzione

g:wx Seq(A) — A

1



(n, (ai)o,..n) — f(A\{ao,....an}) == apn1

Tale funzione si estende dunque ad una ed una sola funzione

p:w— A
A =0
N f(A) sen
f(A\A{ag,...,an-1}) :=a, sen#0
La ¢ ¢ iniettiva per definizione di funzione di scelta, e dunque segue la tesi. O

2 Operazioni elementari su insiemi finiti
Proposizione 2.1. Siano A e B due insiemi finiti. Allora,

1. AU B e finito;

2. A X B é finito;

3. P(A) ¢ finito;

4. B4 ¢ finito;

Dimostrazione. Durante tutta la dimostrazione, siano f : n — A e g : m — B due
bigezioni.

1. Per induzione su n:
Sen =0, AU B = B, finito per ipotesi.
Per il passo induttivo, sia f : n — A bigettiva. Allora, la restrizione f|n n—
A\ {f(n)} = A’ & bigettiva; per ipotesi induttiva, si ha che A’ U B & finito. Sia
h : A'U B — k una bigezione, per qualche naturale k; abbiamo due casi possibili:

e Se f(n) € B, si conclude per ipotesi induttiva.
e Se f(n) ¢ B, estendiamo la h a

La funzione h & bigettiva, e dunque A LI B & finito.



2. Per induzione su n:
Sen =0, Ax B =0, che ¢ ovviamente finito.
Per il passo induttivo, basta notare che |[A x B| = |n xm|, e n x m = (n x m) U
({n} x m). Entrambi gli insiemi sono finiti, uno per ipotesi induttiva, I’altro perché
equipotente a B, e quindi la tesi segue dal punto (1).

3. Per induzione su n:
Sen =0, P(Q) = {0}, ovviamente finito.
Per il passo induttivo, consideriamo la bigezione tra n e A: questa induce un’altra
bigezione, questa volta tra P(n) e P(A), pertanto ci restringiamo a studiare P(n).
La funzione

¢:Pn) — P(n) x2

Oy (CNn,0) sen¢C
(CNn,1) seneC

e bigettiva, con inversa

¢:P(n)x2— P(n)
. C’ sei=0
(071)H{C’U{n} sei=1

Dunque, P(n) & in bigezione con P(n) x 2, che sappiamo essere finito per il punto
(2), dato che P(n) ¢ finito per ipotesi induttiva e 2 ¢ banalmente finito.

4. Per definizione, ogni funzione f : A — B & un sottoinsieme di A x B; pertanto,
B4 = {f: A — B} &unsottoinsieme di P(Ax B). L’iniezione canonica ci garantisce
che | B4 < |P(A x B)|, finito per i punti (2) e (3). Dato che un sottoinsieme di un
insieme finito e finito, segue la tesi.

]

3 Proprieta di relazioni e famiglie finite

Proposizione 3.1. Sia R una relazione su un insieme finito A x B. Allora, DomR e
ImR sono finiti.

Dimostrazione. Segue immediatamente dal fatto che un sottoinsieme di un insieme finito e
finito. Infatti, per definizione DomR C A, e ImR C B, e quindi entrambi sono finiti. [

In particolare, dato che una funzione ¢ una particolare relazione, l'immagine di un
insieme finito tramite una funzione € ancora un insieme finito.



Proposizione 3.2. Sia § una famiglia finita di insiemi finiti. Allora, |J§ € un insieme
finito.

Dimostrazione. Per induzione su n = |§/:

Sen =0, F =, ovviamente finito.

Per il passo induttivo, se |§| = n, considero la bigezione ¢ : n — §; la restrizione
P n —> F\ {d(n)} := F ¢ ancora bigettiva. Possiamo dunque scrivere § come
§ =T U{op(n)}. Questa scrittura induce una disintegrazione su | J§, che si scrive come
UT =UF Ul f(n), che & un’unione di insiemi finiti (qui si usa l'ipotesi induttiva), e
dunque finita per quanto detto sopra (Proposizione 2.1). O

4 Proprieta algebriche di PA;; come semianello

In questa sezione dimostreremo che un modello dell’aritmetica di Peano del secondo ordine
e un semianello commutativo con unita.
Durante tutta la dimostrazione, sia (N,0,.5,+,-) un modello di PAj;.

Proposizione 4.1. Somma e prodotto su N godono della proprieta associativa. Cioé,
per ogni n,m,k € N vale n + (m+ k) = (n+m) + k, e n(mk) = (nm)k.

Dimostrazione. Somma

Per induzione su k:

Sek=0,n+(m+0)=n+m=(n+m)+0.

Per il passo induttivo, si ha che n + (m + S(k)) =n+ (S(m+k)) = S(n+ (m + k)) =
S((n+m)+k)=(n+m)+ S(k).

Prodotto

Per induzione su k:

Sek=0,n(m-0)=n-0=0= (nm)-0.

Per il passo induttivo, vale che n(m-S(k)) = n(mk+m) = n(mk)+nm = (nm)k+nm =
(nm) - S(k). O

Si e wutilizzato in modo pesante la distributivita del prodotto rispetto alla somma,
dimostrata pit avanti.

Dimostriamo adesso tre lemmi che ci aiuteranno nelle dimostrazioni successive:
Lemma 4.1. Per ognin € N, si ha 0 +n = n.

Dimostrazione. Per induzione su n:
Se n = 0, banalmente 0 + 0 = 0.
Per il passo induttivo, basta notare che 0 + S(n) = S(0+ n) = S(n). O

Lemma 4.2. Per ognin € N, st ha 0-n = 0.



Dimostrazione. Per induzione su n:
Se n = 0, banalmente 0-0 = 0.
Per il passo induttivo, basta notare che 0-S(n) =0-n+0=040=0. O

Lemma 4.3. Per ogni m,n € N, vale S(n) + m =n+ S(m).

Dimostrazione. Per induzione su m:
Se m = 0, allora S(n) +0 = S(n) e n+ S(0) = S(n+ 0) = S(n). Per il passo induttivo,
notiamo che S(n) + S(m) = S(S(n) +m) = S(n+ S(m)) =n+ S(S(m)). O

Proposizione 4.2. Somma e prodotto su N godono della proprieta commutativa. Cioé,
per ognin,mEN, valen+m=m+nen-m=m-n.

Dimostrazione. Somma

Per induzione su m:

Se m = 0, segue da (PA3) e dal Lemma 4.1.

Per il passo induttivo, si ha che n4+S(m) = S(n+m) = S(m+n) = m+S(n) = S(m)+n
per il Lemma 4.2.

Prodotto

Per induzione su m:

Se m = 0, segue da (PA4) e dal Lemma 4.2.

Per il passo induttivo, vale che n-S(m) = (nm)+n = n+(nm) = n+(mn) = S(m)-n. O

Anche in questo caso, abbiamo usato la distributivita del prodotto rispetto alla somma,
che dimostriamo subito.

Proposizione 4.3. Il prodotto su N ¢ distributivo rispetto alla somma. Cioé, per ogni
n,m,k € N vale n(m + k) = nm + nk.

Dimostrazione. Per induzione su k:

Se k =0, alloran(m +0) =nm=nm+0=nm-+n-0.

Per il passo induttivo, n(m + S(k)) =n-S(m+k) =n(m+k)+n = (nm+nk)+n =
nm + (nk +n) =nm+n-S(k). O

5 Ogni modello dell’aritmetica di Peano e totalmente
ordinato

Proposizione 5.1. Sia (N,0,S,+,-) un modello di PA;;. N ¢é totalmente ordinato.

Dimostrazione. La verifica delle proprieta di relazione d’ordine di < e simile a quella
fatta per w: mostriamo che I'ordine ¢ totale, cio¢ che comunque presi n,m € N, vale la
tricotomia dell’ordine.

Per induzione su m:



m=20: 0 <n per ogni n € N, per definizione di 0.

m = S(m): Sappiamo che m ¢ confrontabile; dunque, comunque preso n € A/, abbiamo
tre casi: se m =n, n < m+ 1, e dunque n < S(m). Se n < m, banalmente n < S(m).
Se m < n, allora per la definizione di successore vale n = S(m) oppure S(m) < n. Cio
conclude la dimostrazione. O

6 Definizione di somma e prodotto in w mediante
ricorsione numerabile

Proposizione 6.1. F possibile definire somma e prodotto su w usando il teorema di
ricorsione numerabile.

Dimostrazione. e Somma: Usando il teorema di ricorsione numerabile, consideriamo
la funzione
froxw—w

(a,b) —> b+ 1

Costruiamo adesso la funzione
S, T w— W

S,(0) =n
Sp(m) = Sp(m) + 1
E immediato vedere che 'espressione S,,(m) non rappresenta altro che n+m. Inoltre,

verificare che I"applicazione descritta soddisfi PA-3 ¢ altrettanto immediato.

e Prodotto: Come sopra, consideriamo la funzione

J:iwXw—w

9(a,b) = Sn(b)

Costruiamo la funzione
Pw—w

{Pn(()) =0
Po(m) = Sn(Pn(m))

Verificare che la funzione descritta sopra rispetta PA-4 ¢ immediato.



7 Isomorfismo tra insiemi finiti totalmente ordinati

Proposizione 7.1. Siano (A, <4) e (B, <p) due insiemi finiti, equipotenti e totalmente
ordinati. Allora, A= B.

Dimostrazione. Innanzitutto, notiamo che un insieme finito totalmente ordinato ¢ anche
ben ordinato. Infatti, se I'ordine e totale, ogni coppia ha un minimo, e per induzione si
mostra che questa proprieta vale per ogni sottoinsieme finito.

Dunque, A e B sono insiemi ben ordinati. Sia |A| = |B| = n; esistono dunque due
bigezioni ) : A — n e ¢ : n — B tali che

ap ;= min A — @ () —— min B := by
e
apr1 :=min(A\ {ag,...,ar}) — k+ 1 k+ 1+ min(B\ {bgy, ..., bx}) := br1

Le due bigezioni di cui sopra sono in realta due isomorfismi d’ordine (la verifica ¢ imme-
diata, segue dalla costruzione). La composizione dei due isomorfismi ¢ e 1 & I'isomorfismo
cercato. O

8 Separabilita di Z“, con ’ordine della minima diffe-
renza

Proposizione 8.1. Sia (Z¥, <) linsieme delle funzioni da w a valori in Z, con l'ordine
della minima differenza. (Z¥,<) ¢é separabile.

Dimostrazione. Mostriamo che l'insieme X = Fung(w, Z) delle funzioni a supporto finito
da w in Z ¢ il denso numerabile che cerchiamo.

Innanzitutto, X ¢ numerabile; infatti, X = (J, o, Z", e dato che Z" ¢ equipotente ad w per
ogni n € w, si ha che X € unione numerabile di insiemi numerabili, e dunque &€ numerabile.
Mostriamo adesso la densita di X: siano f < g due elementi di Z“, e sia k := min{n €
w|f(n) # g(n)}. Per definizione, f(k) < g(k). Posso definire dunque la seguente funzione

p:w—7Z
f(n) sen <k
n— L f(k+1)+1 sen=k+1
0 sen>k+1

Per costruzione, f < ¢ < g, e dunque X ¢ denso in Z*. Cio conclude la dimostrazione. [J



9 Esistenza e unicita del completamento di insiemi
densi

Proposizione 9.1. Sia (P, <) un insieme totalmente ordinato, denso e che non ammette
massimo né minimo. Allora, esiste un completamento (P, <) in cui P é denso, unico a
meno di isomorfismi.

Dimostrazione. Sia P = {Tagli di Dedekind di P}; dimostriamo che P & completo, e che
P ¢ denso in P. Innanzitutto, identifichiamo un elemento p € P come P, = {z € Plz <
ptE P, e dotiamo P dell’ordine dell’inclusione, canonico per insiemi di tagli.

Siano ora X,Y € 15, tali che X < Y. Allora, per definizione esiste un certo p € Y\ X,
p € P, che induce la catena X < P, <Y. Tuttavia, p ¢ P,, e p € Y; abbiamo dunque
due casi: se X < P,, abbiamo finito. Se invece X = F,, dato che Y non ha massimo posso
trovare un elemento p’ € Y\ P,, e quindi avere la catena X = P, < P, < Y. Pertanto,
P & denso in P.

Sia T' C P superiormente limitato: mostriamo che I' ammette estremo superiore. Indiciz-

ziamo gli elementi di I, e consideriamo Z := J P,,, e mostriamo che ¢ un taglio: se

z; €l % ~
p € Z, vuol dire che esiste un indice io tale che p € P%, ed essendo Pzio un taglio, per

ogni g < p vale q € ]5%.0 C Z, cioe q € Z. Notiamo anche che Z non ha massimo: infatti,

se per assurdo fosse z := max Z, si avrebbe che z € 1512. per qualche 7. Essendo Pxi un
taglio, in particolare non ammette massimo, e dunque esisterebbe un certo 2z’ € ]3% cZ
tale che 2/ > z, e questo e contraddittorio. Infine, dato che I' & limitato superiormente,
esiste un certo X € P, X # P, tale che ]5% C X perogniz; €. Allora, Z C X # P, e
quindi Z # P (naturalmente Z # (J). Pertanto, Z ¢ un taglio.

A questo punto, vogliamo dimostrare che Z = supI'. Dato che per ogni 1, 1511. C Z,
]5%. < Z per ogni x; € I'; Z e dunque un maggiorante di I'. Comunque preso un altro
maggiorante Y, vale che ]5% C Y per ogni i, e quindi pr =/ZCY,dacuiz <Y.
Dunque, 'esistenza di un completamento che soddisfi le richieste ¢ garantita: mostriamo
che tale completamento € unico a meno di isomorfismo.

Sia (C, <’) un altro completamento di P: costruiamo la mappa

d:C— P

cr—{x e Plz < ¢}

Notiamo innanzitutto che & ben definita, dato che per definizione di completamento P C P
e P C C. Mostriamo che ® & un isomorfismo: innanzitutto e iniettiva, dato che se ho
c#ceC,c<d, esiste p € P tale che ¢ < p <, e quindi p € ®() \ ®(c), da cui
segue che ®(¢) # ®(c). La ® & anche suriettiva, dato che preso comunque X € P posso
considerare Z := sup{c € P|®(c) C X}, che esiste per la completezza di C' e P. La verifica
che X = ®(z) ¢ semplice ma tediosa, e non la riportiamo. Per finire, mostriamo che la @



preserva 'ordine: infatti, presi due elementi a,b € C', supponiamo che valga a <’ b. Per la
densita di P, esiste un certo py € P tale che a < py < b; allora, ®(a) = {p € Plp <" a}, e
O(b) = {p € P|p <’ b}. Siha che banalmente ®(a) C ®(b), e il contenimento ¢ stretto dato
che po € ®(b) \ ®(a). Per definizione quindi ®(a) < ®(b). Vale quindi (P, <) = (C, <),
come richiesto. O

10 Campi ordinati non completi

Proposizione 10.1. Sia (F, <) un campo ordinato senza massimo né minimo. Se Q non
e denso in I, allora F' non ¢ completo.

Dimostrazione. Innanzitutto, osserviamo che se F' non ¢ completo, esistono per esempio
degli elementi ¢ € F tali che £ < % per ogni n € N. Infatti, essendo @Q non denso,
esistono due elementi f; e fo € F tali che non esista un ¢ € Q tale che f; < q < fs.
Possiamo assumere per esempio f; = 0, e chiamiamo f; := x. Consideriamo allora
Pinsieme X = {f € F|Vn € Nf < 1}; si nota che X # @, dato che z € X. Vogliamo
mostrare che X non ammette sup, e dunque F' non e completo. Per assurdo, sia & = sup X;;
notiamo che in particolare varrebbe & € X, e dunque £ sarebbe un massimo di X. Infatti,
se fosse £ ¢ X dovrebbe valere £ > nio per un certo naturale ng, e dunque ﬁ sarebbe un
maggiorante di X strettamente minore di £, contraddicendo la minimalita di quest’ultimo.
Dunque, ¢ € X. Ora, ¢ banalmente vero che 26 > £, e 26 € X, dato che se valesse 26 > %
per un certo m € N, varrebbe anche £ > ﬁ, e dunque ¢ ¢ X. Quindi, £ non ¢ il massimo
di X, e questo e assurdo.

Cio conclude la dimostrazione. O]

11 Operazioni su tagli di Dedekind

Proposizione 11.1. Siano X e Y due tagli di Dedekind di Q. Allora, l'insieme X +Y =
{r+ylr € XyeY} éun taglio di Dedekind. In particolare, se X = Q,, Y = Q,, allora
X + Y — QIH—Q'

Dimostrazione. Siano X e Y due tagli come da ipotesi. Se a € X + Y, allora per ogni
B < a,B e X+Y. infatti, sia @ = x+y; allora, a—3 € Q, e 8 = (z—(a—p))+y € X+Y,
in quanto x — (o — ) € X per definizione. Inoltre, X + Y non ha massimo. Infatti, se
fosse per assurdo z := max(X +Y'), si avrebbe che z = xq + yo per certi xg € X, yo € Y.
Ma X non ammette massimo, e dunque esiste un certo 2’ > xg € X, e similmente per
Y, esiste v/ > yp € Y. Pertanto, 2’ =2’ +¢y' > +y =2 =max X + Y. Infine, X +Y
¢ ovviamente diverso da ) e da Q, poiché essendo X e Y limitati, esistono p € Q \ X e
pPeQ\Y,edunque p+p ¢ X +Y.

Siano adesso X = Q,, e Y = Q,: mostriamo che X +Y = Q,4,. Sia a € X +Y; allora



a=xz+y,conz <p,y<gq. Alloraa <p+q, equindi a € Q,44. Viceversa, sia r € Q,,,
ossia r < p + q. Posti

L, bta-r . ptaq-r
=P 9 Yy=4q 9
sia ha che v < p, y < qer =x+y. Cio conclude la dimostrazione. O]

Proposizione 11.2. Sia X un taglio di Dedekind. Allora, —X ¢é un taglio, e — X + X =
Qo-

Dimostrazione. Innanzitutto, —X := {—p|p ¢ X}: mostriamo che ¢ un taglio. Innan-
zitutto, —X non e banale perché X non e banale, e in particolare esistono p € —X e
P ¢ —X. Sex € —X, allora —z ¢ X; sia y < x, e mostriamo che —y ¢ X. Se vale
y < x, allora —z < —y: se —y appartenesse a X, dato che X & un segmento iniziale,
avremmo che anche —x vi apparterrebbe, e questo ¢ assurdo. Dunque, —X ¢ un seg-
mento iniziale. Mostriamo che non ammette massimo. Se —X e generato, non ci sono
problemi, & un taglio per definizione. Altrimenti, se non e generato, mostriamo che equi-
valentemente X° non ammette minimo. Se per assurdo fosse z := min X¢, avremmo che
X ={q€Q|qg <z} =Q,, e questo ¢ assurdo.

Mostriamo adesso che —X +X = Q,. Abbiamo che — X+ X ={z+ylr € X,y e - X} =
{r4+vylr e X, —y ¢ X} ={z—vylr € X,y ¢ X}. Allora vale che y > z, e dunque
r—y<0—x—1y€Q Viceversa, se r € Qp, considero x = sup(X) +r, e y = sup(X).
Questi due z e y soddisfano le richieste. O]

12 Una classe di equipotenza non € un insieme

Proposizione 12.1. Sia A un insieme non vuoto: la collezione Q4 = {B||B| = |A|}
non € un insieme.

Dimostrazione. Fissiamo un elemento a € A: allora, per ogni singoletto {x},

(A\ {a})U{z} & equipotente ad A. Se la classe di equipotenza di A fosse un insieme, si
avrebbe che anche | JQ4 sarebbe un insieme per I'assioma dell’unione, ma cid ¢ assurdo
perché 24 conterrebbe I'intero universo V', e dunque sarebbe esso stesso V', che sappiamo
non esistere. O
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1 Unicita di isomorfismi tra buoni ordini

Proposizione 1.1. Siano A e B due buoni ordini. Allora, esiste al pit un isomorfismo
tra di loro.

Dimostrazione. Se A e B non sono isomorfi, non ci sono isomorfismi tra di loro. Se invece
lo sono, siano ¢ : A — B e v : A — B due isomorfismi. Allora, (y"'1o¢): A — A
¢ un automorfismo di A, e dunque ¢ I'identita. Lo stesso vale per (¢ o~!) : B — B.
Pertanto, per I'unicitd dell’inversa bilatera, si ha che ¢~ = 9~ = ¢ = 1. O



2 Un sottoinsieme ben ordinato di R & al piu nume-
rabile

Proposizione 2.1. (AC) Sia A C R un sottoinsieme ben ordinato di R. Allora, |A] < Ry.

Dimostrazione. Consideriamo x € A,  # max A, se esiste. Consideriamo y := min A\ 4,;
vogliamo costruire un’iniezione sfruttando la densita di Q e usando ’assioma della scelta:
per (AC), esiste una funzione di scelta f : P(Q) \ {0} — Q. Definisco la funzione

p:A—Q
z— f(QN(z,9))

Notiamo che I'applicazione ¢ ben definita perché QQ ¢ denso, e dunque interseca ogni aperto
di R. Se esiste, mappiamo max A — f(QN(max A, +00)). La ¢ ¢ chiaramente iniettiva,
e dunque |A] < |Q| = Ro. O

3 Somma interna di sottoinsiemi ben ordinati di R

Proposizione 3.1. Siano A e B due sottoinsiemi ben ordinati di R: allora, l’insieme
A+ B={a+bla€ Abe B} ¢ ben ordinato.

Dimostrazione. Supponiamo che A+ B non sia ordinato: allora, esiste X C A+ B che non
ammette minimo. Consideriamo allora i due insiemi X4 = {a € A|3b € Ba+bec X} C A
e Xp={be B|Jda € Aa+be X} C B. Per ipotesi, entrambi ammettono minimo, siano
essi ag € X4 e by € Xpg. Allora, ag + by € per costruzione il minimo di X; infatti, ogni
elemento di X e somma di elementi di X, e Xp, somma che per costruzione domina
ag + bg. Cio e assurdo, e dunque A + B ¢ ben ordinato. n

4 Caratterizzazione di buoni ordini isomorfi a w

Proposizione 4.1. Valgono i sequenti due fatti:

1. Un insieme ben ordinato A e isomorfo a w se e solo se A ¢é infinito ed ogni suo
segmento iniziale € finito.

2. Un insieme ben ordinato A é isomorfo a w se e solo se A ogni suo sottoinsieme
nfinito € privo di massimo.

Dimostrazione. 1. o =: Ovvia.



e <: Per tricotomia, se fosse ot(A) < ot(w) si avrebbe che A = w,, = n, e cid
sarebbe assurdo perché A ¢ infinito. Altrimenti, se fosse ot(w) < ot(A), si
avrebbe che w = A,, ma questo e assurdo perché ogni i segmenti iniziali di A
sono finiti e w ¢ infinito. Dunque, deve essere ot(w) = ot(A), e quindi w = A.

2. e =: Ovvia.

e <: Se ogni sottoinsieme infinito di A e privo di massimo, ogni segmento iniziale
di A ¢ finito. Infatti, se fosse w C A, si avrebbe che w = A, per qualche = € A.
Consideriamo quindi A,U{z} C A: esso contiene w strettamente, e ha massimo

(). Questo e assurdo, e dunque vale che w = A.
]

5 ot(w) e il piu piccolo order type infinito
Proposizione 5.1. Sia A un buon ordine infinito. Allora, ot(w) < ot(A).

Dimostrazione. Se A € un insieme infinito ben ordinato, definiamo per ricorsione nume-
rabile la successione

ap = min A
ap1 = min(A\ {a1, ..., ar})

La successione definita sopra ¢ iniettiva per costruzione, e dunque w = A, per un certo
x € A

Altrimenti, basta notare che ogni segmento iniziale di w e finito, e quindi A non puo essere
isomorfo a un segmento iniziale di w, dato che sono tutti finiti. O]

6 Una famiglia di buoni ordini ammette elementi mi-
nimali

Proposizione 6.1. Sia § una famiglia di buoni ordini. Allora, § ammette elementi
manimali.

Dimostrazione. Consideriamo A € §, e confrontiamolo con tutti gli altri elementi di §,
sfruttando la tricotomia: se ot(A) < ot(B) per ogni B € §, allora A & I’elemento minimale

cercato. Altrimenti, considero z := min{a € A|3B € § B = A,}, allora, per proprieta
note, A, ¢ minimale in §. O



7 Proprieta della somma di buoni ordini

Proposizione 7.1. Siano A, B e C due insiemi totalmente ordinati. Allora,
(Ao B)eC=ZAd(BaC).

Dimostrazione. Costruiamo l'applicazione

p:(AeB)eC — Ad (Ba ()

((a,0),0) (a,0)
((6,1),0) == 9 ((,0),1)

(¢, 1) ((e,1),1)

La ¢ ¢ bigettiva, dato che ha funzione inversa
vV Ap(BaC)— (A B)aC
0

(a,0) ((a,0),0)
((6,0),1) == q((,1),0)

((e,1),1) (¢, 1)

Inoltre, ¢((04,0),0) = (04,0), e la funzione e crescente per definizione di ordine nell’in-
sieme di arrivo. Dunque, ¢ un isomorfismo d’ordine. O

Proposizione 7.2. A @® B ¢ totalmente ordinato se e solo se A e B sono totalmente
ordinati.

Dimostrazione. e «: Consideriamo (z,7) e (y,j) € A® B: se i < j allora (z,i) <
(y,7), ese j<i, (y,7) < (x,7). Se invece i = j, usando la tricotomia dell’ordine in
A e B possiamo dire che x e y sono confrontabili, e dunque lo sono anche in A® B.

e =: Per come ¢ definito l'ordine su A & B, i sottoinsiemi A x {0} e B x {1} sono
isomorfi rispettivamente ad A e B, e sono totalmente ordinati perché sottoinsiemi
di un ordine totale.

m

Proposizione 7.3. A ® B ¢ ben ordinato se e solo se A e B sono ben ordinati.

Dimostrazione. e <: Consideriamo X C A @ B: allora, se esiste un elemento di X
della forma (a, 0), esso ¢ minore di ogni altro elemento di X della forma (b, 1). Posso
dunque considerare gli elementi di X N (A x {0}). A x {0} ha un ordine isomorfo
a quello di A, e dunque ammette minimo. Se invece fosse X C B x {1}, X sarebbe
ben ordinato, in quanto sottoinsieme di un buon ordine (B x {1} = B).

e = Per come ¢ definito l'ordine su A @ B, i sottoinsiemi A x {0} e B x {1} sono
isomorfi rispettivamente ad A e B, e sono ben ordinati perché sottoinsiemi di un
buon ordine.

]



8 Proprieta del prodotto di buoni ordini

Proposizione 8.1. Siano A e B due insiemi totalmente ordinati. Allora,
(A B) @ C=2A® (B®(C).

Dimostrazione. Costruiamo la funzione
P (AB)®(C — AR (B® ()

((a,0),¢) — (a, (b,¢c))

La dimostrazione del fatto che ¢ sia un isomorfismo d’ordine ricalca quella fatta in
precedenza per la somma. O

Proposizione 8.2. A ® B ¢ totalmente ordinato se e solo se A e B sono totalmente
ordinati.

Dimostrazione. e «: Siano (a,b) e (a/,0') € A® B. Allora, b e V' sono confrontabili in
B; quindi, se b < V', (a,b) < (a’,b'),ese b < b, (a',b') < (a,b). Se invece fosse b =V,
dalla confrontabilita di a e @’ in A si deduce che (a,b) e (a’,b) sono confrontabili in
A®B.

e =: Supponiamo che uno tra A e B non sia totalmente ordinato, sia esso B senza
perdita di generalita: allora, esistono due elementi b e &’ non confrontabili. Dunque,

preso un elemento a € A le coppie (a,b) e (a,b’) non sono confrontabili, assurdo.
]

Proposizione 8.3. A ® B ¢ ben ordinato se e solo se A e B sono ben ordinati.

Dimostrazione. e «=:Sia X C A® B; definiamo X, ={b€ B|3a€ A (a,b) € X} C
B, e sia by il minimo di X;. Allora, per ogni (a,b), b # by, (a,b) > (a’,by) per ogni
a,a' € A. Sitaora X, ={a€ Al3be B (a,b) € X} C A, esiaap:= minX,. La
coppia (ag, bp) € il minimo di X per costruzione.

e =-: Supponiamo per assurdo che uno tra A e B non sia ben ordinato, supponiamo
A senza perdere generalita: allora, esiste un sottoinsieme X C A tale che X non
ammette minimo. Dunque, fissato un b € B l'insieme {(z,b)|]z € X} C A® B non

ammetterebbe minimo, e questo e assurdo.
O

Proposizione 8.4. Il prodotto tra insiemi totalmente ordinati ¢ distributivo a destra
rispetto alla somma: cioé, vale A® (B&C)=(A® B)& (A® ().



Dimostrazione. Innanzitutto, notiamo che un elemento di A ® (B & C) ¢ della forma
(a,(b,0)) o (a,(c,1)), mentre un elemento di (A® B) & (A ® C) ¢ della forma ((a,b),0)

o ((a,c),1).

Consideriamo la mappa

p:A®(BaC) — (A®B)® (A® ()

{(a, b.0) {«a,b),m
(a. (e 1) (a.0). 1)

¢ e bigettiva, dato che ammette inversa

V: (AB)@(A®(C) — A® (BaC)

((a,5).0) (a, (6,0))
{«a, 0.y {<a, (c.1)

Mostriamo che la ¢ ¢ crescente: siano z e y € A® (B @ () tali che z < y, distinguiamo
in tre casi.

e Se z = (a,(b,0)) ey = (d,(V,0)), possiamo avere che per la definizione di ordine
sul prodotto (b,0) < (¥',0) — b < b oppure b = b’ e a < a’. Nel primo caso,
o(x) = (a,(b,0)) < (d,(V,0)) = ¢(y), dato che 0 = 0 e b < ¥; nel secondo,
ugualmente ¢(z) < ¢(y), dato che 0 =0, b =0 ma a < a'.

e Sex=(a,(c,1)) ey=(d,(,1)), la dimostrazione ¢ analoga.

e Se invece z = (a, (b,0)) e y = (d’, (¢, 1)), per definizione di ordine anti-lessicografico
vale che ¢(x) = ((a,b),0) < ((¢/,¢),1) = ¢(y). Notiamo che questo caso non
ammette un caso "speculare” in cui z = (a, (¢, 1)), (¢, (b,0)) e z < y.

Dunque, la ¢ e bigettiva e crescente, ed ¢ pertanto un isomorfismo d’ordine. Cio conclude
la dimostrazione. O

9 Non commutativita del prodotto di buoni ordini

Proposizione 9.1. Il prodotto tra buoni ordini non ¢ commutativo. In particolare,
20W 2w, ew®2ZTwhw.

Dimostrazione. Consideriamo la funzione

20w —w



(0,n) — 2n

(1,n) — 2n +1
Mostriamo che ¢ un isomorfismo d’ordine: innanzitutto, ¢ bigettiva, dato che ammette
come inversa

dliw— 20w

N (0,5)  sen e pari
(1,%1) sen ¢ dispari

Inoltre, & crescente; infatti, presi (0,n) e (1,n) (il caso in cui le seconde coordinate siano
diverse ¢ banale per come ¢ definito 'ordine antilessicografico), si ha che (0,n) < (1,n),
e d((0,n)) =2n < 2n+ 1= ¢((1,n)). Segue la tesi.

Consideriamo adesso la mappa

Vw2 —whw

(n,0) — (n, )

(n,1) — (n, #®)
Dove abbiamo costruito w @ w come (w X {$}) U (w x {M}) con l'ordine usuale, e { < #.
Notiamo che ¢ bigettiva, dato che ammette inversa,

Y whw —w®?2

{(n, &) — (n,0)
(1, #) — (n,1)

Mostriamo adesso che rispetta I’ordine: se ho due elementi con seconda coordinata diversa,
per come ¢ definito l'ordine il confronto ¢ banale. Se invece considero (n,0) < (m,0) (il
caso con 1 in seconda coordinata e analogo), ho che necessariamente m < n. Dunque,
P((n,0)) = (n, ) < (m, $) =((m,0)). La ¢ ¢ quindi un isomorfismo d’ordine.

Cio conclude la dimostrazione. O

10 Numerabilita delle funzioni a supporto finito da
w in w
Proposizione 10.1. Vale l'uguaglianza |Fung(w,w)| = No.

Dimostrazione. Banalmente, ogni successione costante ha supporto finito, dunque

Ng < |Fung(w,w)|. Per l'altra disuguaglianza, basta notare che ogni successione a sup-
porto finito individua una sequenza finita di naturali, ottenuta nel modo ovvio. Dun-
que |Fung(w,w)| < |Seq(w)] = |w| = Vo, dato che |w x w| = |w|. Si conclude per
Cantor-Bernstein. O



11 Proprieta dell’esponenziazione di buoni ordini

Proposizione 11.1. Siano A e B due buoni ordini, B finito con |B| = k. Allora,
exp(4, B) = @, A.

Dimostrazione. Dato che B ¢ finito, Fung(A, B) = AP; sia ora la mappa

k

Innanzitutto, la ¢ € iniettiva, in quanto se f # g esiste un j tale che f(b;) # g(b;), e
dunque anche ¥(f) # 1(g). Inoltre, fissato un elemento di (ay,...,a;) € Q) A, scegliamo
f tale che f(b;) = a; per ogni i. E immediato vedere che ¢(f) = (ay, ..., aj,). Mostriamo
che ¢ crescente: siano f < ¢ due funzioni di A®. Per definizione, esiste un j tale che

f(b;) < g(b;) e f(b;) = g(b;) per ogni ¢ > j; in particolare, ¥(f) = (f(b1),..., f(bx)), €
¥(g) = (g(b1), ..., 9(bx)). Dato che 'ordine in ) A ¢ I'ordine antilessicografico, da quanto
detto sopra segue immediatamente che ¥(f) < 1¥(g).

Dunque, 9 € un isomorfismo d’ordine. n

Proposizione 11.2. Se exp(A, B) é ben ordinato, allora A e B sono ben ordinati.

Dimostrazione. Supponiamo che uno tra A e B non sia ben ordinato, supponiamo A senza
perdere generalita; allora, esiste una catena discendente infinita ag > a; > ... C A. Sia
ora, fissato by € B, la successione (f,,) C exp(A4, B), dove

f(q;):{an se x = by

0  altrimenti

E immediato verificare che fo > fi > ... € una catena discendente infinita di exp(A, B), e
questo e assurdo. O

12 Operazioni tra ordini totali isomorfi
Proposizione 12.1. Siano A = A’, B = B’ insiemi totalmente ordinati. Allora,
1. ApB=Aa®B
2. A B=2A®B
3. exp(A, B) = exp(A’, B')



Dimostrazione. Durante tutta la dimostrazione, siano f : A — A’ e g : B — B’ due
isomorfismi d’ordine.

1. Consideriamo la funzione
p: Ao B— A @B

.1 s {(f(a:),t) sex €A
(g(x),t) sex€B
dove t € {0,1}. Innanzitutto, la ¢ & bigettiva, e cio viene dalla bigettivita di f e g.
Per verificarne la crescenza, siano (x,t) < (y,t') € A®@B. Abbiamo due casi possibili:
set <t o((x,t)) = (%,t) < (x,t') = &((y,t')), dove con * indichiamo I'immagine
della prima coordinata secondo ¢. Se invece fosse t = ¢/, dovrebbe valere = < y, e
in particolare x e y dovrebbero essere contenuti entrambi in A o in B, supponiamo
A senza perdere generalita. Allora, ¢((z,t)) = (f(z),t) < (f(y),t) = ¢((y,t)) dato
che la f e crescente. Dunque, ¢ € un isomorfismo d’ordine.

2. Nelle ipotesi di cui sopra, consideriamo la mappa
vV: A B —A B
(a,0) — (f(a), g(b))

Mostriamo che & un isomorfismo: innanzitutto, e bigettiva perché f e g lo sono sulle
coordinate. Inoltre, & anche crescente; infatti, presi (a,b) e (a’,b') € A® B, si hanno
due possibilita: se b < ¥/, allora ¥((a,b)) = (f(a),g(b)) < (f(a'),g(t')) = ¥((d',V)).
Se invece b = b’ e a < d/, allora ((a,b)) = (f(a),g(b)) < (f(a'),g(b)) = ¢¥((d',b))

perché la f & crescente. La 1 e quindi 'isomorfismo cercato.

3. Nelle ipotesi di cui sopra, consideriamo la mappa
[':exp(A, B) — exp(4’, B)
o fooog!

Vogliamo mostrare che I' & I'isomorfismo d’ordine cercato. E bigettiva, in quanto la
funzione

A :exp(A’, B') — exp(A, B)

T— floToyg

e la sua inversa bilatera. Inoltre, I' & anche crescente; infatti, date due funzioni
o < 7 € exp(A, B), vale per definizione che o(k) < 7(by), dove by ¢ la massima
differenza di o e 7. Ora, (I'(0))(g(bo)) < ('(0))(g(bo)) = (f oo 0 g ') (g(bo)) =
fa(bo)) < f(7(bo)) = (I'(7))(g(bo))-
Dall’iniettivita della f segue anche che (I'(0))(g(bx)) = f(o(bx)) = f(7(bx)) =
(I'(7))(g(bg)) per ogni by > by. Dunque, I' & un isomorfismo d’ordine.

Cio conclude la dimostrazione. O



13 Unioni finite di insiemi infiniti equipotenti

Proposizione 13.1. Sia X wun insieme infinito, tale che |X x X| = |X|. Sia ora
(A;li = 1,..., k) una k-sequenza di insiemi disgiunti tali che |A;| = |X| per ognii. Allora,
Uiz Al = 1],

Dimostrazione. Dimostriamo la proposizione per 'unione di due insiemi, e poi per indu-
zione seguira per ogni unione finita.

Chiaramente, A C AU B, e dunque | X| = |A] < |A U B|; mostriamo la disuguaglianza
inversa. Consideriamo le due bigezioni f : A -+ X e g: B — X, e, fissato g € X x X,

costruiamo la funzione
. AUB — X x X

(f(a),wo) sex € A\ {f " (x0)}
(20, 9(b)) sex € B\{g™"(z0)}
(v1,21)  sex = f~(x0)

(w9, x9) se x =g '(xg)

X —

Innanzitutto, essendo A e B disgiunti, la funzione ¢ ben definita. Inoltre, usando 'inietti-
vita di f e g si verifica facilmente che anche ® e iniettiva. La verifica ¢ abbastanza lunga
e tediosa, e non richiede idee particolari, dunque mi sono sentito di ometterla.

Abbiamo dunque la seguente catena di disuguaglianze:

[ X| =A< [AUB[ < [X x X[ = [X]

Si conclude con il teorema di Cantor-Bernstein. O

10
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1 Ogni ordinale non vuoto contiene ()

Proposizione 1.1. Sia o un ordinale, o # @. Allora, @ € «.

Dimostrazione. Se « ¢ infinito, essendo ) un numero naturale @ € «a. Altrimenti, se
a ¢ finito, « stesso € un numero naturale, ed essendo a # () vale per definizione che
0 € a. O

2 w e 1l minimo ordinale infinito

Proposizione 2.1. Sia a un ordinale infinito. Allora, w C a.

Dimostrazione. Sappiamo che w ¢ il minimo order type infinito. Essendo a un ordinale,
in particolare & un buon ordine, e dunque ot(a) > w, che implica w = «, per un certo
elemento x € «. Per quanto visto a lezione, due ordinali isomorfi sono uguali, e dunque

w = a, C a, da cui la tesi. O



3 Unione ed intersezione di ordinali

Proposizione 3.1. Sia X un insieme non vuoto di ordinali; allora sia |JX che (X
sono ordinali, € vale | JX =sup X e ()X = min X.

Dimostrazione. Mostriamo che | J X & transitivo: se z € y € [J X, allora esiste un certo
ordinale o € X tale che y € «a, e dunque z € « perché o ¢ un insieme transitivo.
Dunque, = € |JX; ora, dato che gli elementi di X sono buoni ordini, uno segmento
iniziale dell’altro, la loro unione ¢ filtrante e dunque | J X € un buon ordine. Ora, dato
che | J X contiene ogni elemento di X, ovviamente | J X > a per ogni a € X. Inoltre, se
esistesse un ordinale f con la stessa proprieta, in particolare conterrebbe anche |J X, da
cui la tesi.

Per l'intersezione, basta notare che essere il minimo in un insieme di ordinali significa
essere segmento iniziale di ogni altro elemento. Allora, detto o I’elemento di X con order
type minimo, si ha che ovviamente (] X C «, e per quanto appena detto a C () X; segue
la tesi. O]

4 Equivalenza di buon ordinamento e assenza di ca-
tene discendenti di ordinali

Proposizione 4.1. Un insieme di ordinali X ammette minimo se e solo se non esistono
catene discendenti di ordinali in X .

Dimostrazione. 1. =: Se esistesse in X una catena discendente infinita della forma
ag O a3 O ..., allora ag conterrebbe una catena discendente infinita della forma
a1 D ag S ..., e questo sarebbe assurdo, dato che ag ¢ ben ordinato per definizione.

2. «: Supponiamo che X non ammetta minimo, e mostriamo che esiste una catena
discendente infinita: costruiamo per ricorsione numerabile

{040 = f(X)
ani1 = f{x € X|z € a,})

Dove f e una funzione di scelta su X. Il supporto della successione e per costruzione
la catena cercata.

[]

5 Esistenza di w;, mediante assioma di rimpiazza-
mento

Proposizione 5.1. La collezione wy = {« ordinali | |a] < No} € un insieme.

2



Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che non ¢ restrittivo considerare un elemento di w;
come sottoinsieme di w; infatti, sia 2 = {A buon ordine | A C w}. Ogni buon ordine X al
piu numerabile e isomorfo ad un elemento di €2, dato che la funzione iniettiva f : X — w
ha come immagine un sottoinsieme ben ordinato di w al pit numerabile. Pertanto, vale
che @ C P(w) x P(w x w); per rimpiazzamento, associamo ad ogni buon ordine di
I'unico ordinale a cui & isomorfo secondo la formula ¢(z,«) = x = «; 'insieme che ne
deriva e proprio w;. O

6 Esistenza di due insiemi, mediante assioma di rim-
piazzamento

Proposizione 6.1. Le sequenti due collezioni sono insiemi:
1. A=, P™(w)
2. T'={a ordinali | |a| < ¢}

Dimostrazione. 1. Sia B l'insieme {y| 3z € w : p(z,7)}, dove ¢(x,y) = "P@)(w) = y".
Allora, per rimpiazzamento l'insieme B esiste, e per 'assioma dell’'unione esiste

anche A = B.

2. Usando 'assioma della scelta, ben ordiniamo P(R), e associamolo all’ordinale che a
questo punto gli & isomorfo: sia /3 tale ordinale. Ora, sappiamo che |P(R)| = 2° > ¢,
e dunque S contiene ogni ordinale di I'; da cui segue I' C 5. Dato che § ¢ un insieme,
e un sottoinsieme di un insieme ¢ un insieme, segue che la collezione I' ¢ in realta
un insieme.

]

7 Definizione alternativa di w;

Proposizione 7.1. Vale l'uguaglianza wy = {a ordinali| 3JA CR o = A}.

Dimostrazione. Durante la dimostrazione, sia Y l'insieme di cui sopra.

Dato che ogni sottoinsieme di R ben ordinato e al pitt numerabile, il contenimento X C w;
segue immediatamente.

Per I’altro contenimento, comunque preso un ordinale S € wy, possiamo ben ordinare R
usando 'assioma di scelta e immergere 5 in Q con una funzione iniettiva fs. Ora, per
ogni ordinale S € w; esiste un sottoinsieme ben ordinato di R a cui § ¢ isomorfo (f3[3]),
e dunque €Y.

Cio conclude la dimostrazione. ]
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Continuita dei Lebesgue-misurabili di R

1 Classi proprie in NBG, con dimostrazione
Proposizione 1.1. Le sequenti collezioni sono classi proprie:
1.V =A{z|z =z}
SING = {al3y = = {y}}
PAIR = {z|3y3z x = {y, 2}}
OPAIR = {z|3y32 x = {{y}. {v. 2} }}
ORD = {a|«a é ordinale}

NS G

POWER = {z|3y z = P(y)}



8. IN = {(z,y)|x insieme, y insieme, x € y}

Dimostrazione. L’esistenza di ognuna di queste collezioni ¢ garantita dall’assioma di com-
prensione, dato che ognuna di tali classi ¢ estensione di una formula predicativa scrivibile
nel linguaggio della teoria. Mostriamo dunque che sono classi proprie:

1. Se l'universo fosse un insieme, contraddirebbe il teorema di Cantor, come visto
tempo fa in classe.

2. Se SING fosse un insieme, per ’assioma dell’'unione sarebbe un insieme anche
UUSING =V, e questo & assurdo.

3. Si nota che SING C PAIR, e dunque se PAIR fosse un insieme lo sarebbe anche
\JPAIR =V, e questo & assurdo.

4. Basta osservare che un singoletto non ¢ altro che una coppia ordinata della forma
{z} = (z,2) = {{z}, {z,2}}, e dunque SING C OPAIR. Si conclude come con
PAIR.

5. Segue dal teorema di Russell.
6. Segue dal teorema di Burali Forti.
7. Banalmente, vale che SING C POW ER, e dunque si conclude come sopra.

8. Per ogni z insieme, vale che (z, P(z)) € IN, e dunque V' C |JIN, da cui segue che
IN non ¢ un insieme.

Cio conclude la dimostrazione. O

2 Operazioni elementari su classi in NBG

Proposizione 2.1. Siano A e B due classi. Allora, le collezioni AUB, ANB e AXx B
sono classi. Inoltre, data una classe A, vale che A é un insieme se e solo se P(A) é un
imnsieme.

Dimostrazione. AUB = {z|lx € AVx e B}, ANB ={z|lxr € ANz € B},

Ax B ={X|Jda € A3 € Bx = {{a},{a,b}}}. Tutte e tre le collezioni esistono per
I’assioma di comprensione.

Per quanto riguarda la seconda parte, osserviamo che se A ¢ un insieme, P(A) € un insieme
per I'assioma delle parti di ZFC. Per il viceversa, osserviamo che se A fosse una classe, si
avrebbe che A C |JP(A), dato che per ogni a € A, {a} € P(A). Dunque, se P(A) fosse
un insieme, lo sarebbe anche A per separazione, e cio contraddirebbe I'ipotesi su A. [



3 Proprieta del sottoinsieme

Proposizione 3.1. Sia C' una classe, e sia b un insieme. Allora, la classe C Nb e un
msieme.

Dimostrazione. Per definizione, C'N'b C b, e dunque C' Nb € P(b). Dato che P(b) esiste
per ogni insieme b, cio conclude la dimostrazione. O

4 NBG dimostra ’assioma di separazione di ZFC

Proposizione 4.1. Gli assiomi di NBG dimostrano l’assioma di separazione di ZFC.

Dimostrazione. Sia p(z, Ay, ..., A,) una formula predicativa scritta nel linguaggio della
teoria degli insiemi. L’assioma di separazione di ZFC ci garantisce che esiste I'estensione
di p(z, Ay, ..., A,) soltanto se individuiamo a priori un insieme B in cui tale estensione
e contenuta. Scritto in formule,

VB 3C = {x € Blp(z,Ay,..., Ay}

Ora, in NBG vale che la formula z € BAp(z, Ay, ..., A,) € ancora una formula predicativa,
¢'(z, B, Ay, ..., A,). Per comprensione in NBG, esiste I'estensione della formula, sia essa
la classe

C = {z insieme|¢'(z, B, A1, ..., An)}

Allora, abbiamo che C' ¢ una classe, e anche che C' C B per definizione di C, cioe
C' € P(B), che ¢ un insieme per 'assioma delle parti di ZFC. Dunque, possiamo concludere
che C' € un insieme. O

5 Iniezione dei naturali in insiemi infiniti, usando il
lemma di Zorn

Proposizione 5.1. Assumendo gli assiomi di ZF+ZL, si dimostra che esiste sempre una
funzione iniettiva f : w —> X per ogni X insieme infinito.

Dimostrazione. Durante la dimostrazione, sia £ C w un sottoinsieme dei naturali, e si
denoti con G il grafico della funzione f, Gy € w x X.

Sia ora G = {Gy|f € F'}, dove F' = Upep(,){f : £ —> X}. Si osserva immediatamente
che la mappa ¢, f — G ¢ una bigezione tra G ed F. Ora, abbiamo che G C P(E x F),
e possiamo definire una relazione d’ordine su GG usando l'inclusione, rendendolo un poset.
I1 suo sottoinsieme Gj,,; dei grafici delle funzioni iniettive ¢ ancora un poset, con I'ordine
ereditato da GG. Presa una catena C' C Gy, si nota che I'unione degli elementi di C' ¢ un



maggiorante di C, e quindi G;,,; € induttivo', ciod soddisfa le ipotesi del lemma di Zorn.
Allora, esiste almeno un elemento massimale in G, sia esso G. Considerando ¢ HGy) =
fo, si ha che fo & massimale nell’insieme ¢~ '[G;,,], con 'ordine indotto. Abbiamo dunque
tre casi possibili:

e Se Dom( fy) = w, abbiamo trovato una funzione iniettiva da w a X, come da tesi.

e Se Dom(fy) = E C we Im(fy) =X, E ¢ un sottoinsieme infinito di w, e abbiamo
gia visto che si possono costruire bigezioni tra w e suoi sottoinsiemi infiniti usando
soltanto gli assiomi di ZF. Sia dunque 9 : w — E una di tali bigezioni. La mappa

o BB X
¢ iniettiva.

e Se invece Dom(fy) = E C w e Im(fy) # X, esistono due elementi x € X \ I'm(fo)
ey €w\ E. La funzione

~

Ji Ol — Jo
foly) ==
e ancora iniettiva, ed estende la fy, il che contraddice la massimalita di fj, assurdo.

Cio conclude la dimostrazione. O

6 Rimpiazzamento per classi in NBG

Proposizione 6.1. Sia A una classe propria, e sia F' una funzione iniettiva definita su
A. Allora, F[A] € una classe propria.

Dimostrazione. Innanzitutto, per mostrare che F[A] esiste, usiamo I’assioma di compren-
sione: prendiamo come formula p(z, A, F) =3Ja € A (a,x) € F.
Otteniamo che l'estensione

{z|p(x, A, F)} ={z|Fa € A (a,z)€ F}

Esiste all'interno della teoria.

Mostriamo che non e un insieme: dato che la F' ¢ iniettiva, ¢ bigettiva sull’immagine, e
dunque ¢ ben definita la funzione F~! : F[A] — A. Se F[A] fosse un insieme, lo sarebbe
anche F~[F[A]] = A per lassioma di rimpiazzamento, e questo ¢ assurdo. O

1 termine ”induttivo” qui & usato come in teoria degli ordini



7 Somma di ordinali come somma di buoni ordini

Proposizione 7.1. Siano « e 3 due ordinali. Allora, o ® = o+ [.

Dimostrazione. Per induzione transfinita su .

e =0 a+ =a+0=«aper definizione, e a ® 5 = (a x {0}) U (S x {1}) = a x {0},
che ¢ chiaramente isomorfo ad «.

e 3 =+ 1: Costruiamo un isomorfismo tra a+ 5 e a @ 3, sapendo che ne esiste uno
traa+veadry.
Sia ¢ tale isomorfismo. Notiamo che

a®f=(ax{0})U(fx{1}) = ((ax{0})U(y x{1})U{(y, 1)}

Ora, definiamo ¢' : a @ — a+ = a + v+ 1 tale che

/ —
lopy ™ ¢
(v, 1) =~ +1
La funzione costruita sopra e chiaramente un isomorfismo d’ordine.

e [ limite: Sia ora § un ordinale limite, e supponiamo che la tesi valga per ogni
ordinale v < . Per ipotesi induttiva, esiste una famiglia di isomorfismi

(g 10 +7 — B Y)y<p

Dato che un isomorfismo tra buoni ordini, e dunque in particolare tra ordinali, &
unico, si osserva che i ¢, sono uno estensione dell’altro, e dunque sono compatibili.
Consideriamo dunque ¢ = Uv <5 Py’

d : Ua+fy:a+ﬂ—> Ua@’y:a@ﬁ
v<B v<p

Dove 'uguaglianza a destra della freccia segue da come ¢ definita I'unione di buoni
ordini. La verifica del fatto che ® sia un isomorfismo ¢ immediata, e segue dalla
costruzione e dal fatto che i ¢, sono uno estensione dell’altro.

[]



8 Continuita dei Lebesgue-misurabili di R

Denotiamo con £(R) l'insieme dei sottoinsiemi di R misurabili secondo Lebesgue.
Denotiamo con m la misura di Lebesgue.

Proposizione 8.1. Vale l'uguaglianza |L(R)| = 2°.

Dimostrazione. L’idea della dimostrazione e trovare un sottoinsieme continuo di R di
misura nulla, di modo che ogni suo sottoinsieme sia misurabile. La tesi seguira per il
teorema di Cantor-Bernstein.

Mostriamo che 'insieme di Cantor soddisfa le nostre richieste.

Definiamo per ricorsione numerabile la seguente successione di insiemi:

L’insieme di Cantor ¢ 'intersezione di tutta la famiglia,
C:=()Cn
new

Mostriamo che C ha la cardinalita del continuo ed ha misura nulla.

e Innanzitutto, si ha che, se {A;}ic. € una famiglia di insiemi disgiunti,

€W 1EW
Usiamo questo fatto per mostrare che C' ha misura nulla: possiamo trovare la misura
di C come m(C) = m([0,1]) — m(C°).
Ora, al passo k + 1-esimo della successione, viene rimosso il terzo centrale di CY,
che ha quindi misura % L’insieme C° ha dunque misura descritta dalla legge

(dimostrabile con una facile induzione)

SN L RN L R |
mO) =) g T3 g oz
k=0 k=0 3

Pertanto,

m(C) = m([0,1]) = m(C) =1—1=0

e Per mostrare che C ha la cardinalita del continuo, basta osservare che lo sviluppo in
base 3 degli elementi di C' non ammette 1 come cifra, e questo segue dalla costruzio-
ne. Dunque, si puo associare bigettivamente ad ogni ¢ € C' il suo sviluppo in base
3, che altro non e che una successione numerabile di 0 e 2, appartenente all’insieme
{0,2}* di cardinalita 2% = ¢.



Per quanto detto sopra, si ha la seguente catena di contenimenti:
P(C) € L(R) € P(R)

Si conclude con Cantor-Bernstein.
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Sommario

In questo foglio di esercizi sono presenti:

Prodotto tra ordinali come prodotto di buoni ordini

Esponenziale di ordinali come esponenziale di buoni ordini
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Continuita della o-algebra di Borel su R

1 Prodotto tra ordinali come prodotto di buoni or-
dini

Proposizione 1.1. Siano a e § due ordinali. Allora, - = a® .

Dimostrazione. Per induzione transfinita su .

e 3=0: Se =0, si ha che
a-0=0=a®0

e [ successore: Se esiste v tale che § = v + 1, allora

a-B=a-(y+D)=a-7+a(@®y)+a™(@®y)®aa®(1®l) Xa® s



e 3 = ) limite: Per ipotesi induttiva, per ogni ordinale v < A esiste unico l'isomorfi-
smo Y : -y — a®7. 11, sono uno estensione dell’altro, e dunque in particolare
sono compatibili. Esiste ed ¢ ben definita dunque la funzione

U¢7:\D:Ua-7:a-A—>a®)\:Ua®’y

F<A F<A y<A

E immediato osservare che la ¥ & un isomorfismo.

]

2 Esponenziale tra ordinali come esponenziale tra
buoni ordini
Proposizione 2.1. Siano a e 3 # 0 due ordinali. Allora, o = exp(a, 3).
Dimostrazione. Per induzione transfinita su .
o B=1:5e =1, al=a’ - a=1-a=a, mentre exp(a, 1) = a.
e (3 successore: Sia v tale che =~ + 1; allora,
o =a" =07 aXexp(a,y)®@a

~

Dove l'isomorfismo segue dall’ipotesi induttiva. Ora, mostriamo che exp(«a,y+1)
exp(a,y) ® a. Per farlo, basta costruire la funzione

[:expla,y+ 1) — exp(a,y) ® «
¢ (¢, d(7 + 1))
Mostrare che I' ¢ un isomorfismo d’ordine ¢ immediato.

e 3 = ) limite: Se A & un limite,

o = Ja" = | exp(e,y) = exp(e, )
F<A F<A

Dove lisomorfismo segue dall’ipotesi induttiva.

Cio conclude la dimostrazione. O



3 Proprieta d’ordine di somma e prodotto tra ordi-
nali

Proposizione 3.1. Siano aq e ay due ordinali tali che oy < ao. Allora, per ogni ordinale

B,
L ag+p<as+f
2.o0-B< - B
Dimostrazione. Per induzione transfinita su .

1. e g=0: Se =0, siritrova 'ipotesi.

e (3 successore: Se [ e un successore, esiste un ordinale v tale che g = v + 1.
Allora, oy + 8= (a1 +7) + 1, e ag + f = (ag +7) + 1. Per ipotesi induttiva,
a1+ 7 < as+ 7, e quindi esiste un ordinale § # 0 tale che oy +v+ 0 = as + 7,
e dunque si ha (a; +7) + (6 +1) = as +v+ 1. Ora, se § # 0 banalmente
1 <1+, e quindi esiste un ordinale ¢ # 0 tale che 1 + & = 9§ + 1. Allora, la
situazione e la seguente:

(g +7)+1=(+7)+(0+1)= (a1 +7)+(1+¢)

Dall’uguaglianza di sopra segue la tesi.

e 3 = X limite: Per ipotesi induttiva, vale la seguente disuguaglianza
Oél+>\: UO&1+’7§ UO&Q—F’Y:OZQ‘F/\
F<A Y<A

Essa e equivalente alla seguente, dato che gli insiemi considerati hanno a due
a due gli stessi sup

Oz1+>\:Oé1—|—U’7§OéQ+U’Y:CYQ+)\
y<A F<A

Segue la tesi.

2. e [=0:Sepf=0,siha0=a;-0<ay-0=0.

e 3 successore: Se 3 =y + 1, allora
ar-(y+1l)=ar-y+or < (7)) +a < (a2-7) +ag

Dove la prima disuguaglianza ¢ vera per il punto (1), e la seconda per ipotesi
induttiva.



e 3 = A limite: Per ipotesi induttiva, per ogni v < A vale a; - v < as - 7, da cui

segue
qu-vé Uaz-’y

F<A y<A

041')\:041‘U’Y§062'U0422062‘>\

F<A F<A

Le due disuguaglianze sono equivalenti perché gli insiemi in questione hanno a
due a due gli stessi sup.

]

4 Proprieta algebriche di somma, prodotto ed espo-
nenziale di ordinali

Proposizione 4.1. Siano «, 5 ey tre ordinali. Allora,
Loa-(f-7)=(a-5)-v
2.a-(fty)=a-B+a-vy
8. af - a¥ = ol
4. (aﬁ)v = abf
Dimostrazione. Le dimostrazioni sono tutte per induzione transfinita su ~.

. ey=0:a-(f-0)=a-0=0=(a-0)-0

e ~ successore : Notiamo che (a-f5)-(d+1)=(a-8)-0+a- -8 =
=a-(f-0)+a-f=a-(f-(6+1))

e ~ = )\ limite : Se A e limite, vale che
(a-f) A= B)-a=Ja (80 =a- (8-
5<A §<A

Dove l'ultima uguaglianza segue dal fatto che il prodotto di due ordinali ¢ un
successore solo se entrambi sono successori.

2. ey=0:a-(f+0)=a-f=a-f+0=a-f+a-0

e vysuccessore : o (B+(0+1)=a - (B+0)+1)=a-(B+0)+a=
= (a-f+a-9)+ a. Siconclude per la proprieta associativa della somma.

1Si & usata la distributivitd dimostrata nel punto (2)

4



e ~ = )\ limite : Se A ¢ limite, allora 8 + A ¢ limite, e quindi
a-(B+AN=Ja B+0)=J@ B+a 3.
§<A §<A

Dato che - A € un prodotto di due ordinali, di cui uno limite, € esso stesso un
limite, e dunque

U(a~ﬁ+o¢-5):a~ﬁ+a-)\

o<
3. ey=0:a%a"=af-1=0af"

® 7y successore :

aﬂ-aéﬂ:aﬁ-(a‘s-a):(aﬁ-a‘s)-a:(aﬁJr‘s)-a:

_ QB _ (D)

v = A limite : Se A € un limite,

aﬁ-a’\:Uaﬂ-of:UaBM:aB“
o< o<

i
°

7=0:(?)P0=1=0a’=a’"
e 7 successore :

(0/3)5“ _ (aﬁ)é coP = aPh . af = POtB — Bt

~v = X limite : Se A e limite,

@) = U@ = Jo? =™

o< O<A

5 Calcolo di (w+ 1)¥

Proposizione 5.1. Vale l'uguaglianza (w + 1)¥ = w®.

Dimostrazione. Innanzitutto, osserviamo che per definizione (w + 1) = |J, . (w + 1)™;
ora, naturalmente vale w* = J,_, w" < U, <, (w+1)" = (w + 1)¥, e altrettanto natural-

n<w
mente (w+1)* = U, (w+1)" < U,.,w* = w”. Vale dunque la seguente catena di
disuguaglianze:

n<w

w? < (w4 1)¥ <w”

Segue la tesi. O



6 Unioni di insiemi di cardinali

Proposizione 6.1. Sia C un insieme di cardinali. Allora, | JC = sup,.cc k-

Dimostrazione. Ogni cardinale ¢ un ordinale, e la stessa proprieta e stata dimostrata per
gli ordinali. [

7 Crescenza della funzione X

Proposizione 7.1. La funzione N e strettamente crescente.

Dimostrazione. E equivalente dimostrare che, dati a < 8 due cardinali, vale 8, < Ng.
Se a < 3, esiste v > 0 tale che a +~v = . La dimostrazione ¢ per induzione transfinita
su 7.

e y=1:Sev=1,8; =8, =H(R,) DN,. Il contenimento ¢ stretto perché, per
esempio, 'ordinale N, + 1 appartiene a N, ; ma non ad N,.

e 7 successore : N, < N5 < Nyj541) = Ng, dove le disuguaglianze derivano rispetti-
vamente dall’ipotesi induttiva e dal passo base.

e 7 = ) limite : Se A\ e limite, anche § = o + A lo &. Dunque, per definizione
Ng=Nopn= ] N
E<at+A
Per ipotesi induttiva, vale che
No < [ Re=Ny
E<a+A

Segue la tesi.

8 Immersione di w; in P(P(R)) (ZF)

Proposizione 8.1. In ZF, vale la disuguaglianza |w,| < |P(P(R))|.

Dimostrazione. Senza 'assioma di scelta, sappiamo che per ogni ordinale numerabile «
esiste una funzione iniettiva da o in R (per definizione di cardinalita). Tuttavia, non pos-
siamo scegliere un particolare sottoinsieme di R, ben ordinato o meno, che sia I'immagine
di tale iniezione. Tuttavia, consideriamo, per ogni o € w; l'insieme

X, ={Y CRJY ¢ ben ordinato A ot(Y) = a} € P(P(R))

6



La funzione

¢:w — P(PR))
ar— X,

¢ chiaramente iniettiva. O

9 Continuita della o-algebra di Borel su R

Sia B(R) la o-algebra dei boreliani di R.
Proposizione 9.1. Vale l'uguaglianza |B(R)| = c.

Avevamo gia visto a lezione che la successione

Go=1
ga+1 - ga U {XC|X S ga} U {Un<w anXn S ga}
g>\ - U7<)\ BV

definisce al passo w; una o-algebra su R. Mostriamo che ¢ contenuta in B(R), da cui si
concludera che le due sono lo stesso oggetto per definizione dei boreliani.
Per induzione transfinita su a:

e o =0 : La topologia euclidea ¢ contenuta in B(R) per definizione.

e o successore : Sia o = f+1. Se X € Ga4q, allora ci sono due possibilita: o X € Gg,
oppure X & ottenuto da operazioni elementari di elementi di Gg, che preservano la
"borelianita” di X. In ogni caso, X € G,41.

e o = ) limite : Se X € G,, per definizione esiste un certo ordinale o € X tale che
X € G,, e dunque e un boreliano per ipotesi induttiva.

Ora, dato che per definizione B(R) & la minima o-algebra che contenga la topologia eu-
clidea, si conclude che B(R) = G,,. Mostriamo adesso, sempre per induzione transfinita,
che |G| = ¢ per ogni @ < wy, da cui concluderemo che effettivamente i boreliani di R
sono una quantita continua.

e o =0 : La topologia euclidea ¢ continua, come gia mostrato in un esercizio prece-
dente.

e o successore : Siano A; = {X|X € G,} e Ay = {UU,,.,, Xn| X, € Go} i due insiemi
che al passo o+ 1-esimo vengono aggiunti a G,. Mostriamo che hanno la cardinalita
del continuo. A; € banalmente in bigezione con G,, mentre gli elementi di A; sono

7



al piltt quanti i sottoinsiemi numerabili di G,, che sono ¢} = ¢. Inoltre, |A;| > ¢,
dato che per ogni X € G,, 'unione della successione costante (X), ., appartiene ad

As.

e o = ) limite: Gy = U7 < 94 ¢ unione al pin numerabile di insiemi continui, e dunque
¢ continua.

Cio conclude la dimostrazione.
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Sommario

In questo foglio di esercizi sono presenti:

Prodotto di ordinali successori

Esponenziazione di ordinali successori

Proprieta dell’esponenziazione di ordinali numerabili

Una disuguaglianza tra potenze di w

Unicita della forma normale di Cantor

Caratterizzazione degli ordinali moltiplicativamente chiusi
Calcolo di ¢

Proprieta delle operazioni tra cardinali

© X N o e W

Monotonia delle operazioni tra cardinali

1 Prodotto di ordinali successori

Proposizione 1.1. Siano a e 8 due ordinali. Allora, o+ B € un successore se e solo se «
e B sono successori.

Dimostrazione. e < : Se a e [ sono successori, allora esistono v e ¢ tali che « = y+1
e =0+1. Allora,

a-B=FH+1)-(+1)=(r+1)-0+(+1)=((y+1)- 0+ +1

Dove I'ultima uguaglianza deriva dall’associativita della somma.



e = : Supponiamo che « - 3 sia un successore e sia, senza perdita di generalita, § = A

limite. Allora,
a-ﬁza-U’yzUa-’y: U )

y<p y<B o<af

Dunque, « - 8 € un limite, contraddicendo le ipotesi.
Cio conclude la dimostrazione. O

2 Esponenziazione di ordinali successori

Proposizione 2.1. Siano o e 8 due ordinali. Allora, o ¢ successore se e solo se a ¢ un
successore e f < w.

Dimostrazione. e < : Per induzione su £.

— =0 : Per definizione, a® =1 =0+ 1.

— B4 1 successore : Vale che o' = o - a. Ora, o' ¢ il prodotto di due
successori, uno per ipotesi induttiva e uno per ipotesi, dunque per quanto
detto sopra e un successore.

e = : Supponiamo che « sia successore e [ sia infinito: allora, possiamo fare la
divisione euclidea = w - v + p, da cui segue

of = @t = ¥ L o

con p < w. Allora, dato che o & successore, necessariamente ¢ un successore anche
a” = 0 + 1. Dunque,

o =7 (§+1) =¥ -5+ a7

L’ordinale di cui sopra € successore se e solo se a¥” lo &. Tuttavia
)
Q¥ = (Oﬂ)w _ U (Oﬂ)n
nw

e dunque ¥ e limite, assurdo.
Se invece (3 fosse finito, e a fosse limite, varrebbe che banalmente

of =+

<o

e dunque o sarebbe limite, assurdo.
Cio conclude la dimostrazione. O



3 Proprieta dell’esponenziazione di ordinali numera-
bili

Proposizione 3.1. Sia a un ordinale. Allora, w* > a.

Dimostrazione. Per induzione transfinita su a.

e o =0,1: Banalmente, 1 >0ew > 1.

a+

e o successore : Wt =w* W >a-w>asea>1.

e o = ) limite : Se A\ & un limite, allora

]

Proposizione 3.2. Sia B un ordinale, e sia {a,|n € w) la successione definita per
ricorsione numerabile nel sequente modo:

Qo — B—F 1
Qpp1 = W

Sia ora o =, _ a; allora, la successione é strettamente crescente e o ¢ limite.

n<w
Dimostrazione. Per induzione su n.

en=0:w0=uw"=uww>8w=J

sono banalmente veri.

B-n>p-2se>1 Tcasi =01

n<w

an
e n successore : Wt = WY > WM = @,

Ora, abbiamo mostrato a lezione che w® = «, e dunque se « fosse un successore, si
dovrebbe avere che w € un successore e « e finito; banalmente, w non & un successore, e
dunque non lo ¢ nemmeno «a. Cio conclude la dimostrazione. O]

4 Una disuguaglianza tra potenze di w

Proposizione 4.1. Sia v > v, > - -+ > 7 una catena di ordinali. Allora,
w’y >w’yl .n1+...+w'yk nk

Dimostrazione.

uﬂl~n1+-~~—i-cu“”“'nk§uﬂl~(nl+...mc)<uﬂl~w:w”“§w7



5 Unicita della forma normale di Cantor

Proposizione 5.1. Sia a un ordinale. La forma normale di Cantor di o € unica.

Dimostrazione. Per induzione transfinita forte su a.

Supponiamo che ogni 8 < « abbia forma normale di Cantor unica. Siano adesso w*! -n; +
cotw g e W omy + - -+ wfi - my due forme normali di Cantor per «, e supponiamo
senza perdere generalita a; < f;: allora,

wo‘1~n1—|—~-—|—w°"“~nk<wﬁ1gwﬁl-m1+~~—|—wﬁf~mj

e cio e assurdo. Allora, ay = ;. Possiamo dunque fare la divisione euclidea delle due
forme per w”, e dall’'unicita di quoziente e resto otteniamo n; = m; (quoziente) e j = k,
a; = fB; e n; = m; (resto).

Cio conclude la dimostrazione. O

6 Caratterizzazione degli ordinali moltiplicativamen-
te chiusi
Proposizione 6.1. Sia a un ordinale infinito. I sequenti fatti sono tra loro equivalenti:
1. Perogni 8 < a, f-a=«
2. Perogni By <a, B-v<«
3. o= w" per un certo vy
Dimostrazione. e (1)=(2):Datoy<a, f-y<f-a=a.

e (2) = (3) : Dato che o € moltiplicativamente chiuso, (8-7)-2 = (8-7)+ (8-7) < a,
e dunque banalmente 5 + v < «, cioe a ¢ additivamente chiuso, e dunque e della
forma o = w® per un certo ordinale §. Ora, per ogni coppia di ordinali 8,y < §, vale
che w7 = wf - WY < w?®, dacui B+~ < 4, cioe § & additivamente chiuso, e dunque
& della forma w“* per un certo ordinale €.

e (3) = (1) : Per ogni 5 < «, esistono ¢ e n tali che W < B < w". Pertanto,
a=w"Y = wa+w5 = wa . (,LJW(S S ﬁ e S wa.neré = w(s =

Cio conclude la dimostrazione. O



7 Calcolo di ¢™

Proposizione 7.1. Vale l'uguaglianza ¢ = 2%,

Dimostrazione. ¢t = (2%0)%1 = 2No-¥1 = o O

8 Proprieta algebriche delle operazioni tra cardinali

Proposizione 8.1. Siano k, v e u tre cardinali. Valgono le sequenti proprieta:

1. k+v=v+=x

N N TS T VSRS
=N
<
=
Il
£
S
=

LRV = RgVH

Dimostrazione. Durante la dimostrazione, siano A, B e C' tre insiemi tali che |A| = &,
1Bl =velC|=p

1. Ovvio, dato che per ogni insieme A e B vale AL B = B U A.
2. Ovvio, dato che gli insiemi A X B e B x A sono in bigezione.
3. Ovvio, dato che AU (BUC)=(AUB)UC.
4. Ovvio, dato che A x (B x (') ¢ in bigezione con (A x B) x C.
5. Abbiamo gia visto che A x (B LI C) ¢ equipotente ad (A x B) L (A x C).
6. Segue dal fatto che APYC ¢ in bigezione con AP x AC.
7. Segue dal fatto che (A%)Y & in bigezione con AP*¢ tramite la mappa
¢ : ABXC __y (ABYC

fr=(g:c— fle)



9 Monotonia delle operazioni tra cardinali

Proposizione 9.1. Siano k < k' e v < V' cardinali. Allora,
1. k4+v <K+
2. k-v<kKk- 1V
3 Kk <KV

Dimostrazione. Durante la dimostrazione, siano A, A’, B e B’ insiemi tali che |A| = &,
|A'| =k, |Bl=ve|B|=1V,esiano f: A — A’ e g: B — B’ due funzioni iniettive.

1. La funzione
¢:AUB — A UB

w'_>{f(:v) sex € A
g(x) sexeB

¢ iniettiva.

2. La funzione

v:AxB— A xB
(a,b) — (f(a), g(b))
¢ iniettiva.

3. A meno di identificare A e B come sottoinsiemi rispettivamente di A" e B’, ¢ ovvio
. « . . ’
che esista un’iniezione tra A% e A%,

O
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Cardinalita di operazioni tra ordinali

Monotonia della somma infinita di cardinali

Proprieta associativa infinita di somma e prodotto di cardinali
Proprieta del prodotto infinito di cardinali

Forma debole del teorema di Konig

Un prodotto di cardinali strettamente minore dell’esponenziale del sup
La cofinalita di un insieme e sempre un cardinale regolare

Esistenza di cardinali arbitrariamente grandi di cofinalita fissata

(ZF) Immersione, per ogni insieme A infinito, di H(A) in P(P(P(A)))

(ZF) Equipotenza di un cardinale infinito con il prodotto cartesiano di due sue
copie, e un semplice corollario

. Confronto tra cardinalitd di un’unione di insiemi e somma della cardinalita

degli stessi

Caratterizzazione dei limiti forti, e una proprieta



In questo foglio, useremo molto spesso il termine ”cardinale” per indicare un cardinale
infinito.

1 Cardinalita di operazioni tra ordinali

Proposizione 1.1. Siano « e 8 due ordinali infiniti. Allora, vale che |a+ | = |a- ] =
| exp(a, B)] = max{|al, 5[}
Dimostrazione. 1. Sappiamo che a+ [ ¢ equipotente all’'unione disgiunta di due insiemi

di cardinalita rispettivamente || e |§|, da cui segue la tesi.
2. Per induzione transfinita su f:

e 3=0: La tesi e vera a vuoto.

e 3+ 1 successore : Se (3 e finito, la tesi € vera a vuoto. Altrimenti, per de-
finizione o - (f + 1) = - 5 + «, e dal punto precedente si ottiene |- (5 +
1)| = max{|a - b|,|a|}. Per ipotesi induttiva, |« - 3| = max{|a],|S|}, e dun-
que |a - (8 + 1) = max{|al, |5 + 1|}, dove I'uguaglianza segue dal fatto che
|8] = |8 + 1], dato che 3 ¢ infinito.

e 5 = ) limite : Se A ¢ limite,

la- Al = || a1 < "max{|A[, sup{max{a], [[}}} = max{|al, [A}

<A F<A
L’altra disuguaglianza e ovvia.
3. Per induzione transfinita su f3:

e [ =w : La tesi e vera a vuoto.

e 3+ 1 successore : Se [ e finito, la tesi € vera a vuoto. Altrimenti, per de-

finizione, o’ = of - o, e quindi || = |of - a] = max{|a’|,|8]} =
max{|«a|, max{|a|,|3|}} = max{|al,|5|} per ipotesi induttiva.

e 3= A limite : Se A e limite,

o = [ o] < ? max{|]A], sup{max{ja, |} }} = max{|al, A}

F<A <

L’altra disuguaglianza ¢ ovvia.

'Ho usato il teorema delle somme infinite di cardinali, purtroppo non avevo altre idee...
2Ho usato sempre lo stesso teorema



2 Monotonia della somma infinita di cardinali

Proposizione 2.1. Siano (k;) e (u;) due I-sequenze di cardinali, tali che per ogni i valga
Ri < M - AHOTG, Zie[ K < Zie[ M -

Dimostrazione. Siano (A;) e (B;) due I-sequenze di insiemi (che supponiamo disgiunti
per semplicita) tali che |A;| = k; e |B;| = p; per ogni i. Per I'assioma della scelta esiste
una [-sequenza di funzioni iniettive (f; : A; — B;). Definiamo una funzione

i€l i€l
ar— fj(a)

dove j € I ¢ l'indice tale che a € A;. La ¢ ¢ unione disgiunta di funzioni iniettive a due
a due compatibili, e dunque ¢ iniettiva. O

Proposizione 2.2. Sia k un cardinale infinito, e sia (A;)ic; una I-sequenza di insiemi

disgiunti, tale che |I| < k e per ogni i, |A;| < k. Allora, || |;c; Ail < k.
Dimostrazione. Si ha che
]|_|AZ| < Zm = max{k,k} = K
i€l 1<K
La tesi segue immediatamente. O]

3 Proprieta associativa infinita di somma e prodotto
di cardinali
Proposizione 3.1. Sia (k;|i € I) una I-sequenza di cardinali, e sia (I;|j € J) una

partizione di I. Allora, 3=, ki =3 e ;(3ieq, Ki)-

Dimostrazione. Sia (A;);cr una I-sequenza di insiemi, tali che per ogni 4, |A;| = k;. Per
la proprieta associativa dell'unione, data una partizione (I;) e di I,

=1 ()
icl jed Niel,
Chiaramente 1'uguaglianza passa alle cardinalita, e dunque segue che
Sr=iUa=1U(Ua)i-X(x)
iel iel jeJ Niel, jeJ Niel;

Come richiesto. N



Proposizione 3.2. Sia (k;|i € I) una I-sequenza di cardinali, e sia (I;|j € J) una
partizione di I. Allora, [],c; ki = HjEJ(HiEIj Ki)-

Dimostrazione. Siprocede come sopra: sebbene il prodotto tra insiemi non sia associativo
strettamente parlando, associare i termini di un prodotto di insiemi conserva comunque
le cardinalita. Procedendo come sopra, otteniamo che

[T =TT =TT (T4 =TT (T1#)

i€l i€l jeJ Niel; JjeJ Niel;

4 Proprieta del prodotto infinito di cardinali

Proposizione 4.1. Sia k un cardinale, e sia ({;)ic; una I-sequenza di cardinali. Allora,
valgono le sequenti proprieta:

I
1. ||i€]I€—FdH

i — i
2. ||i€]/<a = K>

3. (Hie] )" = Hz‘el(ﬂf)
Dimostrazione. 1. Segue direttamente dalle definizioni di prodotto infinito di cardinali

e di esponenziazione cardinale.

2. Il prodotto [ [,.; k** corrisponde alla cardinalita dellinsieme [, , Fun(u;, &), che a
sua volta ¢ uguale, data una I-sequenza di insiemi (A;|i € I) disgiunti a due a due
e tali che per ogni 7 valga |A;| = y;, alla cardinalita dell’insieme [[,., Fun(A;, x).
Ora, considero la funzione

¢: [ Fun(Ai k) — Fun(|_| A;, m)

iel i€l
(fili e I) — |_|fi
iel
dove ogni f; & una funzione di dominio A; e codominio . La funzione ¢ ¢ bigettiva®;
per la definizione di somma cardinale ed esponenziale cardinale,

|Fun(|_|Az)| = RZH
icl

Ci0 conclude la dimostrazione.

3La mappa che manda una funzione nella I-sequenza delle sue restrizioni & chiaramente 'inversa

4



3. Vale la seguente catena di ugugaglianze:

[T ()™ = ((sup )™ = (sup )" = (sup puy)™1" = (sup )1 = T [ ()
icl el el el el el

5 Forma debole del teorema di Konig
Proposizione 5.1. Siano (k;) e (u;) due I-sequenze di cardinali tali che k; < p; per ogni
i. Allora, Y. ki < Tlieq thi-

Dimostrazione. Dalla proposizione 2.1, posso dominare la somma ), ; k; con la somma
Y icq Mi- Abbiamo visto a lezione che Y. ;i < [Lics t-

Z ki < Zﬂz‘ < H 1
iel iel il

Segue la tesi. O

6 Un prodotto di cardinali strettamente minore del-
I’esponenziale del sup

Proposizione 6.1. Esistono una sequenza di cardinali (k;) non decrescente ed un ordinale

infinito « tali che T],_, ki < (supr;)lol.

Dimostrazione. Consideriamo o = w + 1, e la successione (k;|i € w + 1) tali che s, = 2,

e k; = 1 per ogni i € w. Allora,

]

4Dove la penultima disuguaglianza segue dal fatto che il sup e I'esponenziazione cardinale preservano
le disuguaglianze



7 La cofinalita di un insieme € sempre un cardinale
regolare

Proposizione 7.1. Sia X un insieme totalmente ordinato. Allora, Cof(X) é un cardinale

regolare, cioe Cof(Cof(X)) = Cof(X).

Dimostrazione. Per definizione, C'of(X) ¢ un cardinale; proviamone la regolarita. Per
definizione di cofinalita, vale Cof(Cof(X)) < Cof(X); inoltre, se A C Cof(X) ¢ illimi-
tato, con |A| = Cof(Cof(X))e f: Cof(X) — X & una funzione strettamente crescente
e illimitata, allora fj4 : A — X ¢ ancora illimitata, e dunque Cof(Cof(X)) = |A| >
Cof(X), da cui segue la tesi. O

8 Esistenza di cardinali arbitrariamente grandi di co-
finalita fissata

Proposizione 8.1. Sia v un cardinale regolare. Allora, esistono cardinali arbitrariamente
grandi di cofinalita v, ossia per ogni cardinale p esiste un cardinale k > p tale che

Cof(k) =v.

Dimostrazione. Sia p > v un cardinale maggiore di v. Consideriamo l'ordinale somma
{1+ v: sappiamo che, essendo v un cardinale, in particolare ¢ un ordinale limite, e dunque
anche y 4 v lo &. E anche vero che Cof(u + v) = v, dato che linsieme {u + aja € v}
¢ illimitato in g + v. Preso adesso il cardinale N, ,, abbiamo che N,,,, > u + v per un
fatto noto, e che, essendo indicizzato su un ordinale limite, CofX,., = Cof(u +v) = v.
Ora, dato che cerchiamo una disuguaglianza stretta, abbiamo due casi:

e Se N, 4, > p+v =y (come cardinali), abbiamo finito.

e Se invece N,;, = p (ancora come cardinali), allora considero R, ,, e ripeto il
ragionamento, ottenendo questa volta una disuguaglianza stretta.
Cio conclude la dimostrazione. O

9 (ZF) Immersione, per ogni insieme A infinito, di
H(A) in P(P(P(A)))
Proposizione 9.1. Sia A un insieme infinito. Allora, |H(A)| < |P(P(P(A)))|.

Dimostrazione. Definiamo la funzione ¢ nel modo seguente:
¢ H(A) — P(P(P(A)))

6



ar— {X € P(P(A))|Vz € X (x & ben ordinato A ot(z) = «a)}

La ¢ ¢ iniettiva, dato che due ordinali con lo stesso order type (isomorfi) sono uguali. Cio
conclude la dimostrazione. O

10 (ZF) Equipotenza di un cardinale infinito con il
prodotto cartesiano di due sue copie, e un sem-
plice corollario

Proposizione 10.1. Sia k un cardinale infinito. Allora, |k X k| = |k|.

Dimostrazione. Per induzione transfinita forte su x. Supponiamo che per ogni ordinale
a < K valga la proprieta |a X o = |a|. Definiamo un buon ordine su k£ X k nel seguente
modo:

(a, 8) <’ (7,8) > max(c, 8) < max(v,d) V (max(«, ) = max(7y,d) A (a, 8) <" (v, 9))

Dove <" & l'ordine lessicografico. Notiamo che una coppia della forma («, ) non puo
avere piu di (max(a, §)+1) - (max(a, §)+1) = (max(a, 5) + 1) elementi che la precedono
in (k X K, <’), e dunque che ot(k x k,<") < kK, che implica |k x k| < k. Dato che 'altra
uguaglianza e ovvia, si conclude usando il teorema di Cantor-Bernstein. [

Corollario 10.0.1. Sia k un cardinale infinito. Allora, |§(k)| = |Seq(k)| = k.

Dimostrazione. La stessa proprieta ¢ stata dimostrata (senza usare 1’assioma della scelta)
per ogni insieme X per cui valga |X x X| = |X]|. Dalla proposizione di cui sopra segue la
tesi. [

11 Confronto tra cardinalita di un’unione di insiemi
e somma della cardinalita degli stessi

Proposizione 11.1. Sia (X;)icr una I-sequenza di insiemi. Allora, | J,c; Xi| < > .cr 1 X
In particolare, se I € totalmente ordinato e ['unione é filtrante per ogni i, vale ['uguaglian-
2a.

Dimostrazione. Mostriamo che, data una [-sequenza di insiemi (X;|i € I), l'unione
Uic; Xi ha cardinalita minore o uguale a quella dell'unione disgiunta | |, (X; x {i}).
Definiamo una mappa suriettiva®

¢: | X x{i}) — (X

el i€l

®In sostanza la mappa definita sarebbe I'unione disgiunta delle proiezioni canoniche

7



(z,7) — @

Usando la scelta, abbiamo che esiste un’inversa destra iniettiva della ¢, e dunque abbiamo
quello che volevamo far vedere.
Adesso, abbiamo che

Ul < 106 x @Dl = 15 < fhl = 21

Segue la tesi. O

12 Caratterizzazione dei limiti forti, e una proprieta

Proposizione 12.1. Sia k un cardinale. k é limite forte se e solo se, per ogni v < K,
vale 2V < K.

Dimostrazione. e = : Segue dalla definizione di limite forte.

e < : Siano v e pu due cardinali minori di k. Allora, se n = max{v, u}, vale che
pw < n" = 2" < k. Per concludere, banalmente ogni cardinale si realizza come
massimo di una coppia di cardinali (per esempio, ¥ = max{0,r}). Cio conclude la
dimostrazione.

]

Proposizione 12.2. Sia k un cardinale limite forte. Allora, KC°7" = 2.

Dimostrazione. Innanzitutto, notiamo che per ogni &, vale kK“°/* < k* = 2%, Mostriamo
che per un cardinale limite forte vale anche I'altra disuguaglianza.
Presa una sequenza di cardinali (k;|i € Cofk), dove per ogni ¢ vale k; < Kk, e Kk =

6
ZieCofn Ki vale

or — 22/@2 — H K; = ( sup 2/@)6‘0}”/@ < FLC’ofn
i€Cofk i€Cofr

Dato che, essendo « un limite forte, per quanto detto sopra 2% < k per ogni k; < k. Cio
conclude la dimostrazione. O

6Cofk @ il minimo cardinale per cui si verifica questa richiesta
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1 Proprieta della gerarchia di Von Neumann

Proposizione 1.1. Siano x e y due insiemi, e sia o un ordinale. Se v Cy € V,, allora
x eV,

Dimostrazione. Per induzione transfinita su o.
e o = 0 : Vera a vuoto.

e o+ 1lsuccessore: x CyeVyy=axCyeP(V)=2CyCV,=>z2CV, =
=z eP(V,) =xe€ V.

e o= ) limite : Se x C y € V), allora esiste un ordinale v < X tale che y € V.. Per
ipotesi induttiva, x C y € V,, implica z € V,, e dunque z € V).



Cio conclude la dimostrazione. O

Proposizione 1.2. Sia § una famiglia di insiemi, e sia o un ordinale tale che § € V.

Allora, |JT € V.
Dimostrazione. Per induzione transfinita su o.

e o = (0 : Vera a vuoto.

e o + 1 successore : Sappiamo che Vi e transitivo, cioe X € § € V,,; implica
X € V,i1. Per come sono definite le gerarchie, cio implica che X C V,. Ora, se
y € X CV,, chiaramente y € V,,, e dunque |J§ C V,, da cui segue |J§ € Voqi1.

e o = ) limite : Se § € V), allora per definizione esiste un ordinale v < X tale che
§ € V,, e quindi per ipotesi induttiva |J§ € V, C V), che implica |J§ € V).

Cio conclude la dimostrazione. O

2 Chiusura transitiva di un insieme
Definizione 2.1 (Chiusura transitiva). Sia A un insieme. Allora, la chiusura transitiva
di A, TC(A), ¢ il minimo insieme transitivo che contiene A.

Proposizione 2.1. Per ogni insieme A, esiste la sua chiusura transitiva TC(A).

Dimostrazione. Usando la ricorsione numerabile e I'assioma di rimpiazzamento, definiamo

la successione
Ay =A
An—i—l = U An

E definiamo X = J,,_,, An. Mostriamo che X = T'C(A).

Innanzitutto, X e transitivo, dato che se x € y € X, allora esiste n € w tale che y € A,
da cui x € A, per costruzione, e dunque z € |J,,_, A, = X. Facciamo vedere che X ¢
minimale (per contenimento) tra gli insiemi transitivi che contengono A; sia Y un insieme
transitivo che contiene A.

Lo faremo provando che per ogni n € w vale A, C Y, per induzione su n.

e n =0 : Vero per ipotesi.

e n + 1 successore : Per ipotesi induttiva, A, C Y; dato che Y e transitivo, allora
anche (JA, = 4,1 CY.

Cio conclude la dimostrazione. O
Proposizione 2.2. Sia A un insieme, e sia « un ordinale. Se A € V,,, allora TC(A) € V,,.

Dimostrazione. O



3 Equivalenza dell’assioma di fondazione e dell’assen-
za di €-catene discendenti

Proposizione 3.1. Le sequenti proprieta sono equivalenti:
1. Assioma di fondazione
2. Per ogni insieme X, non esistono €-catene discententi infinite in X.

Dimostrazione. e (1) = (2) : Se per assurdo esistesse un insieme X contenente una
€-catena discendente, sia essa C' = g O 17 D ..., allora C sarebbe un controesempio
per l'assioma di fondazione, dato che banalmente per ogni ¢ € C, cN C # O.

e (2) = (1) : Se per assurdo esistesse x # () tale che per ogni t € z, tNx # O,
potremmo fissare una funzione di scelta f per P(z) e un elemento a € z, definendo
per ricorsione numerabile la successione

Top=a
Tpt+1 = f(xn ﬂl‘)

ottenendo cosl una €-catena discendente infinita.
O]

4 Sulla cardinalita dei livelli della gerarchia di Von
Neumann

Proposizione 4.1. Sia « un ordinale. Allora, |V,io| = Ja.
Dimostrazione. Per induzione transfinita su «:

e a =0 : Abbiamo mostrato a lezione che |V,,| = Ry = Ty, in quanto unione numera-
bile filtrante di insiemi finiti.

e a+ 1 successore : |V, (a+1)] = [Vieta)+1] = [P(Vara)| = 27 = Dot

e o = ) limite : Se A e limite, allora

Vsl = [ Viy €D 3, = max{|A,2,} = 2,

y<A y<A

Inoltre, dato che per ogni v < A vale |V, 41| > |Vous| = 3, allora [V,15| > 3. Si
conclude, usando il teorema di Cantor-Bernstein, che |V, ;5| = 3,.

]



5 Minimi livelli della gerarchia che contengono gli
insiemi numerici

In questo esercizio, vogliamo trovare i minimi livelli della gerarchia in cui si trovano gli
insiemi numerici Z, @, R e R x R.

Proposizione 5.1. I minimz livelli cercati sono:
1. Z € V4o
2. Qe Vo
3. ReV,3
4. RxR eV, 5

Dimostrazione. Ricordiamo come sono definiti gli insiemi di cui trattiamo: Z e un quo-
ziente di w X w, Q un quoziente di Z x Z e per R usiamo la costruzione canonica fatta
con i tagli di Dedekind di Q, dato che & quella meno ”costosa” da questo punto di vista.

1. Dato che w € V.1, per un esercizio che si trova piltt avanti sappiamo che w X w €
V1. Dunque, Z C P(w X w) € V49, che per la proposizione 1.1 implica Z € V5.

2. Dato che Z € V.5, abbiamo che anche Z x Z € V,.5. Ripetendo lo stesso
ragionamento di cui sopra, otteniamo che Q € V5.

3. Per costruire R a partire da Q, abbiamo fatto ricorso alla costruzione canonica
data dai tagli di Dedekind. Alla fine della costruzione, si riesce ad affermare che R
coincide con I'insieme dei tagli di Dedekind di Q, contenuto in P(Q). Ora, sappiamo
che Q € V.4, e dato che w+2 non & un ordinale limite, V5 non soddisfa I’assioma
delle parti, e dunque non possiamo dire che P(Q) € V5. Tuttavia, senza dubbio
P(Q) € Voi3', equindi R € V3.

4. Per poter avere R xR come oggetto dell'universo, dato che V,,, 3 non e chiuso per pro-
dotto cartesiano, dobbiamo andare almeno in V,,,4; tuttavia, RxR C P(P(IUR)) €
Va5, dato che nemmeno V.4 soddisfa I'assioma delle parti. Per la proposizione
1.1, concludiamo che R x R € V5.

La minimalita dei livelli trovati segue piuttosto facilmente dalla costruzione, le verifiche
sono semplici e non le riportiamo. 0

' semplice mostrare che ogni sottoinsieme di @ si ottiene come unione di singoletti contenuti in
Q C V41, ed essendo 'assioma dell’unione soddisfatto da ogni livello non vuoto si ottiene P(Q) C V,,15.



Osservazione 5.1. Notiamo che, per esempio, la costruzione di 7Z puo essere fatta sol-
tanto a partire da Vo, dato che P(w X w) € pit che numerabile, e dunque non puo
appartenere a V.1, il quale contiene soltanto insiemi al piu numerabili; tuttavia, la col-
lezione dei rappresentanti canonict delle classi di equivalenza é gia un elemento di V1.
C'io vale anche per Q, R e R xR; a seconda che si voglia poter costruire gli insiemi nume-
rict allinterno dell’universo o soltanto averli come oggetti, i risultati di questo esercizio
possono essere migliorati, abbassando di 1 il livello richiesto.

In realta, credo che il risultato principale dell’esercizio sia mostrare che si puo costruire
quast tutta la matematica usuale in lwelli prossimi a V,,.

6 Una congettura sui livelli della gerarchia

In questo esercizio, ci chiediamo se esistano livelli x della gerarchia di Von Neumann tali
che |V,| = k, e dove ogni insieme ha cardinalita strettamente minore di &.

Proposizione 6.1. Sia k un cardinale, kK > Ng. Allora, vale la proprieta di cui sopra se
e solo se k € un limite forte.

Dimostrazione. e = : Necessariamente, perché valga |V, | = k, k deve essere un limite
forte. Infatti, dato che tutti e soli i limiti forti sono i punti fissi della sequenza 3, e
che V| = 3, per ogni k > Vg, si ottiene |V,| = 3, = K, cioe k limite forte.

e < : Se k ¢ un limite forte, & un punto fisso della sequenza 3, e quindi |V, | = 3, = k.
Inoltre, essendo un limite forte chiuso per passaggio al continuo, se A € V,, allora
esiste un ordinale v < k tale che A € V,, da cui |[A| < |V,| =3, <3x =k = |V4|.

Cio conclude la dimostrazione. O]

7 Proprieta dei modelli naturali di ZFC

Proposizione 7.1. Sia o un ordinale. V, soddisfa l’assioma dell’infinito se e solo se
a>w.

Dimostrazione. e = : Sappiamo che w € V1, e che V.1 C V, per ogni ordinale
a > w. Si conclude per la proposizione 1.1.

e < : Supponiamo per assurdo che a < w, e che V,, soddisfi I'assioma dell’infinito.
Abbiamo due casi: se & = w, sappiamo che w ¢ V,,, dato che ogni ordinale o ha
rango p(a) = a. Essendo w il minimo insieme infinito, segue che V,, ¥ In finito,
assurdo. Se invece a < w, V,, e finito, e quindi se w vi appartenesse, avrebbe
cardinalita maggiore di quella dell’'universo, e questo e assurdo.

Cio conclude la dimostrazione. O



Proposizione 7.2. Sia o un ordinale. V,, soddisfa l’assioma delle parti se e solo se a ¢
limite.

Dimostrazione. e = : Se a = [+ 1 e successore, I’assioma delle parti non puo essere
soddisfatto. Infatti, se per assurdo lo fosse, prendiamo 3 € Vj4q;
allora, {#} C P(5) € Va41, che implica 8 € Vj, assurdo.

o <= : Se A e V), allora esiste 7 < X tale che A € V,. Allora, P(A) C V,, che implica
P(A) S ‘/74_1 C V), da cui P(A) € Vi.
L]

Proposizione 7.3. Sia o un ordinale. V, soddisfa 'assioma di scelta se e solo se o e
limaite.

Dimostrazione. Usiamo la formulazione classica di AC: sia X un insieme non vuoto. Al-
lora, esiste una funzione di scelta per X, f: P(X)\ {0} — X.

Innanzitutto, osserviamo che una tale funzione di scelta f € P(P((P(X) \ {0}) x X)).
Pertanto, V,, = AC se e solo se V,, |= Parti, cioe se e solo se «v & limite. Per quanto riguarda
I'esistenza, basta dire che V,, |= Separazione, e dunque (P(X) \ {O}) x X € V. O

Proposizione 7.4. Per quali ordinali « valgono le sequenti proprieta?

1. Se A, BeV,, Ax BeV,
2. Se A, BeV,, Fun(A,B) €V,

Dimostrazione. 1. Innanzitutto, se o € un ordinale limite, V,, soddisfa gli assiomi di
unione, coppia, parti e separazione, sufficienti a costruire il prodotto cartesiano di
due insiemi dell’'universo V,,. Se « e della forma o = A+ 1, con A limite, la proprieta
vale ancora: infatti, dati A,B € Vy,1, A,B C V), e allora per ognia € A, b € B
esiste un ordinale v < A tale che a,b € V. A questo punto, per definizione di coppia
ordinata (a,b) = {{a},{a,b}} € P(P(V,)) = V,12 C V). Dunque, (a,b) € V), e in
particolare A x B C V), da cui segue che A x B € V).

Mostriamo adesso che se « e della forma 3 + 2 la proprieta smette di valere. Dato
Vi = Va2, senza dubbio f41 € Vs, 9, mase valesse (5+1)x (5+1) € Vii9, che & vero
se esolose (B+1)x (B+1) C Vi, allora (5, 8) € Vsyr. Ma (5, 8) = {{b}} C Vi1,

e per transitivita varrebbe 8 € V3, assurdo.

2. Siano A,B € V,. Osserviamo prima di tutto che Fun(A,B) C P(A x B), cioe
perché un livello della gerarchia possa essere chiuso per funzioni, &€ necessario che
sia chiuso per prodotto cartesiano. Limitiamoci dunque a discutere i casi a = A
limite e « = A+ 1. Se « ¢ limite, V,, soddisfa ’assioma delle parti, e dunque si puo
costruire Fun(A, B) all'interno dell’'universo. Se a = A\ + 1, l'assioma delle parti
non ¢ soddisfatto, e dunque potrebbero esistere due insiemi A e B € V), tali che
Fun(A, B) ¢ Vyq1.

m



8 Una proprieta dei livelli della gerarchia con cofina-
lita non numerabile

Proposizione 8.1. Sia p(A,V,,Rg) =7(A CVLA|A] < Xg) = A e V,”. InV,, vale
©(A, V,,Ro) se e solo se Cof(a) > Ng.

Dimostrazione. Mostriamo che la proprieta p(A, V,, k) vale per ogni cardinale k > Ny:

e = : Se per assurdo fosse Cofa < k, allora posso considerare, se a = §+ 1 ¢
successore, Uinsieme A = {f}. A rispetta tutte le richieste, infatti |A| < &, e
A C V44, dato che 8 € Vii1. Dunque, dovrebbe valere che A = {8} € Vj44, da cui
B € V3, assurdo.

Se invece @ = A limite, Considero un A C X illimitato, e tale che |A| = Cof\ < k.
Dato che vale A C A\ C V), e quindi A C V), per ipotesi dovrebbe valere A € Vj.
Dato che V) = Unione, |JA = sup, 47 = A € V), e questo & assurdo.

e «: SeCofa > k, necessariamente « e limite, dato che se fosse successore, a = f+1,
{B} sarebbe un insieme illimitato in «, e dunque Cofa = 1. Sia ora A tale che
A CV,, e |A|l < k. Definiamo, per ogni a € A, §, := min{f < ala € Vs}; per
rimpiazzamento, dall’esistenza della mappa a — ¢, segue l'esistenza di A = {d,]a €
A}. A questo punto, mettiamo insieme i pezzi: vale che |A| < |A] < k, e dunque
A ¢ limitato in «, sia 6 = sup A. ¢ e tale che d, < § < a per ogni a € A, pertanto
a € Vs, C Vs implica A C Vy, cioe A € Vi C V.

Cio conclude la dimostrazione. O
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Sommario
In questo foglio di esercizi sono presenti due risultati sull’esponenziazione dei

cardinali limite, lasciati per esercizio in data 22/05/2020.

Vogliamo capire come si comportano gli esponenziali di cardinali limite, e per farlo
dividiamo il problema in due casi: se k e il nostro cardinale limite, e v e ’esponente, si
ha che v < Cofk ov > Cofk.

1 v<Cofk
Proposizione 1.1. Se k ¢ un cardinale limite e v < Cofk € un cardinale, allora k¥ =
Supu<,‘i{ﬂy}'

Dimostrazione. Banalmente, £ > 1 := sup,_,{p" }; mostriamo l'altra disuguaglianza.
Dato che v < Cofk, ogni funzione f : v — k & limitata, e dunque Fun(v,k) =
U, <. Fun(v,v). Dunque,

= Funw )| <Y <Y n=r-n=n

Y<K Y<K Y<K

Cio conclude la dimostrazione. O



2 v>Cofk
Proposizione 2.1. Se k ¢ un cardinale limite e v > Cofk € un cardinale, allora k¥ =
(Supu<n{ﬂy})cgfﬁ'

Dimostrazione. Consideriamo k come k = sup; g,z {#i}', con i x; debolmente crescenti
e per ogni 1 < Cofk vale k; < k. Allora, vale che

supn) = Csp )= T k=TT &) = (s n)rmy =

<k i<Cofk i<Cofr i<Cofr i<Cofk

Abbiamo usato la crescenza debole dei k; per applicare la formula del prodotto infinito,
altrimenti non valida. O

!Consideriamo x dunque come estremo superiore dell’insieme delle immagini di ogni cardinale &;
secondo la Cofk-sequenza, che sappiamo essere illimitata per definizione, e dunque l'uguaglianza ¢ ben
posta.



