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Introduzione

E sempre possibile, dati un aperto connesso 2 C C”, un suo ricoprimento
aperto {U;} ed una famiglia di funzioni olomorfe {gj;} definite sotto certe
condizioni locali, trovare dei prolungamenti g; definiti sugli U;?
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| due problemi

Sia 2 C C” un aperto connesso, e sia {U;} un suo ricoprimento aperto;
supponiamo che per ogni coppia di indici j, k tali che U; N Uy # 0 esista
una funzione olomorfa

gk : UinUc—C
tale che
Q gk +8k=0
Q gk +gu+gi=0se UinUcn U #0
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| due problemi

Sia Q C C" un aperto connesso, e sia {U;} un suo ricoprimento aperto;
supponiamo che per ogni coppia di indici j, k tali che U; N Uy # 0 esista
una funzione olomorfa

8k - Ujﬂ U, — C
tale che

Q gk +8k=0
Q gikt+gu+gi=0seUinUcNU #0

Problema
Stabilire sotto quali condizioni su Q & possibile trovare una famiglia di
funzioni olomorfe

g,-:U,-—>(C

tali che gjx = g — gj su U; N Uy, ogniqualvolta I'intersezione € non vuota.
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| due problemi

Sia Q C C" un aperto connesso, e sia {U;} un suo ricoprimento aperto;
supponiamo che per ogni coppia di indici j, k tali che U; N U; # () esista
una funzione olomorfa

gik:UnuUc—C
tale che
Q gik-8K=1
Qg-gu-gi=lseUnNnUnNU #0
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| due problemi

Sia Q C C" un aperto connesso, e sia {U;} un suo ricoprimento aperto;
supponiamo che per ogni coppia di indici j, k tali che U; N U; # () esista
una funzione olomorfa

gik:UnuUc—C
tale che
Q gik-8j=1
Q gik-gu-gi=1se UNnUcnNU #0

Problema

Stabilire sotto quali condizioni su € & possibile trovare una famiglia di
funzioni olomorfe

gi:U —C

tali che gjx = gk su U; N Uk, ogniqualvolta l'intersezione e non vuota.
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L’analogo di Cousin | per funzioni C*°, invece che olomorfe, é sempre
risolubile.
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L’analogo di Cousin | per funzioni C*°, invece che olomorfe, é sempre
risolubile.

Sia {¢;} una partizione dell'unita C* su Q subordinata al ricoprimento
{Ui}.

Per ogni i, definisco gi(z) := >, #«(2)gki(z), con z € U;. Allora, su
U; f]Lb si ha

gi(2) — &i(z) = Zsbk(z (gkj(2) — iz )—Zcbk gi(2) = &i(2)
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Se Q C C" é un dominio di olomorfia, allora Cousin | &€ sempre risolubile in
Q.
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Ricordiamo che Of := Y7, g—zfj.

Sia {¢;} una partizione dell'unita subordinata al ricoprimento {U;}.
hi == dxew: Ui—C
k

A priori le h; potrebbero non essere olomorfe: tuttavia,

O(hj —hi) =3 dwlew — gr) =9y _ dwgi = Jgj =0
k k
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f; := Oh; & ben definita, d-chiusa e C*°(Q). In particolare, esistono f
definita su Q tale che f[y, = f; e u € C*°(Q) tali che Ju = f.
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f; := Oh; & ben definita, d-chiusa e C*°(Q). In particolare, esistono f
definita su Q tale che f[y, = f; e u € C*°(Q) tali che Ju = f.
Posta gi = h; — u, si ha

g8j — & = hj — hj = gjj
5g,-:5h,-—5u:0

Segue la tesi. ]
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Sia Q C R" un aperto semplicemente connesso, e sia f : Q — C continua
e senza zeri in 2. Allora, esiste g : 2 — C continua tale che f = exp g.
Inoltre, se f & CK, anche g & Ck.

14 /45



Dato che f & continua, ogni punto x € Q ammette un intorno Uy su cui f
ha un logaritmo continuo. Sia ora xp € , e sia v : [0,1] — Q una curva
continua, semplice e chiusa, con 7(0) = (1) = xo.
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Dato che f & continua, ogni punto x € Q ammette un intorno Uy su cui f
ha un logaritmo continuo. Sia ora xp € , e sia v : [0,1] — Q una curva

continua, semplice e chiusa, con (0) = (1) = x9. Sempre per continuita,
f() : [0,1] — C ha un logaritmo continuo, cioe |'insieme

S={se0,1)|log(f(y(t))) & continua Vt < s}

e un clopen non vuoto.
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Dato che f & continua, ogni punto x € Q ammette un intorno Uy su cui f
ha un logaritmo continuo. Sia ora xp € , e sia v : [0,1] — Q una curva

continua, semplice e chiusa, con (0) = (1) = x9. Sempre per continuita,
f() : [0,1] — C ha un logaritmo continuo, cioe |'insieme

S={se0,1)|log(f(y(t))) & continua Vt < s}

e un clopen non vuoto.

Supponiamo per assurdo lim;_1 log(f(~(t))) # log(f(v(0))):
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Sia u(s, t) un'omotopia ad estremi fissi tra 7 e Cy,; la funzione

p(s) = : 5 (lim log((u(s, t))) — log(f(u(s,0))))

270 t—1

e continua in s, a valori interi, e soddisfa p(0) = 0 e p(1) # 0, assurdo.
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Sia u(s, t) un'omotopia ad estremi fissi tra 7 e Cy,; la funzione

p(s) = : 5 (lim log((u(s, t))) — log(f(u(s,0))))

270 t—1

e continua in s, a valori interi, e soddisfa p(0) = 0 e p(1) # 0, assurdo.
Allora, 1 € Se S =[0,1] = f ha un logaritmo continuo su tutto € .
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Sia u(s, t) un'omotopia ad estremi fissi tra 7 e Cy,; la funzione

1
p(5) 1= 5 (lim log((u(s, 1)) ~ log(F(u(s, 0))))
e continua in s, a valori interi, e soddisfa p(0) = 0 e p(1) # 0, assurdo.
Allora, 1 € Se S =[0,1] = f ha un logaritmo continuo su tutto € .
Per il caso C¥, si deriva I'equazione funzionale exp g = f e si ripete il
ragionamento. [

v,
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Sia Q C C" un aperto semplicemente connesso, e sia f : Q — C una
funzione olomorfa senza zeri. Allora, esiste una funzione olomorfa
g:Q — C taleche f =expg.
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Cousin Il

Corollary
Sia Q C C" un aperto semplicemente connesso, e sia f : Q — C una
funzione olomorfa senza zeri. Allora, esiste una funzione olomorfa

g:Q — C taleche f =expg.

Per il lemma precedente, esiste una funzione C' g che soddisfa expg = f.

Derivando I'equazione, si osserva che g soddisfa le condizioni di
Cauchy-Riemann. O
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Sia Q € C" un dominio di olomorfia; sia {gjj} un insieme di dati locali per
Cousin Il, sul ricoprimento {U;}. Se esistono delle funzioni continue e
senza zeri g : U; — C tali che gij = g{/g; su U; N U;, allora esistono delle
funzioni olomorfe e senza zeri g; : U; — C tali che gjj = gj/gi.
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Se gli {U;} sono tutti polidischi, siano g/ come da ipotesi. Scriviamo
g; = exp h}, e sia hj = h: — h.
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Se gli {U;} sono tutti polidischi, siano g/ come da ipotesi. Scriviamo
gl =exphl, e sia hjj = hJ’- — h.

hjj & un logaritmo continuo di gj; (supponiamo olomorfo), e {h;;} un
insieme di dati locali per Cousin .

Risolviamo Cousin | con {h;}, e Cousin Il con g; = exp h;:

gj/8i = exp(h; — h;) = exp hjj = exp(h} — h}) = gj;

25/45




Se gli U; non sono tutti polidischi, consideriamo un raffinamento {0;} di
{U;} fatto di polidischi. Sia p: N — N tale che U; C U,;.
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Se gli U; non sono tutti polidischi, consideriamo un raffinamento {0;} di
{U;} fatto di polidischi. Sia p: N — N tale che U; C U,;.
Definiamo

&ij = 8p(i)pl))

{g;} & un set di dati locali per Cousin Il sul ricoprimento {U;}; siano &
che lo risolvono.
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Se gli U; non sono tutti polidischi, consideriamo un raffinamento {0;} di
{U;} fatto di polidischi. Sia p: N — N tale che U; C U,;.
Definiamo

Eij = 8p(o())
{g;} & un set di dati locali per Cousin Il sul ricoprimento {U;}; siano &

che lo risolvono.
Per ogni i, j, k, in Ui N U; N Uy si ha

Bk 8k 8k -~
= 8o(k)iBipli) = 5 Ep(k)pli) = 5 Bk = 1
g p(k)i&ip(j) g p(K)p(j) g g
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Allora, gngp(k),' = gjgpu)i sulUinUinNU, e

8i = Bk8p(k)i

¢ olomorfa e senza zeri su tutto U;.
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Allora, gngp(k),' = gjgpu)i sulUinUinNU, e

8i = Bk8p(k)i

& olomorfa e senza zeri su tutto U;. Per concludere, notiamo che per ogni
i, j, k,suUinU;N U si ha

. 1
&i/8i = BkBp(k)j = = 8ijj
J/ i p(k)Jgkgp(k)i ij
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Sia Q C C" un dominio di olomorfia. Il secondo problema di Cousin puo
essere risolto su €2 se e solo se puo essere risolto con funzioni continue.
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Theorem (Oka)

Esiste un dominio di olomorfia Q2 C C" su cui si puo risolvere Cousin I, ma
non Cousin II.
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Considero
Q={(z1,2) €C}3/4 < |z]| <5/4 j=1,2} CC?

P={(z1,2) € C?|zy — o — 1 = 0}
A=QnP
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Considero
Q={(z1,2) €C}3/4 < |z]| <5/4 j=1,2} CC?
P={(z1,22) € C?}|zy — zp — 1 = 0}
A=QnNP

Allora,
Ui = {(21,22) € Q|jm(21),jm(22) > 0}

UQZQ\(AO Ul)

formano un ricoprimento aperto di Q.
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Supponiamo per assurdo che Cousin Il possa essere risolto, e siano
{g1, &>} le funzioni cercate.

35/45



Supponiamo per assurdo che Cousin Il possa essere risolto, e siano
{g1, &>} le funzioni cercate.
Definiamo

F(Z)— (21—22—1)/g1 Z€U1
|1/ ze Uy

e poi ne consideriamo la restrizione al toro unitario
T ={(z1,2) € C?| |z1| = || = 1},

g, B) = F(e'*, e®) a,p € 0,2r)

L'unico zero di g & (e™/3,€?'™/3) € .
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Consideriamo nel piano a-5 I'1 e, ', come in figura, entrambi orientati
positivamente. Guardiamo gli indici di avvolgimento:

0:/ dlogg:/ dlogg:/ dlog(e® — e# — 1)
F] Ip P

r1

2n
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Cousin Il

Cambiamo variabili,

o =a—-m7/3

B =8-2r/3
e consideriamo I'immagine di [, F’z, il quale ancora non si avvolge intorno
all'origine, dove

g/(O/7 5,) = g(a, B)

ha 'unico zero.
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Cousin Il

Cambiamo variabili,
o =a—7/3
8 =8 —2r/3
e consideriamo I'immagine di I, F’z, il quale ancora non si avvolge intorno
all'origine, dove
g'(d,p') = g(a,p)
ha |'unico zero. Il determinante del jacobiano del cambio di base e

sin(o/ — ' — m/3), che si avvicina arbitrariamente a v/3/2 mano a mano
che o — (5. Dato che allora

/ dlogg' #0

M

si ha I'assurdo cercato. ]
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Sia Q C C" un aperto connesso sul quale si pud sempre risolvere Cousin Il.
Sia M C Q una sottovarieta complessa propriamente immersa con la
proprieta che per ogni m € M esista un intorno U,, C Q e una funzione
olomorfa fr, : Uy, — C tali che Up "M = {z € Up|fm(z) =0} e Of, #0
su Upn,. Allora, esiste una funzione olomorfa f definita su 2 tale che

M = {z € Q|f(z) = 0}
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Sia {U;} C {Um}m localmente finito, e sia Uy = Q\ M, aperto in Q. Siano

fi: U —C
fo=1:Uy—C
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Sia {U;} C {Um}m localmente finito, e sia Uy = Q\ M, aperto in Q. Siano

fi: U —C
fo=1:Uy—C
Le funzioni gjj = f;/f; sono dati locali per Cousin II; dato che il problema &

risolubile, esistono funzioni olomorfe e senza zeri g; : U; — C che
rispettano la compatibilita.
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Sia {U;} C {Um}m localmente finito, e sia Uy = Q\ M, aperto in Q. Siano

fi: U —C
fo=1:Uy—C
Le funzioni gjj = f;/f; sono dati locali per Cousin II; dato che il problema &

risolubile, esistono funzioni olomorfe e senza zeri g; : U; — C che
rispettano la compatibilita. La funzione

fi(2)
f(z) = - z e U;
) 8i(z)
e ben definita, olomorfa, e M = {z € Q|f(z) = 0}. O
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