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Introduzione

Le formule dell'indice sono identita che mettono in relazione I'azione

coomologica di una mappa f : M — M con il suo comportamento intorno
ad eventuali punti fissi.
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Introduzione

Le formule dell'indice sono identita che mettono in relazione I'azione
coomologica di una mappa f : M — M con il suo comportamento intorno
ad eventuali punti fissi.

Problema

Sia f : M — M una mappa con un grado adatto di regolarita; possiamo
dire qualcosa sull'esistenza e comportamento di eventuali punti fissi?
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Introduzione

Le formule dell'indice sono identita che mettono in relazione I'azione
coomologica di una mappa f : M — M con il suo comportamento intorno
ad eventuali punti fissi.

Problema

Sia f : M — M una mappa con un grado adatto di regolarita; possiamo
dire qualcosa sull'esistenza e comportamento di eventuali punti fissi?
Se si, esiste un tipo di struttura su M che ci consenta di determinarli a
priori?

Nel corso di questo seminario, esamineremo il problema dal punto di vista
delle varieta lisce e complesse, prestando particolare attenzione al caso dei
proiettivi complessi.
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Sommario

@ Formula dell’indice di Lefschetz per strutture lisce

© Formula dell'indice olomorfo di Lefschetz
@ Un esempio pratico

© Formula di Atiyah-Bott per fasci analitici coerenti
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Per strutture lisce

Sia M una n-varieta liscia, compatta e orientabile, e sia f : M — M una
mappa liscia.
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Per strutture lisce

Sia M una n-varieta liscia, compatta e orientabile, e sia f : M — M una
mappa liscia.

Osservazione

Un punto fisso di f corrisponde all'intersezione del grafico di f, I'f con la
diagonale A in M x M.

Inoltre, il numero di intersezioni di [ e A & determinato dal valore che la
forma di intersezione assume sulle loro classi di omologia in H.(M x M).

Definizione

Diciamo che f : M — M & una mappa trasversa se il grafico ['f & trasverso
alla diagonale A in T(M x M).
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Per strutture lisce

Definizione
Un punto fisso p per f & non degenere se € isolato, e in una carta centrata
in p vale

det(l — Je(p)) #0
Se p & non degenere, definiamo I'indice di f in p, indicato con t¢(p), come
il segno del determinante di cui sopra.

v
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Per strutture lisce

Definizione

Un punto fisso p per f & non degenere se € isolato, e in una carta centrata
in p vale

det(l — Jr(p)) # 0

Se p & non degenere, definiamo I'indice di f in p, indicato con t¢(p), come
il segno del determinante di cui sopra.

v

Definizione
Definiamo I'indice di Lefschetz di f come

L(F) =Y (=1) tr(f*|ne(a))

k
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Per strutture lisce

Formula del punto fisso di Lefschetz

Sia f una mappa trasversa. Allora,

L) =Y u(p)

pEFix(f)

6/40



Per strutture lisce

Siano {9 x} una famiglia di k-forme chiuse che rappresentino una base di
HX(M x M), e sia {9 2n_«} una famiglia di (2n — k)-forme che
rappresentino la base duale per H2"~K(M x M), cioe tale che

/ Vik NV on_k = i
M
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Per strutture lisce

Siano {9 x} una famiglia di k-forme chiuse che rappresentino una base di
HX(M x M), e sia {9 2n_«} una famiglia di (2n — k)-forme che
rappresentino la base duale per H2"~K(M x M), cioe tale che

/
/ Vik NVjon_k = 0jj
M
Per la formula di Kiinneth, le forme
o * . * /
{Qpi,j,p,q = mYip A 7r2¢j,q}
dove p+ g = k e w1 e mp sono le proiezioni canoniche, rappresentano una

base di H¥K(M x M), e la base duale di H>"~%(M x M) & rappresentata
dalla famiglia

{Qpi'Lj,n—p,n—q = (_1)q(p+q)ﬂ-{w§,n—p N W;d’j,n—q}
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Per strutture lisce

Si vede semplicemente calcolando I'integrale

/
Pij.p.q A Spi’,j’,n—p’ n—q’
/M><M ’
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Per strutture lisce

Si vede semplicemente calcolando I'integrale

! — T ey .
/ Pijp.g N it jl,n—p.n—q = Ojit - Ojjr - Opp! * Oqq!
MxM
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Per strutture lisce

Si vede semplicemente calcolando I'integrale

! — T ey .
/ Pijip.a N Pit jln—p'.n—q = Oijr + 0jjt - Oppr * Ogqr
MxM

Allora, la classe duale di Poincaré della classe di omologia della diagonale
A C M x M e la classe rappresentata da

ij,p
dove
o / _ (_1)2n7p5, i
CI,j,P - SOI',j,anp,p - J
A
Osserviamo che possiamo riscrivere la somma come
A = E (_1)p§0i,i,p,2nfp
i,p
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Per strutture lisce

Diamo adesso un'altra interpretazione delle nozioni di non degeneratezza e
indice. Il grafico s & una sottovarieta liscia di M x M, a cui diamo
I'orientazione indotta dalla mappa f = 1y x f nel seguente modo: sia p un
punto fisso per f, x1, ..., X, un sistema di coordinate locali orientate per M
centrate in p.
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Per strutture lisce

Diamo adesso un'altra interpretazione delle nozioni di non degeneratezza e
indice. Il grafico s & una sottovarieta liscia di M x M, a cui diamo

I'orientazione indotta dalla mappa f = 1y x f nel seguente modo: sia p un
punto fisso per f, x1, ..., X, un sistema di coordinate locali orientate per M
centrate in p. Come coordinate per (p, p) € M x M prendiamo le funzioni

yi=m () zi=myt(x)

Allora, una base orientata per T, A C T(,;)(M x M) & data da

.
Oy1 0z 7 Oy, 0z,
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Per strutture lisce

Similmente, una base orientata per T, ,\['r C T(, (M x M) & data da

0 of;
(8)/1 + Z 8X1 ' 821 Z 8Xn E)z,)

10/40



Per strutture lisce

Similmente, una base orientata per T, ,\['r C T(, (M x M) & data da

0 of;
(8)/1 + Z 8X1 ' 821 Z 8Xn 82,)

Osserviamo che la famiglia

0 0 0
(ayl—i_azljn 8 8Zn 8)’1 Z(9X1 821 - Zax,, (92,)

¢ ottenuta dalla base orientata standard

9 90 9 0
Ay, Ay 9z Oz,
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Per strutture lisce

Moltiplicando per la matrice

Osservazione

| cicli A e I's si intersecano trasversalmente in omologia in (p, p) se e solo
se det(Jr(p) — 1) # 0, cioe se e solo se p & un punto fisso non degenere.
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Per strutture lisce

Moltiplicando per la matrice

Osservazione

| cicli A e I's si intersecano trasversalmente in omologia in (p, p) se e solo
se det(Jr(p) — 1) # 0, cioe se e solo se p & un punto fisso non degenere.
L'indice di intersezione dei cicli & nient'altro che I'indice di f in p.
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Per strutture lisce

Dunque, se f & trasversa, vale

> ul(p)=(ANTy)

peFix(f)
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Per strutture lisce

Dunque, se f & trasversa, vale

> ulp)=(ANTe)

peFix(f)

Formula dell'indice di Lefschetz

Sia f una mappa trasversa. Allora,

L) = Y u(p)

pEFix(f)
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Per strutture lisce

Dimostrazione.

Possiamo calcolare il numero di intersezione con |'accoppiamento dato dal
prodotto wedge,

(AT = /r on =Y (~1)2nk /r S ik AT ok
f k fog
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Per strutture lisce

Dimostrazione.

Possiamo calcolare il numero di intersezione con |'accoppiamento dato dal
prodotto wedge,

(AT = /r on =Y (~1)2nk /r S ik AT ok
f k fog

Dato che f*wé‘ = f*, si ha

_ _1)2n—k . * 001 _
_;( 1) /I\/’Z?ﬁ:,k/\f%,zn—k

= (=Dktr(F o) = DO _(=1)Ftr(F ey

k k
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Per strutture lisce

Osservazione

Tralasciando i segni dei vari indici, troviamo che #Fix(f) > |L(f)|.

14 /40



Per strutture lisce

Osservazione

Tralasciando i segni dei vari indici, troviamo che #Fix(f) > |L(f)|.

In particolare, vale il seguente

Teorema del punto fisso di Lefschetz

Sia M una varieta liscia, e sia f : M — M una mappa liscia. Se L(f) # 0,
f ha un punto fisso.
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Perché la struttura complessa?

Consideriamo la sfera $2 = C, con I'atlante dato da due carte contrattili, e
sia f : $2 — S? ottenuta mollificando una rotazione di 6 € (0, 27) sulla
carta contenente 0, e |'identita sulla carta contenente oco.

La f & liscia, e L(f) = tr(f*|no(s2)) + tr(f*|q2(s2)) = 2, dato che la f &
omotopa all’identita.
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Perché la struttura complessa?

Consideriamo la sfera 52 = €, con I'atlante dato da due carte contrattili, e
sia f : $2 — S? ottenuta mollificando una rotazione di 6 € (0, 27) sulla
carta contenente 0, e |'identita sulla carta contenente co.

La f & liscia, e L(f) = tr(f*|no(s2)) + tr(f*|q2(s2)) = 2, dato che la f &
omotopa all’identita.

Dal teorema del punto fisso sappiamo che la f dovra avere almeno due
punti fissi: questi sono proprio 0 ed oo, di cui perdo non possiamo
determinare a priori il comportamento.

Per sperare di farlo, abbiamo bisogno di una struttura pil rigida.
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Per strutture complesse

Sia ora M una n-varieta complessa compatta, e sia f : M — M una mappa
olomorfa e trasversa.

In analogia con il caso reale, possiamo considerare |'azione di f* sulla
coomologia di Dolbeault, e mostrare che una tale azione & determinata dal
comportamento locale di f attorno ai suoi punti fissi.

16 /40



Per strutture complesse

Sia ora M una n-varieta complessa compatta, e sia f : M — M una mappa
olomorfa e trasversa.

In analogia con il caso reale, possiamo considerare |'azione di f* sulla
coomologia di Dolbeault, e mostrare che una tale azione & determinata dal
comportamento locale di f attorno ai suoi punti fissi.

Come prima, calcoliamo la classe di coomologia di Dolbeault della
diagonale:
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Per strutture complesse

Dati p e g, sia {tp q,i} una famiglia di forme O-chiuse che rappresenti una

base di HP9(M), e sia {4, _, . ,,;} una famiglia di rappresentanti della

base duale di Kodaira-Serre di H"=P"=9(M)?.

1Ciog, la base duale secondo I'acoppiamento ) ® ¢ — fMi/) A @
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Per strutture complesse

Dati p e g, sia {tp q,i} una famiglia di forme O-chiuse che rappresenti una
base di HP9(M), e sia {4, _, . ,,;} una famiglia di rappresentanti della
base duale di Kodaira-Serre di H"=P"=9(M)?.

Usando la formula di Kiinneth, una base di H™"(M x M) & rappresentata,

come nel caso liscio, da
R * ) * /
{®p,q.ij = T1¥p,q,i A 7r21/}nfp,nfq,j}
con base duale

L ’
{SOZ—p,n—q,i,j = ﬂ-f’(bn—p,n—q,i A W§¢p,qJ}

1Ciog, la base duale secondo I'acoppiamento ) ® ¢ — fMi/) A @
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Per strutture complesse

Allora, la classe di Dolbeault della diagonale & data da

on=> (1) 0pqii

Psq,i
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Per strutture complesse

Allora, la classe di Dolbeault della diagonale & data da
Pn = Z(_l)erq‘Pp,q,i,i
Psq,i

Sia ora f : M — M una mappa olomorfa trasversa, e consideriamo il suo
grafico ['f € M x M. Il semplice calcolo del numero di intersezione

(A NT¢) non da informazioni particolarmente interessanti sulla struttura
complessa:

LN = [ ea= TP [ S wibnar ATt pn i =
f P.q Fi

= S (1P (F )

pq

18/40



Per strutture complesse

Infatti, se per esempio M & di Kahler, questo segue gia in maniera banale
dalla formula dell'indice di Lefschetz nel caso liscio e dalla decomposizione
di Hodge. In generale, per mostrarlo serve la successione spettrale di
Frohlicher che mette in relazione la coomologia di Dolbeault con quella di
de Rham.
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Per strutture complesse

Infatti, se per esempio M & di Kahler, questo segue gia in maniera banale
dalla formula dell'indice di Lefschetz nel caso liscio e dalla decomposizione
di Hodge. In generale, per mostrarlo serve la successione spettrale di
Frohlicher che mette in relazione la coomologia di Dolbeault con quella di
de Rham.

Per avere delle informazioni piu fini, usiamo la formula di Kiinneth sulla
classe della diagonale: sia cppq la (p, g)-esima componente della classe
della diagonale nella decomposizione

H™™ (M x M) = @ (i HP9(M) @ w5 H™P"~9(M))
p.q

0
e sia <PA = Z P 9= Zq,i(—l)q%,q,hi-
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Per strutture complesse

Il valore di goOA sul ciclo I'r e dato da
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Per strutture complesse

Il valore di goOA sul ciclo I'r e dato da

0(rs) = /r A= ;H)q /M D voa A Vg =

= Z 1)9tr(F* gna-agy) = Y _(=1)7tr(F*|o.acm))

q
per dualita di Kodalra—Serre.
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Per strutture complesse

Il valore di goOA sul ciclo I'r e dato da

0(rs) = /r A= §qj<—1)q /M D voa A Vg =

= Z 1)9tr(F* gna-agy) = Y _(=1)7tr(F*|o.acm))

q
per dualita di Kodalra—Serre.

Definizione

Il numero Lo(f) = >_,(—=1)7tr(f*|po.a(m)) si chiama indice di Lefschetz
olomorfo di f.
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Per strutture complesse

Sia dunque f : M — M una mappa olomorfa trasversa, siano {p,} i punti
fissi. Siano z/, delle coordinate locali attorno a p,; approssimando f al
secondo ordine come

f(zo) =) bz}, +[2]
ciog
f(za) = Baza + [2]
con B, = (bj).
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Per strutture complesse

Sia dunque f : M — M una mappa olomorfa trasversa, siano {p,} i punti
fissi. Siano z/, delle coordinate locali attorno a p,; approssimando f al
secondo ordine come

f(za) =) byz + 2]
cioé
f(za) = Baza + [2]
con B, = (bj).
Per non degeneratezza dei punti fissi sappiamo che | — B,, & invertibile.
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Per strutture complesse

Sia dunque f : M — M una mappa olomorfa trasversa, siano {p,} i punti
fissi. Siano z/, delle coordinate locali attorno a p,; approssimando f al
secondo ordine come

f(za) =) byz + 2]
cioé
f(za) = Baza + [2]
con B, = (bj).
Per non degeneratezza dei punti fissi sappiamo che | — B,, & invertibile.

Formula dell'indice di Lefschetz olomorfo

1
LO(f) = Z )det(l — Ba)

pa EFix(f
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Teoria delle correnti

Prima di dimostrare la formula appena enunciata, abbiamo bisogno di una
breve introduzione alla teoria delle correnti:
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Teoria delle correnti

Prima di dimostrare la formula appena enunciata, abbiamo bisogno di una
breve introduzione alla teoria delle correnti:

Definizione

Sia a = (a1, ...,ap), e sia D, = %al...a%a". Definiamo la topologia CP

su C°(R") dicendo che una successione ¢, — 0 se esiste un compatto K
contenente tutti i supporti, e tale che

Da‘Pn(X) —0

uniformemente in n puntualmente su K per ogni « tale che
a1+ ...+ a, < p. Definiamo la topologia C*° come l'intersezione delle CP.

v
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Teoria delle correnti

Prima di dimostrare la formula appena enunciata, abbiamo bisogno di una
breve introduzione alla teoria delle correnti:

Definizione

Sia a = (a1, ...,ap), e sia D, = 8%10‘1...8%&". Definiamo la topologia CP

su C°(R") dicendo che una successione ¢, — 0 se esiste un compatto K
contenente tutti i supporti, e tale che

Da‘Pn(X) —0

uniformemente in n puntualmente su K per ogni « tale che
ai + ...+ a, < p. Definiamo la topologia C*° come l'intersezione delle CP.

v

Definizione

Una distribuzione su R” & una mappa lineare C°(R") — C continua nella
topologia C*°.
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Teoria delle correnti

Qualche esempio:

@ Sew &in L} _(R"), possiamo definire una distribuzione T, ponendo

Ty(p) = Jgn ©(x)1h(x)dx, dove con dx indichiamo la forma volume
standard di R".

@ La ¢ di Dirac, definita ponendo d(¢) = ¢(0), € una distribuzione.
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Teoria delle correnti

Qualche esempio:

@ Sew &in L} _(R"), possiamo definire una distribuzione T, ponendo

Ty(p) = Jgn ©(x)1h(x)dx, dove con dx indichiamo la forma volume
standard di R".

@ La ¢ di Dirac, definita ponendo d(¢) = ¢(0), € una distribuzione.

Possiamo estendere gli operatori differenziali alle distribuzioni,
semplicemente ponendo

S T(9) = ~T(5-0)

e usando il teorema di Stokes si pud mostrare che %Tzﬁ(ap) = Tou(p).

Oxj
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Teoria delle correnti

Sia ora Q¢(R™) lo spazio delle g-forme differenziali a supporto compatto su
R”. In maniera naturale possiamo usare sulle componenti la topologia C*
su C°(R™) per rendere QZ(IR") uno spazio vettoriale topologico completo.
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Teoria delle correnti

Sia ora QZ(R") lo spazio delle g-forme differenziali a supporto compatto su
R”. In maniera naturale possiamo usare sulle componenti la topologia C*
su C°(R™) per rendere QZ(IR") uno spazio vettoriale topologico completo.

Definizione

Lo spazio delle correnti su R” di grado g, D9(R"), ¢ il duale topologico di
QeI R™).
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Teoria delle correnti

Sia ora QZ(R") lo spazio delle g-forme differenziali a supporto compatto su
R". In maniera naturale possiamo usare sulle componenti la topologia C*
su C°(R™) per rendere QZ(IR") uno spazio vettoriale topologico completo.

Definizione

Lo spazio delle correnti su R” di grado g, D9(R"), ¢ il duale topologico di
QeI R™).

Per esempio, se I' € una (n — g)-sottovarieta di R”, ' definisce una
corrente in modo canonico, ponendo

Se invece w & una g-forma con coefficienti Iocalmente assolutamente
integrabili, possiamo definire la corrente T, ( fR,, wAp
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Teoria delle correnti

La derivata esterna delle forme differenziali induce un operatore
d: DI(R") — DITL(R"), definito come

(dT)(0) = (~1)7 T(dy)
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Teoria delle correnti

La derivata esterna delle forme differenziali induce un operatore
d: DI(R") — DITL(R"), definito come

(dT)(0) = (~1)7 T(dy)

Si pud osservare che d?> = 0, e che per il teorema di Stokes valgono le
identita dTw((,D) = wa(go), e dTr(gD) = (_1)q+1 Tar((p).

Anche se fuori dallo scopo del seminario, osserviamo che possiamo definire
una coomologia del complesso delle correnti; questa sara isomorfa sia alla
coomologia di de Rham, che a quella singolare.
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Teoria delle correnti

La derivata esterna delle forme differenziali induce un operatore
d: DI(R") — DITL(R"), definito come

(dT)(0) = (~1)7 T(dy)

Si pud osservare che d?> = 0, e che per il teorema di Stokes valgono le
identita dTw((,D) = wa(QO), e dTr(gD) = (_1)q+1 Tar((p).

Anche se fuori dallo scopo del seminario, osserviamo che possiamo definire
una coomologia del complesso delle correnti; questa sara isomorfa sia alla
coomologia di de Rham, che a quella singolare.

Osserviamo anche che le definizioni riportate si possono generalizzare
facilmente a C" ed a varieta, sia lisce che complesse.
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Teoria delle correnti

Definizione

Il nucleo di Bochner-Martinelli su C” x C" & definito come la
(n,n — 1)-forma

(n=1)!>(z —w))

(2mi)" ||z — wl[?"

w(z,w) = dz A dAz7
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Teoria delle correnti

Definizione

Il nucleo di Bochner-Martinelli su C” x C" & definito come la
(n,n — 1)-forma

(n=1)!>(z —w))

(2mi)" ||z — wl[?"

w(z,w) = dz A dAz7

Formula di Bochner-Martinelli

Il nucleo di Bochner-Martinelli & una forma 0-esatta su C" \ {0}, e per
ogni f € O, vale

£(0) = /6 o (D120
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Per strutture complesse

Forti dei risultati di teoria delle correnti, usando una partizione dell’unita
possiamo definire una corrente che sia uguale a

[

nella palla di raggio € centrata nel punto fisso (pa, po), una corrente
rappresentata da una forma O-esatta S = —dk fuori dalla palla di raggio
2¢, e che sia liscia tra le due.
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Per strutture complesse

Forti dei risultati di teoria delle correnti, usando una partizione dell’unita
possiamo definire una corrente che sia uguale a

[

nella palla di raggio € centrata nel punto fisso (pa, po), una corrente
rappresentata da una forma O-esatta S = —dk fuori dalla palla di raggio
2¢, e che sia liscia tra le due.

Allora, il numero di intersezione Q (T'¢) &

O(Mf) = Iim/ w(za, f(za
A= D [ )

pa€Fix(f)
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Per strutture complesse

Posto wy, = z, — f(z,), si ha

dwa, A ... A dwy, = det(] — Jf)dzy, A ... A dz,,

2Usando la formula di Bochner-Martinelli
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Per strutture complesse

Posto wy, = z, — f(z,), si ha

dwa, A ... A dwy, = det(] — Jf)dzy, A ... A dz,,

e abbiamo?

1 1
/B ol () = G = B

Mettendo tutto insieme, troviamo la seguente

2Usando la formula di Bochner-Martinelli
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Per strutture complesse

Posto wy, = z, — f(z,), si ha

dwa, A ... A dwy, = det(] — Jf)dzy, A ... A dz,,

e abbiamo?

1 1
/B ol () = G = B

Mettendo tutto insieme, troviamo la seguente

Formula dell'indice di Lefschetz olomorfo

1
Lo(f)= 2 | det(/ — Ba)

PaEFix(f

2Usando la formula di Bochner-Martinelli
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Un esempio pratico

Sia M = CP! la sfera di Riemann, e sia f : CP! — CP! la rotazione di un
angolo 6 fissato, f(z) = e/z.

La f ha due punti fissi, p1 =0 e p» = oo, ed il suo differenziale nell’origine
& dfy = e/’ La f & chiaramente omotopa all'identita, e la formula del
punto fisso di Lefschetz, a questo punto, ci dice che

L(f) = dim H9&(CP) 4 dim H3g(CP!) = 2
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Un esempio pratico

Sia M = CP! la sfera di Riemann, e sia f : CP! — CP! la rotazione di un
angolo 6 fissato, f(z) = e/z.

La f ha due punti fissi, p1 =0 e p» = oo, ed il suo differenziale nell’origine
& dfy = e/’ La f & chiaramente omotopa all'identita, e la formula del

punto fisso di Lefschetz, a questo punto, ci dice che
L(f) = dim H9&(CP) 4 dim H3g(CP!) = 2

Usando la decomposizione di Hodge, sappiamo anche che in grado 2 la
coomologia di Dolbeault & concentrata in grado (1,1), da cui segue che

Lo(f) =1

Dalla formula dell’'indice olomorfo segue che, detto A I'autovalore di df.,

vale I'identita
1 1

1—e’9+1—)\
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Un esempio pratico

dacuix=e .
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Un esempio pratico

dacuix=e .

Cambiando coordinate come w = % la f & data dalla composizione

—if

da cui segue che effettivamente dfs, = dfy—g = e 7.
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Un esempio pratico

dacui A=e".
Cambiando coordinate come w = % la f & data dalla composizione

L

da cui segue che effettivamente dfy, = df,—g = e i
Con lo stesso argomento di prima, possiamo mostrare che la coomologia di
Dolbeault di un qualsiasi CP" & concentrata nei gradi (k, k), e dunque che
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Un esempio pratico

dacui A=e".
Cambiando coordinate come w = % la f & data dalla composizione
L g
w —— T g we
4 6”9
w
da cui segue che effettivamente dfy, = df,—g = e i

Con lo stesso argomento di prima, possiamo mostrare che la coomologia di
Dolbeault di un qualsiasi CP" & concentrata nei gradi (k, k), e dunque che

Ogni mappa olomorfa di CP" in sé ha indice di Lefschetz olomorfo 1.
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Perché generalizzare?

Sappiamo, usando il teorema di Dolbeault, che i gruppi di coomologia
antiolomorfi H%9(M) sono isomorfi ai gruppi di coomologia a coefficienti
nel fascio di struttura,

H%9(M) = HI(M; O)
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Perché generalizzare?

Sappiamo, usando il teorema di Dolbeault, che i gruppi di coomologia
antiolomorfi H%9(M) sono isomorfi ai gruppi di coomologia a coefficienti
nel fascio di struttura,

H%9(M) = HI(M; O)

E dunque naturale chiedersi cosa succeda se sostituiamo Oy con un fascio
generico, che mantenga pero alcune delle proprieta algebriche del nostro
spazio anellato.

Il risultato finale del seminario ci consentira di generalizzare le formule
viste, e di
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Formula di Atiyah-Bott

Sia (M, Op) uno spazio anellato.

Definizione

Un fascio & su uno spazio anellato (M, Op) si dice analitico se le spighe
S hanno una struttura di Op -modulo con prodotto continuo.

Definizione

Un fascio di Op-moduli si dice coerente se:

O Edi tipo finito, cioé per ogni x € M esiste un intorno U tale che
esista un morfismo suriettivo Of, — Sy per un qualche naturale n.

@ Per ogni aperto U C M, ogni naturale n ed ogni morfismo
¢ : Of = Sy, Kerp e di tipo finito.
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Formula di Atiyah-Bott

Sia (M, Op) uno spazio anellato.

Definizione

Un fascio & su uno spazio anellato (M, Op) si dice analitico se le spighe
S hanno una struttura di Op -modulo con prodotto continuo.

Definizione
Un fascio di Op-moduli si dice coerente se:

O Edi tipo finito, cioé per ogni x € M esiste un intorno U tale che
esista un morfismo suriettivo Of, — Sy per un qualche naturale n.

@ Per ogni aperto U C M, ogni naturale n ed ogni morfismo
¢ : Of = Sy, Kerp e di tipo finito.

Teorema (Oka, 1950)

Se M & una varieta complessa, il fascio di struttura Oy, & coerente.
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Formula di Atiyah-Bott

Sia ora M una varieta complessa compatta, sia & un fascio analitico
coerente su M, e sia f : M — M una mappa olomorfa.
Osserviamo che la f non induce un endomorfismo in coomologia, ma una
mappa

H*(M; &) — H*(M; f*F)
Vogliamo quindi un modo di "aggiustare” la f* per ottenere un
endomorfismo di H*(M; &).
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Formula di Atiyah-Bott

Sia ora M una varieta complessa compatta, sia & un fascio analitico
coerente su M, e sia f : M — M una mappa olomorfa.
Osserviamo che la f non induce un endomorfismo in coomologia, ma una
mappa

H*(M; &) — H*(M; f*F)

Vogliamo quindi un modo di "aggiustare” la f* per ottenere un
endomorfismo di H*(M; &).

Definizione

Un sollevamento di f a & & un morfismo di fasci ¢ : F*S — & che si
restringa ad un omomorfismo di Op-moduli sulle spighe.

33/40



Formula di Atiyah-Bott

Consideriamo quindi la mappa ¢ = f* o p : H*(M; &%) — H*(M; &),
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Formula di Atiyah-Bott

Consideriamo quindi la mappa ¢ = f* o p : H*(M; &%) — H*(M; &),

Definizione

Definiamo I'indice di Lefschetz di f con sollevamento ¢ come

L(fv (p,y) = Z(_l)ktr(QZ’Hk(M;y))
k
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Formula di Atiyah-Bott

Consideriamo quindi la mappa ¢ = f* o p : H*(M; &%) — H*(M; &),

Definizione

Definiamo I'indice di Lefschetz di f con sollevamento ¢ come

L(fv (p,y) = Z(_l)ktr(SZ’Hk(M;y))
k

Se Y & la spiga di & su x, definiamo la fibra di & in x come

P (x) = Ix @0u . (Om </ 1)

Osservazione

Le &(x) sono spazi vettoriali complessi di dimensione finita, e dotano il
fascio & di una struttura di fibrato vettoriale complesso su M.
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Formula di Atiyah-Bott

Dato che per definizione ¢ induce dei morfismi di Op-moduli sulle spighe,
©x - yf(x) = (f*y)x — P

se p € un punto fisso di f la ¢ induce un endomorfismo sia sulla spiga ¥,
che sulla fibra #(p).
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Formula di Atiyah-Bott

Dato che per definizione ¢ induce dei morfismi di Op-moduli sulle spighe,
©x - yf(x) = (f*y)x — P

se p € un punto fisso di f la ¢ induce un endomorfismo sia sulla spiga ¥,

che sulla fibra #(p).
Dal momento che sia le fibre che le spighe hanno dimensione finita, la
traccia della mappa indotta ha una buona definizione.
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Formula di Atiyah-Bott

Dato che per definizione ¢ induce dei morfismi di Op-moduli sulle spighe,
©x - yf(x) = (f*y)x — P

se p € un punto fisso di f la ¢ induce un endomorfismo sia sulla spiga ¥,
che sulla fibra #(p).

Dal momento che sia le fibre che le spighe hanno dimensione finita, la
traccia della mappa indotta ha una buona definizione.
Possiamo dunque enunciare il risultato finale del seminario:
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Formula di Atiyah-Bott

Formula di Atiyah-Bott

Sia f : M — M una mappa olomorfa trasversa, e sia & un fascio analitico
coerente su M. Allora,
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Applicazioni

Qualche osservazione: se prendiamo & = Q’,f/,, ep= AKdf, 1a formula
diventa (dF(p))
tr p
L(f,/\kdf, Q’M) = Z _—
perf) det(l — df (p))

Notiamo che il membro destro dell'equazione dipende solamente dallo

spettro di df ai punti fissi, mentre il membro sinistro dipende dall’azione di
f sulla coomologia di Dolbeault.
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Applicazioni

Qualche osservazione: se prendiamo & = Q’,f/,, ep= AKdf, 1a formula
diventa

L(f, /\kdf, Qk ) — tr(df(p))
M pe%;(f) det(/ — df (p))

Notiamo che il membro destro dell'equazione dipende solamente dallo
spettro di df ai punti fissi, mentre il membro sinistro dipende dall’azione di
f sulla coomologia di Dolbeault.

Nel caso in cui M = CP" e f ha grado d > 1, I'azione sulla coomologia di
Dolbeault dipende solo da d; la formula diventa

_tr(Akdf(p))
E;f det(l—df( ) = (-1
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Applicazioni

Possiamo dire di pil:

Teorema

d"+17

Una mappa f : CP” — CP” di grado d ha almeno d—11 punti fissi.
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Applicazioni

Possiamo dire di pil:

Teorema

Una mappa f : CP" — CP” di grado d ha almeno d;rizl punti fissi.

\

Dimostrazione.
Innanzitutto, sia A una mappa lineare V. — V/; osserviamo che il
coefficiente di grado n — k del suo polinomio caratteristico &

IR YRIEPY)
()

38/40



Applicazioni

Possiamo dire di pil:

Teorema

Una mappa f : CP" — CP” di grado d ha almeno d;rizl punti fissi.

\

Dimostrazione.
Innanzitutto, sia A una mappa lineare V. — V/; osserviamo che il
coefficiente di grado n — k del suo polinomio caratteristico &

IR YRIEPY)

()
Osserviamo anche che questo coincide con la traccia della mappa indotta
da A sullo spazio vettoriale AKV.
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Dimostrazione.

Allora,
det(/ — A) =) (~1)*tr(AkA)
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Dimostrazione.
Allora,

n
det(/ — A) =) (~1)*tr(AkA)
k=0
Consideriamo ora |'algebra esterna totale /\*Q}CP", e solleviamo f con Akdf
sulla componente di grado k.
Svolgendo calcoli combinatorici, si mostra che I'indice L(f, A*df, A*Qtpn)
e uguale alla somma di una serie geometrica troncata di ragione d,

drtl —1

L(F, N df, N Qfpn) = > d* = i

k=0

da cui segue la tesi. O
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Grazie per |'attenzione!
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