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Dalle serie agli integrali

2 Spazi di Hardy
Spazi di Hardy sul disco
Spazi di Hardy sul semipiano

3 Teoria dei Numeri
Costante di Eulero-Mascheroni
Funzione di Möbius
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Spazi di Hardy

Teoria dei Numeri

Metodi di sommabilità
Dalle serie agli integrali

Definizione (Cesàro sommabilità)
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è Cesàro sommabile, ma non sommabile.
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ř
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lim
nÑ8

sn “ ` ùñ lim
mÑ8

σm “ `
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f è la derivata formale della serie

F pxq “
8
ÿ

n“0

p´1qnxn`1 “ x

˜

8
ÿ

n“0

p´xqn

¸

“
x

1` x

lim
xÑ1

f pxq “ lim
xÑ1

F 1pxq “ lim
xÑ1

ˆ

x

1` x

˙1

“ lim
xÑ1

1

p1` xq2
“

1

4

7 / 42



Serie divergenti
Spazi di Hardy

Teoria dei Numeri

Metodi di sommabilità
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Definizione (Abel sommabilità)

ř
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ř
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Proposizione (Cesàro ñ Abel)

Una serie Cesàro sommabile è Abel sommabile, e le loro somme
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xÑ1´

f pxq “ `
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ř
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ř
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Dalle serie agli integrali

Fatto

Una serie convergente è Abel sommabile,

inoltre

lim
nÑ8

sn “
8
ÿ

k“0

ak “ ` ùñ lim
xÑ1´

f pxq “ `.

convergenza ñ Cesàro ñ Abel

Domanda

Sotto quali condizioni valgono le implicazioni inverse?

Dati due metodi P e Q

P sommabile ñ Q sommabile.

Schema Teorema Tauberiano

Q sommabile & T panq ñ P sommabile
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Dalle serie agli integrali

Fatto
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Metodi di sommabilità
Dalle serie agli integrali

Teorema (Tauber)
ÿ

an Abel sommabile & nan Ñ 0 ñ
ÿ

an convergente.

Idea della dimostrazione

Detto lim f pxq
xÑ1
ÝÝÝÑ ` stimiamo la differenza tra ` e la successione tsNuNPN:∣∣∣∣∣ N

ÿ

n“0

an ´ f pxq

∣∣∣∣∣ ď p1´xq

«

N
ÿ

n“1

|nan|`
1

Np1´ xq
sup
nąN

|nan|

ff

per ogni |x | ă 1

prendendo x “ 1´ 1
N

:∣∣∣∣sN ´ f

ˆ

1´
1

N

˙∣∣∣∣ ď 1

N

«

N
ÿ

n“1

|nan|` sup
nąN

|nan|

ff

NÑ8
ÝÝÝÑ 0

lim
NÑ8

sN “ lim
NÑ8

f p1´ 1{Nq “ `
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Fatto (Tauber Cesàro)
ř

an Cesàro sommabile & nan Ñ 0 ñ
ř

an convergente

Teorema (Hardy)
ř

an Cesàro sommabile & |nan| ď C ñ
ř

an convergente

abbiamo un risultato più forte ancora

Teorema (Littlewood)

ř

an Abel sommabile & |nan| ď C ñ
ř

an convergente

Useremo un risultato di Karamata per
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Teorema (Karamata)
ř

an Abel sommabile & sn ě ´C ñ
ř

an Cesàro sommabile

(supponiamo sn ě 0, poiché sn ` C ě 0)

Abel sommabilità di
ř8

n“0 an:

f pxq “ p1´ xq
8
ÿ

n“0

snx
n ÝÑ ` per x Ñ 1´

Cesàro sommabilità:

σN “
αN

N
“

1

N

N
ÿ

n“0

sn ÝÑ ` per N Ñ8
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ř8

n“0 an:

f pxq “ p1´ xq
8
ÿ

n“0

snx
n ÝÑ ` per x Ñ 1´
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Karamata

Idea della dimostrazione

p1´ xq
8
ÿ

n“0

snx
kn
“

1´ x

1´ xk
f pxk

q
xÑ1
ÝÝÝÑ

`

k

Scriviamo
`

k
“ `

ż 1

0

tk
dt

t
. (1)

Dato pptq “
řm

k“1 bkt
k , si ha

p1´ xq
8
ÿ

n“0

snppx
n
q

per xÑ1
ÝÝÝÝÝÑ `

m
ÿ

k“1

bk
k
“ `

ż 1

0

pptq
dt

t

vorremmo mettere al posto di p una g tale che:

αN “

N
ÿ

n“1

sn “ p1´ xq
8
ÿ

n“1

sngpx
n
q ,

ż 1

0

gptq
dt

t
“ 1
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Idea della dimostrazione

gptq “

#

0 per t P
“

0, 1
e

˘

1 per t P
“

1
e
, 1
‰

t

gptq

1{e 1

αN “
ÿ

kďN

sn “
8
ÿ

k“1

skgpp1{eq
k{N
q

σN “
αN

N
“

1

N

N
ÿ
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skgpe
´k{N
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ˆ

1´ e´
1{N

1´ e´1{N

˙

1

N

N
ÿ

k“0

skgpe
´k{N
q

“

´

p1´ e´
1{N
qN
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loooooooooomoooooooooon
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p1´ e´
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Serie divergenti
Spazi di Hardy

Teoria dei Numeri

Metodi di sommabilità
Dalle serie agli integrali

Littlewood

ř

an Abel sommabile & |nan| ď C ñ
ř

an convergente

Dimostrazione.∣∣∣∣sN ´ f

ˆ

1´
1

N

˙∣∣∣∣ ď 1

N

«

N
ÿ

n“1

|nan|` sup
nąN

|nan|

ff

|nan| ď C ñ sn ě ´C
1

Per Karamata ñ Cesàro sommabilità; per Hardy:

Cesàro & |nan| ď C ñ
ÿ

an converge
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Dalle serie agli integrali

Littlewood

ř

an Abel sommabile & |nan| ď C ñ
ř

an convergente

Dimostrazione.∣∣∣∣sN ´ f

ˆ

1´
1

N

˙∣∣∣∣ ď 1

N

«

N
ÿ

n“1

|nan|` sup
nąN

|nan|

ff

|nan| ď C ñ sn ě ´C
1
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Serie divergenti
Spazi di Hardy

Teoria dei Numeri

Metodi di sommabilità
Dalle serie agli integrali

Estendiamo i metodi di sommabilità.

σn “
1

n

ÿ

kďn

akpn ´ kq

Estendiamo σpnq su tutto R` nel modo seguente:

σpuq :“

ż u

0

pu ´ tqdsptq

integrando per parti e cambiando variabile

σpuq “

ż u

0

spvqdv per u P r0,8q

Definizione

Un integrale
ş8

0
dspvq è Cesàro sommabile se esiste

lim
uÑ8

σpuq “ lim
uÑ8

ż u

0

spvqdv “ `
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dspvq è Cesàro sommabile se esiste

lim
uÑ8

σpuq “ lim
uÑ8

ż u

0

spvqdv “ `

16 / 42



Serie divergenti
Spazi di Hardy

Teoria dei Numeri

Metodi di sommabilità
Dalle serie agli integrali

Estendiamo i metodi di sommabilità.
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Metodi di sommabilità
Dalle serie agli integrali

Per le serie di potenze
ř8

n“0 anx
n riscriviamo x “ e´t :

lim
xÑ1

8
ÿ

n“0

anx
n “ lim

tÑ0

8
ÿ

n“0

ane
´tn

se la serie a destra converge per ogni t ą 0, possiamo scrivere:

8
ÿ

n“0

ane
´tn “

ż 8

0

e´tvdspvq “ t

ż 8

0

spvqe´tvdv

l’Abel sommabilità diventa:

lim
xÑ1

8
ÿ

n“0

anx
n “ `  lim

tÑ0

ż 8

0

tspvqe´tvdv “ `

Definizione

Un integrale
ş8

0
dspvq è Abel sommabile se esiste per ogni t ą 0 il limite

lim
tÑ0

ż 8

0

e´tvdspvq “ `
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Serie divergenti
Spazi di Hardy

Teoria dei Numeri

Metodi di sommabilità
Dalle serie agli integrali

Teorema (Abel ñ Cesàro per integrali )

Sia spvq non descrescente, continua a destra, nulla per v ă 0, tale che

F ptq “

ż 8

0

e´tvdspvq esiste per ogni t ą 0

Se esiste α ą 0 tale che

tαF ptq ÝÑ ` per t Ñ 0

allora
spuq „ `uα pΓpα` 1qq´1 per u Ñ8

Osservazione

Nel caso α “ 0 ritroviamo l’Abel sommabilità la Casàro sommabilità.
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Teorema (Abel ñ Cesàro per integrali (α “ 0))
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Serie divergenti
Spazi di Hardy

Teoria dei Numeri

Spazi di Hardy sul disco
Spazi di Hardy sul semipiano

Preliminari

Ω aperto connesso di C , f : Ω Ñ C continua

Definizione

f si dice olomorfa se è C-differenziabile, ovvero se esiste

lim
zÑz0

f pzq ´ f pz0q

z ´ z0
“ `

Notazione (HpΩq)
Ω Ă C, indichiamo con HpΩq le funzioni olomorfe su Ω.
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A Ă R2 aperto, u : AÑ R, u P C 2pAq

Definizione (Laplaciano)

4u :“
n
ÿ

i“1

B2u

Bx2
i

4u :“
B2u

Bx2
`
B2u

By2
su R2

Definizione (Funzione armonica)

Una funzione u è armonica se 4u “ 0.

Fatto

Ogni funzione olomorfa è armonica

B

Bx
“

1

2

ˆ

B

Bz
`
B

Bz

˙

,
B

By
“

1

2i

ˆ

B

Bz
´
B

Bz

˙
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Spazi di Hardy sul disco

Data g : r´π, πs Ñ C, g P L1pr´π, πsq, sia
ř8

´8 cne
inx la sua serie di

Fourier

cn “
1

2π

ż π

´π

gptqe´intdt con
8
ÿ

´8

|cn| ă 8

Siano D “ tz P C : |z | ă 1u, S1 “ tz P C : |z | “ 1u

u0 : S1 Ñ C
e iθ ÞÑ gpθq

Domanda

È possibile estendere g a una funzione olomorfa su D?
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Poiché f olomorfa ñ f armonica,

Domanda

Si può estendere u0 a una funzione armonica su tutto D? Cerchiamo una
soluzione del Problema di Poisson sul disco

℘ :

#

4u “ 0 su D
u “ u0 su S1

Proposizione

Date gptq (e quindi u0), questa si estende a soluzione di p℘q su D.

upzq “ c0 `

8
ÿ

n“1

cnz
n `

8
ÿ

n“1

c´nz
n

gpθq “ u0pe
iθq “ c0 `

8
ÿ

n“1

cne
inθ `

8
ÿ

n“1

c´ne
´inθ
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Cenno della dimostrazione

Data u0pe
it
q, distinguiamo due casi:

(n ě 0) zn è olomorfa su S1 e si estende su D
(n ă 0) z´n

“ pz̄qn si estende in modo anti-olomorfo su D

8
ÿ

n“1

cnz
n e

8
ÿ

n“1

c̄´nz
n

sono continue poiché convergono totalmente su D.
Allora upzq è armonica su D e risolve (℘).

Vediamo che

upre itq “
8
ÿ

´8

anr
|n|e int “ c0 `

ÿ

ną0

cnz
n

looomooon

olomorfa

`
ÿ

ną0

c´nz
n

loooomoooon

anti-olomorfa

Affinché l’estensione sia olomorfa dovrà essere c´n “ 0 per ogni n P N.
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Sostituendo a cn l’espressione dei coefficienti di g , troviamo:

upzq “
1

2π

ż π

´π

gptq

«

1` 2<

˜

8
ÿ

n“1

pzne´intq

¸ff

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

hpt,zq

dt

possiamo scrivere u come

upzq “
1

2π

ż π

´π

gptqhpt, zqdt

sostituendo z “ re iθ, hpt, zq diventa

Pr pθ ´ tq “
1´ r2

1´ 2r cospθ ´ tq ` r2

chiamiamo φ l’angolo pθ ´ tq e definiamo

Definizione (Nucleo di Poisson per il disco)

Pr pφq “
1´ r2

1´ 2r cospφq ` r2
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φ

Figura: Nucleo di Poisson, per r Ñ 1
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Data u0 su S1, la soluzione al problema (℘) è data da

upre iθq “
1

2π

ż π

´π

Pr pθ ´ tqgptqdt “
1

2π
pPr ˚ gqpθq

Osservazione

Fissato r P p0, 1q, possiamo scrivere i coefficienti di Fourier di Pr pθq:

Pr pθq “
8
ÿ

´8

r |n|e inθ

Se gptq “
ř8

´8 ane
int , i coefficienti della sua estensione armonica sono

cnpuq “ cn

ˆ

1

2π
pPr ˚ gq

˙

“ cnpPr qcnpgq “ anr
|n|

Fatto (Approssimazione per convoluzione)

Esiste il limrÑ1 upre
itq “ limrÑ1 pPr ˚ gq ptq “ gptq.
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Limiti radiali

Definizione

Sia f pr , θq “ f pre iθq funzione continua su D. f ha limite radiale se esiste
finito

lim
rÑ1

f pre iθq “ f pe iθq per quasi ogni θ P r0, 2πs.

Fatto (già)

Se g P L1pr´π, πsq con cn “ 0 per n ă 0, la sua estensione olomorfa ha
limite radiale, poiché

upre itq “ pPr ˚ gq
rÑ1
ÝÝÝÑ g

Domanda („Tauber)

Quali funzioni olomorfe su D ammettono limite radiale per |z |Ñ 1?
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Teorema (Teorame di Fatou)

Sia f olomorfa e limitata su D, allora f ammette limite radiale:

lim
rÑ1

f pre iθq per q.o. θ P r0, 2πs

Dimostrazione

f è olomorfa, su Dr “ tz P C : |z | ď rură1, dunque

f pzq “
8
ÿ

n“0

anz
n
“

8
ÿ

n“0

anr
ne inθ

Questa è la serie di Fourier di f vista su S1
r

f pre itq “
8
ÿ

n“0

anr
ne inθ

‖f ‖2
L2
θ
pS1

r q
“

ÿ

ně0

|an|2 r 2n rÑ1
ÝÝÑ

ÿ

ně0

|an|2 ď M2

allora gptq “
ř8

n“0 ane
int

“ f pe itq in L2
pS1
q
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Riassumendo

Data g P L2pS1q con gptq “
8
ÿ

n“0

ane
int

upre itq P HpDq,

upre itq „ pPr ˚ gqptq
rÑ1
ÝÝÝÑ gptq

inoltre upre itq P L2pS1
r q per ogni r P p0, 1q

Viceversa

f pzq P HpDq limitata ñ f pre itq
rÑ1
ÝÝÝÑ f pe itq

P L2pS1q

inoltre f pre itq P L2pS1
r q per ogni r P p0, 1q

x

y

D

S1

S1
r

S1
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Diamo un nome allo spazio

HpDq X L2pS1q

Definizione (Spazio di Hardy su D)

Lo spazio

H2pDq “

#

f P HpDq : sup
rPr0,1q

1

2π

ż π

´π

∣∣f pre iθq∣∣2 dθ ă 8+

è uno spazio vettoriale normato con:∥∥f pre iθq∥∥
H2 :“ sup

rPr0,1q

‖f ‖L2
θpS

1
r q
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Spazi di Hardy sul semipiano

Definizione (Transfomata di Fourier)

Data f : RÑ C integrabile, la sua trasformata di Fourier è

pf pξq :“

ż 8

´8

f psqe´2πisξds per ogni ξ P R

Definizione (Transfomata inversa di Fourier)

Data pf : RÑ C, integrabile la sua anti-trasformata di Fourier è

qf psq :“

ż 8

´8

pf pξqe2πiξsdξ

Definizione (Decrescita moderata)

f e pf sono moderatamente decrescenti su R se

|f pxq| ď A

1` x2
e

∣∣∣pf pξq∣∣∣ ď A1

1` ξ2
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Sia R2
` “

 

px , yq P R2 : y ą 0
(

. Il bordo di R2
` è R.

Domanda

Si può estendere u0 : RÑ C a una funzione armonica su R2
`?

℘ :

#

4u “ 0 su R2
`

upx , 0q “ u0pxq su R

u0pxq “

ż 8

´8

pu0psqe
2πixsds

“
1

2π

ż `8

0

pu0psqe
izs

looomooon

olomorfa

` pu0p´sqe
´i z̄s

loooooomoooooon

anti-olomorfa

ds

Chiediamo pu0psq “ 0 per s ă 0.
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Domanda

Quali f in L2pRq hanno supp pf Ă r0,`8q?

Teorema

Siano f e pf moderatamente decrescenti. Allora f si estende a F pzq

continua e limitata su R2
` “ tz “ x ` iy : y ě 0u, olomorfa su R2

` se e

solo se pf pξq “ 0 per ogni ξ ă 0.

Teorema (Paley-Wiener)

Sia f continua e moderatamente decrescente. f si estende a una funzione
intera tale che

|f pzq| ď Ae2πM|z|

con A ą 0, se e solo se supp pf Ă r´M,Ms.
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Riassumendo

Data f P L2pRq con F pzq “

ż 8

0

pf pξqe2πiξzdξ

F px ` iyq P HpR2
`q,

F px ` iyq „ phy ˚ gqpxq
yÑ0
ÝÝÝÑ gpxq

inoltre F px`iyq P L2
xpRq per ogni y P R`

Viceversa

F pzq P HpR2
`q limitata ñ F pzq è estensione olomorfa di f pxq

P L2pRq

con pf pξq “ 0 per ξ ă 0

inoltre F px`iyq P L2pRq per ogni y P p0,`8q

R2
`

R x

y

x
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F pzq sta in HpR2
`q X L2

xpRq

Definizione (Spazio di Hardy su R2
`)

Lo spazio

H2pR2
`q “

"

F P HpR2
`q : sup

yą0

ż 8

´8

|F px ` iyq|2 dx ă 8
*

“ H2`

è uno spazio vettoriale normato con:

‖F px ` iyq‖H2` :“ sup
yą0

‖F‖L2
x pRq
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8
ÿ

n“1

1

n

an “ sm ´ log n Œ bn “ sm´1 ´ log n Õ

an “ bn `
1

n

lim
nÑ8

an “ lim
nÑ8

bn “ γ

Definizione (costante di Eulero-Mascheroni)

γ è definita come

lim
nÑ8

˜

n
ÿ

k“1

1

k
´ log n

¸

“: γ
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Funzione di Möbius

µpnq “

$

’

&

’

%

1 se n “ 1

p´1qr se n è prodotto di r primi distinti

0 se n ha almeno un fattore multiplo

8
ÿ

n“1

µpnq

n

converge?

Teorema

Sia f psq “
ř8

n“1
an
ns su t<psq ą 1u.

f analitica su t<psq “ 1u & |an| ď C ñ

8
ÿ

n“1

an
ns

converge
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8
ÿ

n“1

µpnq

ns
“

ź

p primi

ˆ

1´
1

ps

˙

“
1

ζpsq

dove ζpsq “
8
ÿ

n“1

1

ns

Fatto

ζpsq analitica su t<psq ą 1u e ζpsq ‰ 0 su t<psq “ 1, s ‰ 1u,
f psq “ 1{ζpsq analitica su t<psq ě 1u e |µpsq| ď 1

8
ÿ

n“1

µpnq

ns
converge

F psq “ ζpsq ´
1

s ´ 1
si estende <psq ą 0

inoltre:

F p1q “ lim
sÑ1

ˆ

ζpsq ´
1

s ´ 1

˙

“ γ
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