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DEFINIZIONE: Sia G un gruppo e sia X un insieme. Si definisce azione
sinistra di G s X una funzione F' : G x X — X tale che:

o F(l,z) =x Vx € X;
o F(g,F(¢',z)) = F(99',2z) V9,9’ € GVx € X.

Notazione. F(g,z) = g(z).

ESEMmPI:
1. G=17/22, X =C.
7)27. = {§) : 62 =1
11 coniugio ¢ quindi un’azione di gruppo definita come 0(z) = z e 1(2) = z.

Spx{1l,....,n} — {1,...,n}
(1,1) — 7(2)

N

R" x AR — AR
(v,P) +— P+vw

4. G=(R\{0},), X =R""\ {0}.
F:Gx X — X tale che F(\,v) = Av.

5. G=2/2Z, X = 5" = {z e R""!| ||z| = 1}.
F(6,z) = —z.

@

la traslazione in uno spazio affine.

6. K C L campi.
G ={0:L — L automorfismi | §|x = idk}, detto gruppo di Galois.
Sia f(x) € K[z] per cui esista a € L tale che f(a) = 0 e prendiamo ’insie-
me R = {radici di f in L} # 0.
Definiamo ’azione di gruppo F' : G x R — R tale che F(g,y) =
Verifichiamo che si tratti di una buona definizione, ovvero che g(y)

fzzaiffi — fy) ZZaiinO

=0 =0

9(y)-
€ R:



perché €K
0=f(y)eK
e glk = idx
=g(y) € R

FatTO: Data F' : G x X — X una azione, allora Vg € G Fj; : X — X tale che
Fy(x) = F(g,2) = g(x) & biunivoca e la sua inversa & F,-1.

Inoltre ¢ : G — S(X) = {mappe biunivoche da X in sé} che associa ad ogni
g € G la mappa F,; ¢ un omomorfismo ****¥,

DEFINIZIONE: Sia x € X. Si chiama orbita di x

O, :={F(g9,2)| g€ G} ={g(z) | g€ G} C X

DEFINIZIONE: Sia x € X. Si chiama stabilizzatore di x

Stab, :={g€ G| g(x)=2} <G

DEFINIZIONE: Definiamo una relazione di equivalenza su X tale che, dati z,y €
X,z ~y<yec0, (& Jg € G tale che y = g(x)).
Quindi possiamo scrivere

X=|]0.

rzeX

Osservazione. Poiché Stab, < G allora G/Stab, ¢ un insieme (I'insieme delle
classi laterali sinistre).

PROPOSIZIONE: Sia F : G x X — X una azione di G su X e sia z € X.

Allora la funzione
In: G/Stab, — O,

gStab, — F(g,x)

¢ biunivoca.

Dimostrazione. e Dimostriamo che sia una buona definizione.
gStab, = ¢’ Stab,
((g’)*lg) Stab, = idx
(97"g) (@) =2
g(g " 9)(@) =g ()
=4

x ()

g(z)



e Surgettivita.

y € 0, & Jg € G tale che y = g(z) = y = g(z) = U(gStab,)

o Iniettivita.
[I(gStab,) = II(g' Stab,,)

9(x) = 4'(z)
(¢ ') () =2 = (¢')'g € Stab, < gStab, = ¢'Stab,

O

COROLLARIO: Se |G| < oo, allora |(G/Staby)| = % = |O,|, da cui deriva

I’equazione delle classi:

|G| = |Stab| - [Og|

ESEMPI:

7. Avendo G gruppo e X = G, F : G x G — G tale che F(g,h) = gh ¢ una
azione (moltiplicazione a sinistra).

8. Avendo G gruppo e X = G, F : G x G — G tale che F(g,h) = ghg™' &
una azione (coniugio).
Siah € G, Staby, = {g € G| ghg™" = h} = {g € G| gh = hg} = centralizzatore di h

DEFINIZIONE: F' azione di gruppo si dice fedele se ¥ : G — S(X) che associa a

g Papplicazione F; & un omomorfismo iniettivo, cioe Ker¥ = {1}

KerUV={geG|F,=id} ={ge G| F(g,x) =ax Vo e X} = ﬂ Staby
zeX

ESEMPIO: F : G x G — G il coniugio. Allora Ker¥ = Z(G) il centro di G.

DEFINIZIONE: Un’azione di gruppo si dice transitiva se Vx,y € X dg € G
tale che y = g(x) (esiste cio¢ una sola orbita).

ESEMPI:

9. F:0(n+1)xS™— S™ tale che F(A,v) = Av.
Fissiamo e; € S™ e definiamo p : O(n+1) — S™ tale che p(A) = Ae; = AL
p & surgettiva < lazione di O(n + 1) su S™ & transitiva.

Prendiamo v; € S™ e completiamolo a base ortonormale di R"*!. Poiché
le basi sono ortogonali allora 3A € O(n + 1) tale che Ae; = v; Vi e quindi
p & surgettiva (e l’azione ¢ transitiva).



10.

Allora

Poiché abbiamo visto che I’azione e transitiva, O., = S™ e quindi

O(n+1) u sn

-

\ _--~" = biunivoca

O(n+1)/0(n)

G(k,n) = {sottospazi di R™ di dimensione k} si dice Grassmanniana.
G(1,n) =P ' =R"\ {0} /~

con la relazione di equivalenza definita dall’azione di gruppo dell’esempio
4.

DatounV € G(k,n), V C R", scagliamo una base ortonormale {v1, ..., v}
di V' e prendiamo

O(n) x G(k,n) — G(k,n)
(A, Span(vi,...,vg)) =  Span(Avy,...,Avy)

Sia (come nell’esempio precedente) p : O(n) — G(k,n) tale che p(A) =
Span(Aey, ..., Aex). p & surgettiva (la dimostrazione ¢ analoga a sopra).
Allora I'azione agisce transitivamente (€ Ogpance,.....er) = G(K, 1) ).

Cerchiamo Stabspane, ,....e,) = 14 € O(n)| Span(Ae, ..., Aey) = Span(e1, ...

_( B|C " _ _
B|O

4




Quindi il seguente diagramma & commutativo:

O(n) z G(k,n)

L
_--"" x biunivoca

O(n)/o(k)x0(n—k)




