Basi cicliche (Cappellini-Casulli)

Teorema: Sia K un campo. Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione n.
Siano k € {1,...,n}, a1, ...,ax € {1,...,n}, taliche a1 +...4+ar = n, A1, ..., \x €K,
tali che Vi,j € {1,...,k}, i # j, \i # Aj.

Sia f € End(V) tale che my = (t — A1) - ... - (t — ).
Allora detta B = {v1,1, ..., Vay,1, V1,2, s Vag,2; -3 U1,k -+ Uay i} UNA base di V di
Jordan per f, v = vg,,1 + Vay,2 + ... + Vg, 1 genera una base di V ciclica per f.

DIMOSTRAZIONE: Sia I(f,v) = {q¢ € K[t]l¢(f)(v) = 0} un ideale di K][t]
e sia my¢,, il suo generatore. v genera una base di V ciclica per f & my, = my.
Poiché my ,(f) ¢ un endomorfismo,

myo(f)(v) =0=my,(f)(Vay,1) + oo + mp0(f)(Vay,6) = 0.

Vay1 € VX 5y Vay i € V5 VX, -, V3, somo sottospazi vettoriali di V
f-invarianti, Vi, j € {1,...,n} i # j Vi, NV), = 0, allora

mf7v(f)(va171) + ...+ mfm(f)(vahk) =0& mf,v(f)(vam) =0V € {1, ey k}
Vie{1,..,k}.
Poiche (f — A\;id)* (w) = 0 Vw € VY, in particolare (f — A;id)* (v, i) = 0.
Poiché v, 4, (f — Niid)(Va, i)y -y (f — Niid)* "1 (g, ;) sono linearmente indipen-

denti (base di Jordan)

(f — )\iid)a(’l)ai’i) = O(Ck € N) =« 2 a; = (t — )\ﬂd)a‘

mf,v.

Quindi my = (t — A1id)® - (t — Aadd)®> - ... - (E — Agid) ¥ |y .
Poiche I(f) C I(f,v)mys|ms = mys, = my. Tesi.



