
Basi cicliche (Cappellini-Casulli)

Teorema: Sia K un campo. Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione n.
Siano k ∈ {1, ..., n}, a1, ..., ak ∈ {1, ..., n}, tali che a1+ ...+ak = n, λ1, ..., λk ∈ K,
tali che ∀i, j ∈ {1, ..., k}, i 6= j, λi 6= λj .
Sia f ∈ End(V) tale che mf = (t− λ1)a1 · ... · (t− λk)ak .
Allora detta B = {v1,1, ..., va1,1, v1,2, ..., va2,2, ..., v1,k, ..., vak,k} una base di V di
Jordan per f , v = va1,1 + va2,2 + ...+ vak,k genera una base di V ciclica per f .

DIMOSTRAZIONE: Sia I(f, v) = {q ∈ K[t]|q(f)(v) = 0} un ideale di K[t]
e sia mf,v il suo generatore. v genera una base di V ciclica per f ⇔ mf,v = mf .
Poiché mf,v(f) è un endomorfismo,

mf,v(f)(v) = 0⇒ mf,v(f)(va1,1) + ...+mf,v(f)(vak,k) = 0.

va1,1 ∈ V ′λ1
, ..., vak,k ∈ V ′λk

; V ′λ1
, ..., V ′λk

sono sottospazi vettoriali di V
f -invarianti, ∀i, j ∈ {1, ..., n} i 6= j Vλi ∩ Vλj = 0, allora

mf,v(f)(va1,1) + ...+mf,v(f)(vak,k) = 0⇔ mf,v(f)(vai,i) = 0∀i ∈ {1, ..., k}.

∀i ∈ {1, ..., k}.
Poichè (f − λiid)ai(w) = 0 ∀w ∈ V ′λi

in particolare (f − λiid)ai(vai,i) = 0.
Poichè vai,i, (f − λiid)(vai,i), ..., (f − λiid)ai−1(vai,i) sono linearmente indipen-
denti (base di Jordan)

(f − λiid)α(vai,i) = 0(α ∈ N)⇔ α ≥ ai ⇒ (t− λiid)ai | mf,v.

Quindi mf = (t− λ1id)a1 · (t− λ2id)a2 · ... · (t− λkid)ak |mf,v.
Poichè I(f) ⊆ I(f, v)mf,v|mf ⇒ mf,v = mf . Tesi.
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