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Introduzione

Preso un gruppo G, lo spazio Q(G) dei quasimorfismi reali e il suo sottospazio
H(G) dei quasimorfismi reali omogenei sono oggetti classici di studio nell’ambito
della teoria geometrica dei gruppi. Una funzione a: G — R & detta quasimorfi-
smo se |a(gh) — a(g) — a(h)| & uniformemente limitato al variare di tuttii g,h € G
ed ¢ detto omogeneo se a(g”) = na(g) per tuttii g € G, n € Z. Nell’ambito
della coomologia limitata ¢ interessante lo studio del quoziente H(G)/ Hom(G, R),
che risulta essere isomorfo ad un sottospazio di HZ(G;R), il secondo modulo di
coomologia limitata di G a coefficienti reali.

Grazie ad un risultato di Nikolai V. Ivanov [Iva90], sappiamo che lo spazio HZ(G; R)
dotato della seminorma canonica ¢ sempre uno spazio di Banach, per ogni gruppo
G. Inoltre, per tutti i gruppi iperbolici come ad esempio il gruppo libero su n
generatori F,, si ha che la dimensione di tale spazio come R-spazio vettoriale &
infinita (e di conseguenza automaticamente non numerabile) [EF97].

Dunque anche lo spazio H(F,) ha dimensione infinita e non numerabile su R.
Per provare a dare una struttura e una caratterizzazione di tutti i quasimorfismi
omogenei reali di F;, introduciamo una nozione piu generale possibile di quasimor-
fismi tra gruppi che estenda la definizione di quasimorfismi reali. Utilizzeremo in
particolare il gruppo QOut(F,,) dei quasiendomorfismi invertibili di F,, e la sua
azione sui quasimorfismi reali che estende quella naturale di Out(F},) per mostra-
re che il sottospazio Span(QOut(F,,) - Hom(F),,R)) ¢ denso in H(G) rispetto alla
topologia della convergenza puntuale. Nel Teorema 4.16 mostreremo piu nello spe-
cifico che un sottospazio denso ¢ dato dall’orbita di Hom(F,,, R) sotto 'azione di
QOut(z)(Fn), ovvero del sottogruppo caratteristico generato dai quasiautomorfismi
di ordine al piu 2.

La tesi e strutturata nel seguente modo: nel Capitolo 1 si richiameranno al-
cune nozioni generali sulla coomologia di gruppi e saranno definiti gli spazi dei
quasimorfismi (omogenei). Nel secondo capitolo saranno introdotte invece le no-
zioni di quasimorfismi tra due gruppi generici, estendendo la definizione scaturita
dalla coomologia limitata. Nel Capitolo 3 entreremo nel dettaglio per quanto ri-
guarda i gruppi liberi finitamente generati, verra citato il Teorema di Grigorchuk
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[Gri94] che esplicita un sottospazio di dimensione numerabile denso in H(F),) e
sara dimostrata un’estensione di tale risultato nel Teorema 3.2: verra costruito un
sottospazio denso, di dimensione numerabile e Out(F},)-invariante di H(F,,). Infi-
ne, nel quarto capitolo, studieremo il gruppo QOut(F,,) e arriveremo al risultato
principale nel Teorema 4.16.



Capitolo 1

Coomologia limitata e
quasimorfismi reali

1.1 Coomologia di gruppi

Dato un gruppo G (dotato della topologia discreta), iniziamo richiamando la de-
finizione di coomologia di G a coefficienti in un R|G]-modulo V.
Se R ¢ un anello commutativo, denotiamo con R[G] I'anello di gruppo associato a

ReG:
ageR}.

Se V & un R[G]-modulo, definiamo il sottospazio V¢ degli elementi G-invarianti
di V', ovvero I'insieme

RG] = {Z Qg9

geG

Vé={veV |g-v=uvperognigecG}.

Per descrivere il complesso di cocatene che definisce la coomologia di G a
coefficienti in V', sia per ogni n € N

CMG V) ={f: GM — V]

e sia inoltre 0": C"(G; V) — C"(G; V) definita come segue:

n+1
5nf(907 s 7gn+1) = Z (_1)1.]((907 s Lé\i? cee 7gn+1>.
i=0
E immediato verificare che 6"*! o " = 0 per ogni n € N, dunque la coppia

(C*(G;V),0%) & un complesso algebrico detto anche complesso omogeneo. Inoltre
¢ possibile definire una azione di G su C™(G; V') tramite

(9 F)(g0s---92) =9f(9 90,9 " gn)

4



CAPITOLO 1. COOMOLOGIA LIMITATA E QUASIMORFISMI REALI 5

che di conseguenza porta ad una struttura di R[G]-modulo su di esso. Con un
semplice calcolo si mostra che §" ¢ una mappa di R[G]-moduli (detta anche R[G]-
mappa), dunque gli elementi G-invarianti C*(G; V)% formano un sottocomplesso
di C*(G;V) la cui omologia ¢ per definizione la coomologia di G a coefficienti in
V. Piu precisamente, se

Zn(G§ V) = Cm(G; V)G N Kerd", B”(G; V) — 5n—1(0n—1(G; V)G)
(ponendo B°(G; R) = 0), allora si ha B"(G; R) C Z"(G;R) e
H"(G;V) = Z"(G;V)/B"(G; V).

Definizione 1.1. L’ R-modulo H"(G; V) ¢ detto I'n-esimo modulo di coomologia
di G a coefficienti in V.

1.2 Coomologia limitata

Per dare un senso all’aggettivo limitata dobbiamo innanzitutto definire la nozione
di R[G]-modulo normato. Siano R e G come sopra, e per semplicita poniamo
R =7 o R =R. Denotiamo inoltre con | - | il valore assoluto usuale su R.

Un R[G]-modulo normato V' ¢ un R[G]-modulo dotato di una norma invariante,
cioé una mappa || -||: V' — R tale che:

e |[v]| =0 se e solo se v = 0;

o |[r-v|| <|r|-|lv|| per ognir € R, veV;
o |[v+w| < |v|| + ||w|| per ogni v,w € V;
e ||lg-v|| =]v| perognige G, veV.

Sia V un R[G]-modulo normato. Per ogni f € C™(G; V') possiamo considerare
la norma ¢>

1f oo = sup {[1£ (g0, - Il | (90, -- - 9m) € G™H'} € [0, +00].
Poniamo
GG V) ={f € C"(G;V) | || fllec < +o0}

e osserviamo che CJ'(G; V') € un sottomodulo di C"(G; V). Inoltre, C}'(G; V') & un
R|[G]-modulo normato. 1l differenziale §": C™(G; V) — C™*1(G; V) si restringe
ad una mappa 6": CF(G; V) — C*H(G;V), da cui possiamo definire come di
consueto

Zp(G; V) = Ker 6" N CJHG; V)©, B G V) =" Cp N (G V)9)
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(ponendo BY(G; V) = 0), e dunque
H (G5 V) = Z)(G; V) By (G5 V).
La norma ¢ su C}'(G; V) si restringe ad una norma su Zj'(G; V), che induce a

sua volta una seminorma su H;'(G; V) prendendo 'estremo inferiore tra tutti i
rappresentanti della coclasse, ovvero per ogni o € H*(G; V') si pone

lalloe = mf{[|flle | f € Z5(G5 V), [ =la]}.

Definizione 1.2. L’R-modulo H}'(G; V) ¢ detto I'n-esimo modulo di coomologia
limitata di G a coefficienti in V. La seminorma || - ||: H}'(G;V) — R ¢ detta
seminorma canonica di HJ'(G; V).

L’inclusione C}(G; V) — C*(G; V) induce una mappa
¢ H) (G, V) — H*(G,;V)

chiamata mappa di confronto. In generale tale funzione non ¢ né iniettiva né sur-
gettiva. Il kernel dell’applicazione ¢" ¢ denotato con EH]'(G;V), ed ¢ chiamato
n-esimo modulo di coomologia limitata esatta di G a coefficienti in V.

Per la definizione dell’azione di G, un elemento f € C*(G; V)% & completamente
determinato dai valori che assume sulle (n + 1)-uple aventi 1 come prima entrata.
Pit precisamente, definendo

CGV)=V CHGV)=C Y G V)={f: G" — V},
e considerandoli come R-moduli, abbiamo degli R-isomorfismi
cM GV — TG, V)
p ((917' - 7gn) = 90(1791791927' s g1 gn)) .
Tramite questi isomorfismi, il differenziale §*: C*(G; V) — C*T1(G; V) si traduce
nel differenziale 5°: C"(G; V) — C" " (G; V) definito da
S)g)=g-v—0 veV,geG

epern>1

5 (F)G1s-- s Gni1) = g1+ F(G2s -y Gni1)+

n

+ Z (_1)if(gla ey Giit1s - ey Gnyr) T
i=1

+ (_1>n+1f(gl7 s >gn>-
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Il complesso (C*(G;V),48°) & chiamato complesso non omogeneo (detto anche
bar resolution) associato alla coppia (G,V). Per costruzione, la coomologia di
questo complesso ¢ canonicamente isomorfa a H*(G; V).

Come gia fatto in precedenza per il complesso omogeneo, se V ¢ un R[G]-
modulo normato, possiamo definire il sottomodulo C), (G; V) di funzioni limitate
di C"(G; V). Per ogni n € N, I'isomorfismo C"(G; V)¢ = C"(G; V) si restringe ad
un isomorfismo CF(G; V)¢ = O} (G;V) che preserva le norme, dunque C}(G; V)
& un sottocomplesso di C*(G; V) la cui coomologia ¢ canonicamente isomorfa (e
isometrica) a Hg(G; V).

Coomologia (limitata) in dimensione 0, 1

Restringiamo la nostra attenzione al caso in cui V' = R ¢ uguale a Z o R, in
entrambi i casi dotato della struttura di R[G]-modulo banale. Per semplificare i
calcoli, sara conveniente lavorare con i complessi non omogenei di cocatene (limi-
tate).

Direttamente dalle definizioni abbiamo C(G; R) = Ch(G;R) = R e & = 0,
dunque
H°(G;R) = H)(G;R) = R.
Studiamo adesso cosa accade in grado uno. Per definizione, per ogni f €

C'(G; R) abbiamo

<1

0 (f)(g1,92) = f(g1) + f(g2) — f(9192)-

In altre parole, chiamando come al solito Z'(G; R) (rispettivamente Z,(G; R)) e
B*(G; R) (rispettivamente B, (G; R)) gli spazi dei cocicli e cobordi del complesso
non omogeneo C" (G; R) (rispettivamente C(G; R)), si ha

HY(G;R) = Z'(G; R) = Hom(G, R).

Invece, poiché ogni omomorfismo limitato a valori in Z o in R ¢ banale, anche il
primo modulo di coomologia limitata lo e:

H}(G; R) = Z,(G; R) = 0.

Coomologia limitata in dimensione 2 e quasimorfismi reali

Per lo studio di HZ(G;R), grazie alla mappa di confronto ¢*: HZ(G;R) —>
H?*(G; R), possiamo ridurci a studiare separatamente kernel e immagine di tale
mappa.
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In particolare ci concentriamo sullo studio del kernel FHZ(G; R) della mappa di
confronto.

Definizione 1.3. Una applicazione f: G — R & un quasimorfismo se esiste una
costante D > 0 tale che

|f(91) + f(g92) — f(qr92)| < D

per ogni g1, € G. Il minimo D > 0 per cui vale la disuguaglianza precedente
¢ detto difetto di f, e si denota con D(f). Lo spazio dei quasimorfismi ¢ un R-
modulo, e si denota con Q(G, R).

Nel caso in cui R = R scriveremo piu brevemente Q(G).

Per definizione un quasimorfismo e un elemento di UI(G ; R) il cui differenziale
¢ limitato. Ovviamente sia funzioni limitate (cio¢ elementi in éi(G; R)) sia omo-
morfismi (cioe elementi in Zl(G; R) = Hom(G, R)) sono quasimorfismi.

Come abbiamo gia osservato, ogni omomorfismo limitato a valori in R ¢ banale,
da cui 6; (G; R)NHom(G, R) = {0}. Il seguente risultato ¢ una immediata conse-
guenza delle definizioni:

Proposizione 1.4. Esiste una successione esatta
0 —— Cb(G; R) ® Hom(G, R) — Q(G,R) — EH2(G;R) —— 0

dove la mappa Q(G, R) — EH2(G; R) ¢ indotta dal differenziale 5 : Q(G, R) —»
2 .
Z,(G; R). In particolare

Q(G, R)/ (C,(G: R) @ Hom(G, R)) = EH}(G; R).

Dimostrazione. Siano by, by € éi(G; R), fi,f» € Hom(G, R) tali che f; + b, =
fo 4 by. Allora fi — fo, by — b € @i(G; R) NHom(G, R) = {0}, ovvero f; = fy e
by = by. Dunque la mappa éi(G; R) ® Hom(G, R) — Q(G, R) é iniettiva.

Sia adesso p € EH2(G; R). Per definizione si ha ¢ = [§ 9] con ¢ € C (G; R);
essendo ||¢|lee < +00, anche ||51¢||Oo < 400, e cioe ¥ € Q(G,R). Cio prova la
surgettivita della mappa Q(G, R) — EHZ(G; R).

Infine, per provare l'esattezza della successione in Q(G, R), osserviamo che preso
¢ € Q(G, R), vale che [514,0] = 0 in H}(G;R) se e solo se glgp —§beconb €
C,(G; R), ciot ¢ — b € Z (G; R) = Hom(G, R). Questo porta alla tesi, avendo
provato 'uguaglianza tra immagine della prima e kernel della seconda mappa. []
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Quindi per mostrare che HZ(G; R) ¢ non nullo ¢ sufficiente costruire dei quasi-
morfismi che non stiano a distanza finita da alcun omomorfismo.

Definizione 1.5. Un quasimorfismo f: G — R si dice omogeneo se f(g") =
nf(g) per ogni g € G e n € Z. Lo spazio dei quasimorfismi omogenei ¢ un
sottomodulo di Q(G, R) ed ¢ denotato con H(G, R).

Nel caso in cui R = R scriveremo pit brevemente H(G).

Alcune proprieta generali dei quasimorfismi omogenei sono le seguenti:

Lemma 1.6. Valgono i sequenti fatti:

(i) Se p: G — H é un omomorfismo di gruppi e a: G — R & un quasimorfi-
smo (omoegneo), allora p*a := «op é un quasimorfismo (omogeneo).

(ii) Per ogni f € H(G, R), per ogni g,h € G vale f(ghg™') = f(h).
(iii) Se G € un gruppo abeliano ogni quasimorfismo omogeneo & un omomorfismo.

Dimostrazione. La prima tesi & ovvia. Per la (ii), poiché vale per ogni n € Z che
nf(ghg™') = f((ghg™")") = f(gh"g~") si ha (quando n # 0)

_ | f(gh"g™") — f(h")]

[Flghg™") — f (1) ; <
< DU A gh) + Fle™) = F)]
< 2D()

da cui passando al limite su n si giunge alla tesi.
In modo analogo, se G ¢ abeliano, presi f € H(G, R) e g1,9, € G vale (quando

n #0)

F(g192) — Flg1) — Flgn)| = [/ ((g192)") = fg7') = flg5)] _

|f(g195) — f(gv) — fg5)] _ D(f)

= <

da cui ancora una volta passando al limite su n si ottiene quanto voluto. O
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E ovvio che non esistano quasimorfismi omogenei limitati non nulli. In par-
ticolare, per ogni quasimorfismo f esiste al pill un quasimorfismo omogeneo f
tale che ||f — flloo < +oo. Infatti, preso f € Q(G, R), supponiamo esistano
fi,fo € H(G,R) tali che ||f — filloo = ci per i = 1,2 e ¢; € [0,4+00). Allora per
ogni g € G, per ogni n # 0 si ha

71(0) ~ Falo)] =~ [Fale™) ~ Falg)] <
< (R~ £+ |60 - Tale™)| <
< c1+ ¢y

da cui, passando al limite su n, si ottiene f,(g) = f4(g) per ogni g € G.

Inoltre, essendo banalmente Hom(G, R) C H(G, R), si ha che un quasimorfismo
omogeneo che non sia un omomorfismo non puo stare a distanza finita da un omo-
morfismo.

Quando R = R infine si ha un risultato piu forte:

Proposizione 1.7. Sia f € Q(G) un quasimorfismo. Allora esiste un unico
elemento f € H(G) tale che ||f — f|loo < +00. Inoltre si ha

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che per ogni g € G, m,n € N vale
[f(g™) = nflg™)] < (n—1)D(f).
Infatti, per induzione su n, si ha
[f(g™) = nf(g™)] < D) + (g™ ™) = (n = D f(g™)] <
< D(f) + (n=2)D(f) = (n = 1)D(f).

Dunque (per m # 0, n # 0)

flg")  flg™)| _|flg")  flg™)

n mn

m n

<

N ’f(g;”) B f(g”)

Di conseguenza la successione f(g™)/n € una successione di Cauchy, e lo stesso vale
per la successione f(g~")/(—n). Poiché f(¢")+ f(¢g7") < f(1) + D(f) per ogni n,
possiamo concludere che i limiti

lim flg") lim fg")

= f(9)

n—-+o0o n n——oo n
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esistono per ogni g € G. Inoltre, la disuguaglianza | f(¢") — nf(g)] < (n —1)D(f)
implica che
fg")

n

‘f(g) -

< D(f)

e passando al limite otteniamo che || f — f|loo < D(f). Questo implica immediata-
mente che f & un quasimorfismo e

[f(gh) = f(g) — F(R)] < D(f) + | f(gh) — f(gh) + f(g) — fg) + f(h) — f(R)| <
< D(f) +3D(f) = 4D(f)

da cui D(f) <4D(f). Infine, f & ovviamente omogeneo. O

Dalla proposizione precedente possiamo dunque definire una relazione di equi-
valenza su Q(G), nel modo seguente:

Definizione 1.8. «, € Q(G) si dicono equivalenti (si denota con o ~ [3) se a— 3
¢ una funzione limitata.

Il sottospazio dei quasimorfismi omogenei H(G) si puo allora vedere come il
quoziente H(G) = Q(G)/ ~.
Considerando su Q(G) la topologia della convergenza puntuale, ovvero «,, — « se
an(g) — a(g) per ogni g € G, in seguito sara sempre considerata la topologia di
sottospazio su H(G) piuttosto che quella di quoziente. Le due topologie infatti in
generale sono diverse, con la prima di Hausdorff al contrario della seconda.

Corollario 1.9. Lo spazio Q(G) si decompone come somma diretta
Q(G) = H(G) ® Cy(G;R).
Inoltre la restrizione di 6 a H(G) induce un isomorfismo

H(G)/Hom(G,R) = EHZ(G;R).



Capitolo 2

Quasimorfismi tra gruppi

In questo capitolo introdurremo una definizione categoriale dei quasimorfismi tra
gruppi in modo da estendere la definizione classica di quasimorfismi reali in modo
piu generale possibile.

Definizione 2.1. Dati due gruppi G, H una mappa f: G — H ¢ detta qua-
simorfismo se per ogni « € Q(H) si ha f*a € Q(G). La categoria Q®&tp dei
quasigruppi € definita come la categoria avente come oggetti i gruppi e come frecce
i quasimorfismi.

Dalla definizione & ovvio che la composizione di quasimorfismi sia ancora un
quasimorfismo, per cui Q&tp & una categoria.

Data la relazione di equivalenza per quasimorfismi reali definiamo inoltre:

Definizione 2.2. Due quasimorfismi f,¢g € Homgew (G, H) sono equivalenti (si
denota f ~ g) se per ogni « € Q(H) si ha f*a ~ g*«. Scriviamo [f] per la classe di
equivalenza del quasimorfismo f. La categoria HQ®tp dei quasigruppi omogenei
¢ definita come la categoria i cui oggetti sono i gruppi e le cui frecce sono le classi
di equivalenza di quasimorfismi.

Una immediata verifica permette di notare che la composizione di classi di
equivalenza € ben definita, per cui HQ&tp ¢ una categoria.

In realta per verificare che f € Homge (G, H) ¢ sufficiente provare che per
ogni a € H(H) vale f*a € Q(G). Infatti ogni quasimorfismo « puo essere scritto
in modo unico come o = & + b con & un quasimorfismo omogeneo e b: H — R

12
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una applicazione limitata. Da cio si ha f*a = f*a+ f*b e la tesi e verificata poiché
f*b ¢ limitata. Con le stesse argomentazioni si prova anche che due quasimorfi-
smi fi, fo: G — H sono equivalenti se e solo se ffa — f5a € limitato per ogni
a € H(H). A sua volta quest’ultima caratterizzazione ¢ equivalente alla condizio-
ne che per ogni a € H(H) le omogeneizzazioni fl%z e fﬁx coincidano.

Il seguente criterio € spesso utile nel costruire quasimorfismi:

Lemma 2.3. Data una applicazione f: G — H, se esiste un insieme finito
E C H per cui per ogni g1, go € G esiste un h € H tale che

f(9192) € Ef(91)ERER™ Ef(g2) E,

allora f € un quasimorfismo.

Dimostrazione. Siano a € H(H) e g1,92 € G. Per ipotesi esiste h € H tale che
a(f(g192)) € (Ef(g1)ERERTEf(g2)E). Allora

D(f*a) = sup |f"a(gige) — fra(g) — fra(g)] <

91,92€G

< sup_sup [aler f(g)eahesh™ eaf (g2)es) — alf(gr)) — a(f(g2))| <

91,92€G e;€E

< la(f(91)f(g2)) — a(f(91)) — a(f(g2))] + 7D(a) + Smax afe) <

eck

< 8D(a) + 5m€8g< ale) < +o0.

]

A questo punto e necessario verificare che le nuove definizioni date siano com-
patibili con le definizioni di quasimorfismi reali e della relazione di equivalenza
definita in precedenza su tali spazi.

Lemma 2.4. Le due nozioni di quasimorfismi per mappe f: G — R coincidono.
Analogamente, anche le nozioni di equivalenza coincidono.

Dimostrazione. Sia f una mappa avente difetto limitato e sia a € H(R). Per il
Lemma 1.6 si ha @ = X - id per un certo A € R, da cui f*a = X -id € Q(G),
che mostra che f ¢ anche un quasimorfismo nella nuova accezione. Il viceversa ¢
ovvio dato che f*id = f. La dimostrazione riguardante le nozioni di equivalenza e
analoga. O]
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Corollario 2.5. Homaey(G,R) = Q(G) e Homgaey(G,R) = H(G).
Definizione 2.6. Il gruppo dei quasiautomorfismi di un gruppo G e
QOut(G) := Autgaey(G).
Introduciamo inoltre le notazioni
Q(G, H) := Homge (G, H), H(G, H) := Homgae (G, H),

e manteniamo la notazione & per denotare I’omogeneizzazione di un quasimorfismo
a.

La caratterizzazione dei quasimorfismi omogenei fatta in precedenza puo essere
riscritta come segue:

Lemma 2.7. La mappa
v: H(G, H) — Homye(H(H), H(G)),  u(f)(a) = [,
e dunque anche la mappa QOut(G) = H(G, G)* — Autge(H(G)), é iniettiva.

Come immediata conseguenza di questa riscrittura e dell’invarianza per coniu-
gio dei quasimorfismi omogenei reali si deduce che:

Corollario 2.8. L’applicazione naturale Autey(G) — QOut(G) si fattorizza
tramite Out(G). Denotiamo con qouty: Out(G) — QOut(G) la mappa canonica
che rende commutativo il diagramma

Autg, (G) QOut(G)
\ A@
Out(G)

In generale la mappa qout, non e né iniettiva né surgettiva, ma vedremo nel
Capitolo 4 che nel caso particolare in cui G = F}, essa ¢ sempre iniettiva.
In seguito identificheremo sempre QQOut(G) con il corrispondente sottogruppo di

Autge(H(G)).
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Proposizione 2.9. QOut(G) agisce in modo continuo su H(G) rispetto alla to-
pologia della convergenza puntuale.

Dimostrazione. Se «,, — « puntualmente in H(G) e [p] € QOut(G), allora
pran(g) = anle(g)) = alp(g)) = ¢ alg) per ogni g € G. O

Corollario 2.10. Se V < H(G) & un sottospazio denso rispetto alla topologia della
convergenza puntuale, allora ogni f € QOut(G) é unicamente determinato dalla
sua restrizione fly: V — H(G).

Tale corollario sara particolarmente utile nel seguito, per lo studio dei quasi-
morfismi omogenei di un gruppo libero non abeliano finitamente generato F.



Capitolo 3

Gruppi liberi: il Teorema di
Grigorchuk

Lo scopo di questo capitolo e di introdurre importanti famiglie di quasimorfismi
reali per un gruppo libero non abeliano finitamente generato F' e di esibire un suo
sottospazio denso di dimensione numerabile che sia Out(F')-invariante. Per fare
cio ci appoggeremo a dei risultati dovuti a R.I. Grigorchuk.

Sia S una base di F', ovvero un sottoinsieme libero che genera F', e identifichiamo
F con l'insieme delle parole ridotte su S U S~!, includendo anche la parola vuota
e. Date due parole wy,ws su S US™! scriveremo w; = ws, se coincidono e w; = ws
se definiscono lo stesso elemento di F'. Ovviamente per parole ridotte queste due
nozioni coincidono.

Date due parole ridotte w = y; - - - y; e wg = x1 - - - T, su SUS™!, una wy-sottoparola
di w e una sequenza y; - - - Yj4n—1 CON Y; = T;_j4q per ognii € {j,...,5+n—1}.
Due wg-sottoparole y; - yjin—1 € Yk - Yrin—1 si dice che si sovrappongono se
{,.- ., ij+n—1}3n{k,....k+n—1} # 0. Una famiglia di wg-sottoparole di w
si dice che non si sovrappone se i suoi elementi non si sovrappongono a due a due.
Denotiamo con #,,(w) il numero massimo di wg-sottoparole distinte (ma poten-
zialmente sovrapposte) di w e con #;, (w) il numero massimo di wy-sottoparole
non sovrapposte di w.

Definizione 3.1. Data una parola ridotta wy su S U S~! definiamo le mappe
Puwy: ' —> Z e ¢y, : F' — Z come segue: per ogni elemento g € F' sia w, 'unica
parola ridotta su S U S~ tale che g = w,; a questo punto poniamo

Pwo (g) = #wo(wg) - #wgl(wg) € 90;0 (9) = #Zo(wg) - #Z,O—l(wg)

16
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E banale verificare che le due mappe appena definite siano quasimorfismi, chia-

mati rispettivamente quasimorfismo di conteggio sovrapposto e quasimorfismo di
conteggio non sovrapposto associati alla parola wy. In seguito lavoreremo quasi
esclusivamente con ¢, e percio li chiameremo semplicemente quasimorfismi di
conteqggio.
In generale i quasimorfismi di conteggio non sono omogenei. Le omogeneizzazioni
@, sono dette pit brevemente hoc-quasimorfismi (dall’inglese homogenized over-
lapping counting quasimorphisms). Andremo a provare il seguente teorema, che
risulta essere una modifica al Teorema di Grigorchuk [Gri94]:

Teorema 3.2. Sia H*(F, S) il sottospazio di H(F') generato dagli hoc-quasimorfismi
rispetto all’insieme libero di generatori S. Allora

(1) H*(F,S) é invariante sotto l'azione di Out(F'), e dunque indipendente dalla
scelta dell’insieme S.

(i) H*(F) .= H*(F,S) é denso in H(F) rispetto alla topologia della convergenza
puntuale.

(1ii) H*(F) ha dimensione numerabile.

La dimostrazione del teorema e rimandata a fine capitolo, dopo aver introdotto
ulteriori nozioni utili in tal senso.

Generalizziamo innanzitutto le nozioni di sottoparola e di parole sovrapposte.
Siano w; = x;---T, € Wy = Y1 --- Yy due parole ridotte su S U S~!. Dicia-
mo che un suffisso proprio di w; € un prefisso proprio di wy se esiste un intero
i€{l,...,n—1} taleche n —i < m e perognit € {1,...,n—i} si ha x41; = Y.
Si dice che wy ¢ una sottoparola di w; se esiste un intero ¢ € {0,...,n — 1} tale
che n —i > m e per ogni t € {1,...,m} si ha z;;; = y;. Diciamo che w; e wy
si sovrappongono se un prefisso proprio di una € un suffisso proprio dell’altra o
una delle parole & una sottoparola propria dell’altra. Scriviamo w; h wq se le due
parole non si sovrappongono e chiamiamo w non auto-sovrapposta se w M w.

Definizione 3.3. Un insieme {wy, ..., wy} di k parole distinte, ridotte e non vuote
si dice indipendente se valgono le seguenti condizioni:

(i) L’insieme {w1 W wy ,w,;l} ha cardinalita 2k.
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(ii) Per ogni u,u’ € {wl W, wr ,w,;l} (non necessariamente distinti) si
ha w h ',
In questo caso diciamo che le parole wq,...,w; sono mutuamente indipendenti.

Una parola w si dice auto-indipendente se il singoletto {w} & indipendente.

Lemma 3.4. Sia w una parola su S U S~ non vuota e ciclicamente ridotta.
Allora anche w1 ¢ ciclicamente ridotta e non vuota. In questo caso, w e w™*
sono distinte e non si sovrappongono.

Dimostrazione. La prima affermazione & ovvia. Supponiamo per assurdo che w
1 1

e w™ si sovrappongano o coincidano. Allora, a meno di scambiare w con w™",
possiamo assumere che esista t € {1,...,n} talechew =21+ 2, w =y - -y,
e

yJ:l‘;iJ_H (j:1,...,n), yl:xn,t+l (lzl,,t>

Distinguiamo due casi: se t = 2r ¢ pari allora abbiamo x,ﬁrﬂ =Y = Tpy
contraddicendo il fatto che w sia ridotta; se t = 2r + 1, allora x;ﬁr = Ypi1 = Tp_r
che risulta impossibile. O]

Corollario 3.5. Sia w una parola non vuota ridotta su S U S™L.

(i) Sew (o equivalentemente w™') é ciclicamente ridotta e non auto-sovrapposta,
allora w (e dunque w™') é auto-indipendente.

(7i) Se w é auto-indipendente allora ¢, = ¢, .
Corollario 3.6. Se w ¢ ciclicamente ridotta e non vuota, allora ¢f,(w) = 1.

Dimostrazione. Poiché w ¢ ciclicamente ridotta abbiamo #(w") = n. Per il
Lemma 3.4 w non si sovrappone con w™', e quindi #*_.(w™) = 0. Da cio si
deduce che ¢ (w™) = n e la tesi del corollario. O

Denotiamo con G(S) l'insieme delle parole ciclicamente ridotte e non auto-
sovrapposte su SUS~!. Consideriamo un ordinamento totale < su SUS~! e l'ordine
lessicografico indotto =< sulle parole ridotte. Osserviamo che se due parole in G(S)
sono coniugate, allora sono necessariamente permutazioni cicliche I'una dell’altra.
Tra tutte le permutazioni cicliche di una parola esiste un unico elemento minimale
rispetto a =<, a cui ci riferiremo come coniugio-minimale. Data w € G(5) sia w*
il coniugio-minimale della classe di coniugio [w] e sia w™* il coniugio-minimale di
[w™!]. Definiamo allora

w! ;= min {w*, w_*}

e sia G(S, <)t Tinsieme di tutti i w! per w € G(S). Per costruzione abbiamo
G(S, <)t N(G(S,<)H) " =0 ein pitt G(S, <)TU(G(S, <)*) ™" interseca ogni classe
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di coniugio in G(5) in esattamente un elemento.

Nelle notazioni introdotte enunciamo quindi il Teorema di Grigorchuk, che non
dimostreremo e la cui dimostrazione puo essere trovata in [Gri94]:

Teorema 3.7. (Grigorchuk [Gri94]). Per ogni scelta di ordinamento < su SUS™!
la famiglia {py | g € G(S,<)"} ¢ linearmente indipendente e genera un sottospazio
denso in H(F') rispetto alla topologia della convergenza puntuale.

Studiamo adesso Deffetto dell’azione di Out(F') sugli hoc-quasimorfismi. Os-
serviamo innanzitutto che l'azione di Out(F') su Q(F') preserva le funzioni limi-
tate, dunque induce una azione sul quoziente Q(F)/ ~ e con l'identificazione
Q(F)/ ~ = H(F) lazione coincide con quella su H(F'). Dunque per studiare
effetto dell’azione di Out(F') sugli hoc-quasimorfismi ¢ sufficiente lavorare con i
quasimorfismi di conteggio (sovrapposti non omogenei), che risultano pit comodi
nella trattazione.

Assumiamo che F' = F,, sia libero su n generatori con sistema di generatori
S ={ay,...,a,}. Allora Out(F,) ¢ generato come gruppo dalle trasformazioni di
Nielsen Py, P5, I,'T' che sono determinate dalle seguenti trasformazioni della base:

Pl(a'17"'7an):(a27a17 ';an)
PQ(a17"'7an) — (CLQ, '7an7a1)
I(ay,...,a,) = (a7t ag,. .., a,)
T(alv"'7an) - (a1a27a27 7an)
Le prime tre trasformazioni hanno ordine finito, mentre 7! = P IP, TP IP;;

segue che le trasformazioni di Nielsen generano Out(F},) come semigruppo. Poiché
Py, P,, I preservano le parole ridotte, si ha che per ogni quasimorfismo di conteggio
O, Vale

p;@wo (’LU) = SOPJ._l(wO) (w)> [*pro (w) = @I_l(wo)(w)'

In particolare, H*(F},, S) € invariante rispetto a queste trasformazioni, percio resta
soltanto da capirne il comportamento sotto ’azione di 7.

Per T, le lettere ay,as giocano un ruolo particolare: per snellire le notazioni
denotiamo a := a; e b := ay. Per definizione di T abbiamo T'(s) = T~ !(s) = s per
ogni s € (SUS™)\ {a,a"'}. Inoltre

T(a)=ab, Tla')=b"'a", T 'a)=ab', T 'a')=ba .
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Introduciamo adesso una forma normale per gli elementi di F,,: ogni g € F}, €
unicamente rappresentato da una parola ridotta della forma

g=w=>0"sb" - 5b™

conl>0,n; €Z, s; € (SUSH\{bb'},eperognil <j<l—1n;=0=
55 7 3]'_421'
Rappresenteremo w scrivendo

g =s (n07 S$1,M1, ... 75l7nl>-
Dunque, applicando T', otteniamo
T(g9) =s (ng, S1,M1, -+ -, S1,1),
dove, con la convenzione sy = s;41 = €,

_ —1
nj+1 ses;=alAsj #a

n; = qn, se (sj=alNsji=a)V(s; #aNsj1#a )

_ -1
nj—1 ses;#alNsj=a

condizione che puo essere riscritta pitt brevemente in n; = n;+#4(s;) —#a-1(Sj11)-
In modo analogo si ha anche che

Tﬁl(g) =s (%*7 S1, hj*? teey Sl7/ﬁ;*)7
dove ;" = nj — #4(5;) + F#a—1(5j41)-

Per descrivere 'azione di T su certi quasimorfismi di conteggio, definiamo
I'operatore di troncamento 7, su parole ridotte come segue: dato w in forma
normale, allora

m(w) = s,0™ - b ts,,

Diciamo che una parola w € b-troncata se non inizia né finisce con la lettera b,
ovvero se T,(w) = w. Poiché la trasformazione 7" non modifica le lettere s;, si ha
una corrispondenza biunivoca tra sottoparole b-troncate di g € F), e le sottoparole
b-troncate di T'(g). Questa osservazione sta alla base del seguente lemma:

Lemma 3.8. Sia w una parola ridotta che non sia una potenza di b. Allora
T*p, sta a distanza finita da una somma finita di quasimorfismi di conteggio. In
particolare, T*p, € H*(F,,S).
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Dimostrazione. Usando la forma normale definita in precedenza possiamo scrivere
w =g (mo, 1, M1, ..., "k, mg). Sia g =g (ng, $1,Mn1, ..., S, ;) una generica parola
in F),. Il nostro scopo ¢ quello di determinare una formula per #,(7(g)). Come
osservato sopra esiste una corrispondenza bigettiva tra sottoparole b-troncate di
T(g) e sottoparole b-troncate di g.
Se w' = (0, S¢41,Ne41,-- -, Stak,0) € una sottoparola b-troncata di T'(g) allora la
sua corrispondente sottoparola di ¢ & w’ = (0, 8411, 411", - -+, Sevk, 0) € viceversa.
In particolare, il numero di occorrenze di w' in T'(g) € lo stesso del numero di
occorrenze di ' in qg.
Per contare le occorrenze di w in T'(¢) procediamo come segue: ogni w-sottoparola
di T'(g) porta ad una sottoparola w’ come sopra che soddisfa r; = s;1; € m; = n;44
per ogni ¢ € {1,...,k — 1}. La corrispondente sottoparola w di g dunque soddi-
sfa m;* = n;;, . Chiamiamo una w’ come sopra che deriva da una occorrenza w
estendibile; cio significa che w’ ¢ preceduta da almeno |mg| copie di b o b~! in base
al segno di mq e seguita da almeno |my| copie di b o b~! (in base al segno di my,).
Riformuliamo adesso queste condizioni in termini di g. Per semplicita di tratta-
zione escludiamo i casi estremali ¢t = 0 e t + £ = [, che portano ad un errore
di conteggio di #,(7'(g)) di al pit 2, non importante ai fini della dimostrazione.
L’assunzione ci assicura che s; e s;1x41 esistono e sono ben definiti. Affinché una
w’ sia estendibile devono valere le seguenti condizioni: per 'estremo sinistro della
parola, € necessario che mgn; > 0 e |ny| > |mg|. Allo stesso modo, per 'estremo
desto, occorre che myng, > 0 e [ngg| > |myl.

Traduciamo queste condizioni su w’ in condizioni su w”". Per I'estremo sinistro
della parola, deve valere una delle seguenti condizioni:

mo—O,

mo >0 A ﬁt*Zmo—i—l,

mo>0 A n =myo A (ss=aVr #al),
me>0 A n=mog—1 A (ss=aAr#al),
me <0 A ﬁZ*SmO—L

mo<0 A n=myg A (s #aVr =alt),
me<0 A nf=mog+1 A (ss#aAri=al).

Osserviamo che tutte queste condizioni sono disgiunte. Poiché mg e r; sono de-
terminati dalla parola fissata w, le condizioni dipendono solamente da s; e n; .
Inoltre, nei casi in cui sono coinvolte delle disuguaglianze per n;" il valore di s;
irrilevante. Dunque il fatto che le condizioni siano soddisfatte dipende solo dalle
|mo| + 1 lettere precedenti a w'". Le condizioni per D'estremo destro sono analo-
ghe per simmetria (considerando gli inversi) e quindi valgono le stesse conclusioni.
Questo implica che le condizioni possono essere espresse da un insieme finito di
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. . % .\ . .
parole WV in cui w’ deve essere contenuta. Piu precisamente: sia Wi :=

{e} se mo = 0,
{omo} U {ab™1} se mg > 0AT #a
{pmo Tt U {ab™} semg>0AT =a?,

{st™ | s € (SUS™)\ {a,b,b71}} U{b™~ 1} semg <O0AT #a?,
{stmotl | s e (SUST)\ {a,b, b1} U{b™} semg<OATH =at.

Allo stesso modo definiamo Wiy, € consideriamo W = Wieg - w” - Weight- Se w' &
una parola b-troncata di T'(g) che non sia un caso estremale e w” e la corrispon-
dente parola b-troncata di g allora w’ ¢ estendibile se e solo se w" & contenuta in
una W-sottoparola di g.

Per definizione, il numero di occorrenze di w in T'(g) & esattamente il numero di
w’ estendibili o, equivalentemente, delle corrispondenti w'". Diciamo che questo
numero ¢ dato precisamente dal numero di sottoparole d1 g che sono uguali ad una
certa parola in V. In altre parole, diciamo che ogni w’ puo essere estesa in modo
unico ad un elemento di W. Una parola in W ¢ un’estensione di una parola uguale
a w se & ottenuta concatenando una parola di Wie a sinistra e una di Wiigne a
destra.

Dobbiamo provare che per ogni sottoparola uguale a W' esiste al pill una esten-
sione a parola di W e che ogni parola di W ¢ estensione di al piu una sottoparola
uguale a w’ . Un altro modo per dire cio e il seguente: se w;w *wr = wyw" w,. con
wy, w; € W]eft e Wy, W, € Wiigny allora w; = w; e w, = w,. Ma cio e Verlﬁcato
automaticamente dal fatto che nessuna parola in Wi, puo essere estesa ad un’al-
tra in Wiege aggiungendo lettere a destra, e la stessa cosa simmetrica vale per Wiignt -

Abbiamo dunque provato che |#4,(T(g9)) — Xuew #u(9)| < 2. Effettuando
lo stesso ragionamento con gli inversi, questo implica che T*p,, ¢ equivalente a

ZuEW Pu- O

Per dimostrare la T-invarianza di H*(F,,, S) resta da verificare I'invarianza dei
quasimorfismi di conteggio della forma . Per fare cio usiamo il seguente lemma:

Lemma 3.9. Sia s € SUS™! e sia w una parola ridotta avente come ultima lettera
s. Allora il quasimorfismo

Pw — Z Pws’

s'€(SUS—1)\{s~1}

e limitato, e dunque ha omogeneizzazione banale.
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Dimostrazione. Assumiamo che w appaia come sottoparola di una parola ridotta
wp. Allora o w contiene 1'ultima lettera di wy o esiste una lettera s’ # s~ do-
po loccorrenza di w. Il quasimorfismo percio conta la differenza tra il numero
di occorrenze di w contenenti 'ultima lettera e il numero di occorrenze di w™*
contenenti la prima lettera, ed e limitato in valore assoluto da 1. O

Come semplice conseguenza abbiamo quanto voluto:

Lemma 3.10. Per ogni k € Z, T*ope € H*(F),, 5).

Dimostrazione. Poiché ¢,-x = —pyr, € sufficiente provare la tesi per k£ > 0.
Per k = 1 si ha T*p, = @, + . Per k > 1, per il lemma precedente (ponendo
w = bF1)
Pok ~ Ppk—1 — Z Pok—1s
SE(SUS— D)\ {b,b—1}

e la tesi segue per induzione utilizzando quanto dimostrato per parole non potenze
di b. m

Riassemblando tutti i risultati ottenuti si ha:

Corollario 3.11. Lo spazio H*(F,,S) é invariante sotto l’azione di Out(F,).

A questo punto siamo pronti per completare la dimostrazione del teorema
principale di questo capitolo, il Teorema 3.2.

Dimostrazione del Teorema 3.2. Abbiamo appena visto che H*(F,,, S) ¢ invarian-
te sotto l'azione di Out(F,,). Poiché Out(F;,) agisce transitivamente sugli insiemi
liberi di generatori di F,,, segue che H*(F,,S) ¢ indipendente dalla scelta di S.
Questo prova (i).

Inoltre, H*(F),,S) contiene la famiglia {@, | g € G(S,<)*}. Per il Teorema di
Grigorchuk (Teorema 3.7), questa genera un sottospazio denso di dimensione nu-
merabile in H(F,,), dunque anche H*(F,,,S) ¢ denso e di dimensione almeno nu-
merabile. Esso pero ¢ generato da una quantita numerabile di elementi, dunque
ha dimensione numerabile. Cio prova (ii) e (iii) e conclude la dimostrazione. [J



Capitolo 4

Quasiautomorfismi di un gruppo
libero

Per riuscire a descrivere lo spazio dei quasimorfismi reali omogenei nel caso di un
gruppo libero finitamente generato F), occorre studiare lo spazio QOut(F,) dei
quasiautomorfismi.

Riprendendo le notazioni dei capitoli precedenti osserviamo per prima cosa che
il gruppo Out(F,,) si immerge in QOut(F,):

Proposizione 4.1. La mappa qouty, : Out(F,) — QOut(F,) é iniettiva.

Dimostrazione. Sia f € Aute(F,) rappresentante di una classe [f] € Ker(qouty, ).
Scriviamo f(a;) come parola ridotta del tipo f(a;) = z;w;z; " per un certo x; € F,
e un w; ciclicamente ridotto. Consideriamo il quasimorfismo di conteggio non so-
vrapposto ¢, e la sua omogeneizzazione @‘; . Poiché f*ggf:] = ggj‘; si deduce,
grazie al Corollario 3.6, che

oh(a5) = o4 (f(ay)) = @b, (wjwia; ") = @, (w;) = 1.
Questo implica che, essendo

N1—1>I£oo .Nj - gofuj(aj) =1,

per N sufficientemente grande si ha ¢j, (aY) > 0, ovvero che w; & una sottoparola
di al. Sia quindi w; = a} per un certo k € N'\ {0}. Dal fatto che

ooelay) fwle) g LNJ_l
k

T L R A )

24
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si ottiene allora che k =1 e percio w; = a;.

Abbiamo quindi dimostrato che per ogni j =1,...,nsi ha f(a;) = xjajxj_l. Resta
adesso da provare che z; ¢ indipendente dall’indice j. Se per assurdo cosi non fosse,
senza perdita di generalita possiamo supporre x; # x5. Scriviamo x; e x5 come
espressioni ridotte del tipo 1 = tu =t ---tjuy---up € xo =tv =ty -- -ty --- Vg
con tj,uj,v; € SUS™ h+k>1ewu #v. Questo implica che le scritture u™tv
e v~ sono ridotte. In particolare, calcolando f(ajas) come

flaras) = f(a1)f(ag) = via127 'waa025 ' = tuayu tvayy ™1

I’espressione ottenuta ¢ ridotta. Abbreviamo r := ua;u 'vasv~!, che risulta essere

ciclicamente ridotta e osserviamo che |r| > 4. In piu, vale, ancora per il Corollario
3.6,

pi(aras) = @i(flamas)) = i(trt™") = g;(r) = 1.
Con le stesse argomentazioni di prima, r ¢ una sottoparola di (ajas)" per un
qualche N con N grande, ovvero

N

(a1az)
(a2a1)ka2
(a1a2)
(aza1)"

per un certo k > 0 nei primi due casi, k£ > 0 nei restanti due. Con calcoli analoghi
a quelli fatti per af, si ha

e — 1

b= Plaraz)an (0102) = SD)(‘(GQal)kaz (a1a2) = k41

da cui k=0, e

— — 1
* *

1 = gp(alag)k(alag) = gp(%al)k(alag) — E’
da cui necessariamente k = 1. Ma allora r € {ay, as, ajas,asa;}; in particolare
|r] <2, in contraddizione con quanto osservato sopra. [l

Lo studio del gruppo QOut(F,,) sara fatto tramite costruzioni esplicite di quasi-
morfismi, per cui ci sara utile la seguente proposizione che permette di riconoscere
mappe che siano quasimorfismi.

Proposizione 4.2. Sia G un gruppo qualsiasi e sia h: F,, — G una mappa
arbitraria. Se esiste un sottoinsieme finito E C G tale che:
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(i) Comunque prese due parole wy e wy per cui wiwsy € ridotta, si ha h(wiwsy) €

Eh(wy)Eh(ws)E,
(ii) Per ogni g € F,, vale h(g~') € Eh(g)'E,
allora h € un quasimorfismo.

Dimostrazione. Senza perdita di generalita possiamo supporre che E sia chiu-
so per elementi inversi. Dati g,¢’ € F,, possiamo sempre trovare parole ridotte
w,w',x tali che g = wx, ¢ = 7', e wr, v~ 2’ e ww' siano tutte ridotte. Sia
adesso h come da ipotesi. Allora h(gg') = h(ww') € Eh(w)Eh(w')E. Inoltre
h(g) € Eh(w)Eh(z)E, che implica che h(w) € Eh(g)Eh(z)"'E. Allo stesso modo
concludiamo che h(w') € Eh(x)Eh(g')E. Mettendo insieme le tre relazioni trovia-
mo che h(gg') € E*h(g)Eh(z) ' E3h(z)Eh(¢')E?. Definendo E := (E U {¢})? la

relazione si traduce in
h(9g') € Eh(g)Eh(z)" Eh(x)Eh(g)E
e la tesi segue dal Lemma 2.3 riguardante il riconoscimento di quasimorfismi. [

Utilizziamo adesso il criterio per descrivere una classe di quasiendomorfismi di
gruppi liberi che modificano una parola localmente. Dato un k > 0, sia f: (S U
S—1)k  — F,, una mappa dall’insieme delle parole ridotte su SUS~! di lunghezza
k in F,, tale che per ogni u ridotta si ha f(u™!) = f(u)~!. Chiamiamo una mappa di
questo tipo trasformazione locale di lunghezza k. Definiamo adesso ¢: F,, — F),
come segue: data una parola ridotta w = wy - - - w,y,, con w; € S U S,

€ sem <k
flwy - -wg) f(wy - wpgr) -+ f(Win—pog1 - Wh)  se M > kK

Lemma 4.3. Per ogni trasformazione locale f la mappa ¢y ¢ un quasimorfismo.

Dimostrazione. Per dimostrare quanto voluto utilizzeremo la Proposizione 4.2.

k
Per quanto riguarda la prima condizione, poniamo F = ({5} Uf((Sus ’1)’jed)) .
Siano w = wy - - - wy € W' = wy4q - - - Wy, parole in F), tali che ww’ sia ridotta. Allora

@f(ww’) = flwy - wg) fwy - wWg1) -+ [(Winepgr -+ W)
& una parola, per definizione di F, contenuta in
Eor(w)Ep(w)E =

Ef(wl"'wk)”'f(wt—kJrl'“wt)Ef(wt+1"'wt+k>"'f(wm—k+1"'wm)E~
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Per la seconda proprieta, osserviamo che per una parola ridotta w si ha

or(w™h) = flwy,' - wy e y) - flwghwpt) =
= f(Wm—gogr W) " H e fwy - wy) T =

= pp(w)™
Cio conclude la dimostrazione del lemma. ]

Definizione 4.4. Data una trasformazione locale f, il quasimorfismo ¢ ¢ chia-
mato quasimorfismo locale modellato su f.

4.1 Parte di torsione in QOut(F,)

Una informazione importante nello studio di QOut(F},) ci viene data data a partire
dagli elementi di torsione.

Definiamo il gruppo W (Z) delle permutazioni di Z tali che la distanza degli
elementi con le loro immagini sia limitata, ovvero

W(Z) :={f:7Z — Z | f bigettiva e ||f — id||c < +00}.

Per il Teorema di Cayley ogni gruppo finito é isomorfo ad un sottogruppo di W(Z).
Andremo adesso a dimostrare il seguente risultato:

Teorema 4.5. Per ogni n > 2 il gruppo W(Z) si immerge in QOut(F,). In
particolare il gruppo QOut(F,) ha cardinalita non numerabile e contiene elementi
di torsione per ogni ordine.

Per provare questo teorema occorre introdurre una ulteriore classe di quasien-
domorfismi di F,, che non modificano le parole solo localmente. Per gli scopi del
teorema useremo la seguente immersione di W (Z). Innanzitutto immergiamo Z
in N mappando ¢ in 2i + 2 per ¢ > 0 e in —27 — 1 per ¢ < 0. Questo induce un
immersione di W(Z) nel monoide

B(N):={0: N— N | 0(0) =0, |0 —id|e < +o0}.

Sara quindi sufficiente costruire un omomorfismo iniettivo di monoidi da B(N)
in H(F,, F,)*. Preso un ¢ € B(N) definiamo una mappa n,: F,, — F,, co-
me segue: per ogni g € F), possiamo rappresentare g in maniera unica come
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wiaiwy - - wi—atwy con w; € Fop = (a1,...,ap_1) € Wo,..., w1 # €, €
i; € Z\ {0} per j =1,...,l. Definiamo quindi

/

_ i i_q
To(g) = wia wy - - - wi—1an~ Wy

dove

. O'(Zk> se 1, >0
VA =

k —U(—ik) se 1, < 0.

In pratica andiamo a rimpiazzare ogni occorrenza di a’, o a,* compresa tra potenze
di altre lettere con aZ® e a;7®). Applicando la Proposizione 4.2 con

E = {af1

il < llo — idllos |

si prova che 7, € un quasimorfismo per ogni ¢ € B(N), e banalmente la mappa
o — T, € un omomorfismo di monoidi.

Per concludere la dimostrazione del teorema resta da mostrare solamente che
la mappa B(N) — QOut(F},) data da o — 7, € iniettiva.

Siano o,0’ € B(N) distinti. Vogliamo dire che le funzioni 7, e 7, non sono
equivalenti. Supponiamo senza perdita di generalita che per un certo ¢ si abbia
o(i) = j > o'(i). Sia ¢ ; il quasimorfismo di conteggio che conta il numero di
occorrenze di al e denotiamo w := aja’a;. Allora

Topa (W) = ¢ (mana1)*) =k,

* ) k . . . . . . * )
mentre 7,¢,; (w") = 0. Facendo variare k € N si ottiene quindi che mjp,; ~
TP, € dunque Ty o Ty

Corollario 4.6. Chiamando QOut y, (F,) il sottogruppo caratteristico di QOut(F;,)
generato da tutti gli elementi di ordine al pit k e Out(sn)(F,) il sottogruppo ca-
ratteristico generato da tutti gli elementi di ordine finito, per il Teorema 4.5 si ha
che tutti questi gruppi sono non banali e formano una catena

di sottogruppi caratteristici.

Introduciamo adesso una terza classe di quasiautomorfismi di F;,, il cui effetto
sulle parole ridotte e rimpiazzare certe sottoparole.
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Definizione 4.7. Data una parola ridotta w su SUS™!, una decomposizione di w
¢ una sequenza di parole ridotte (us, ..., u;) tali che la concatenazione wuy - - - uy €
ridotta e coincide con w. Dato un insieme W = {wy, ..., wy} di parole ridotte indi-
pendenti il numero di occorrenze di parole di W nella decomposizione (uy, ..., u;)
¢ il numero di indici i € {1,...,t} per cui u; € W U W1, Una decomposizione
(up...,us) ¢ detta W-massimale se tale numero ¢ massimale. Una decomposizio-
ne (ui,...,u41) € un raffinamento semplice di (uf,...,u;) se esiste un k tale che
w; = ul per i < k, upugpr1 = up, € Uiy = u; per i > k. Una decomposizione ¢ un
raffinamento di un’altra se & ottenuta ripetendo raffinamenti semplici.

Lemma 4.8. Dato un insieme di parole indipendenti W = {wy, ..., wr} e una
parola w, esiste un’unica decomposizione W-massimale (uy,...,u;) di w che sia
minimale rispetto al raffinamento tra tutte le decomposizioni W -massimali.

Dimostrazione. L’esistenza di una decomposizione W -massimale minimale e ovvia.
Siano v = (uy,...,u;) e v’ = (uf,...,u}) due decomposizioni W-massimali e
supponiamo che entrambe siano minimali rispetto al raffinamento. Per induzione
¢ sufficiente mostrare che u; = u}. Se per assurdo cosi non fosse, poiché le parole
in W sono indipendenti si ha che almeno una tra u; e u} non sta in W U W~!
(hanno lo stesso prefisso). Senza perdita di generalita possiamo supporre che u; ¢
WUW L. Per ipotesi u ¢ minimale rispetto al raffinamento, dunque u, € WUW !
(altrimenti la decomposizione (ujusg,us, ..., u;) sarebbe ancora W-massimale e u
sarebbe un raffinamento di questa). Se uj € W U W ™! allora u} non pud essere
né piu lunga né piu corta di w;: infatti, nel primo caso si avrebbe che u] e sy si
sovrapporrebbero contraddicendo l'indipendenza di W, mentre nel secondo caso
si potrebbe effettuare un raffinamento di u spezzando u; e aumentando il numero
di occorrenze di parole di W, contraddicendo I'ipotesi di W-massimalita di u. Se
anche u), ¢ W U W' per la stessa argomentazione fatta in precedenza uy €
W U WL Possiamo dunque supporre senza perdita di generalita che ) sia pit
corto di uy: questo implica, a causa dell'indipendenza di W, che la lunghezza di
uwjuly € al piu la lunghezza di uy. Ancora, potremmo spezzare u; in modo tale da
aumentare il numero di occorrenze di parole di W giungendo ad un assurdo. [

In seguito ci riferiremo a questa decomposizione unica come la W-decomposizione
di w.

Definizione 4.9. Sia W := {w;, ws} l'insieme costituito da due parole indipen-
denti che hanno la stessa lettera iniziale e la stessa lettera finale. Data una
parola ridotta w € F,, con W-decomposizione (uq,...,u;), definiamo la parola
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w' =y u; dove

w9 se u; = Wy

w1 Se U; = Wa
. |

U; = § Wy S€ u; = Wy

Wy se ui:wgl

U; altrimenti.

La mappa fu, w,: Frn — F, tale che fi,, w,(w) = w' & chiamata quasimorfismo di
rimpiazzamento associato alla coppia {wq,ws}.

Osserviamo che fy,, 4, ¢ un quasimorfismo grazie al criterio, scegliendo E come
I'insieme di tutte le parole di lunghezza al pitt max {|ws], |ws|}. Nella pratica, la
funzione fy, ., rimpiazza tutte le occorrenze di wi™' con occorrenze di w3 e vi-
ceversa. Poiché le parole rimpiazzate iniziano e finiscono con le medesime lettere,
si ha che i quasimorfismi di rimpiazzamento mappano parole ridotte in parole ri-
dotte. Inoltre, fy, w, manda {w;,wsy}-decomposizioni in {wy, wy }-decomposizioni.
Poiché f2 ., =id si ha che

fw1,w2 € Qout(2) (Fn) .

Studiamo adesso l'azione dei quasimorfismi di rimpiazzamento sui quasimorfi-
smi di conteggio. Per costruzione di f,, ., il numero di occorrenze della parola w,
in w ¢ maggiore o uguale del numero di occorrenze di wy in fy, w, (w). Essendo
Jfuw,.w, Una involuzione, si conclude che

* _ * _
fwl,wggpwl - Spww fwl,wQQOwQ - 90101'

Abbiamo percio dimostrato che:

Lemma 4.10. Siano w, e ws due parole auto-indipendenti con la prima e ['ultima
lettera in comune. Se linsieme {wy,ws} é indipendente, allora @y, € Gu, SONO
contenuti nella stessa orbita in H(F,) rispetto all’azione di QOuty)(F,).

Enunciamo anche altri due lemmi riguardanti coppie di parole indipendenti,
dalla dimostrazione pressoché banale:

Lemma 4.11. Sia w una parola auto-indipendente di lunghezza > 2 con lettera
iniziale a € S U S™! e lettera finale b € (SUS )\ {a,a™'}. Allora esistono degli
interi positivi i, tali che {w,a't’} sia un insieme indipendente.
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Dimostrazione. Sia ¢ la lunghezza di w. Si verifica allora banalmente che {w, agbf}
¢ un insieme indipendente. O

Lemma 4.12. Per ogni coppia di elementi distinti e indipendenti a,b € S U S™1
e per ogni intero positivo i,j linsieme {ab™ta"'b,a’t’} ¢ indipendente.

Dimostrazione. Poiché a’t’ non contiene né la lettera a=! né la lettera b=!, nessun
prefisso (suffisso) di ab~'a=1b di lunghezza maggiore o uguale a 2 puo essere un
suffisso (prefisso) di a’d?. 1l caso di prefissi (suffissi) di lunghezza 1 ¢ banale. [

Corollario 4.13. Siano a,b € SUS™ con a & {b,b~'} e sia

O(F,,S): = {@ ’ w auto-indipendente e ciclicamente ridotta su S U S’l}
C H (Fn) € H(E).

Allora ogni QOut(y)(F;,)-orbita che interseca ®(F,,S) contiene almeno uno tra @,
e ©ap- In particolare, il numero di tali orbite é al piu 2.

Dimostrazione. Sia w una parola auto-indipendente e ciclicamente ridotta su S U
S~ Se|w| = 1, allora w = a per una certa lettera a e non c¢’¢ niente da dimostrare.
Se invece |w| > 2 con una certa lettera iniziale a e una lettera finale b ¢ {a,a'},
combinando i Lemmi 4.10, 4.11 e 4.12 si ottiene che il quasimorfismo @,, sta nella
stessa QOut o) (F,)-orbita di g

Fissata una coppia {a, b} come nelle ipotesi, per mostrare che ogni quasimorfismo
in ®(F,,S) sta nella stessa QOut,)(F,)-orbita di p, o di @g consideriamo, con
Py, Py, I trasformazioni di Nielsen gia introdotte, i seguenti automorfismi esterni
di F:

Cv:=P,*"PPY,  k=0,....n—1

che agisce sull’insieme di generatori S = {ay,...,a,} scambiando tra di loro a1
e agro (con la convenzione che a,1 = ay),

Dy = CrlChy1 -+ Cp1CrpCh—1 -+ - Cpy1 Chy, 0<h<k<n-2
che scambia le lettere a, 1 € ax o lasciando invariate le lettere restanti, e
Dy = Dy Py PYF P, 0<h<k<n-—2

. . . . . -1 -1 .
che trasforma gli elementi a,, e a9 rispettivamente in a;, e a;., ;. Tali auto-
morfismi sono tutti involuzioni, percio appartengono certamente a QOut,)(F,).
Inoltre esse agiscono transitivamente sull’insieme

(SU 5_1)2 \ {(s,r) ’ s € {r, r‘l}}

e A*p, = gom) per ogni A € {Dh,k,Dh’k ’ 0<h<k<n-— 2}, da cui la tesi.
]
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Il corollario mostra la presenza di al pit due orbite che intersecano ®(F,,S),
ma non da alcuna informazione sulla possibilita che @, e pg con a,b come nel-
le ipotesi stiano nella stessa orbita. In effetti non sappiamo se un elemento che
colleghi le due orbite esista in QOut(,)(F},) e neanche in QOut(F,). Il seguente
lemma pero prepara il terreno per mostrare che ., € contenuto nella chiusura del
sottospazio generato dall’orbita di @,.

Lemma 4.14. Se {wy,wy} & un insieme di parole indipendenti con la prima e
lultima lettera in comune allora

f;}l,wzgpa = Ya + (Pa(w2) — Va(w1)) (Puy — Puws) -

Dimostrazione. Confrontando il numero di occorrenze di @ in f,, w,(w) con quelle
in w si osserva che per ogni occorrenza di w; in w, #,(w;) copie di a vengono
rimosse, mentre #,(ws) copie di a vengono aggiunte. Allo stesso modo, per ogni
occorrenza di wy in w, #,(ws) copie di a vengono rimosse e #,(w;) copie di a
aggiunte. Combinando cid con conti analoghi per a~! si ottiene la tesi. O]

Corollario 4.15. Siano a,b € SUS™" cona ¢ {b,b~'}. Allora
Pab € Span(QOuty)(Fy) - @a).

Dimostrazione. Consideriamo le parole w := ab~'a™'b e wy, := ab~*aba='b con k >
1. Definiamo inoltre per ogni k& > 1 l'insieme Wy, := {w, wy} che risulta essere un
insieme indipendente di parole con stesse lettere iniziali e finali. Possiamo dunque
considerare il quasimorfismo di rimpiazzamento f,, ... Applicando il Lemma 4.14
e passando agli omogeneizzati vale

—

* — — —_—
fwk,wgpa = Pa t Pab—1a-1b — Pab—Faba—1b

essendo o, (ab~ta"tb) = 0 e p,(ab*aba='b) = 1. Poiché le parole ab~la'b
e ab sono indipendenti, grazie al Lemma 4.10 esiste g € QOuty,(F},) tale che
9" Pab-1a-14 = Pap. Ponendo gi := fu, wg € QOut 5 (F,), vale

Pab = " Cab-1a-16 = 9" (fay, wPa — Pa + Lab—rava-1p) =
= tPa = 9"Pa + T PabFaba-1-
Poiché tutti gli elementi di F,, hanno lunghezza finita, passando al limite per

k — 400 si ha @y repa-1, — 0 e quindi anche ¢*pup—rapa-1py — g0 = 0 per
continuita dell’azione. Deduciamo allora che

Fa = lim (9% — 9"%a) € Span(QOut (F) - a).
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Osservando banalmente che @, € Hom(F},,R) e riprendendo il Teorema di Gri-
gorchuk (Teorema 3.7) arriviamo infine al risultato cercato:

Teorema 4.16. Per ognin > 1 si ha

H(F,) = Span(QOut,)(F7,) - Hom(F,, R)).

Dimostrazione. Per 1 Corollari 4.13 e 4.15 vale

O(F,, S) C Span(QOut(y)(F;,) - Hom(F,, R)).

Inoltre si ha anche l'inclusione {p, | g € G(S, <)"} C ®(F},,S) con il primo insie-
me denso grazie al Teorema di Grigorchuk. Dunque

H(F,) = Span(®(F,, S)) € Span(QOuty, (F,) - Hom(F,,R)) C H(F,),

le inclusioni sono tutte delle uguaglianze e percio

H(F,) = Span(QOuty)(F7,) - Hom(F,, R)).
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