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Definizioni preliminari

Dato EC Z:

Definizione (Densita asintotica superiore)

- _ |[EN{—n,—n+1,...,n—1 n}|
d(E) =1
(£) = lim sup 2n+1

Definizione (Densita superiore di Banach)

En{MM+1,.. N—-1




Teorema Szemerédi

Teorema
Ogni E C Z con densita superiore di Banach positiva contiene
progressioni aritmetiche di lunghezza arbitraria.



Teorema di Sarkozy-Flirstenberg

Dimostreremo il seguente risultato:

Teorema
Sia E C Z con densita superiore di Banach positiva e p(x) € Z[x]
con p(0) = 0. Allora (E — E)n{p(n) : n€ Z} # 0.



Principio di Corrispondenza di Fiirstenberg

Definizione
(X, A, pn, T) é sistema che conserva la misura se (X, A, 1) é sp.
probabilizzato e T : X — X € invertibile p-invariante.

Teorema

Sia E C Z tale che d*(E) > 0, allora esiste un sistema che
conserva la misura (X, A, 1, T) ed esiste A € A con u(A) = d*(E)
tale che YF € Fin(Z) (sottoinsiemi finiti di Z) vale:

d*(((E=n)) = u(() T"A).

neF neF



Principio di Corrispondenza di Fiirstenberg
Costruiamo un sistema che conserva la misura:
o (X,7(C)) dove X = {0,1}* e C = {C(nj,¢;) : C(nj,€&;) C X}
con C(nj,ej) ={xe X : x(nj)=¢;, 1 <i<t}



Principio di Corrispondenza di Fiirstenberg
Costruiamo un sistema che conserva la misura:
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Principio di Corrispondenza di Fiirstenberg
Costruiamo un sistema che conserva la misura:
o (X,7(C)) dove X = {0,1}* e C = {C(nj,¢;) : C(nj,€&;) C X}
con C(nj,ej) ={xe X : x(nj)=¢;, 1 <i<t}
e A={xe X : x(0)=1}€eC
o T: Tx(n)=x(n+1)
o I{/t}ten tc

nel; nel;



Principio di Corrispondenza di Fiirstenberg
Costruiamo un sistema che conserva la misura:
o (X,7(C)) dove X = {0,1}* e C = {C(nj,¢;) : C(nj,€&;) C X}

con C(nj,ej) ={xe X : x(nj)=¢;, 1 <i<t}
A={xeX :x(0)=1}eC
T : Tx(n)=x(n+1)
a{lt}teN t.c.

d*(E) = lim LZXE lim ZlA (T"xE)

=50 [l e [l 2

p:C—[0,1]

p(C(n,-, , lim | Z 1C n, :) T XE)

dove {lt,} C {I+} opportuna.
d*(E) = p(A).



Principio di Corrispondenza di Fiirstenberg
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e si estende a p misura di probabilita su X
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Principio di Corrispondenza di Fiirstenberg

e p T-invariante e additiva
e si estende a p misura di probabilita su X
e 4 & T-invariante

F = {n, ..., ng} sottoinsieme finito di Z

T PANLOT™A) = lim o Z Lr=man.or-na) (T xe)

nElz,

= lim | ZXE m)N...0(E—ny) (M)

el |It5 n€ly,

< d*((E—m)N..N(E—nk))



Sarkozy-Flurstenberg versione ergodica

Sono equivalenti:
Teorema (Sarkozy-Fiirstenberg versione combinatoria)
Dato E C Z con d*(E) > 0 e p(x) € Z[x] con p(0) = 0. Allora

(E—E)n{p(n) : neZ} #0.

Teorema (Sarkozy-Fiirstenberg versione ergodica)

Sia p(x) € Z[x] con p(0) = 0 allora per ogni (X, A, u, T) sistema
che conserva la misura

{p(n) : neZ}n{n: pW(ANT "A) >0} #£0.



Equivalenza dei due risultati

Proposizione

Sia (X, A, u, T) sistema che conserva la misura e {Ap}nez
successione di elementi di A tali che u(A,) =a>0 VneZ,
allora esiste T = {n;};cz sottoinsieme di indici tale che d(T') > a e
per ogni F = {nj, ..., n; } sottoinsieme finito di indici in T vale

el ﬂ An;j) > 0.

n,-J.EF



Teorema (Sarkozy-Fiirstenberg versione combinatoria)
Dato E C Z con d*(E) > 0 e p(x) € Z|x] con p(0) = 0. Allora

(E—E)n{p(n) : neZ} #0.

Teorema (Sarkozy-Fiirstenberg versione ergodica)

Sia p(x) € Z[x] con p(0) = 0 allora per ogni (X, A, u, T) sistema
che conserva la misura

{p(n) : neZ}n{n: nW(ANT"A) >0} #0.



Equivalenza dei due risultati

e versione ergodica = versione combinatoria
(X, A, 1, T) e A come nelle ipotesi = 3n € Z t.c.
w(AN T=P(MA) > 0. Ponendo F = {0, p(n)} otteniamo che

d*(EN(E = p(n))) = p(AN T PMA) >0



Equivalenza dei due risultati

e versione ergodica = versione combinatoria
(X, A, 1, T) e A come nelle ipotesi = 3n € Z t.c.
w(AN T=P(MA) > 0. Ponendo F = {0, p(n)} otteniamo che

d*(EN(E = p(n))) = p(AN T PMA) >0

e versione combinatoria = versione ergodica
{T"A|n € Z} verifica la Prop. = 3I' = {n,};cz con

d(l') > 0. Poniamo E =T = dnj,n; €T t.c. nj — n; = p(n)
con n € Z, quindi

W(TPMANA) = (AN T WA) = p(TVAN TMA) > 0.



Strumenti

e (X, A, 1) uno spazio probabilizzato allora
[2(X, A, p) = {f : X = (o0, 400) , /f2dﬂ < oo}

& uno spazio di Hilbert, con (f,g) = [f- g du.



Strumenti

e (X, A, 1) uno spazio probabilizzato allora
L%&AMQZUHX—q—m;m@,/?%u<m}

& uno spazio di Hilbert, con (f,g) = [f- g du.

e H sp. di Hilbert e M sottospazio lineare chiuso.

= H=MaodM"



Strumenti

Dato (X, A, i, T) U t.c. Uf(x) = f(Tx) Vf e L?(X, A, u)e&op.
unitario indotto da T.

Teorema (teorema della media ergodica)
(X, A, 1, T) e U op. unitario su L>(X, A, 1) indotto da T

N
1

lim = U"f=Pf fel?(X .
= ’VE?’ON,,ZIU Ve L°(X, A, n)

Dove P & la proiezione sullo spazio delle funzioni U-invarianti.



Teorema (Sarkozy-Fiirstenberg versione ergodica)
Sia p(x) € Z[x] con p(0) = 0 allora per ogni (X, A, j1, T) sistema
che conserva la misura

{p(n) : neZ}n{n: nW(ANT"A) >0} #0.



Dimostrazione

(X, A, p, T) sistema che conserva la misura
e U indottoda T,

Heat = {f € L2(X, A, n) : UKf = f per qualche k € N},

H,ar & sottosp. lineare chiuso di L2(X, A, ).



Dimostrazione

(X, A, p, T) sistema che conserva la misura
e U indottoda T,

Hear = {f € L2(X, A, ) : UKf = f per qualche k € N},

H,at & sottosp. lineare chiuso di L2(X, A, p1).
e Ac Acon u(A)>0 = 1a=g+hcong=Py,la.
Quindi possiamo trattare separatamente le due componenti di 14.



Dimostrazione

e Fissato € > 0 37, k tali che UPk")f = UKf = f VYneZe
If —gll<e = HUP("”)g — g|| < 2€ Percio VN > 1

N
[ 3w <2
n=1



Dimostrazione

e Fissato € > 0 37, k tali che UPk")f = UKf = f VYneZe
If —gll<e = HUP("”)g — g|| < 2€ Percio VN > 1

N
[13-urmg o] <2
n=1

e (Van der Corput trick) H sp. di Hilbert reale, {x,}nez
successione limitata di vettori.

N

. 1
YheZ h#0 lim ~ nzl<xn,xn+h> =0
I




Dimostrazione
D’altra parte per induzione su deg( )

lim H U”("” hH

N—oo



Dimostrazione
D’altra parte per induzione su deg(p)

1 N
lim HN S U”("”)hH —0
n=1

N—oo

e (Caso base p = an) teorema della media ergodica

N
H 1 an
Nh—rgoﬁ g_lU h=P,h=0



Dimostrazione
D’altra parte per induzione su deg(p)

1 N
lim HN S U”("”)hH —0
n=1

N—oo

e (Caso base p = an) teorema della media ergodica

N
H 1 an
Nh—rgoﬁ g_lU h=P,h=0

o (Caso induttivo) Van der Corput trick (x, = UP(k" p)

N N
. 1 T 1 kn kn-+kr
lim NZ(Xn,xn+,>—AII|m NZWP( )b, yPtkntkn)

N=o0 n=1 e n=1
L
< i = p(kn-+kr)—p(kn)—p(kr) p1| — (.
< fim JlAl]- 5> U =0

n=1



Dimostrazione

Per N abbastanza grande

N
1
HN S uptk, - gH <3¢
n=1



Dimostrazione

Per N abbastanza grande

N
H% S uptk, - gH <3¢
n=1
Quindi

N
‘% D (UPEI 14, 10) — (g, 1A>)‘ < 3e.

n=1

Percid 37 tale che [(UPK™M14,14) — (g,14)] < 3e.
AN T PEMA) = (UM 14,14) > (g,14) — 3¢

e (g,1a) > u(A)%.



