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1 Introduzione

Piccolo avviso: 1 teoremi con il simbolo ¢ sono stati dimostrati a lezione.
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1.1 Numero di condizionamento
Definizione 1.1. Il numero condizionamento di A € C"*™ ¢ dato da u(A) :=
IAJIA=

Osservazione 1.Se A ¢ unitaria, in ||-||2 vale pa(A) = 1.

Osservazione 2.Se A ¢ diagonalizzabile: A = SDS™! e vale T"'AT = B
Hessenberg superiore, per Bauer-Fike, ’errore nel calcolo degli autovalori
dipende da

w(T718) = |T7S|ISTIT) < w(T)u(S)

quindi per minimizzare il condizionamento devo minimizzare p(7") (sperando
ad esempio in 7" unitaria).

Oss. 3: Numero di condizionamento per matrici speciali.
e SeT ¢ una matrice elementare di Gauss, ||T||oc < 2 e quindi poo (7)) < 4.

o Per matrici T elementari di Householder o di Givens vale pus(7) = 1
(sono ortogonali).

Definizione 1.2. Sia A € C"™*" di rango k. Si dice numero di condiziona-

mento di A il valore u(A) := || Al|[|AT].

Osservazione 4.In norma 2 vale z(A) = 2+
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2 Premesse

Si usa praticamente sempre che:

1. Una matrice A si puo riportare tramite trasformazioni di similitudine
ad una matrice B in forma normale di Hessemberg superiore.

2. Se A e hermitiana, si puo riportare in forma tridiagonale.

Infatti:

Oss. 1: Trasformazione 1.Supponiamo A hermitiana e consideriamo la
seguente successione di matrici:

AD = 4
A+ Tk,_lA(k)Tk k=1,....m—1
AM — B

dove T}, = 1 — ﬁkukukH soono matrici di Householder. Se T'=T1Ts - Ty—1
B = T~ ' AT Passi nella costruzione:

1. PO ¢ cln=1)x(n=1) tale che PMa; = aje; dove e € R*1 .
2. P =71 — Brvivf! con vy = ap + sgn(agll)Halﬂgel da cui si ricava oy .
3. Ty = diag(1, PM) = I — 5(0,v1)T(0,v)

4. iterando, al k -esimo passo la matrice A ¢ tridiagonale in (k—1) x (k—1)
, € si modifica alla riga e colonna k .

5. L’unica cosa da calcolare ¢ il costo di P(*) B*) p(¥) che modifica I'ultima
parte di A .

6. esplicitando i conti, ponendo r = B B® vy, e g, = 1 — %Bk(r,?vk)vk)
si ha:
PHB®PE = B®) — gofl — (gui)?

7. i costi dominanti sono per il calcolo di ggv che & (n—k)? moltiplicazioni

e di B(k)vk che ha lo stesso costo.
8. sommando su k , il costo totale ¢ %n?’ .

Se A non fosse hermitiana si otterrebbe un costo totale di gn3 .

Oss. 2: Remind sulla fattorizzazione QR.
 esiste anche per matrici rettangolari;

e () ¢ una matrice unitaria;
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e R e triangolare superiore;

o l'unicita non ¢ garantita se non a meno di matrici di fase;
61
o una matrice di fase ¢ S = con |6;] =1, diagonale e
On,

unitaria.

Oss. 3: Norme matriciali di matrici non quadrate.Data A € C™*"
per m,n € N qualsiasi, si definisce
II-]]: ™™ = R

A — max || Ax||
[lz]|=1

Si verifica che la funzione soddisfa le proprieta di norma e che ||Afl2 =
p(ATA)

Oss. 4: Disuguaglianza di Kantorovich.Se A definita positiva (con \; e
An minimo e massimo autovalore), per ogni x # 0 si ha

(xf 2)? >4 A1\,
(xH Az)(xH A 1z) = (A + A\p)?

2.1 Matrix pencil

Definizione 2.1. Siano A, B € C™*™ e A\ € C . La matrice A— AB si chiama
matriz pencil (o semplicemente pencil).

Definizione 2.2. Siano A,B € C"*" e A € C . Se det(A — AB) non ¢
identicamente nullo, il pencil si dice regolare.

Se il pencil & regolare, p(\) := det(A — AB) ¢ il polinomio caratteristico
del pencil e le sue radici si dicono autovalori del pencil. Se degp < n , allora
per definizione oo ¢ un autovalore del pencil.

Il problema generalizzato agli autovalori e risolvere

Ar=ABx z#0

Oss. 5: Oss. 1.Se det B # 0 allora B'Az = Az e cio¢ gli autovalori
generalizzati del pencil coincidono con gli autovalori di B~'A . Ne segue che
in questo caso co non puo essere un autovalore generalizzato.

Oss. 6: Oss. 2.Se detA # 0 si ha A™'Bx = %x e cioe gli autovalori
generalizzati del pencil sono i reciproci degli autovalori di A™'B . In questo
caso se A~'B ha un autovalore 0 , co & un autovalore generalizzato.
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Esempio Se det B = 0 e quindi tkB < n si possono presentare varie

situazioni:
1 2 1 0

con p(A) = 2(1 — \) e quindi autovalori generalizzati A, 0o .

(12) -(12)

con p(\) = 2 e quindi A\ € C p(\) = 0 , ovvero I'unico autovalore
generalizzato € oo .

(o) #=(o0)
con p(A) = 0 e quindi I'insieme degli autovalori generalizzati ¢ C .
Se det B # 0 per calcolare l'inversa:
1) risolvo n sistemi lineari BC' = A ;

2) trovo gli autovalori di C' utilizzando il metodo QR

Tuttavia se B non € ben condizionata, il risultato non e affidabile.

Teorema 2.1. Siano A, B € C"*" con A — AB pencil regolare. Allora
esistono Qr, Qr unitarie tali che QL AQr = T4 e QL BQr = Tp triangolari

superiori e gli autovalori di A — AB sono gg)“ .

¢
Siano A = AT ¢ B = BT definita positiva. Allora A — AB & una

symmetric definite pencil e se X ¢ unitaria, X7 AX — AXTBX & ancora
simmetrica e definita positiva.

Teorema 2.2 (Martin - Wilkinson, 1968). Sia A— AB un symmetric definite
pencil. Allora 3X invertibile tale che XTAX = diag(ay,...,an) e
XTBX = diag(ph,...,Bn) e gli autovalori del pencil sono % € R (finiti).

¢
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Osservazione 7.Poiché calcolare I'inversa ¢ computazionalmente costoso, si
procede come segue:

F=AL T e« FLT = A
H=H'F <« LH=F

si risolvono i sistemi lineari ed essendo H simmetrica ¢ sufficiente calcolare
gli elementi sotto la diagonale. Il costo totale e di %n?’ moltiplicazioni.

2.2 1l prodotto di Kronecker

Date due matrici A € C"™*" e B € CP*? definiamo prodotto di Kroecker di
A e B la matrice

(IHB e alnB
A® B = : : e ¢(mp)x(nq)

amB ... amnB
Le principali proprieta del prodotto di Kronecker sono:
1) (A® B)(C® D) =(AC)® (BD)
2) (A® B)T = AT @ BT
2.3 11 Metodo di Newton

Riassumiamo in breve il metodo di Newton.
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3 Matrici Speciali

Definizione 3.1. Una matrice H si dice elementare di Householder se
esistono o0 € R\ {0} e w € C" tali che

2 2
H=1-cww" 0= —F - =1
whw —lwll

Oss. 1: Proprieta di Householder.
e hermitiana H = HY
o unitaria HYH = HHY =]

o det H = -1

Definizione 3.2. Una matrice A € C"™*" ¢ detta Cauchy-like se i suoi
coefficienti sono della forma

1

Ti —Yj

(A)ij = aij = z—y; 70 i=1,....m j=1,...,m
dove z; € C sono tutti distinti e y; € C altrettanto.

Oss. 2: Obs..Una matrice di Hilbert ¢ Cauchy-like con x; —y; =1+ j — 1.



4 STIMA DI AUTOVALORI 9

4 Stima di autovalori

Teorema 4.1 (Bauer Fike). Sia A € C"*" diagonalizzabile tramite T. Sia
0A € C™*"™ e sia & autovalore per A+ §A. Allora AN\ autovalore di A tale che

A =&l < u(T)[0A]

Teorema 4.2. Sia A € C™" e sia A un suo autovalore di molteplicitd
algebrica 1. Siano x,y € C™ rispettivamente un autovettore destro e sinistro
relativi a A. Sia F € C"*™ e A(e) un autovalore per A+ eF.

Allora vale A(e) — X = e

¢
Osservazione 1.
o Usando Cauchy-Swartz si ottiene [A(e) — A| < ‘\‘;II;!:T

e Se A & normale, y = z e si ritrova la maggiorazione di Bauer-Fike
perché |z|2 = 1.

Teorema 4.3. Sia A € C"*" e sia A un suo autovalore di molteplicita
algebrica > 1 e geometrica 7. Se CY, ..., C ™) sono i blocchi di Jordan di
ordine < &, allora detto A(e) un autovalore della matrice perturbata A + eF,
si ha

M) = Al <"ty >0

4.1 Usare Newton senza conoscere i polinomi

Oss. 2: Oss. 1.Per una matrice tridiagonale (Bi,ai,ﬁi) non ¢ riduttivo
suppore che i §; # 0, infatti potrei altrimenti spezzare la matrice in due
o piu tridiagonali in cui ’assunzione e vera. In questo modo la matrice &
irriducibile. Si ha che

Py(A) =1
Pl()\) = ] — )\
Pi(A) = det(B; — AI) = (o — A)Pioa(A) = [Bi*Pia(A) peri=2,...,n.

In questo modo, senza calcolare i coefficienti del polinomio caratteristico
)
posso calcolare il suo valore in un punto e utilizzare il metodo di Newton
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per una approssimazione degli autovalori. Vale un analogo per le derivate:

P{(X) = =P (N + (e = NP4 () = [Bi*Pi2(N)
Notiamo che il costo fin qui ¢ O(n). Ora Newton costruisce la successione:

Pu(N)
- P

Ak+1 = Ak

il cui costo per passo & ancora O(n). Per applicare questo metodo bisogna
aver gia localizzato in qualche modo 'autovalore.

Oss. 3: Prop. 1.Se £ ¢ autovalore di B,,, allora £ non ¢ autovalore di B,,_1.
Consideriamo

0
Bn: anl 5n

O/Bn‘an

con By, tridiagonale simmetrica (reale). Allora B,,_1 si puo diagonalizzare
tramite matrice ortogonale @,—1. Se @ =diag(Q,-1,1), allora

A A Dy, 1 w
QBnQT: < T1 ) =:F,

w Qn

& una matrice a freccia.
F, =

[thick]ab [thick]cb [thick]db

Osservazione 4.Gli autovalori si conservano per trasformazioni ortogonali:

det(F, — AI) = det(B, — AI).

Lemma 4.4. Se M = él, g ) con A, D quadrate e det A # 0, allora

detta ' = D — CA™'B il complemento di Schur di A nella matrice M, vale:

v (b () ()
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Poiché vale
Al ) 0

Fn—AJ=<E”%1 wk>— . v
whan = 0 AP A

wT ‘an—)\

e per la Prop. I possiamo applicare il lemma (semplice conto), segue che

n—1 n—1 2
_ (n—1) w;
Pn()‘)_H()‘j —A)- [(O‘"—)‘)_ZA@—U_)\
j=1 =1 7\
n—1 n—1 n—1
=(an =N [T =0 =Y w? T Y-
j=1 =1 j=1j#i
e se & ¢ autovalore dovendo essere P, (&) = 0, segue che
n—1 w2
9 =an—8— ) —(p—
2 AN —¢

(=14

¢ tale che g'(§) < 0 e ha degli asintoti verticali in corrispondenza di A,

che porta alla

Oss. 5: Prop. I1.Gli autovalori di B,, sono "separati' dagli autovalori di
B,_1.
Definizione 4.1. Una successione di polinomi P;(\) che verifica:
i) Py(A) non cambia segno;
ii) PB(\)=0= P_1(\)Pi(\) <Operi=1,....,n—1;
iii) P,(A\) =0= P/ (\)P,—1(N) <0

si dice successione di Sturm

Teorema 4.5. Se B ¢ tridiagonale ed hermitiana, con B; # 0, la successione
di polinomi sopra definita é una successione di Sturm.

¢

Fissato A* considero la successione P;(A*). Detto w(A\*) il numero di
variazioni di segno nella successione si ottiene il seguente teorema (se P;(A*) =
0 per convenzione il suo segno ¢ quello di P,_;(\*)):

Teorema 4.6. Se {P;(\)}, é una successione di Sturm, il numero w(b) —
w(a) é il numero di zeri di P, (\) nell’intervallo [a,b).
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o

Consideriamo ora gli autovalori di By: A1 > Ao > --- > \,. Se con i
teoremi di Gershgorin o Hirsh individuo un intervallo [ag, bp) in cui cade Ag,
posso migliorare la localizzazione come segue:

e sia &= 3(ag + bo);
o sew(&) >n—k+ 1 allora A\; € [ag,£)
e sew(§) <n—k+1allora A\ € [£,bo)

e itero il ragionamento finché necessario.
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4.2 Metodo di Hyman

Oss. 6: Info a caso.
e Dal 1957;
e si applica a matrici quadrate complesse irriducibili in forma di Hessen-

berg superiore;

Fissato A si determinano un vettore x € C" tale che x,, = 1 e uno scalare
~ per cui valga:

(A= M)z = ey
a;; — A a2 x1 g
Q1n
as  asy — A 0
Tn—1
0 cev Gpn—1 Qnn 1 0
a questo punto con un back-solve ricavo x,_1,...,x1,7 pagando % moltipli-
cazioni. Utilizzando la regola di Cramer si nota:
all — Ao Yy
det : :
Apn—1 0
= nn -1

det(A — A
da cui
Pu(A) = (=1)""yaz1a32 - ann—
(e il costo fin qui & O(n?))

d
(det(A = NI)) = (=1)" MY ag; - apn1

P\ =~
L) =

e il calcolo di 4/ si fa in costo O(n?) (compreso il calcolo di 2/(\)) con un
back-solve:

(A= ADz(A) =y(Nex
—x(\) + (A = X2’ (\) =7 (Ner

A questo punto con il metodo di Newton trovo un’approssimazione della
radice.
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4.3 Metodo DIVIDE ET IMPERA

Oss. 7: Info a caso.
e Dal 1981 by Cuppen;
e si applica a matrici quadrate complesse tridiagonali;

¢ (quindi a matrici hermitiane ché si portano in questa forma);

Per semplicita consideriamo T' =tridiag(b;, a;, b;) reale.

al bl
A
: bnfl
bn—l Qp,
0
_<ﬂ >+ 0 b 0
T bm 0

dove le matrici T1 € R™*™ ¢ Ty € R ™*"~™ gono tridiagonali.

Posso modificare le posizioni (m, m) e (m+1,m+ 1) in modo che la matrice
di correzione abbia rango 1: sottraggo b,, da amm € am+i1m+1 € allora si
riscrive

T:(T1 B>+% 1 (0~'11-~0)
0

_ (. T
= ( 5 ) + b vv

Supponiamo ora di conoscere gli autovalori di T} e T5 e i corrispondenti
autovettori.
Allora T = Q1I‘1Q1T el = QQFQQg, da cui se u ¢ tale che

A
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si ottiene

T
T ( QI QT | ) 4 b0

() | ) e ()

Chiamando D = (D;;) =diag(d;) la matrice diagonale, e posto p := by, per
conoscere gli autovalori di T serve calcolare

det(D + puu® — AI) =det((D — MN)(I + p(D — M) uu®)) =0

= det(I + p(D — X)) tuu) =0
2
U=
(3 — O
Ai — A

n
— det(I +uul) =1 +pz
i=1

Ovvero gli autovalori di 7" sono le radici di

ha lo stesso segno di p.

Oss. 8: Oss. 1.I1 costo per calcolare gli zeri ¢ O(n) (precisamente 3n + 2).

Oss. 9: Oss. 2.Conoscendo @1 e @3 il calcolo di u & gratis: basta mettere
l'ultima colonna di Q7 sulla prima colonna di Q3.

Proposizione 4.7. Sia o un autovalore di D + puu®. Allora (D — ol)tu
¢ autovettore relativo all’autovalore a.

&
Se @' & la matrice che ha per colonne gli autovettori di D + puu’, gli

T
autovettori di 7' sono in (%) Q'. La matrice Q' ¢ Cauchy-like
2

perché i suoi elementi sono della forma 5%
1

Osservazione 10.11 costo per gli autovettori di 7' sarebbe O(n?) ma il
prodotto di matrici di cui una Cauchy-like si fa in tempo O(n?logn).



4 STIMA DI AUTOVALORI 16

4.4 Metodo QR

Oss. 11: Info a caso.
e Dal 1961 by Francis;
o precedentemente si basava sulla fattorizzazione LU

o permette di calcolare tutti gli autovalori di una generica matrice
complessa;

Costruiamo una successione di matrici {Ag}:

Ai=A=Q1
Ay = R1Q1 = Q2R

Ap = Rp_1Qp—1 = Qrly

ciclando fino a convergenza. Si nota che tutte le matrici sono simili mediante
trasformazione unitarie e quindi il problema e ben condizionato:

A1 = RiQ = (QF Qi) RiQr = QF AxQy,

Teorema 4.8. Sia A € C"*" con autovalori \; tali che |Ai| > [ > -+ >
|An|. Supponiamo che A sia diagonalizzabile tramite X: A= XDX ! e che
esista la fattorizzazione X' = LU. Allora 3S), matrici di fase tali che

lim SRS, 1= lim Sf  AxS,=T
k——+o0 k—+o00
dove T ¢é triangolare superiore, e

. o .
kgffoo Sk—1QrSk =1

¢

Oss. 12: Costo computazionale.Per il calcolo di QiR e quello di RipQp
¢ un O(n?) e quindi un O(n3) ad ogni passo. Perd si puo fare di meglio: se
tramite matrici di Householder mi riporto ad avere A in forma di Hessenberg
superiore (o tridiagonale se era hermitiana) applicando il metodo QR ottengo
un costo per passo dell’ordine di O(n?) (rispettivamente O(n)) e ad ogni
passo il metodo conserva la struttura. C’e¢ da dire pero che la trasformazione
costa gia O(n?).
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4.5 Criterio di arresto
(k)

Fissata una tolleranza € si procede col metodo finché a,,;, ¢ sufficientemente

. k k k
piccolo: p € [1,n) e [alyy, | < e(laby |+ ol 1),

0
k
az(ap) e
agi)lp ApL1p+1

annullo il blocco in basso a sinistra e lavoro su due matrici piu piccole.
La velocita di convergenza (nelle ipotesi del teorems) dipende da |%] e in

J
particolare quindi dal

Ait1
1§r?§a73(—1| i :

4.6 Shifting

Aumentiamo la velocita di convergenza con una tecnica di shifting: sia p un
numero che approssima A\, e consideriamo

{Ak —pl = QR
Agg1 = RpQp + pl

Si verifica facilmente che la successione di queste matrici ha gli autovalori
invarianti.

Il modo migliore per accelerare maggiormente ¢ scegliere u che approssima
An-

1. Faccio r passi del metodo QR;

2. u= a%;

3. Opero con metodo QR con shift.
oppure si puo cambiare p ad ogni passo ponendolo pg = aqgf@). Si dimostra che

in caso di matrici hermitiane questa seconda strategia permette di azzerare
Gn—1n con ordine di convergenza 3.

Oss. 13: Oss..In realta opreo in maniera selettiva sempre sull’ultimo
autovalore e poi riduco la matrice di una dimensione.

Se [An—1| = |An| (per esempio se sono proprio uguali) allora:

(k) ()
(k) _ A 1n—-1 Ap_1n
A2y = ( k) ) )

App—1 Qann
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e gli autovalori di questa matrice approssimano A, dunque li uso come
parametro p.

Oss. 14: Oss..Lavorare in aritmetica complessa comporta un aggravo del
costo computazionale.

4.6.1 Metodo QR con doppio shift

Consideriamo « e 8 che approssimano gli autovalori di 4,,—1 (cioe A\,—1 = Ay).
Definiamo:
A — al =Qr Ry,
Ap1 =RpQp + ol
A1 — BT =Qr+1 R+
Apy2 =Rp1Qp1 + BI

e posti S = Rp41Rr e Z = QrQr+1 che sono rispettivamente triangolare
superiore ed unitaria si verifica che

7S = A —(a+B)Ap +afl = M

¢ a elementi reali, quindi la fattorizzazione QR ZS ¢ a elementi reali. Inoltre
si ottiene che Ay o = ZH A, Z. In pratica invece di operare il doppio shift
posso costruire M, trovare Z fattorizzando e operare trasformazione di
similitudine. Tuttavia in questo modo, calcolando A% potrei distruggere la
struttura e aumentare il costo computazionale (O(n?) che si puo limitare col
teorema del @ implicito).

Teorema 4.9 (del ) implicito). Sia A= QHQT ¢ A=VGVT dove H ¢ G

sono in forma di Hessenberg superiore ed irriducibili. () = ( q ' Qn ) e

V= ( V] - Up ) ortogonali con qu = vy. AlloraVi=2,...,n q; = Lv;.

¢

4.6.2 Bulge - Chasing

Questo algoritmo ¢ stato introdotto da Francis nel 1961.

e (alcoliamo la prima colonna di M:

a3y + apas — (a+ Bayg + ap
aiia + aziaz — (o + Bas
Me, = az2a21
0
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o Costruiamo una matrice Py di Householder tale che PyMe; = ve; (in
costo O(1));

e Calcoliamo P, ..., P,_o di Householder per cui Z’' := Py---P,_o ha
come prima colonna la prima colonna di Fp;

o A3 = 7" A, 7' sfruttando il teorema del @ implicito e bypassando la
fattorizzazione di M.

« Py di Householder di ordine 3, P :diag(ﬁ), I,_3);

» moltiplicando PyA; Py si inseriscono 3 elementi in posizione (3, 1), (4, 1) (4, 2);
e sia P :diag(l,E,In_4);

« il prodotto Py PyA; Py P; shifta gli elementi non nulli verso il basso;

e iterando si ottiene

*
*
P s -PyA1Py---Py_5 = '
0 + % *
dove + & in posizione (n,n — 2);
e P,y = z _CS matrice di Givens che annulla anche 1’'ultimo

elemento per ottenere una forma di Hessenberg superiore;

e Z'H = P, _5... Py ha per prima colonna la stessa di Z per come ho
costruito le P;;
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4.7 Metodo delle potenze

Oss. 15: Info a caso.
e Dal 1913 by Miintz;

e si applica a matrici qualunque;

Supponiamo A diagonalizzabile con autovalori [A\1| > [Ao| > [Ag| > -+ >
|An| (quindi A; € R ed & detto autovalore dominante); siano z1,...,x, i
rispettivi autovettori linearmente indipendenti. Sia ty € C". Allora ty =
n

E a;x; con ag # 0. Definiamo una successione
i=0

yo=1to yr=Ayr—1 perk=12 ...
e cioe si ha
yr = AFyg = At

= )\]f a1r1 + Zal(f)kl‘l
= M

e prendendo il rapporto tra due componenti consecutive (non nulle):

lim (yk+1)j — )\
k——+o0 (yk:)]

e inoltre limg_, 4 o % = o121.
1
Oss. 16: Oss..
o Per matrici generiche il costo della generazione di y & O(n?).

o Se |A1| # 1 il processo potrebbe creare overflow o underflow.

Ora normalizzo i vettori della successione:

1
up = Aptr_1 tk:@ukk:LQ,...

dove Sy ¢ tale che [|tg| = 1.
Oss. 17: !7.Quale norma conviene prendere?

Ricorsivamente si ottiene

" 1
k — k
II'i——l ﬁ’t

1 1
Akto = 7Akt0uk+1 = Atk = fAk—Flt[)
Yk Tk
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e considero il rapporto delle j-esime componenti che per k¥ — +oo tende a
A1

Oss. 18: |[|*||oo-™* conti *** si sceglie come criterio di arresto

|Br+1 — Br| < ¢

Oss. 19: ||-||2.Questa ¢ piu dispendiosa da calcolare, ma se A ¢ hermitiana

conviene. *** conti *** gi sceglie come criterio d’arresto

lps1 — oxtillz < e (0% = tf ups1)

4.8 Metodo delle potenze inverse

Osserviamo che se gli autovalori di A sono |[A1| > |A2] > -+ > |A,| posso
applicare il metodo delle potenze a A~'. Ma dal punto di vista numerico &
sconveniente calcolare I'inversa di una matrice.
E possibile risolvere il sistema lineare

1

Aup =tp1 tp = ——ug

Br
e poiché la matrice non cambia, fattorizzandola la prima volta accelero la
risoluzione ad ogni passo: a parte il costo iniziale, ad ogni passo pago O(n?).

4.9 Metodo delle potenze inverse con shift

Supponiamo p stima di \; tale che |u — A\j| < | — A\s| Vi # j. La matrice
A — pl ha gli autovalori come nelle ipotesi per applicare il metodo delle
potenze inverse:

Kk ok 7k k%

1
A— ,uI U =tp_1 tp = —ug conﬁk —
( ) B Aj— 1

Se x & autovettore associato a \j, Av = \jz <= (A—pl)r = Az — px =
(Aj — p)x ¢ autovettore associato a A\j — p.

Oss. 20: Non.vogliamo che p sia una stima troppo precisa: infatti se
p— Aj ~ 0 allora A & quasi singolare e il problema diventa mal condizionato.
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4.10 Algoritmo QZ

Oss. 21: Info a caso.

o Dal 1973 by Moler & Steward;

Se Z ¢ una matrice unitaria, poiché Ax = ABxz corrisponde a QAr =
AQ Bz allora QAZy = AQBZy con Zy = x. Gli autovalori non sono cambiati,
gli autovettori invece si tramite trasformazione unitaria.

1. A si porta in forma di Hessenberg superiore, mentre B in forma
triangolare superiore.

2. Se B ¢ non singolare si puod calcolare C' = AB~1.

3. Si applica un passo di QR con shift:

(C—0ol)=Q"R= R=Q(C—ol)
C'=RQ" + oI =QCQT (Hessenberg superiore)
A =QAZ B =QBZ
A/B/—l — C/

(con Z unitaria costruita in modo che B’ sia triangolare superiore).
Segue dall’ultima uguaglianza che A’ ¢ in forma di Hessenberg superiore.

Q(AB™!' —oI) = R= Q(A - oB) = RB =: S (triangolare superiore)
e cioe @ puo essere di Householder.

Osservazione 22.In realta non conviene, A — 0B & quasi triangolare
superiore, () ¢ una matrice con blocchetti 2 x 2 di Householder che
annulla elementi specifici sotto la diagonale, similmente al QR con
doppio shift:

I

Q=Qn1-QQ1 Q;= Qj
I

dove @vj ¢ il blocchetto 2 x 2.

5. Per costruire Z utilizzo un metodo simile al Bull chasing: Moltiplicando
Q1B costruisco Z; in modo che ()1 BZ; sposti il problema alla riga
dopo.
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6. Ora QBZ;---Z,—1 = QBZ ¢ triangolare superiore.

7. A =QAZ = SZ +0QBZ essendo somma di una Hessenberg superiore
e di una triangolare superiore ¢ una Hessenberg superiore.

8. Iterando il ragionamento ottengo due successioni A, e B, tali per cui
C, = A,B,! — T triangolare superiore. (& come fare il QR su C,). Da
questo segue che anche la successione A, — Ap triangolare superiore
(essendo le B, triangolari superiori).
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5 Problema lineare dei minimi quadrati

Siano A € C™*" ph € C™. Supponiamo di voler trovare x € C" tale che
Ax =b. Se m > n il problema & sovrdeterminato ed ammette soluzione se
esolosebe S(A) ={y e C":y= Az, z € C"}. Altrimenti il problema
diventa trovare

ze€C" ||Az —b|2 = min||Ay — b2 =: v
yeC
ovvero minimizzare la norma del residuo. Tale problema ¢ detto problema
lineare dei minimi quadrati.

Consideriamo S(A)t = {z € C": 2y = 0Vy € S(A)} e decomponiamo
b=0by+ by con by € S(A) e by € S(A)*. Allora

r=b—Ar=by+by— Az =y+0by conye S(A4)
pertanto per minimizzare
713 = " = llyll3 + o213

bisogna minimizzare ||y||2 e quindi risolvere il sistema lineare Az = b;. Se
y = 0 si ha la catena di implicazioni:

r=by <= reS(A)t = Afr=0 < ATAx = A"

e cioe z € soluzione del problema dei minimi quadrati se e solo se x & soluzione
del sistema delle equazioni normali.

Osservazione 1.Notiamo che A7 A & simmetrica e definita positiva, quindi
si puo usare la fattorizzazione di Cholesky e trovare L triangolare inferiore
per cui AT A = LLY e risolvere

Ly = Ay
Lz = y
ma si hanno due problemi:

1) Il problema A” Az = A"b puo essere fortemente mal condizionato.

2) Con numeri troppo piccoli nel calcolatore si hanno problemi, ad esempio:

1 1
A=| a 0
0 «

dove la precisione di macchina ¢ u = 10710 ed o = 10710 porta a

g, [ 1+a* 1 (11
AA_( 1 1+e* ) 11

essendo a? = 107%° < u e quindi A” A ha rango 1, non ¢ definita
positival
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5.1 Metodo QR

Oss. 2: Attenzione.ll nome puo creare confusione: questo ¢ il metodo per
la risoluzione di sistemi lineari, ¢’¢ 'omonimo per la stima degli autovalori.

Sia A € C™*™ di rango massimo n (supponendo m > n). Attraverso
matrici di Householder posso trasformare

a

*

0

[ultra thick]ab dove @ € C™*" ¢ unitaria e det R; # 0.
|Az = b]l2 = |[QRz — bll2 = |Q(Rz — Q"b)|l2 = || Rz — QT b|2

C1

e posto ¢ := QTb = ( > e C"t(m=1) ] problema da risolvere diventa:

C2
min||Ay — b[3 = min ([|[Riy — el + [le2]3) = [le2]l3 + min||Riy — 1|3
ye@" ye@" yecn

e si tratta di risolvere Riy = c;.

Oss. 3: Oss..A meno di matrici di fase
LIH = A"A = RIQUQR = RYR = RI'R,

e cioé Ry = L.
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5.2 SVD

Teorema 5.1. Sia A € C™*X". Esistono U € C™*™ ¢ V € C™™ unitarie
per cui A =UXVH dove

01

p =min{m,n} e

0
Ez‘]:{ I 01> 09> ...05>0
g; 1 =]

%

Definizione 5.1. Tale decomposizione di A ¢ detta decomposizione ai
valori singolari di A (SVD); i o; si dicono valori singolari e le colonne

U= (w1 wn) V=(v1 - v

si dicono vettori singolari rispettivamente sinistri e destri di A.

Teorema 5.2. Sia A € C™*" con SVD A =UXVH dove oy > -+ > o1 >
Oft1 =+ =0p =0, con p=min{m,n}. Allora

a) A= UkEkaH = Zle oiuv essendo

Up = (u1---u) € C™F V= (v---v) € CVF 8y = diag(oy) € RFF

b) N(A) = Ker(A) = Span(vgt1,--.,Un)
c) S(S) = Span(uy,...,ux) e quindi rkA = k.

d) o2 sono autovalori di A" A da cui ||Allz = o?

¢

Oss. 4: Oss..La SVD ci permette di studiare teoricamente N(A), S(A) (e
N(AT), S(AT)). I punti a) e ¢) implicano che una matrice di rango k si puo
pensare come combinazione lineare di matrici di rango 1.
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5.3 Come ottenere una SVD
i) Calcolare AT A;

ii) AA = QDQ" in forma di Schur con D diagonale e @ unitaria
(ordinando per convenzione gli autovalori di D in modo non crescente);

iii) C = AQ € C™*"™, ne permuto le righe tramite II e fattorizzo QR:

Cl=UR=U (%1>

dove U ¢ unitaria, R triangolare superiore con elementi non crescenti;

iv) A=CQf = o1 Q” = URNTI? QY (le matrici di permutazione sono
unitarie);

v) Si ha che:
A A =QUR"UMURITY Q"
=QIIRI R 1T Q¥
= QDQ" =QIUR{ RiII" Q"
= I DIT =RI R,
= R{{ Ry ¢ diagonale
e quindi R; ¢ diagonale;

vi) A=URITQ? =UXVH &1a SVD di A.

5.4 Calcolare la forma di Schur di A7 A

Bisogna trovare P e H unitarie tali che, se B ¢ bidiagonale superiore di

ordine n
B
- (2)

B
0

E quindi si ha:

ATA=H (BT o) PP! < ) HY = H(B"B)H"

Notando che BT B ¢ tridiagonale e simmetrica, A” A ¢ simile ad una matrice
tridiagonale. Applicando il metodo QR per il calcolo degli autovalori BT B =
WDWT dove D =diag(o?,...,02).

APA=HWDWTH! = Q.= HW A" A=QDQ"
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¢ la forma cercata. Quindi per ottenere @ servono W (metodo QR) e
H (Golub Reinsch, 1970). Definiamo ora A1) = A e costruiamo P di

H
a ¢
) dove ¢ € C" 1.

Householder in modo che A®) = pM A1) — (0 B2

Inoltre costruiamo K1) e C(»~D*(n=1) dj Householder che annulli tutti gli
elementi della prima riga dal terzo in poi.

‘*0...0

k
HO = (1 Ku)) ~oa® — g0 _ |

men

Iterando per ogni A € si ottiene

P POARD ) = (L)

11 costo totale & 2mn? — %ng moltiplicazioni. Applicando il metodo QR a
BT B so ha costo O(n).

5.5 Applicazione della SVD al problema lineare dei minimi
quadrati

Teorema 5.3. Sia A € C"™ " conm >n >k con k =rkA e A = UXVH,
kE . H
Allora x* = Z Yi v; € la soluzione al problema.

i=1 v

¢

Definizione 5.2. Data A € C™" di rango k con SVD A = UXVH,
Definiamo A1t € C™*" come AT = VETUH dove

(XF)ij = {

1/o;peri=j e {l,...,k}
0

AT ¢ detta pseudoinversa (di Moore-Penrose) di A.

Oss. 5: Coerenza.Se A € C™*" con det A # 0 allora AT = A1,

Dunque possiamo esprimere la soluzione del problema dei minimi quadrati
in termini di pseudoinversa:

¥ = A"b

Oss. 6: Condizionamento del problema delle equazioni normali.A” A
ha autovalori 07 e la sua pseudoinversa (A A)* ha valori singolari 1/0?
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2
per cui pg(ATA) = Z—; = p2(A)%. Questo dice che se uz(A) & relativamente
k
grande, il numero di condizionamento nel problema delle equazioni normali
aumenta quadraticamente.

Sia A € C"*" normale con A = UDU! = U|D|sgn(D)U" essendo

A1

An

Vale anche A = XUV, E o; = || per il legame tra autovalori e valori
singolari. AHA = VETSVH = USSTUH = AAY. Infatti ad esempio se
m>n

of

syl — ) e YTy =

On

0 on
(in entrambi i casi gli autovalori sono 02).Gli autovettori sono in un caso le
colonne di V' e nell’altro quelle di U.

Teorema 5.4. Sia A € C"*". Allora per ogni autovalore A di A wvale
on < |A| < o1.

%

Oss. T: Oss..uz(A) = ;% > % essendo A1 'autovalore di modulo massimo

e A\, di modulo minimo.

Nel caso di matrici normali il numero di condizionamento coincide con
quello dato da || A||||A~!]|, altrimenti il problema pué essere mal condizionato
nonostante il rapporto tra gli autovalori di modulo massimo e minimo sia
piccolo.

Sia A € C™*™ di rango k < n < m e sia r < k intero positivo. Cerchiamo
B € C™*™ "yicina" ad A.

Teorema 5.5. Sia A € C™*" con SVD A =UXVH eg; > -+ > 0, >

n

Opy1 =+ =0, =0 conr < k. Definiamo A, := ZaiuwiH eS:={B¢
i=1

C™™ | rkB =r}. Allora A, é la matrice di rango r piu vicina ad A:

v

min| A~ Bl = |4 - Al = 0711
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o

Oss. 8: Applicazioni del teorema.Sia Ax = b, u(A4) = % ~ 102 e
u = 10716, Ci aspettiamo di avere una soluzione approssimata con al pit
4 cifre significative (esatte). La grandezza del numero di condizionamento
potrebbe essere dovuta al fatto che o, sia di ordine di grandezza molto
minore rispetto agli altri.

Invece di risolvere Az = b risolvo Az = b con valori signolari o1,...,0,-1,0
(ovvero scelgo un valore soglia sotto il quale i valori singolari vengono con-
siderati nulli. Ad esempio Matlab nel calcolare il rango di una matrice e
costruire la SVD utilizza come soglia ¢ = max{m,n}oju
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5.6 Metodo di Lanczos

%77 Data f e x; per i = 1,...,m a due a due distinti, si cerca p(z) =
m

Qo +a1r+- - +a,_12" ! tale che Z(p(%) — f(;))* & minima. Tl polinomio
=1

p € il polinomio di approssimazione ai minimi quadrati di f.

Introduciamo la matrice

L I
A= : - : € R™*"
x?n a:%_l
e i vettori
ag f(z1)
y fry E b:: E
Qp—1 f(fvn)

(Nel caso m = n si tratta di un problema di interpolazione con A matrice di
Vandermonde). In genere A ¢ sparsa e di grandi dimensioni: bisogna evitare

AT 0
R(m+n)x(m+n) od il problema di trovare valori e vettori singolari per A si

riconduce a trovare autovalori ed autovettori per B. Possiamo scrivere

A=UXVT con

il fill in. Notiamo che se A € R™*", si pud costruire B = < 0 A) €

b))

U= [ U, Us } e RmX(n+(m=—n)) s _ [ 0

] € [R(n+(mfn)><m V e RvXn

e posto

V2V =V 0

che ¢ ortogonale, si ottiene

7 — L [ U, U \/QUQ ‘| c [R(ern)X(ern)

U U u
. = n g _ 1 _ 1
Oss. 9: Oss..Nel caso m =n si ha 7 = - (V V) ez = (v) con

lullz2 = [Jvll2 + 1.
Data A € C™*" con A = AH, troviamo Q = (q1 e qn) unitaria, asse-
gnato ¢ tale che Q¥ AQ = T =tridiag(;, j, §;). Partiamo da AQ = QT e
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guardiamo l’equazione per colonne:

Aqg = a1q1 + fige
Aqi = Bi—1¢i—1 + @iqi + Bigi+1

AQn = Bn—lﬁ_In—l + angn

e ricaviamo, imponendo ¢ffg2 = 0 e sapendo ||q1 2 = 1,

A—oal)q
g’ Aqy = argf’ 1 + Brat g2 = a1ge = (ﬁ1
e ancora, imponendo ||gz2]l2 = 1 si ottiene ;1 = ||A — all|2. Iterando il
processo si ottiene
Qj = %HA%‘
_ (A—a;l)g; — Bi1qi1
qi+1 = 3
1
Bi = (A — ail)gi — Bi—1qi-1l]2
Qp = QEAQn

Questo funziona se Vi 8; > 0. Nel caso in cui qualcuno sia nullo bisogna
trovare un metodo alternativo.
I vettori g; si dicono wvettori di Lanczos.

0 A
AT 0
tridiagonale di cui sappiamo calcolare autovalori ed autovettori con le tecniche
dei capitoli precedenti. E possibile scegliere ¢q; in modo da ottimizzare
I'occupazione di memoria. Si ha infatti:

Applicando il metodo alla matrice B = si ottiene una matrice

Teorema 5.6 (Golub, Kahan, 1965). Sia A € R™*™ con m > n e sia

0 A . . .
B = AT o) € RUntn)x(m+n) — Applicando a B il metodo di Lanczos
U 0 .
con g = || oppure con g1 = <U> dove u € R™ e v € R™ di norma
llull2 = [|v||2 = 1 si risparmia tempo e memoria.

%

Osservazione 10.Ci potrebbero essere problemi per il calcolo degli autovalori
di modulo piu piccolo.
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6 Risoluzione di sistemi lineari di grosse dimensioni

Oss. 1: Oss..Il metodo di Gauss su una matrice sparsa causa fill in (e in
generale questo vale per i metodi diretti).

Conviene utilizzare i metodi iterativi (Jacobi, Gauss-Seidel, ...):
a) A e C"™ con det A # 0;
b) Splitting: A = M — N con det M # 0;
d) P:=M"'Negqg:=M'bdacuiz=Pz+q;

)
)
¢c) Ar=b <= Mx =Nz +b <= =M 'Nx+ M b
)
e)

Dato un vettore iniziale X (9 si costruisce la successione z(F) = Px(k_1)+
q

D’ora in avanti si utilizzera il seguente splitting:

A=D-B-C = - h -

0 b 0o 0 *

[ultra thick]ab [ultra thick]cd [ultra thick]ef ovvero

ds — Qi ’i:j b — —Qij i>j N i<j
ij = 0 b= . G = o
0 i#j 0 1< 0 P>

In base alle combinazioni per scegliere M ed N si ottengono:
e Metodo di JACOBI

- M=D
- N=B+C
— e matrice di iterazione J = D~Y(B + C)

e Metodo di GAUSS-SEIDEL

~ M=D-B
- N=C
— e matrice di iterazione G = (D — B)~1C

e Metodo di RILASSAMENTO
- M=D—-wB
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- N=(1-w)D+wC
— e matrice di iterazione H(w) = (D — wB)™[(1 — w)D + w0

Osservazione 2.I1 metodo di rilassamento si ottiene considerando il sistema
wAx = wb dove w € C e w # 0. Svolgendo un po’ di conti si arriva a scrivere

i—1 n
(k) (k=1) , W (k) (k—1)
z, ) =1 —-w)z, + — |b; — Qs — Qi
( ) aii ; 3% g j;l 3

Oss. 3: Oss..Il metodo di rilassamento con w = 1 ¢ quello di Gauss-Seidel e
H(1l)=aG.

Definizione 6.1. Se w < 1 il metodo si dice di sottorilassamento
se w > 1 il metodo si dice si sovrarilassamento o SOR (Successive Over-
Relaxation)

Teorema 6.1 (Kahan). p(H(w)) > |w — 1| e una condizione necessaria alla
convergenza ¢ |w — 1| < 1. In particolare se w € R la condizione é che sia
w e (0,2).

¢

Teorema 6.2 (Ostrowski-Reich). Sia A € C™" definita positiva e sim-
metrica, e sia w € R con 0 < w < 2. Allora il metodo di rilassamento
converge.

o

Teorema 6.3. Sia A € C"*" tridiagonale con 0 < w < 2. Allora

a) Se u ¢ autovalore di J, ogni \ tale che (A\+w—1)% = A\w?u & autovalore
di H(w);

b)

c) Se J ha autovalori reali p(J) < 1 allora Fwy tale che p(H(wy)) =
2

o, PUH (@) ed wo = o=
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2 -1

Esempio Consideriamo A = Lo € R6%6. Allora si ha

.o—1

-1 2

p(J) = 0.9009688 e p(G) = p(J)? = 0.8117447 e gli autovalori di A sono
reali. Risulta wp = 1.394812 che implica p(H (wp)) = 0.3949117 ~ p(G)*5(~

p(J)%).
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7 Metodi di Krylov

Sono usati sia per la risoluzione di sistemi lineari sia per la soluzione di
problemi agli autovalori. Dati A,b e un algoritmo capace di calcolare il
prodotto matrice vettore, cerchiamo di risolvere il sistema lineare Ax = b.
Definiamo

y1:b y2:Ab yn:Ayn—l
e poniamo K = { Y1 Y2 o Yn } Osserviamo che
AK = [ Ay Aya - Ayn—r Ayy }
= [ y2 ys - yn A'p }
e che le prime n — 1 colonne di AK sono le ultime n — 1 colonne di K. Suppo-
niamo det K # 0 e ¢ = —K ' A"y, allora AK = K [ ey e3 -+ e, —C }
e
0 e 0| —
1 0 . .
K 1AK =
0 1| —cp

€ una matrice compagna in forma di Hessenberg superiore il cui polinomio
caratteristico & p(z) = 2™ + ¢, 2" ! + --- + cox + c1, che & lo stesso della
matrice A. Il problema grosso rimane il calcolo di ¢. Dato quello, dopo la
trasformazione per similitudine la risoluzione del sistema lineare e il calcolo
degli autovalori sono (o dovrebbero essere) facili. Per la discussione fatta
sul metodo delle potenze, le colone di K tendono ad essere parallele e cioe
K tende ad essere mal condizionata. (y, tende all’autovettore relativo
all’autovalore di modulo massimo). Ora fattorizzando K = QR si ottiene
K 'AK = R'QTAR =: C da cui H := QTAQ = RCR™! in forma di
Hessenberg superiore.

Oss. 1: Oss..Se A & simmetrica lo ¢ anche H che quindi & tridiagonale
(simmetrica).
Jj+1
Se Q = { Qo Qn } poiché AQ = QH si scrive Ag; = Zqihij.
i=1

1
o Consideriamo 1 < m < j: ¢l (Ag;) = Zqzqihij = Nmj.
i=1

J
e inoltre hjt1;qj41 = AQj - Z%hij
=1
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e si ottiene

Oss. 2: Algortimo di Arnoldi.

q1 = b/[[bll2
forj=1:k
z =Agj
fori=1:j
hij :qiTZ

z =2z~ hijg
end
hj+1j = ||zl2
if hj 1, =0 STOP
Gj+1 = z/hjt1;
end

I vettori g; cosi calcolati sono detti vettori di Arnoldi. Se ci arrestiamo
con k < n, dette

Qr=|q - Qk] QuZ[QkH Qn} Q:[Qk; Qu]

I’algoritmo di Arnoldi fornisce Qi e la prima colonna di Q.

_ [ QFAQr QLAQu \ _ [ Hp Hu
H=QM4Q = ( QIAQr QIAQ, ) - ( Heo  H, )

dove il blocco Hy & Hessenberg superiore e 'unico elemento (eventualmente)
diverso da 0 del blocco Hy, € quello in angolo alto a destra. Applicando
Arnoldi con k passi conosciamo entrambi i blocchi Hy, e Hy,, perché I’elemento
suddetto ¢ dato dal prodotto della prima riga di Q7 (cio¢ qr41) e dell’ultima
colonna di AQj (che pure conosciamo).

Oss. 3: Oss..Nel caso A sia simmetrica 'algoritmo & quello di Lanczos e
conosciamo anche il blocco Hy; (i vettori g; sono i vettori di Lanczos).

Oss. 4: Oss..Abbiamo costruito una base ortonormale per lo spazio di
Krylov
K1(A,b) = Span({b, Ab, ..., A*"1b}).
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L’idea e di riuscire a risolvere il problema usando l’algoritmo con un
valore k << n. Cerchiamo un’approssimazione della soluzione utilizzando i
vettori di Arnoldi.

k
Th= Y 24 = Qrz
i=1

dove la scelta di z ¢ fatta in modo che
(a) ||z —x||2 sia minima; (ma non conoscendo x quest’idea é impraticabile)
(b) ||7x|l2 sia minima:

o se A ¢ simmetrica abbiamo il metodo MINRES (minimum
residual)

o se A non ¢ simmetrica abbiamo il GMRES (generalised minimum
residual)

(¢) mxLKk(A,ro) (e abbiamo il metodo di Arnoldi o FOM);

(d) (se A e definita positiva) ||| 4-1 sia minima (e troviamo il CG).

Teorema 7.1. Sia A simmetrica, T}, = Q;;FAQk tridiagonale e r, = b — Axy,.
o SedetTy #0 e xp = Qka_leleHg allora Qgrk =0;

o se inoltre A ¢é definita positiva, allora detTy # 0 e la scelta di xy
minimizza ||rgl| a-1. Inoltre ri, = £||rgll2qrs1-

%

7.1 CG come metodo di Krylov

Se A ¢ definita positiva anche T} = Q;;FAQk lo e, quindi esiste la fattorizza-
zione di Cholesky
Ty = Ly LT = LDy L}

in cui Ly, ha diagonale unitaria. Per il teorema precedente, zj, = Q. T}, *e1]|b]|2
si puo riscrivere come:

zp = Qr(Ly "Dy L e b2
= (Qr)(Ly ") (D Ly er|b]]2)
=:Pryx

Proposizione 7.2. Le colonne p; di 13k =|p1 -+ D | sono A-coniugate.
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Dimostrazione.

PLAP, = L 'QFTAQy L, T = L' Ti.L. T = Dy,

O Verifichiamo che y; = (yf]l) e che P, = (151671 ﬁk) in modo che risulta
k

Tp = ?kyk

(e 2 ()

= P 1k_1 + Dk

= ZTp—1 + NPk
Infatti se
a1
T, = i
Br—1
Br—1 o
= LD, LL
1 d 1 r
_ l1 l1
lkfl 1 dk lk,1 1

T
_ [ Lk Dy Ly
lke;f_l 1 dp lke;‘g_l 1

POiChé
D! Lt
1 1
Dk_< k—1 k1> [k1_<k11>

DLt eb _ .

allora yp = DL teq|blla = | 7F1 rlllbll2) (w1} qove e @il
Mk Mk
vettore della base canonica in dimensione piu bassa. Invece

B=QiL; " = (qu Qk) (Lk_Tl T)

= (Qk,lL,;_Tl ﬁk) = (ﬁkfl ﬁk)
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Osserviamo che PkLg = (i e in particolare consideriamo la k-esima
colonna di entrambe le matrici:

(15,{[,;{)% = qk
~ N (LY L6
= (Pkfl pk) < ko1 Tk llk 1) = qk

= 1 Pyor8—1 + i = i
= lk—1Dk—1 + Pk = @
= Dk = qk — lk—1Dk—1
Inoltre da
T = Tp—1 + NPk
{rk =b— Az

segue che Axy = Axp_ 1 — npApr = 7T = 1,1 — APk e quindi pr_1 =
|7&—1]l2Dk per cui

Tp = Tp—1+ Pk—1 = Tk—1 + Qp_1Pk—1

I7k—1ll2
Nk

175112
e dall’espressione di py trovata sopra si ha

Tk = Tk—1 Apr—1 = 1k—1 — ap_1Apr_1

Pr—1 = ||7e—1l2(qk — le—1Pk—1)

- el
=Tk—1 —tk—177 7 Pk—2
|7k—2ll2
= -1 + Br—1Pk—2
ponendo a1 := 1 /||rr-1ll2 € By := —%-1%-

7.2 Metodo di Arnoldi (FOM)

Detto anche Full Orthogonalisation Method, si usa per risolvere il sistema
lineare Ax = b. Dato ¢ costruiamo ro = b — Axg e lo spazio Kr(A,19) =
Span({rg, Arg, ..., A*"1rg}). Sia x} tale che 2z = z — 20 € Ki(A,10).
Oss. 5: Oss..z = ¢p_1(A)ro dove ¢ & un polinomio di grado al piu k — 1.
Dunque 1y = rg — Az, = (I — Agg—1(A))ro = ¢r(A)rg con ¢ polinomio di
grado < k con ¢;(0) = 1 & detto il polinomio residuo.

Il metodo di Arnoldi costruisce una successione tale per cui r LKk (A, 1),
ovvero imponiamo v’ (b — Axy) = 0 Vv € Ki(A, o). Basta Q{rk =0 in
quanto le colonne di @) sono una base (ortonormale) dello spazio di Krylov.

QFr = QLY (b — A(zr, + 20)) = Q¥ (ro — Azp)
= QFro— QT Az, = QF'ro — QT AQy>
= Q{TO — sz



7 METODI DI KRYLOV 41

ora risolvendo Hyz = karro per trovare z posso trovare anche zy. Tuttavia
non ci sono garanzie che Hj, sia invertibile e ben condizionata, a meno che A
non sia definita positiva e in tal caso lo € anche Hy.

Oss. 6: Oss..Per come sono fatti i ¢; QFrg = ||ro|l2e1 Anche in questo caso,

se lavorassimo in aritmetica esatta, avremmo la soluzione in al piu n passi.
Possiamo dunque considerarlo un metodo iterativo e stabilire un criterio
d’arresto. Usando la partizione delle matrici a blocchi

AQr = QrHy + QuHp,
= QpHi + Quhii1rerer
= QrHy + hiiik@rrier = e =10 — QrHpz — by ipqrrier 2

T
= —hpt1kQr+1€E 2

= |Irll2 = |het1xer 2|

dunque possiamo sfruttare un criterio d’arresto senza calcolare esplicitamente
il residuo.

Oss. 7: Equivalenza.Nel caso A definita positiva, i metodi FOM e CG
coincidono.

Oss. 8: Costi e varianti.Questo metodo risulta oneroso sia per occupazione
di memoria (ricordare Q) che per costo computazionale. Ci sono alcune
varianti per migliorarlo:

1. FOM(m) : fissato m < 10 si fanno al pit m passi con il FOM. Se
c’é convergenza si termina, altrimenti si ricomincia con x¢y = x,,. Per
questo ¢ detto anche FOM con restart.

2. IOM = Incomplete Orthogonalisation Method che sfrutta una ortogo-
nalizzazione parziale.
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7.3 Metodo GMRES

Partendo da Qf AQy = Hj, ottenuto con 'algoritmo di Arnoldi, si costruisce
la successione xp = Qryx € Kr(A,b) in modo da minimizzare

I7kll2 = (|6 — Azg[2
= [Ib— AQxrykll2
= |Q(Q"b — HQ" Q) |2
= llexlipll = H (QF  QF) Quuill>

= llex|bllo = H (L 0) il

_ | He Huk) Yk
= Jlexlol @% m)<0m
_ Hy,

= teal~ ()

cioe l'obiettivo e trovare y; che minimizza e ci siamo ricondotti a un problema
di minimi quadrati con matrice strutturata:

0

[thick]ab [thick]ed che si fattorizza QR utilizzando matrici di rotazione di
Givens. Ad ogni passo c’¢ da risolvere un problema di minimi quadrati.
Anche in questo caso c¢’¢ la variante con restart.
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8 L’equazione di Poisson

8.1 Caso in dimensione 1

L’equazione di Poisson ¢ data da

d2

—Wv(x):f(m) per 0<z<1

con condizioni (di Dirichlet omogenee) al contorno: v(0) = v(1) = 0.
Per risolverla con metodi numerici si puo procedere in tre passi:

1. Discretizzazione del dominio. Il modo piu semplice e scegliere un passo
h=1/N +1eporre x; =ih per i =0,...,N + 1.

2. Discretizzazione del problema: ponendo v; = v(x;) ed f; = f(x;).

Oss. 1: Operatori discreti.Se F' ¢ sufficientemente regolare si ha:

h? h3 ht
F(zo+ h) =F(x0) + hF'(z0) + —F" (o) + —F" (20) + —FY (&)

2 6 4!
/ h? 1" h? 1" h (4)
F({L‘O — h) :F(l‘o) — hF (l‘o) + EF (l’o) — KF (l‘o) + EF (52)
1
= " (x0) =3 [F(zo+ h) — 2F (z0) + F(zo + h)] + 7
~ 2 = . . 2
con * = —%FM) (&) (e quindi |7| < % masz[O’lﬂF(‘l) (z)]).
3 {—w—1+2vi —wvi1 =Rh%fi+ k1 0<i<N+1
Vg =un+1 =0
Ora posti
2 -1
) V1 fi T1
TN = v = f = T =
-1 UN In ™
— 2

in forma compatta Tyv = h%f + h%7. trascuriamo per un attimo il termine
h?7 e otteniamo T0 = h?f. Abbiamo ricondotto cosi il problema a risolvere
un sistema lineare. Ty ha autovalori \; = 2 (1 — cos NLil> perj=1,...,N

con relativi autovettori (normalizzati in ||-||2) z; = sin ( ]GTI) \/ Niﬂ

A1
Inoltre se A = ( ) e J = (zl zn) allora Ty = ZAZT. No-
An

tiamo che A\ = 2 (1 — oS NL—H) ~ 2 (_2(1\7&1)2) = (Nf1)2 e che \, =
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2 (1 — COoS %) ~ 2(1 — cosm) = 4 cioe che gli autovalori sono tra A\; e Ay

e Nlim A1 = 0 quindi Ty € definita positiva e dunque il sistema ammette
—+00

soluzione unica.

A 3 2—1
v—0=h"T\"T

(N +1)?

lv —dlla =h?| Ty l2ll7ll2 = B2 ——I]2
T

) 1
lo = 2|2 ZWIITHz =O(h?)

Problema di Sturm-Liouville a potenziale nullo

{—j;zi(g;) = \izi(2)
2;(0) = %(1) =0

ha come soluzione generale I'autofunzione 2;(z) = asin(y/ A\iz) + B cos(y/ Aiz)
e imponendo le condizioni al bordo si ottiene § = 0, poi imponendo ad

esempio a = 1 si ha \/\; = im e cioe \; = 72,

Oss. 2: Oss.. Iy e 'operatore discreto che corrisponde a —% e, per N
molto grande, gli autovalori ed autovettori di T tendono a imw e 2;.

8.2 L’equazione di Poisson in 2 dimensioni

Pv(x,y)  0*v(w:,y)
922 0y?
con la condizione v(z,y) = 0 sul bordo di Q.
Anche in questo caso consideriamo la griglia di punti equispaziati x; = ih
ey = jhcon h =1/N+1eij=0,...,N+1 Poniamo al solito
vij = v(xi,y;) e fij = f(xi,y;). Se approssimiamo

= f(z,y) per (z,y) € Q=(0,1)

2
0 U(x,y)| _2vi5 —Vic1y — Vig
Or2 T=T4,Y=Y; h2
2
0“v(z,y) 2V — Vij—1 — Vij41

ayQ |:c:xi,y:yj ~ h2

possiamo usare la somma delle approssimazioni come approssimazione della
somma e ottenere la cosiddetta formula a 5 punti:
2 2
_OMv(z,y) 0 v(a:,y)‘ A —vim1; — Vg1 — Vig—1 — Vij41
8%2 8y2 T=T;,Y=Y; h2

V0j = UN+15 = Vio = UiN+1 = 0
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Oss. 3: Oss..Le incognite sono gli N2 nodi interni. Ma ci sono N? equazioni
a disposizione, quindi anche questa volta ci si riconduce a risolvere un sistema
lineare la cui soluzione & unica se la matrice & non singolare.

In generale si ha

Tn +2Iny —In

Tnxn = —Iy -
—In Ty +2In
TN 2IN _IN
InxN = + -1y . -
Ty —In 2y

matrice tridiagonale a blocchi che si puo riscrivere in termini di prodotto di
Kronecker:

Tnun = (UnN@TN)+ (TN @ Iy)
Allora T xn si puo diagonalizzare tramite Z ® Z e i suoi autovalori ed
autovettori sono
)\ij:)\i+)\j Zij = 2 Q Zj

Oss. 4: Oss..Il discorso si puo generalizzare a n dimensioni sempre sfruttando
il prodotto di Kronecker.

Si ha che:

e (Z02)(Z®Z)T = I cioe anche (Z®Z) & ortogonale e la trasformazione
di sopra e di similitudine.

e Tnun=(Z@2Z)INOA+ARIN)(Z 2 Z)T

Se vmi; € 'iterata al passo m nel punto (z;,7;) del metodo di Jacobi (
2™ = DY B+ )™=V + D=1 ) Allora peri,j =1,...,N

2
Umtlij = Z(Umi—lj + Vmit1j + VUmij—1 + Umij+1 + h° fij)

Oss. 5: Oss..L’aggiornamento si puo fare indipendentemente da come sono
ordinati i punti della griglia.

Per applicare Gauss-Seidel dobbiamo scegliere un ordinamento diver-
so da quello naturale (usato prima), perché poco efficiente. Per esem-
pio lordinamento rosso-nero. 1 nodi rossi useranno l'informazione vec-
chia dei nodi neri, mentre i neri useranno l'informazione aggiornata. (
2™ = (D - B)"1Cz™=V 4+ (D - B)~'b = D~ (Bz™ + cx(m=D 4+ ) ). Si
ottiene cosi il seguente algoritmo:
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for all i,j that are RED

vim+1][i][j] = (vim][i=1][j] +v[m][1+1][j] + \\
. ¥[m][i][j*1] + vim][i][j—1] +h™2«£[i][]j])/4
for all i,j that are BLACK
vim+1][i][j] = (vim+1][i =1][j] +v[m+1][i+1][j] \\
+ vim+1)[i][j—1] + v[m+1][i][j—1] +h™2«f[i][j])/4

end for

Anche nel caso di applicazione del metodo SOR si usa 'ordinamento
rosso-nero. Il che porta allo stesso algoritmo con la sola modifica che bisogna
moltiplicare per w e aggiungere (1 — w)vy,,; (sia per i nodi rossi che per i
nodi neri). (2™ = (1 —w)z™=Y 4 wD~1[Bz(™ + Cz(m=1) 4 p])

8.3 Convergenza

e Jacobi:
Tnxn =41 — (41 — TnxnN)
_ 1
J =44l — Tyun) =1 — 1TV
iy 7
)‘ij :)\2+)‘] =2 (1—COSN—|—1) +2(1_COSN—{]—1>
i’ ]
=4 -2
(COSN—i—l +COSN+1>

i 1 ' ]
= p(J) ZH%%X“ — f‘ = n}gxyi (cos ij_ . + cos ij_ 1)’

A A
:|1—%|:y1—%|:cos

N+1

ﬂ_2

~2(N +1)2

~1

cioe, piu N ¢ grande e piu il metodo di Jacobi ¢ lento. Inoltre
limy 400 Aij = 0 quindi Ty« v tende ad essere una matrice mal condi-
zionata. Quante iterazioni servono per ridurre 'errore di una quantita
e~ 1? Se m ¢ il numero di iterazioni si deve avere:

2 m
Jm",-;-j —1 1— T ~
PN R e = < 2(N+1)2> ¢
1 2(N +1)2
= mx - - 2 —;) = O(N?)
log (1 - grifrpe) 7

Quindi il numero di iterazioni necessarie & circa O(n) := O(N?). 1l
costo per ogni aggiornamento ¢ un O(1) quindi per aggiornare tutte le
componenti serve O(n) e il costo dopo n operazioni ¢ un O(n?).

-1
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 Gauss-Seidel Si dimostra che p(G) = p(J)? associato all’ordinamento
2 2
rosso-nero, per cui p(G) = (cos NL—&—I) A (1 — ﬁ) . Ne segue
che il numero di iterazioni ¢ la meta di quello richiesto per Jacobi. In
termini di O grande i costi sono gli stessi.

e SOR Scegliendo 1 < wy =

ottiene che

< 2 il parametro ottimale, si

2
1+mnfﬁj

COS2

s
N+1 2
N+1
MHWMZA—gggigazl—ﬁjj
(1+sin 75)

ovvero il metodo SOR ¢ circa N volte piu veloce rispetto a Jacobi e
Gauss-Seidel. Calcoliamo il numero di iterazioni necessarie:

(H(wo)) ~ e (1 __m )j ~e!
PUTR0) N+1) ~
— jr~O(N)=0(n'?

Se dunque p(J)* =~ e~ ! si ha che

1/ 1\F
1-—) ~(1-—
(%) ~(-m)
quindi k =~ jN. In definitiva il costo totale & (calcolando analogamente

a prima) O(n?/?).

Oss. 6: Tabella riassuntiva.:

Metodo Tempo | Spazio
Cholesky n’ n?
Jacobi n? n
Gauss-Seidel n? n
CG n3/2 n
SOR n3/2 n

tenendo conto che Cholesky € un metodo diretto, quindi esatto, mentre i
metodi iterativi sono approssimati e che tutto dipende dall’implementazione.
(Si & posto sempre n := N?2).
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9 Metodi del Gradiente

Per il problema della risoluzione di sistemi lineari di grosse dimensioni con
struttura. Supponiamo A € R™" definita positiva, b € R™ e di avere il
sistema Ar = b. Riconduciamo il problema alla ricerca del minimo del

funzionale ,
O(x) = §$TAac by
chiamando residuo
T
r(x) :=b— Ax = -Vo(x) = [ _837;191 _869% }

Oss. 1: Oss..V®(z) =0 < r(z) =0 <= Az = b e I'hessiano di ®(z) e
A > 0 quindi z ¢ punto di minimo per il funzionale ®:
Az* =b < z* = min ®(x)

zeR?

Sia xj I'approssimazione di z* al passo k. La successione si definisce
come segue:

 si prende un vettore pi # 0 che sia direzione di decrescita per ®, cioe
tale che pf V®(zy) < 0.

o preso ay tale che ®(xg) = minger P(xf + apy) si pone
Tp41 = T + Qpg

e si nota che

od
0 = 0 <— (a:T + apk)TApk —bv'pp=0
b— Axp)T
oy = / k) Pk
Pr APk
T
e posto ry := r(xy) espressione diviene o = Z;;l‘j:k e si ha p{rk >0e

k

quindi oy > 0.
Oss. 2: Oss..

The1 = b — Az = b — A(xg, + agpr) = 1 — apApg

e anche
rh1pk = (r — apApy) 'pi = i pr — cwpt Apr, = 0
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9.1 Steepest descent

La scelta py, = 1, = —V®(z) da origine al metodo steepest descent. In questo
caso 'rgﬂrk =0 e cioe pgﬂpk = 0. Stimiamo Derrore e, = x* — x;: detti
Amin € Amaz gli autovalori di A di modulo minimo e massimo rispettivamente
si ottiene:

T A < ()\ma:p - )\mzn>2 TA
e €1 > E—— e €L
h * )\ma:p + )\mzn k

da cui posta per definizione ||z||4 := V2T Az

A — A
lewsalla < (mm) lella

)\max + )\mzn
k+1
p2(A) — 1)
= |ler+1lla < ( €ollA
lewerlla < (B2557)  leol
dove puo(A) = % quindi l'errore si abbatte velocemente se A ¢ ben
condizionata.

9.2 Metodo del gradiente coniugato

{rg sek=0
Pk =
Tk + Brpr—1 k>1

Scegliamo

con [ tale che pprk_l = 0 cioe tale che le direzioni p; e pr_1 sono
A-coniugate. Cerchiamo un espressione per [:

P Api—1 = (ris + Bepi—1)" Apr—1 =0

= 1} Apr—1 + Brph_1Apr—1 =0

T
T Apr—1
- = AL
Djo_1APK—1

e verifichiamo che pj cosi definita ¢ una direzione di decrescita:
pLV®(z1) = — piry
= — (1 + Bepr—1) 7

T T
= =TTk — BkPr—17k

2
=—|[Irxllz <0
Da questo segue anche che pgrk = r%rk e quindi otteniamo un’espressione
T T
' T, Tk . . . . o .
per o = ﬁ = ka A; . Osserviamo inoltre che due residui consecutivi sono
k Pk k Pk

ortogonali: r,frk_l = 0. Sfruttando le due espressioni per p;frk_l ottenute

sostituendo prima la definizione di p; e poi quella di r,_1, si ottiene una
. . TTT . . . .
espressione alternativa per fj = —*—— ’“r: . Con queste manipolazioni il costo
k—1"k—1

per il calcolo di ay, e B € quello dei tre prodotti scalari.
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Teorema 9.1. Sia rg #0 e h > 1 per cui Yk < hri # 0. Allora
rir; =0 pfAp;j=0 k#j kj=0,...,h
cioe i primi h resisdui sono un insieme di vettori ortogonali e i py sono

A-coniugati con tutti gli altri.

Dimostrazione. Mostriamo il risultato per induzione. Se h = 1 allora

k=1,7 =0 e dunque rrf?“o =0e pr{Apo = 0 perché consecutivi. Il passo
induttivo consiste nel provare che per j =0,...,h si ha:
T _
{Th+17"j =0
T _
Ph1Apj =0

ed il caso j = h € ovvio come sopra. Abbiamo allora:
T T
Tha1j =(rn — anApp)

T T
=1y, 1 — appy Ar;j

T

=— ozhp;‘lFArj per ipotesi induttiva
= — anpj, A(pj — Bepj-1)

= — anpt Ap; + anBipt Apj—1
=0

dove I'ultima uguaglianza segue ancora dall’ipotesi induttiva. Inoltre:

Ph1Apj =(rhi1 + Buipn)” Ap;
=ri 1 Ap; + Buy1pi Apj

_T .
=T 14p;
1
_ T . .
—*‘Th-s-l(rj — Tjt1)
Q;

1

_ T . T

=—("h417j = The1Tj+1)
Qj

=0

dove abbiamo utilizzato due volte I'ipotesi induttiva e il fatto che Ap; =
1
a; (15 = 7j41)- u

Oss. 3: Criterio d’arresto.Se lavorassimo in aritmetica esatta non ci
potrebbero essere piu di n vettori ortogonali in uno spazio di dimensione n.
Quindi significherebbe che Im < n r,, = 0 e che la soluzione esatta si trova
in un numero finito di passi. Lavorando in aritmetica finita, il metodo del
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gradiente si comporta come un metodo iterativo. Allora bisogna determinare
un criterio d’arresto. Si puo usare il criterio del residuo: ||7x||2 < €||b]|2.

Oss. 4: Algoritmo del CG.
k=0; zg=0; rg=020;
po=7ro; Vg = roTro; tol = evy;
while (v > tol)

w = Apy;
ag = v/ (pf, w);
Th41 = Tk + Dk
Tht1 = Tk — QW
Vg1 = 7"1{+17"k+1
Br+1 = Vir1/ v

Pk+1 = Tht1 + Bry1Pk
k=k-+1

k
Si dimostra che |leg]|a < 2 (%) lleoll A-

Oss. 5: Mal condizionamento.Se la matrice A ¢ mal condizionata si
possono applicare delle tecniche per ovviare al problema.

Definizione 9.1. Una matrice M = C;Cs ¢ un precondizionatore (per
la matrice A) se Cy,Cy sono ivertibili e tali che pa(CTrACY T << po(A).
Nei casi specifici in cui sia Ch7 = I o Cy = [ si parla di precondizionamento
rispettivamente destro o sinistro.

Se y = Cax il sistema Az = b diventa
CrYACT Cox = CT'0 — (CTAC Y Yy =Cr '

per cui basta risolvere Cox = y. Essendo A definita positiva, scegliamo
M = CCT in modo che

Az =b «— (C'ACTCTe =C"'b < By=c
Altre scelte possibili per M o M =diag(aii,-..,ann)

An
e M= diagonale a blocchi con i blocchi corri-

Ann
spondenti in A.
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e« M = LLT fattorizzazione incompleta di Cholesky (imponendo che
A5 = 0= lij = 0).
La scelta del precondizionatore dipende da caso a caso a seconda della
matrice A.

Oss. 6: Oss..Per come abbiamo scelto M, anche la matrice B ¢ definita
positiva.

Applichiamo il metodo del gradiente coniugato al nuovo sistema:

sk = r1(yr) = ¢ — By
=C'b-CctACTTC gy,
=C b — Axy)
=C 7y = sf s = rEc=TC
= TZM_Irk
Se definiamo z; come soluzione di M z;, = rj otteniamo che sgsk = r%zk e si
ha l'algoritmo del gradiente coniugato precondizionato:
Oss. 7: Algoritmo del PCG.
k=0; x9=0; ro=¥b;
calcolo zg t.c. Mzy = rg
po = CTZO; vy = zgro; tol = evyp;
while (v > tol)
w = Apy;
a = v/ (P w);
T4l = Tk + QgPk
Tk+1 = Tk — QW
241 t.c. Mzp1 = i1
Vg+1 = TkT+1Zk+1
Br+1 = Vir1/ vk

Prt1 = Cl 21 + Brr1pr
k=k+1

9.3 CG e minimi quadrati

Possiamo usare il metodo del gradiente coniugato per risolvere il problema
dei minimi quadrati.
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Date come sempre A € R™*" b€ R™ m > n Az = b dove cerchiamo x
che minimizza minyegn || Ay — b||3.
1
14y — BlI3 = (Ay — b)" (Ay — b) = 2(5y" AT Ay — b" Ay) + b'D

quindi il funzionale da minimizzare e

1
U(x) = min ¥(y) = min = (||[Ay — b||3 — bTb
() = min ¥(y) = min 5 (|l Ay — bll> —b7b)

il cui gradiente e:
—V¥(y) = AT(b - Ay) = ATr(y)
= —VU(xy) = Al

Oss. 8: Oss..Rispetto al funzionale ®(z) la matrice & diventata AT A.

Definiamo s := ATr;. e costruiamo la successione Tht1 = Tk + QP con

- T
ay tale che g—g =0 e cioe af = ”i’; i’ﬂQ. Moltiplicando per A a sinistra si ot-
2
T
) so=A'rg k=0 sTAT Apy_,
tiene ry11 = rp — apApg € pp = con B = —’ﬁAiHQ
sk + Prpe—1 k=1 Pr-1ll2

in modo tale che pf AT Apy_1 = 0.
Verifichiamo che p; ¢ una direzione di discesa:

—pi VU (i) = pf A"y = p sk
= (sk + Brpi—1)" sk
= s} 5k + BiDh_15k
= sgsk >0

notando che pf_lsk = pf_lATrk = p{_lAT'rk,l—akpf_lATApk,l = p{_lsk,l—
p;{sk_l = 0 per definizione di a; ed s;. Dalla relazione precedente segue

anche che p} sy, = ||sx||3 e si puo quindi riscrivere oy, = IIE;BI%I% B = ”L‘:ﬂ%%.
Esplicitiamo il calcolo di £ usando la relazione tra i residui:
By = Mak—l
[se—1ll3
s AT Apr_y (rk — 1)
skl Apea
B sTATry, S{ATrk,l
llsk—all3 lse-all3
B st'sy, shsp_q
lse—il3 skl
Isxl3

~ Isk—1ll3
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infatti
shsp_1 = (rf A)sp_1
= (rp—1 — k1 App—1) " AA 4
= r{_lAATrk_l — ak_lpg_lATAATrk_l
= [Isk—1ll5 — cp—1(Apr—1)" Asp_1
= llsk-1ll3 = r—1(Apr—1)" Alpr—1 — Br—1Px-2)
= [Isk-1l13 + x—18k-10f_1 AT APy — o1 [| Apra |3
=0
per costruzione di oy, e direzioni AT A-coniugate.
Infine si ottiene ’algoritmo:
Oss. 9: Minimi quadrati con CG.
k=0; 20=0; ro=b; so=Alry;
po = So0; o =sps0; tol=ewp;
while (v > tol)
w = Apy;
o = v/ (wlw);
T4l = T + QP
Th1 = Tk — QW
sip1 = ATrpp
Vg+1 = SZ+13k+1
Br+1 = Vis1/Vk
Pk+1 = k41 + Br1Pk
k=Fk+1

Se r(z) =b— Az e x* & soluzione esatta di Ax = b, allora
lz* —apl| = [ A7 — axl| = [ATH(b — Aap)|| = [|AT
Mz =zl LA™ el

r* — T llmoll
(7l
7kl
= u(
[I7oll
Oss. 10: Oss..Se xg = 0, ||ro|| = ||b]|, cioe se la matrice A ¢ ben condizionata,

il criterio di arresto del residuo ci permette di controllare bene ’errore relativo.
In generale, cosi sappiamo come diminuisce 1’errore ad ogni passo.
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A Appendice

Qui di seguito risultati non provati o enunciati durante il corso di calcolo
scientifico, ma che sono correlati.

Proposizione A.1 (Positivita del complemento di Schur.). Sia A una
matrice simmetrica e definita positiva. Sia quindi

A B
(a2

con C' simmetrica. Allora M >0 — C —BTA-1B > 0.

Dimostrazione. Per provare la proposizione basta prendere un vettore

T = ( Z ) e applicare la definizione:

"Mz >0 < v Au+ 20" BTu+v"Cv >

e minimizzando u — u’ Au 4+ 20T BTu + vTCv per v fissato, otteniamo
u = —A"'BTv che sostituendo nella funzione per trovare il valore minimo
da il risultato voluto. O

A.1 Invertire matrici

Una collezione di formule per invertire la somma di matrici:
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Woodbury matrix identity: A, C' invertibile:
-1
(A+UCV) " =A7 =AW (C1 4+ VATIU)  VATY (1a)
when U =V =1

-1
(A+C0) =a"t—at (T4 a7ty AT (1b)
when C =V =1
A+U)yt=A"1-AuA+U)! (1c)
Sherman—Morrison formula: A invertibile:
Ay A1
Ty=1 _ 4—-1 _
(A+u)" =4 1+vTA-ly (1d)
No requirements on P or @ :

(I+P)'=1—-(I+P)P (1e)
(I+PQ)'P=PI+QP)"! (1f)

If A is invertible:

(A+BCD) ' =A"1—(I+A'BCD)'A'BCDA™! (1g
= Al - A' T+ BCDA™HY'BCDA™Y  (1h
= A~ AT'B(I+CDA'B)"'CDA™!
= A - A'BC(I+DA'BC) 'DA™!
=A' - A'BCD(I+ A'BCD) ' A™! (1k
= A" — A7'BCDA Y1+ BCDA™H)™! (11

Se C ¢ invertibile ritroviamo la formula di Woodbury (1a):

(A+ BCD) ' =A'— A 'B(C"'+ DA 'B)"'DA™!

A.1.1 Stime sulle norme matriciali

E facile vedere che, se ||A|| < 1 per una qualche norma di matrice indotta
||-||, allora I — A ¢ invertibile e, da (1e),

1
I = A)7H < —
1— A

Possiamo generalizzare come segue: supponiamo [|A|| < m. Allora I — LA &

invertibile e .
1 - 1 m
I——A < —
(1= 4) I T7m =

m

e possiamo riscrivere

1
ml — A7 < ———.
lmt = A7 < o
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Da questa stima si puod derivare una minorazione per la matrice inversa:

L+ Al = [lT - Al = S 1Al

v
11 = 4)

Proposizione A.2 (Norme matriciali e raggio spettrale). Per ogni matrice
A ed e > 0 esiste una norma matriciale indotta tale che, se p(A) é il raggio

spettrale,
p(A) < [[ A < p(A) +¢

Inoltre, se tutti gli autovalori p di A tali che |p| = p(A) hanno corrispondenti
blocchi di Jordan di dimensione 1, allora esiste una norma matriciale indotta
per cui ||A]| = p(A).

Osservazione 1.Per ogni norma matriciale indotta, se p(A) & il raggio
spettrale di una matrice A,

p(A4) < [|A].
In fatti se € un autovettore di A con autovalore A:
[All[lz]| > [[Az]| = [|Az| = [Al[|=||

il che implica ||A]| > |A| per ogni autovalore A e quindi || Al > p(A).
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