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Esercizio 1. Discutere la risolubilita del sistema di congruenze seguente, al variare del para-
metro intero a:

ar =3 (mod 17)
a®* =4 (mod 17)

Soluzione. La prima congruenza ¢é risolubile se e solo se med (a,17) | 3, ossia se e solo se
med (a, 17) = 1. Questo equivale a dire che a deve essere invertibile in Z/(17). Tutti gli elementi
invertibili modulo un numero primo si possono sempre esprimere come potenza di un fissato
elemento invertibileﬂ Nel nostro caso, ossia Z/(17), ogni elemento invertibile ¢ potenza di 3:
questo fatto puod essere verificato anche a mano. Di conseguenza varra che a = 3¢ (mod 17)
per un opportuno esponente 1 < ¢ < 1@ Osservato inoltre che 4 = 32 (mod 17), possiamo

riscrivere la seconda congruenza come
3 =32 (mod 17) & cx =12 (mod 16),

poiché 'ordine di 3 modulo 17 & proprio 16, essendo 3 una radice primitiva. L’ultima congruenza
ammette soluzione se e solo se med (¢, 16) | 12, ossia se e solo se med (¢, 16) & 1, 2 0 4. Ricordando
che 1 < ¢ < 16, la precedente condizione equivale a ¢ # 8 e ¢ # 16, ossia a Z 16 (mod 17) e
a#1 (mod 17).

Rimane adesso da studiare la risolubilita del sistema. Si osservi che:

(i) sea £ 0 (mod 17), la prima congruenza ha come insieme soluzione x = 3 (mod 17), dove
a € un inverso di ¢ modulo 17.

(ii) la seconda congruenza equivale a cx = 12 (mod 16), e se ¢ # 1 (mod 17) e a # 16
(mod 17) ha come insieme soluzione l'insieme di tutti i numeri congrui tra loro modulo un
divisore di 16 (quale divisore dipende da ¢, ossia da a, ovviamente).

In ogni caso, il sistema che ne risoluta ha come modulo della prima congruenza 17 e come modulo
della seconda congruenza un divisore di 16. I moduli sono primi tra loro, quindi il sistema &
risolubile se e solo se sono verificate le condizioni

az0 (mod17) A a#1 (mod17) A a#16 (mod 17).

1Per chi avesse visto ’argomento, dato un primo p, il gruppo moltiplicativo degli elementi invertibili modulo
p, ossia Z/(p)*, ¢ un gruppo ciclico. Questo significa che esiste un elemento invertibile g € Z/(p)*, detto radice
primitiva, tale che ogni elemento a € Z/(p)* si scrive come a = g€, per un opportuno esponente c.

2Per il piccolo teorema di Fermat, a?~! = 1 (mod p) per ogni a invertibile modulo p, cosi che ¢ pud essere
limitato tra 1 e p — 1.



