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Analisi di un metodo iterativo per sistemi lineari con matrice Toeplitz non simmetrica



m Si presenta |'articolo di Jennifer Pestana, Andrew Wathen “A
preconditioned MINRES method for nonsymmetric Toeplitz
matrices” (SIAM J. Matrix Anal. Appl. 2015).

m Si vuole analizzare un nuovo metodo iterativo per matrici di
Toeplitz non simmetriche. L'idea & di “capovolgere” la
matrice, in modo che diventi simmetrica, per poi risolvere il
sistema con MINRES.

m Chiameremo il nuovo algoritmo YMINRES. Nella
sperimentazione lo vedremo confrontato con GMRES e LSQR
per diverse tipologie di matrici, confrontando il numero di
iterazioni necessarie per la convergenza.

m Infine si analizzeranno risultati di convergenza del metodo,
evidenziando alcune formule errate presenti nellarticolo e
calcolando numericamente la stima ottenuta.




Circolanti e precondizionatori
©000000

Matrici Toeplitz

A € R™" & una matrice di Toeplitz se su ogni diagonale le entrate
sono uguali: A = a;_j per ogni 1 <i,j < n.

ao a-1 a-—p----- ad_(n=2) 9—(n-1)
a1 a_(n—2)
A=| 2
: : LA
an-2 -."-._a—l

an—1 ap—p - -~ : ar ai : ag




Circolanti e precondizionatori
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Matrice circolante

Una matrice circolante C di taglia n € una matrice di Toeplitz, con
la proprieta aggiuntiva che la k-esima sottodiagonale ha le stesse
entrate della n — k-esima sopradiagonale.

@ Cn-1 Cp2--ccc Q a
C1 (&}
c=| @
. . " Ch—2
Cp—2 "'..Cn—l
Ch_1 Cp_p-++-+~ ) . c1 Q
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Circolanti e precondizionatori
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Sia wp, la radice n-esima dell'unita. Definiamo le seguenti matrici:
mFF= wn. Fare Fx corrisponde a fft(x) in MATLAB.
m FLoF= %w;{ Fare F~1x corrisponde a ifft(x) in MATLAB.

m U= nFleU"= %F sono matrici unitarie, UU" = |.




Circolanti e precondizionatori
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Sia @ la seguente matrice circolante:

0 1

1 0
1 Q= U"SsU = FSF1

'..1 -.0

i 2 -1
dove S = diag(1l, wp,wp, ..., wl ).
Una generica matrice circolante C si puo scrivere come

n—1 n—1
C:chQk:UH chsk U
k=0 k=0

(1)




Circolanti e precondizionatori
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Precondizionatore Strang

Sia A una matrice Toeplitz, con entrate Ajj=aj_j. |l
precondizionatore di Strang C*'(A) relativo ad A si ottiene
mantenendo la diagonali “centrali” di A, e completando le altre in
modo da ottenere una matrice circolante.




Circolanti e precondizionatori
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Precondizionatore Strang

Sia A una matrice Toeplitz, con entrate Ajj=aj_j. |l
precondizionatore di Strang C*'(A) relativo ad A si ottiene
mantenendo la diagonali “centrali” di A, e completando le altre in
modo da ottenere una matrice circolante.

1 16 17 18 19 1 16 17 3 2
2 1 16 17 18 2 1 16 17 3
A=13 2 1 16 17 cC=13 2 1 16 17
4 3 2 1 16 17 3 2 1 16
5 4 3 2 1 16 17 3 2 1
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Circolanti e precondizionatori
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Precondizionatore Strang

Sia A una matrice Toeplitz, con entrate Ajj=aj_j. |l
precondizionatore di Strang C*'(A) relativo ad A si ottiene
mantenendo la diagonali “centrali” di A, e completando le altre in
modo da ottenere una matrice circolante.

Nel caso dispari, n = 2k + 1. Le diagonali che vengono mantenute
e poi ricopiate sono quella centrale, le k sottodiagonali e le k
sopradiagonali.

Nel caso pari, n = 2k. La diagonale centrale & mantenuta, assieme
alle k — 1 sottodiagonali e le kK — 1 sopradiagonali. L'ultima
diagonale rimasta, la k-esima, puo essere scelta in vari modi, per
esempio ¢, = %(ak + a_k).
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Precondizionatore Ottimale

Sia A matrice generica, e U la matrice unitaria di Fourier.
Definiamo My = {U"AU | A & diagonale}. Il precondizionatore
ottimale per A & la matrice CJP*(A) € My che risolve il problema
di minimo min ||A W] .

WeMm




Circolanti e precondizionatori
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Precondizionatore Ottimale

Sia A matrice generica, e U la matrice unitaria di Fourier.
Definiamo My = {U"AU | A & diagonale}. Il precondizionatore
ottimale per A & la matrice CJP*(A) € My che risolve il problema
di minimo min ||[A— W/||¢.

WeMy

Proprieta:
m My e l'insieme delle matrici circolanti, ma la definizione si
puo generalizzare per U unitaria qualsiasi.
m CPY(A) = UMdiag(UAUM) U

. . — k) ag+kay_
= Se A & Toeplitz, allora ¢ = =Rk oy erg:

cor () = i ((n — k)ay + kak,,> o




Circolanti e precondizionatori
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Sia A matrice generica, e U la matrice unitaria di Fourier.
Definiamo My = {U"AU | A & diagonale}. Il precondizionatore
Superottimale per A & la matrice CP*(A) € My che risolve il
problema di minimo min ||/ — W™A|| .

WeMy

Precondizionatore Superottimale




Circolanti e precondizionatori
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Precondizionatore Superottimale

Sia A matrice generica, e U la matrice unitaria di Fourier.
Definiamo My = {U"AU | A & diagonale}. Il precondizionatore
Superottimale per A & la matrice CP*(A) € My che risolve il
problema di minimo min ||/ — W™A|| .

WeMy

Proprieta: Se A e C/(A) non sono singolari, il precondizionatore
superottimale esiste ed & unico.

CoP(A) = CP (A" (cp(at) = o
— UM diag(UAAH UM (diag(UAH UH)> T
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Algoritmo YMINRES
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Algoritmo YMINRES

Sia A € M(n,R) matrice di Toeplitz in generale non simmetrica.
Si vuole risolvere il sistema Ax = b.
Sia Y la matrice:

Y= .
R

Allora fare prodotto Yv equivale a capovolgere il vettore v, non
bisogna fare conti. Similmente, anche il protto per matrice YA
equivale a capovolgere la matrice.




Algoritmo YMINRES
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Algoritmo YMINRES

Ax=b = YAx=Yb

Se A & Toeplitz, YA & Hankel, dunque & simmetrica e possiamo
risolvere il sistema applicando MINRES.




Algoritmo YMINRES
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Algoritmo YMINRES

Ax=b = YAx=Yb

Se A & Toeplitz, YA & Hankel, dunque & simmetrica e possiamo
risolvere il sistema applicando MINRES.

MINRES & un metodo iterativo basato sui sottospazi di Krylov.
Non richiede di avere a disposizione la matrice A, ma & sufficiente
una funzione che restituisca il prodotto Ax.

Anche per I'algoritmo YMINRES, non & necessario formare
esplicitamente la matrice YA. Per calcolare YAx, si calcolo Ax e
poi lo si capovolge.
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Algoritmo YMINRES
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Algoritmo YMINRES

Ax=b = YAx=Yb

Se A & Toeplitz, YA & Hankel, dunque & simmetrica e possiamo
risolvere il sistema applicando MINRES.

MINRES & un metodo iterativo basato sui sottospazi di Krylov.
Non richiede di avere a disposizione la matrice A, ma & sufficiente
una funzione che restituisca il prodotto Ax.

Anche per I'algoritmo YMINRES, non & necessario formare
esplicitamente la matrice YA. Per calcolare YAx, si calcolo Ax e
poi lo si capovolge.

Vedremo che questa implementazione di base non & molto
efficiente. Si pud migliorare utilizzando dei precondizionatori.
Useremo precondizionatori circolanti simmetrici: Strang, Ottimale,
Superottimale.
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Algoritmo YMINRES
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Precondizionamento

Dato C matrice circolante, si pud diagonalizzare C = URDU.
Definiamo |C| = UM|D|U, che & una matrice simmetrica
(semi)definita positiva.




Algoritmo YMINRES
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Precondizionamento

Dato C matrice circolante, si pud diagonalizzare C = URDU.
Definiamo |C| = UM|D|U, che & una matrice simmetrica
(semi)definita positiva.

Si fattorizzi |C| = LLH con L reale, es: L = UH|D]%U.

(LYYAL ™ (M) = L71vp

Ax =b.
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Algoritmo YMINRES
00@00000000

Precondizionamento

Dato C matrice circolante, si pud diagonalizzare C = URDU.
Definiamo |C| = UM|D|U, che & una matrice simmetrica
(semi)definita positiva.

Si fattorizzi |C| = LLH con L reale, es: L = UH|D]%U.

(LYYAL ™ (M) = L71vp
A% = b.
A = (L"1YAL™) resta una matrice simmetrica, per via
dell'operazione di congruenza.

Utilizzeremo quindi solo precondizionatori circolanti definiti positivi
per garantire 'esistenza di L1 e L7H,
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Algoritmo YMINRES
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Sottospazi di Krylov e convergenza di MINRES

AX = b.

/Ck(/4~, r) = span(r, ,Zr7 er, o 7/Z/<—1r)
KA r) = KA, Ar) = span(Ar, B2r, Aor,.... A0




Algoritmo YMINRES
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Sottospazi di Krylov e convergenza di MINRES

AX = b.
/Ck(/4~, r) = span(r, ,Zr7 er, o 7/Z/<—1r)
KA r) = KA, Ar) = span(Ar, B2r, Aor,.... A0

MINRES genera una sequenza di iterate xj e residui r, che
soddisfano _
Xk € X0 + Kk(A, ro)

P = b— Ax, € o+ KA )

Fie = argmin{ |vll, | ve+KHATR)}
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Algoritmo YMINRES
[e]e]e]e] Telelelelele)

Fe=b—Ax F=argmin{ |||, |vern+KATR)}

ICl=L" A=LTYAL ™M % = 1Mx
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Algoritmo YMINRES
[e]e]e]e] Telelelelele)

Fe=b—Ax F=argmin{ |||, |vern+KATR)}

ICl=L" A=LTYAL ™M % = 1Mx

h=b—Ax, =LY (b—Ax)=L"1Yr




Algoritmo YMINRES
[e]e]e]e] Telelelelele)

Fe=b—Ax F=argmin{ |||, |vern+KATR)}
ICl=L" A=LTYAL ™M % = 1Mx

h=b—Ax, =LY (b—Ax)=L"1Yr

B+ KU AR) =L Y o+ KN (L YAL ™ L) =
k k
=L71Y (ro+ KHAICITYY  ro))

N.Deniskin

Analisi di un metodo iterativo per sistemi lineari con matrice Toeplitz non simmetrica



Algoritmo YMINRES
[e]e]e]e] Telelelelele)

Fe=b—Ax F=argmin{ |||, |vern+KATR)}
ICl=L" A=LTYAL ™M % = 1Mx

h=b—Ax, =LY (b—Ax)=L"1Yr

B+ KU AR) =L Y o+ KN (L YAL ™ L) =
k k
=L71Y (ro+ KHAICITYY  ro))

=Y LR =YL argmin{ ||lv|, | ve LY (ro+K/ACIT'Y,n))}
=argmin{ ||L7* Yw|, |wen + KHAICITY )}
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Algoritmo YMINRES
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ri € il vettore che minimizza

LY, = (Y LR L Y ) = (Y [CIL Y )3
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Algoritmo YMINRES
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ri € il vettore che minimizza
LY, = (Y LR L Y R)s = (Y CI Y R =

|C|~! & circolante e simmetrica, dunque Y|C|™! = |C|7Y.

1 _ 1
= (R 1C7 Y207 = (A €171 n)b = |1l 72n




Algoritmo YMINRES
00000800000

ri € il vettore che minimizza
LY, = (Y LR L Y R)s = (Y CI Y R =
|C|~! & circolante e simmetrica, dunque Y|C|™! = |C|71Y.
= (R 1C7 Y207 = (A €171 n)b = |1l 72n
Mentre nell’articolo di riferimento c’e scritto che viene minimizzata

1CI Y|, = (€172 )2
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Algoritmo YMINRES
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7ic = argmin{ ||v], | v e+ KA R) )

Come si puo dare una stima su ||rx||?

N.Deniskin
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Algoritmo YMINRES
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7ic = argmin{ ||v], | v e+ KA R) )

Come si puo dare una stima su ||rx||?

17kll> = min Hp(ﬁ)Fon Mk = {p polinomio, p(0) =1, deg(p) < k}
k

N.Deniskin
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Algoritmo YMINRES
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7ic = argmin{ ||v], | v e+ KA R) )

Come si puo dare una stima su ||rx||?

17kll> = min Hp(ﬁ)Fon Mk = {p polinomio, p(0) =1, deg(p) < k}
k
Usando che A & simmetrica:

I7illy < min ( max_ |P()\)|> 170l

PEMK \ AeSp(A)
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recondizionatori Algoritmo YMINRES
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Campbell, Ipsen, Keller, Meyer (1996)

Data A matrice, ¢ > 0, e dei punti 7, #0, 1 < p < P, dividiamo
gli autovalori A in A in gruppi Ap = Sp(A) ({z ||z —vp| < evp)}-
Gli autovalori restanti sono “outliers” e li indichiamo con Agyt.
Applicando I'algoritmo GMRES al sistema Ax = b, la sequenza di
residui r, ottenuta soddisfa:

Hfd+Pk||2 < M(UPflg)k

ol
A — _
d = max max max M; 0 =max max maxM
P |z=7pl=evp A€Nout |)“ P |z—ypl=evp, q7P |'7q|
M = Pe 69 max max H(z/ = Ap)le2

P |z—pl=ep

Ap & la proiezione di A sugli autospazi relativi agli autovalori di A,.




Algoritmo YMINRES
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| vp sono i centri dei cluster, il raggio & ep.

N

o € la massima “distanza” tra i vari cluster.

0 & la massima “distanza” tra gli outliers e i cluster.

La stima & valida solo per le iterazioni dopo la d-esima.

. . _ 11
[l fattore di riduzione & oF~1 I=%c7

ad ogni passo.

€ ogni P passi, ovvero o

m Per via del termine ||(z/ — A,)7!||,. i cluster non devono
essere troppo “stretti” attorno agli autovalori interni A,.

m La presenza di |\| al denominatore in ¢ indica che gli
autovalori non devono essere troppo vicini a 0

N.Deniskin
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ti e precondizionatori Algoritmo YMINRES
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Campbell, Ipsen, Keller, Meyer (1996) - Versione specializzata

Data A Toeplitz, C precondizionatore circolante non singolare e

€ > 0, dividiamo gli autovalori di A|C|~!Y. Ci sono p autovalori A
tali che |\ — 1| < ¢ e g tali che |]A + 1| < e. Chiamiamo i restanti
d =n— p— q "outliers”, e li denotiamo come Ay;.

Applicando I'algoritmo YMINRES al sistema Ax = b con
precondizionatore circolante |C|, la sequenza di residui r, soddisfa:

A — 2
0= max max max ——
Y=%1 |z—v|=c A€Aout ‘)\|

1

M=2:69 max max —
y=£1 Xeh, €— |A—7




Algoritmo YMINRES
000000000 0e

Per passare dalla formulazione particolare a quella generale, si
considera che YMINRES applicato ad A con precondizionatore
|C| & equivalente a MINRES/GMRES applicato a L~1YAL™H.

Nell'articolo di riferimento presenta questa stima con
. _1
H]C|_1rd+2kH2 al posto di H\C! 2rd+2kH2
§ diventa grande se ci sono autovalori A di A|C|~1Y prossimi
a 0.

Gli autovalori di A|C|71Y sono raggruppati molto vicino a
+1, che euristicamente garantisce il buon funzionamento delle
stime.

La stima ci garantisce una convergenza lineare.
Sperimentalmente perd & un superlineare.

La stima & utile dal punto di vista teorico, ma numericamente
la stima & molto larga, come vedermo nell'ultimo esperimento.




Sperimentazione
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Sperimentazione

m Sono stati fatti sette esperimenti, ognuno con una tipologia di
matrice Toeplitz per diversi valori di n, da 10 a 10000.
Vedremo i risultati di tre esperimenti.

m Per ciascun esperimento, si mettono a confronto i risultati
ottenuti con diversi algoritmi (YMINRES, GMRES e LSQR) e
diversi precondizionatori.

m Utilizziamo gli stessi valori dell’articolo di riferimento:
tolleranza 108, MAXIT=1000.

m La prima matrice & sparsa e ben condizionata, la seconda &
sparsa e mal condizionata, la terza & piena.

m Sono indicati con un trattino “-” i casi in cui non si raggiunge

la tolleranza entro MAXIT iterazioni, mentre sono evidenziati

in rosso casi con instabilita numeria.
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Sperimentazione
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Esperimento 1

Ap & matrice GRCAR, uguale a Toeplitz([-1], 1, [1 1 1]). Il suo
simbolo & f(z) =z '+ 1+z+22+23conz€C,|z| = 1.
E una matrice sparsa ben condizionata.
1.1 1 1
. ) .

[ G W T Gy
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Non precondizionato, Strang

Numero di iterazioni per metodo:

Ottimale, Superottimale

Sperimentazione

n YMINRES GMRES LSQR n YMINRES GMRES LSQR
10 10 10 20 10 10 10 20
100 58 81 62 100 16 7 22
500 64 255 64 500 14 6 20
1000 64 288 64 1000 14 6 20
2000 64 289 64 2000 12 6 20
5000 64 290 64 5000 12 5 20
10000 64 201 64 10000 12 5 20
10 10 5 18 10 10 10 20
100 10 4 18 100 17 8 22
500 10 4 18 500 14 7 20
1000 10 4 18 1000 14 6 20
2000 10 4 18 2000 14 6 20
5000 10 4 18 5000 12 6 20
10000 10 4 18 10000 12 6 20
Numero di condizionamento di Aj:
n 10 100 500 1000 2000 5000 10000
K(An) 2.89 3.59 3.63 3.63 3.63 3.63 3.63

N.Deniskin

Analisi di un met

iterativo per sistemi lineari con matrice Toeplitz non simmetrica



Sperimentazione
000®000000000
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Residuo

Residuo

1010
[

109}
1010

102
0

Non Precondizionato
YMINRES
GMRES
LSQR
Tolerance

50 100 150 200 250 300
Numero di iterazioni

Precondizionatore OTTIMALE

YMINRES
GMRES

6 8
Numero di iterazioni

Residuo

Residuo

1010

1015

1020
0

1010
0

Precondizionatore STRANG

YMINRES ||
GMRES
LsaR
Tolerance | |

|

4 6
Numero di iterazioni

izionatore SUPER OTTIMALE :

YMINRES ||
GMRES

6 8
Numero di iterazioni
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Sperimentazione
0®00000000

Confronto di diversi precondizionatori per YMINRES

102
0t
o . Atovsori A
g 10
w0
10 St Prc
Optma racan
Slocrspura rocacators
Toaancs
w0
. it
10
o 2 s O 0 0 2 g, :
Numero di terazioni s 0 oz o4 o8 on PR TR Y
Autovalori di (1 'Y A
T
+ o Precondtoner
Strang Proconditoner
Jimal Procondi
Superoptimal Preconditoner
L I I I
- 3 2 1 o 1 2 3 4
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Sperimentazione
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Esperimento 2

A & Toeplitz( [1 1], 1, [t t] ), con t = 0.01 e simbolo
f(z)=z2+z 1 41+tz+tz?conzeC,|z| =1.
E una matrice sparsa mal condizionata.
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Sperimentazione
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Numero di iterazioni per metodo:

Non precondizionato, Strang Ottimale, Superottimale

n YMINRES GMRES LSQR

n YMINRES GMRES LSQR

10 10 10 18
10 10 10 20 100 12 11 2
100 144 80 316
500 870 415 1772 500 18 12 36
1000 ! s i 1000 2 13 44
2000 : ° : 2000 28 15 60
5000 - - ) 5000 82 19 16
10000 : - - 10000 - 2 16
- i 5 " 10 10 10 20
08 18 5 28 100 34 20 62
Loon e 5 2 500 65 34 126
2000 I 5 o 1000 84 43 194
5 2000 112 55 362
5000 =2 o g 5000 258 77 130
10000 - 9 8 10000 26 81 82

Numero di condizionamento di Ap:

n 10 100 500 1000 2000 5000 10000

Kk(A;) 124 112 537  1.10-10° 221.10° 552.10°  1.10-10%
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Sperimentazione

O0000@e00000

100 Non Precondizionato ~ Precondizionatore STRANG
i 10° =\
107 1 |\
102} ]
—MINRES —YMINRES
s GMRES 10 GMRES
10 LSQR LSQR
3 Toerance g Tolrance
210t g
2 g
& & \
10° 1 1010
10 1
107
107
10° . -
) 200 400 600 800 1000 0 2 4 6 8 0 12
Numero di iterazioni Numero di iterazioni
102 Precondizionatore OTTIMALE 102 Precondizionatore SUPER OTTIMALE
——vMinREs VMINRES
! — GMRES || —— GMRES
. LsaR LsaR
Tolerance || Tolerance
102} 1 1
] \ | g 1
2 10} \ | 3 b 1
g g
& &
| 10} \ \ |
108} A 108} t
107 b 1010
) 5 10 15 20 25 o 20 “ 60 8 100

Numero di iterazioni
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Sperimentazione
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Confronto di divers! procondizionatori per YMINRES

Stang Procnitonar
Optma Praconitoner
SipereptenlProcenatioer

w0 Tolr
0
10
B Autovalori i A
10 R
g 1
10* o
o o
10t
10
0
o 0 2 E) « E] B w ) 0,
Numero di terazioni 05 o o5 T 1 B 25 3
Autovalori di |C]1Y A
Precondtioner
Strang Procondiionor
Optimal P or
Suparoptimal Proconditoner
1 L
4 3 2 1 o 1 2 3 4
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Esperimento 3

A ha simbolo f(x) = |x|e* con x € [~7,7]. L'entrata ax
k-esimo coefficiente di Fourier di f(x), relativo a e™*:
E una matrice piena.

m per k pari

per k # 1 dispari
per k=1

ag =

Ny ©

e il

rimentazione
00000008000




Sperimentazione

0000000 @00

Numero di iterazioni per metodo:

Non precondizionato, Strang Ottimale, Superottimale

n YMINRES GMRES LSQR n YMINRES GMRES LSQR
10 10 10 20 10 10 9 20
100 124 100 272 100 18 11 32
500 721 500 1470 500 19 10 38
1000 - - - 1000 19 10 38
2000 - - - 2000 19 11 36
5000 - - - 5000 19 10 42
10000 - - - 10000 19 10 42
10 10 7 20 10 10 10 20
100 16 9 30 100 28 17 48
500 17 9 36 500 51 28 96
1000 19 9 38 1000 65 34 126
2000 19 9 38 2000 83 42 178
5000 19 9 42 5000 121 60 358
10000 19 9 42 10000 173 7 538

Numero di condizionamento di Ap:
n 10 100 500 1000 2000 5000 10000

k(A,) 213 113 499 901  108.10°  4.92.10°  981.10°
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Numero di iterazioni Numero di iterazioni
102 Precondizionatore SUPER OTTIMALE
s
| ] ——aMmRes |
o} LSar il
i 0%k Toerance
1 1
N
| s | {
2 N
| 8 |
| L N
{ 108} \ kY 1
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Confronto di diversi procondizionatori per YMINRES

10
10t . Autovaor i A
1
10
10 4
Sty Precotrar
Sl Prconsnerer
Taaon ‘
0
o 0 ) ) “© ) @ oo,
Numero di terazoni < as 4 @ @ s 4w 0 o8
Autowalori di (€'Y A
Procondioner
Stang Procondioner
Optima P o
Suparopimal Procontions:
I |
4 3 2 1 o 1 2 3 4
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Commenti generali

m Le versioni non precondizionate sono molto lente nella
convergenza, mentre per quelle precondizionate basta qualche
decina di iterazioni

m Ripetendo uno stesso esperimento 10 volte variando il termine
noto b, abbiamo visto che le versioni precondizionate hanno
varianza bassa, richiedendo in circa meta dei casi sempre lo
stesso numero di iterazioni, e nell'altra meta variando solo di
1-2 iterazioni.

m Nel caso precondizionato, il numero di iterazioni richieste viene
circa uguale a quello presentato nell'articolo. Curiosamente,
per GMRES spesso la differenza era di esattamente un'unita.

m L’algoritmo GMRES & quello che da risultati migliori.
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Commenti generali
m Il precondizionatore migliore & Strang, per i sei esperimenti
(tra cui 1 e 2) in cui la matrice & sparsa. Nell’esperimento 3,
ha lo stesso comportamento del precondizionatore Ottimale.
In uno degli esperimenti pero, per n dispari precondizionando
con Strang convergeva velocemente, invece per n pari il
precondizionatore era singolare e il sistema non convergeva.

m Gli autovalori di A|C|71Y sono raggruppati attorno a +1 per
C Ottimale e Strang. Per superottimale sono piu distribuiti in
(—1,1).

m Negli esperimenti 2 e 3 notiamo un andamento a scalini:
tratti orizzontali di convergenza lenta, seguiti da tratti
verticali di convergenza veloce.
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Esperimento 4

0 0
s B
3w 8 3w
g § -
0 0
J 0
10
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o 2z & & s w0 2 1w w® B o s 0 £ E o s [ » B E

o s
Numero G ferazioni Normro i Numero i terazioni

Rappresentazioni della stima H’ﬂ’ﬂ”k”z < I\/I(25 + €2)k per tre tipologie di
matrici (n = 1000) e precondizionatore ottimale, al variare di ¢
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Le stime sono tutte lineari, mentre la convergenza &
leggermente superlineare.

€ non puo essere scelto troppo piccolo, altrimenti il numero di
outliers diventa enorme.

La costante M e troppo grande per avere una buona stima
della convergenza.

Tuttavia, per ogni € e relativo d, sembra che la riduzione al
passo ry sia circa di un fattore ¢: le rette sono
approssimativamente parallele alla tangente al grafico in d, e
la loro inclinazione aumenta gradualmente.




Grazie per |'attenzione!
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