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Introduzione

Introduzione

Dati A e B insiemi di numeri naturali definisco

A+B={a+b:acAebe B}
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Introduzione
@00

Introduzione

Introduzione

Dati A e B insiemi di numeri naturali definisco
A+B={a+b:acAebe B}

Molti studi in teoria dei numeri si occupano di risolvere problemi
inversi, cioé di trovare informazioni sulla struttura degli insiemi A e
B note alcune proprieta dell'insieme A + B.
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Introduzione
@00

Introduzione

Introduzione

Dati A e B insiemi di numeri naturali definisco
A+B={a+b:acAebe B}

Molti studi in teoria dei numeri si occupano di risolvere problemi
inversi, cioé di trovare informazioni sulla struttura degli insiemi A e
B note alcune proprieta dell'insieme A + B.

La principale proprieta che considereremo sara la “densita”.
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Introduzione

Esistono diverse definizioni di densita , quelle che noi utilizzeremo
saranno:
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Introduzione

Esistono diverse definizioni di densita , quelle che noi utilizzeremo
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= densita di Shnirel’'man
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Introduzione

Esistono diverse definizioni di densita , quelle che noi utilizzeremo
saranno:

= densita di Shnirel'man
= densita asintotica inferiore
= densita asintotica superiore

= densita di Banach
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Introduzione
oeo

Introduzione

Esistono diverse definizioni di densita , quelle che noi utilizzeremo
saranno:

= densita di Shnirel'man

= densita asintotica inferiore
= densita asintotica superiore
= densita di Banach

Tra queste la densita di Banach e quella che pil si avvicina al
concetto di probabilita in uno spazio di misura ma & anche la
densita meno utilizzata dai teorici dei numeri.
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Introduzione
ooe

Introduzione

Il teorema di immersione di Jin permette, tramite I'analisi
nonstandard, di trasformare dei risultati riguardanti la densita di
Shnirel’'man o la densita asintotica inferiore in risultati riguardanti
la densita di Banach
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Iperreali
@000

Costruzione degli Iperreali

Iperreali

Le principali caratteristiche di un insieme di numeri iperreali *R
sono:
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Costruzione degli Iperreali

Iperreali

Le principali caratteristiche di un insieme di numeri iperreali *R
sono:

= ¢ dotato di una struttura di campo ordinato
= contiene R come sottocampo

= contiene numeri infiniti e numeri infinitesimi non zero
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Costruzione degli Iperreali

Iperreali

Le principali caratteristiche di un insieme di numeri iperreali *R
sono:

é dotato di una struttura di campo ordinato
contiene R come sottocampo
contiene numeri infiniti € numeri infinitesimi non zero

mantiene alcune delle proprieta di R
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Iperreali
@000

Costruzione degli Iperreali

Iperreali

Le principali caratteristiche di un insieme di numeri iperreali *R
sono:

é dotato di una struttura di campo ordinato
contiene R come sottocampo
contiene numeri infiniti € numeri infinitesimi non zero

mantiene alcune delle proprieta di R

Di seguito mostreremo una costruzione di *R quozientando le
funzioni f : N — R tramite una relazione di equivalenza ~ tale
che f ~ g se f e g coincidono su un insieme “grande”.
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Costruzione degli Iperreali

Iperreali

Le principali caratteristiche di un insieme di numeri iperreali *R
sono:

é dotato di una struttura di campo ordinato
contiene R come sottocampo
contiene numeri infiniti € numeri infinitesimi non zero

mantiene alcune delle proprieta di R

Di seguito mostreremo una costruzione di *R quozientando le
funzioni f : N — R tramite una relazione di equivalenza ~ tale
che f ~ g se f e g coincidono su un insieme “grande”.

Per formalizzare questa nozione di “grande” useremo un ultrafiltro.
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Iperreali
[e] le]e}

Costruzione degli Iperreali

Filtri ed Ultrafiltri

Sia | un insieme non vuoto e P(/) = {A: A C I} I'insieme delle
parti di . Un filtro su | & una classe non vuota F C P(/) tale che:

» ABe F=— ANnBeF

s AcFANACBCI= BeF
Un filtro si dice proprio se ) ¢ F.
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Iperreali

(o] lee]

Costruzione degli Iperreali

Filtri ed Ultrafiltri

Sia | un insieme non vuoto e P(/) = {A: A C I} I'insieme delle
parti di . Un filtro su | & una classe non vuota F C P(/) tale che:

» ABe F=— ANnBeF

s AcFANACBCI= BeF
Un filtro si dice proprio se ) ¢ F.

Ultrafiltro

Un ultrafiltro & un filtro proprio F tale che:

VA€ P(l)vale Ac F v A€ F
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Iperreali
[e]e] e}

Costruzione degli Iperreali

Costruzione degli Iperreali

Sia RN = {f : N — R} I'insieme delle successioni reali.
Sia F un ultrafiltro non principale su N.
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Costruzione degli Iperreali

Costruzione degli Iperreali

Sia RN = {f : N — R} I'insieme delle successioni reali.
Sia F un ultrafiltro non principale su N.
Definisco una relazione di equivalenza ~ ponendo:

f~g < {neN:f(n)=g(n)}eF

Francesco Di Baldassarre Il Teorema di immersione di Jin 7/22



Iperreali
[e]e] e}

Costruzione degli Iperreali

Costruzione degli Iperreali

Sia RN = {f : N — R} I'insieme delle successioni reali.
Sia F un ultrafiltro non principale su N.
Definisco una relazione di equivalenza ~ ponendo:

f~g < {neN:f(n)=g(n)}eF
Definisco I'insieme degli Iperreali

*R=RN/ ~
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Iperreali
[e]ele] ]

Costruzione degli Iperreali

Dato r € RY indico con [r] la sua classe di equivalenza in *R,

[[l={seRY:s~r}
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Iperreali
[e]ele] ]

Costruzione degli Iperreali

Dato r € RY indico con [r] la sua classe di equivalenza in *R,
[[l={seRY:s~r}
Definisco una somma + ed un prodotto - in *R ponendo

[f] + [g] =[f @ g]
[f] - [g] =[f ©g]
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Iperreali
[e]ele] ]

Costruzione degli Iperreali

Dato r € RY indico con [r] la sua classe di equivalenza in *R,
[[l={seRY:s~r}
Definisco una somma + ed un prodotto - in *R ponendo

[f] + [g] =[f @ g]
[f] - [g] =[f ©g]

Definisco un ordinamento su *R ponendo

[f]<[g] < {neN:f(n)<g(n)}eF
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Iperreali

[ Je]

Proprieta degli Iperreali

Principali proprieta degli Iperreali

Teorema

La struttura (*R, +, *) &€ un campo ordinato con [0] come
elemento nullo e [1] come unita.
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Iperreali

[ Je]

Proprieta degli Iperreali

Principali proprieta degli Iperreali

Teorema

La struttura (*R, +, *) &€ un campo ordinato con [0] come
elemento nullo e [1] come unita.

Proposizione

Possiamo trattare R come un sottocampo di *R identificando

r € R con la classe di equivalenza *r = [C,] della funzione costante
C(n)y=r
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Iperreali

oe

Proprieta degli Iperreali

Osservazio

Esiste un modo canonico di estendere insiemi, funzioni e relazioni
su R a dei loro corrispettivi su *R.
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Iperreali

oe

Proprieta degli Iperreali

Osservazione

Esiste un modo canonico di estendere insiemi, funzioni e relazioni
su R a dei loro corrispettivi su *R.

Ad esempio

Iperestensione di un insieme

Sia A C R, definisco iper-estensione o estensione nonstandard di A
I'insieme

*A={[fle R:{neN:f(n)e A} € F}
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Iperreali

Transfer Principle

Transfer Principle

Data una proposizione ¢ riguardante i numeri reali posso
transformarla in una proposizione *¢ riguardante i numeri iperreali
e viceversa. Vale il seguente

Transfer Principle

Una Lr-proposizione definita ¢ € vera se e solo se *¢ & vera.
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Teorema di immersione di Jin
[ Je]

Densita su N

Densita su N

Definiamo A(a, b) = |AN [a, b]| e A(b) = A(1, b)
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Teorema di immersione di Jin

[ 1o

Densita su N

Densita su N

Definiamo A(a, b) = |AN [a, b]| e A(b) = A(1, b)

Sia AC N, allora

= |a densita di Shnirel'man di A &

o(A) = inf 20

n>1 n

= |a densita asintotica inferiore di A &

d(A) = lim inf 27

n—o00 n
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Teorema di immersione di Jin
oe

Densita su N

= |a densita asintotica superiore A &

d(A) = limsup Aln)

n—o00 n

= |a densita di Banach di A &

BD(A) = lim SUPM

Francesco Di Baldassarre Il Teorema di immersione di Jin 13 / 22



Teorema di immersione di Jin
oe

Densita su N

= |a densita asintotica superiore A &

d(A) = limsup Aln)

n—o00 n

= |a densita di Banach di A &

BD(A) = lim SUPM

Vale 0 < 0(A) < d(A) < d(A) < BD(A) < 1.
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Teorema di immersione di Jin

Densita su *N

Densita su *N

SiaACNe[fle*N
= la densita di Shnirel'man di *A in [f] &

() = ing AU+ LI +0)
neN n

= la densita asintotica inferiore di *A in [f] &

di(*A) = liminf “A(f] + 1, [f] + n)

neN n
n—o0o
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Teorema di immersione di Jin

Teorema di immersione di Jin

Teorema di immersione di Jin

Teorema di immersione di Jin

Sia AC N e a € R. Allora sono equivalenti:
= BD(A) > «
» J[f]€*N : gq(*A) >«
= J[f]€*N : dify(*A) > «
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Applicazioni
[ lele}

Teorema di Kneser

Teorema di Kneser

Teorema di Kneser

Siano A, B C N tali che d(A+ B) < d(A) + d(B).
Alloradd e N, d >0e G C [0,d — 1] tali che

= d(A+B)>d(A)+d(B) - g
*» A+ BC G+ {dn:neN}
* (G+{dn:neN})\ (A+ B) & finito
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Applicazioni
(o] T}

Teorema di Kneser

Utilizzando il teorema di immersione di Jin possiamo dimostrare il
seguente
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Applicazioni

(o] lo}

Teorema di Kneser

Utilizzando il teorema di immersione di Jin possiamo dimostrare il
seguente

Teorema
Siano A, B C N tali che BD(A + B) < BD(A) + BD(B).
Allora3dd e N : d >0, 3G C[0,d —1] 3{[ax, bk|}ken tali che
- BD(A+ B) > BD(A) + BD(B) — }
» (A+ B)Nak, bk] 2 (ak + G + {dn}nen) N [ax, bi]

= |im bk—ak = 0
k—o00
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Applicazioni
ooe

Teorema di Kneser

Possiamo migliorare questo risultato per ottenere il seguente
teorema
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Applicazioni

[ele] J

Teorema di Kneser

Possiamo migliorare questo risultato per ottenere il seguente
teorema

Teorema 2

Siano A, B C N tali che BD(A) =a e BD(B) = e
BD(A+ B) < a+ 3. Allora esistono g € Ne G C [0,g — 1] tali
che

= BD(A+B)>a+f—1
» A+ BC G+ {gn}
= esistono degli intervalli [c,, dp] tali che

(A+ B) N [cn, dn] = (G + gN) N [cn, dy]
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Applicazioni

@00

Teorema di Pliinnecke

Teorema di Pliinnecke

Il teorema di Pliinnecke & utilizzato per trovare dei particolari
insiemi di numeri naturali detti “componenti essenziali”, cioe
insiemi B C N tali che

o(A+ B) > o(A) VACN:0< o(A) <1
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Applicazioni

(o] lo}

Teorema di Pliinnecke

Teorema di Pliinnecke

Siano A, B C N. Sia B una base di ordine h. Allora vale

a(A+ B) > o(A)H
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Applicazioni

(o] lo}

Teorema di Pliinnecke

Teorema di Pliinnecke
Siano A, B C N. Sia B una base di ordine h. Allora vale

a(A+ B) > o(A)H

Utilizzando il teorema di immersione di Jin possiamo dimostrare il
seguente

Teorema

Siano A, B C N. Sia B base a tratti di ordine h.
Allora vale .
BD(A + B) > BD(A)* ™4

Francesco Di Baldassarre Il Teorema di immersione di Jin



Applicazioni

ooe

Teorema di Pliinnecke

La dimostrazione in questo caso € un'applicazione quasi immediata
del teorema di immersione di Jin.
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Applicazioni

ooe

Teorema di Pliinnecke

La dimostrazione in questo caso € un'applicazione quasi immediata
del teorema di immersione di Jin.
B base a tratti =
I{ck} ck > 0 tale che h- (BN [ck, ck + k]) 2 [hek, hek + k).
Sia g(k) = ¢ allora
N=h-B;=h-(("B—[g])NN)

Quindi Bg & una base di ordine h.
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Applicazioni

ooe

Teorema di Pliinnecke

La dimostrazione in questo caso € un'applicazione quasi immediata
del teorema di immersione di Jin.

B base a tratti =

I{ck} ck > 0 tale che h- (BN [ck, ck + k]) 2 [hek, hek + k).

Sia g(k) = ¢ allora

N=h-By=h-(("B-[g])NN)

Quindi Bg & una base di ordine h.
Sia BD(A) = a, allora, per il teorema di immersione di Jin, esiste
[f] tale che o(*A) = a.
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Applicazioni

ooe

Teorema di Pliinnecke
La dimostrazione in questo caso € un'applicazione quasi immediata
del teorema di immersione di Jin.
B base a tratti =
I{ck} ck > 0 tale che h- (BN [ck, ck + k]) 2 [hek, hek + k).
Sia g(k) = ¢ allora
N=h-B;=h-(("B-[g]) NN)
Quindi Bg & una base di ordine h.
Sia BD(A) = a, allora, per il teorema di immersione di Jin, esiste
[f] tale che o(*A) = a.
Applicando il teorema di Pliinnecke quindi
BD(A + B) = O'[f]+[g](*A + *B) >
> o(Ar + Bg) > o(Ar)h =

= o("A)' i = BD(A)'"H
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Applicazioni

[ ]
Immersione Finita

Immersione Finita

Immersione Finita

Dati A, B insiemi di numeri naturali dico che B si immerge
finitamente in A se

Vbi,...,bp€B IxeN : x+b €A Vie{l,...,n}

ed in tal caso scrivo B < A.
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Applicazioni

Immersione Finita

Immersione Finita

Immersione Finita

Dati A, B insiemi di numeri naturali dico che B si immerge
finitamente in A se

Vbi,...,bp€B IxeN : x+b €A Vie{l,...,n}

ed in tal caso scrivo B < A.

Il seguente teorema € quindi equivalente al teorema di immersione
di Jin

Teorema

Sia A insieme di numeri naturali tale che BD(A) = a.
Allora esiste B C N tale che B< Ae d(B) > a.
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