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1. LUNEDI 29.9.2008 - INTRODUZIONE

I problemi che studieremo saranno:

(1) geometria di rette, piani, etc;
(2) soluzioni di sistemi di equazioni lineari del tipo

rt+yt+z=m
2c —y+3z=n
dx+y+9z=0p
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dove m,n,p sono numeri assegnati ed x,y, z sono le incognite;
(3) relazioni tra i primi due problemi.

slin
Inoltre ci chiederemo se esistono incognite tali che valga (I) e, in caso positivo, quante ve

ne sono.

Definizione 1.1 (Segmento orientato). Un segmento orientato in un piano m & una
coppia ordinata di punti p,q € ™ ed é denotato come ﬁ

Definizione 1.2 (Segmenti equipollenti). Posti ;@ e 78 segmenti orientati, essi si
dicono equipollenti se:

(1) d(p,q) = d(r,s);
(2) la retta pq é parallela alla retta Ts;
(3) 1 wversi di percorrenza delle due rette sono equivalenti;

Definizione 1.3 (Vettore). Un vettore nel piano é individuato da un segmento orientato;
inoltre segmenti orientati equipollenti individuano lo stesso vettore.

2. PROPRIETA GEOMETRICHE DEI VETTORI NEL PIANO

Definizione 2.1 (Somma di vettori). La somma di due vettori é data da
(2) P+t = pt

inoltre se si hanno due vettori v e w nel piano, individuati rispettivamente dai segmenti

. . _7_% . .. .. /7 .
orientati ]ﬁ e p'q, allora il vettore somma v + w ¢ individuato da ;ﬁ +p'q". Infine se si
sceglie un altro segmento orientato che individui v si ottiene un altro segmento orientato
equipollente al primo.

Definizione 2.2 (Moltiplicazione per uno scalare). Sia A € R e v un vettore. Defini-
amo il vettore Av mel modo seguente: preso m il segmento orientato che individua v
allora

(3) A\p§ = pt

con r tale che

(1) r appartiene alla retta che contiene h;
(2) d(p,r) = Al d(p,q);
(3) il verso di percorrenza di 17 e lo stesso di ﬁ se A > 0e quello opposto se A < 0.

Inoltre se A =0 oppure p = q allora r = p.
Definizione 2.3. Si ha che Q ¢ il vettore nel piano individuto da ﬁ —v & individuato
da @ inoltre si ha che:

(1) O+v=n;

(2 0+v=v+0=vw
B) v+tw=w+v;
4) (u+v)+w=u+ (v+w);
(5) v+ (—v) =0;
(6) QU - 0;
(7) 1v =w;
(8) (v = Apv);
(9) A+ p)v= A+ po;
(10) A(v+w) = Av + dw;

Definizione 2.4 (Spazio vettoriale). Uno spazio vettoriale suR é un insieme V dotato
di due operazioni ossia la somma e il prodotto per uno scalare:

VxV-—V RxV -—V
(v,w) — v+ w (A, v) — v

(4)

. ro
tali che valgano le proprieta della definizione (%. 513
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Esempio 2.1. Si ha che R™ ¢é linsieme i cui elementi sono le n-uple ordinate di numeri
reali.
Siano x,y € R dove x = (x1,22,...,2n) ed y = (Y1,Y2,...,Yn) € sia X € R. Allora si ha
che
z4+y=(r1+yi,z2+y2, ., Tn +Yn)
Az = (Az1, Az, ..., ATn)

e quindi tle insieme & uno spazio vettoriale.

Definizione 2.5 (Sottocampo). Un K € C é un sottocampo se si ha:
(1) esistenza di 0 e 1 ossia 0,1 € K;
(2) esistenza dell’opposto ossia z,w € K = (z —w) € K;
(3) esistenza dell’inverso ossia z,w € K conw #0= Z € K.

Esempio 2.2. K =R;
K=Q={%|a,beZb#0}

Introdurremo adesso le definizioni di sottospazio vettoriale e combinazione lineare di
vettori mostrandone alcuni esempi.

Definizione 2.6 (Combinazione lineare). Sia V = S.V./K ! con vi,...,v, € V.
Allora il vettore v € V' é combinazione lineare dei v; se esistono dei A\1,...,\n € K tali
che v =Av1 + -+ AyUn .

Esempio 2.3. Sia V =R3 e siano v1 = (1,2,0) e v2 = (3,1,0). Il vettore v = (4,3,0) si
scrivera come combinazione lineare dei precedenti e si ha v = v1 + va.

Definizione 2.7 (Sottospazio vettoriale). Dato uno spazio vettoriale V allora W C V
e un sottospazio vettoriale se:

(1) 0 e W;

(2) vyvweW =>vweW;

B)veW, e K= weW.

Esempio 2.4. W = {vettori paralleli ad una retta data} é un sottospazio;
V = {v|v ha lunghezza 1} non é un sottospazio.

Continuiamo con la definizione di dipendenza lineare e con I'importante nozione di base
di uno spazio vettoriale. Per farlo introduciamo la notazione atta ad indicare il sottospazio
generato da dei vettori: < v1...v, >:= {\v;}.

Definizione 2.8 (Dipendenza lineare). Siano vi,...,vn € V con V = S.V./K. Tali
vettori si dicono linearmente dipendanti se IN1,..., A\ € K non tutti nulli, tali che
Q:)\lvl ++)\nvn

Definizione 2.9 (Base). Siano vi,...,v, € V. Essi costituiscono una base se:

(1) sono linearmente indipendenti;
(2) V=<uvi...0n>.

3. LUNEDI 6.10.2008 - TEOREMI SU BASI E COMBINAZIONI LINEARI

Teorema 3.1. Data una sequenza {v; }i=1,...,n di vettori linearmente indipendenti, allora,
le sottosequenze lo sono anch’esse.

Dimostrazione. Supponiamo che i v; siano linearmente dipendenti. Allora 37 tale che

1 <i<nedun v; €< v1,...,%i-1,Vi+1,.-..,Un >. Quindi senza di esso si ha che
0= Avi+---+Av, e quindi c’¢ un A; # 0 tale che A\;jv; = Aivi+- -+ Aic1vic1+- -+ Ao
. Infine allora v; = )\fl(klvl + -+ Aon) =0 O

Osserviamo che se B = {v1...v,} & una base di V, dato un vettore v € V, esso si
scrivera come combinazione lineare dei vettori della base, quindi i coefficienti A\; saranno
univocamente determinati dal vettore stesso.

ITale notazione sta ad indicare uno spazio vettoriale con scalari in un generico campo K.
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Infatti, se per assurdo cosi non fosse, supponendo di avere v = A\jv1 + - - - + A, v, ed anche
v = p1v1 + - + pnvy allora
n
Q:’U—’U:Z(/\i—,ui)vi

i=1
con la quantita tra parentesi nulla per via dell’indipendenza lineare. Cosi facendo troviamo
l'assurdo e quindi i coefficienti sono unici.
Adesso un importante

Teorema 3.2. Sia V = S.V./K e siano B e B' due basi di V. Allora |B| = |B'| ed inoltre

4. MERCOLEDI 8.10.2008

Diamo ora la definizione di spazio finitamente generato.

Definizione 4.1 (Spazi finitamente generati). Uno spazio vettoriale V ¢ finitamente
generato se 3v1,v2,...,v, €V tali che V =< v1...v, >.

Lemma 4.1. Se V, spazio vettoriale, é finitamente generato allora ammette una base
finita. Viceversa se V' possiede una pase finita allora é finitamente generato.

Dimostrazione. 11 viceversa € ovvio. Supponiamo che V sia finitamente generato. Cio
significa che V =< vy ...v, >. Affinche sia una base resta da mostrare che tali vettori
siano linearmente indipendenti. Se cosi non fosse, 31 < i < n tale che v; E< v1...v, >.
Cambiando gli indici assumiamo i = n. Allora V =< v1...v,-1 > e possiamo elim-
inare il v; con A # 0 per mutare la combinazione lineare da linearmente dipendente ad

indipendente. O
Proposizione 4.1. Sia V finitamente generato. Sia B = {v1,...,vm} base di V e siano
w1, ..., W, vettori linearmente indipendenti. Alloran < m .

Dimostrazione. Partiamo dal caso m = 1. Allora B = {v} e supponiamo, per assurdo, che
n > 1. Quindi avremo dei wi, ..., w, linearmente indipendenti ossia esiste A € K tale che
w; = A ei #0. Allora v = )\flwl ed inoltre V =< w;y >. Di conseguenza si dovra
avere che ws = Ow; ossia i due vettori sono linearmente dipendenti. télssurdo perche le
sottosequenze devono essere linearmente indipendenti per il teorema (ETI)

Passiamo ora al caso m = 2 , supponendo sempre n > 2. Adesso avremo B = {vi,v2}.
Siano w1, . .., wy linearmente indipendenti. Allora 3 A1, A2 € K tali che w1 = Ajv1 + A2v2,
ma poicheé wy # 0 allora almeno uno dei due \; # 0. Possiamo assumere A\; # 0.

(5) A1V1 = W1 — AoUs —> V1 = )\fl(wl — )\2’02)

Quindi V =< wi,v2 > infatti v1 € < wi,v2 > per la (Elj e vo per definizione. Siccome
V =< w1,v2 > ne consegue che 301,05 € K tali che we = 61v1 + 0202 con 03 # 0. Questo
perche, se cosi non fosse, w1 e wa sarebbero linearmente dipendenti. E’ assurdo quindi
vy = 92_1(1112 — H1w1) quindi il sottospazio generato da < wi,vs > C < w1, w2 >. E cosl
via per n arbitrario. O

Osservazione 4.1. (1) SeV=<wvi...0n>= 31 <1 <iy <ip <--- <n tali che
{Viy,...,vi, } € una base per V. Da cio seque che la cardinalita della base puod
essere al piu uguale alla dimensione dello spazio vettoriale;

(2) sewvi,...,vn sono linearmente indipendenti allora Ivp41,...,vm tali da formare
una base di V', a patto comunque che essi generino.

5. OPERAZIONI TRA SOTTOSPAZI E FORMULA DI GRASSMANN

Siano U,W € V sottospazi. Allora U N W & ancora un sottospazio? Si ha che 0 €

UW = 0eUnNW e se due vettori v1,v2 stanno nello spazio intersezione allora stanno
nei singoli spazi, per cui U N W & un sottospazio vettoriale.
Al contrario UUW in genere non & un sottospazio, a meno che i singoli sottospazi non siano
gid incapsulati uno all’interno dell’altro. Infine, posto U + W := {u + wju € U,w € W}
, si ha che esso & un sottospazio perché 0 = 0 + 0 ed anche (u1 + w1) — (u2 + w2) =
(u1 — u2) 4+ (w1 — w2). Rendiamo rigoroso il tutto con la seguente
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Definizione 5.1 (Somma diretta). U + W ¢ la somma diretta dei due sottospazi se
Unw = {0}.

Introduciamo adesso una formula utile per calcolare la dimensione dei sottospazi, la
formula di Grassmann.

Teorema 5.1. Sia K € C e sia V = S.V./K finitamente generato. Supponiamo che
U, W CV siano suoi sottospazi. Allora si ha che

(6) dim(U + W) = dimU—i—dimW—dim(UﬂW)‘

dove l'ultimo termine ¢ nullo nel caso si tratti di una somma diretta.

Dimostrazione. Siano {vi,...,vn,u1,...uq} base di U ed {v1,...,Vn,w1,... ws} base di
W. E’ immediato osservare che dimU =n +a , dimW = n + b ed infine dim(U N W) =
n. O

6. GIOVEDI 9.10.2008 - MATRICT
Definizione 6.1. Una matrice m X n a valori in K é un’applicazione

A{GHN<i<m1<j<n}— K
(1,7) ¥ asj

e si indica con

ail ai12 e A1n

az1 a2 azn
G

am1 am?2 e Amn

Si hanno le matrici riga ossia 1xn e le matrici colonna mx1 e si indicano rispettivamente

come
b1
b2
(a1 a2 an) .
b
inoltre si usa la seguente notazione: A; = i-esima riga di A ed A’ =j-esima colonna di
A. Sia ora A una matrice n X m e B una matrice colonna; si ha che z = (z1,...,2zn) &

soluzione di
® Ao B
solo se z1 A + x0A4% + .-+ 2,A" = B.

line
Definizione 6.2. I sistema (8) si dice sistema di equazioni lineari omogeneo se by =
by = =b, =0.

Si osservi che I'insieme delle soluzioni di un sistema di equazioni lineari omogeneo, ossia
x1
S = {Sol} := |21 A+ 2, A" =0
Tn
& un sottospazio vettoriale di K" perche 0 € Sesex,ye S=xz+y€ S.

line
Proposizione 6.1. Se (8] e un sistema lineare omogeneo ed m < n allora esso possiede
soluzioni non banali.

Dimostmzione.roSiaccome m < n allora i vettori A" sono linearmente dipendenti per la
proposizione (4.1). O

Da qui in poi supporremo sempre, per comodita, K C C. Introduciamo il seguente tipo
di matrici con la
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Definizione 6.3 (Matrici a scala). Una matrice A di dimensioni n x m ¢ detta a scala
se e della forma

* * *
0 = *
9) A=[00 *
. : .ok
00 ... 0

line
A cosa ci servono queste matrici? Be, se la matrice A associata a (% ¢ a scala, allora
il problema di trovare soluzioni non banali si risolve facilmente. Questo perché con una
serie di operazioni elementari, che vedremo a breve, troviamo un sistema a scala con le

stesse soluzioni di (%)

7. LUNEDI 13.10.2008 - ELIMINAZIONE DI GAUSS

Abbiamo il sistema
1121 + -+ A1pTn = b1
(10) :
Am1Z1 + -+ + GmnTn = bm
con i coefficienti a;; € M. Lasiridurra a scala attraverso le seguenti operazioni elementeri:
(1) scambio di righe;
(2) moltiplicazione di riga per uno scalare \ # 0;
(3) aggiunta ad una riga un multiplo di un’altra purche i # j.
Si ha adesso il problema di trovare, dati vi,...,v, € K", una base del sottospazio
W c K™ dove W =< v1...v,m > . Trovare la risposta ¢ abbastanza semplice: sia A
la matrice m x n le cui righe sono i vettori A;. Osserviamo che se A viene modificata
attraverso le precedenti operazioni elementari e diventa la matrice a scala B allora <
Aq... A >=< B;...B,, >. Si dimostra notanto che
(1) ovvio;
(2) si pud avere
14¢ se ¢ ;ﬁ io
B, = T
A14i se 1 =10
cosi si ha nel primo caso che ogni generatore del primo insieme & contenuto nel
secondo insieme e nel secondo caso che ogni generatore del secondo insieme &
contenuto nel primo;
(3) sostituiamo A;, con AA;, seip # ¢1. Bisogna vedere se A;, sta nel secondo insieme
di generatori. In effetti ci sta perche A;; = (Ai, + AA;;) — AA;, ed entrambi i
termini a secondo membro appartengono al secondo insieme di generatori.
Osserviamo infine che se S ¢ una matrice a scala, con m > n, allora una base di W =<
S1...S, > & data dalel righe non nulle di S. Questo si ha perche < Si...Sr >=<
S1...8m > (con k < m) e perche le k righe sono linearmente indipendenti. Enunciamo il
tutto nella seguente
Proposizione 7.1. Supponiamo di trasformare la matrice A in S attraverso delle op-
erazioni elementari. Siano Si,...,Sk, dove k < m, le righe non nulle di S. Allora
{S1...Sk} costituisce una base di < A1 ...An > ed in particolare si ha che
dim < Ay ... An >=k.
Esempio 7.1.
Determinare
dim < (1,0,3,-4),(0,1,-1,0),(3,-1,-1,1),(1,-1,-2,2) > .

Si ha la matrice

1 0 3 —4 1 0 3 —4
A— 0 1 -1 0 . 0 -1 =5 6
3 -1 -1 1 0 -1 -10 13
1 -1 -2 2 0 1 -1 0
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Siam oarrivati alla seconda matrice sottraendo alla seconda riga la prima, poi alla terza
tre volte la prima. Adesso partendo da quest’ultima matrice arriveremo alla prossima
sottraendo alla terza riga la seconda e sommando la seconda alla quarta cosi da avere

1 0 3 —4 1 0 3 —4
0 -1 -5 6 . 0 -1 -5 6
0O 0 -5 5 0o 0 -5 5
0 0 -6 6 0 O 0 0

L’ultima matrice, a scala finalmente, si & avuta moltiplicando per —g la terza riga e
sommandola alla quarta. Adesso scopriamo che la dimensione del sottospazio generato
dai quattro vettori iniziali € 3 e che le righe non nulle costituenti I'ultima matrice formano
una possibile base per tale spazio.

8. PROPRIETA ALGEBRICHE E OPERAZIONI TRA MATRICI
Si ha lo spazio My, »(K) := {matrici m x n a valori in K} che & un K-spazio vttoriale
dove lo 0 ¢ la matrice identicamente nulla. Sono definite le seguenti operazioni:

(1) somma di matrici

con (a+ b)i; = aij + bij;
(2) moltiplicazione per uno scalare
K X Mpn(K) — My n(K)
(AMA) — AA
con (AA)i; = Aasy;
(3) moltiplicazione tra matrici
Mo (K) X My p(K) — My, (K)
(A,B)— AB
dove si faccia attenzione al fatto che in numero di colonne della prima matrice

deve essere uguale al numero di riche della seconda; inoltre i coefficienti della
matrice prodotto saranno del tipo

n
Cik = E aijbjk
j=1

conl<i<medl<k<p.
Vediamo ora alcune proprieta di cui godono tali operazioni. Innanzitutto la moltiplicazione
per uno scalare A € K con una matrice A € Mm »(K) & commutativa ossia AA = A\; se
A€ My n(K)ed B,C € M, ,(K) allora vale la proprieta distributiva ossia A(B + C) =
AB + AC. Infine osserviamo che, in genere, per n > 2 il prodotto tra matrici non gode
della commutativita ossia AB # BA.

9. MATRCI E APPLICAZIONI LINEARI

Soffermiamoci ancora sul prodotto tra matrici al fine di verificare I'associativita. Siano
A€ Mpn(K), BE Mpyp(K)eC € M,q(K). Vogliamo verificare che (AB)C = A(BC).
Poniamo AB := D = d;;. Allora avremo

P
DC := (dc)in = Zdikckh = Z (Z aij jk) Ckh = Z @ijbjkCkh-
k=1

k=1 1<k<p
1Z53n

Invece adesso si ha

n p
(BC ij = szkckj — A BC Z (Z bikck]) = Z asibikck]-
k=1

k=1 i=1 1<i<n
1<k<p

e quindi e palese la coincidenza tra le due scritture.
Torniamo adesso alla ricerca di soluzioni per sistemi di equazioni lineari del tipo Az = B
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con A = (a;;) matrice fissata e B vettore colonna variabile. Per capire di che tipo saranno
le x soluzione di un tale sistema bisogna studiare 1’applicazione

n L m
(11) K" =4 K
x+— Az
Inziamo a farlo introducendo la definizione di applicazione lineare.
Definizione 9.1 (Applicazione lineare). Unr’applicazione f: A — B é una legge che
ad ogni a € A associa f(a) € B.
Siano V,W degli S.V./K e sia f : V. — W. Allora essa ¢é lineare se Yvi,v2 € V e VA € K
st ha che
(12) FArvr + Agvz) = A f(v1) + Ao f(v2)
Esempio 9.1. Sia La(z) = Ax. Essa é lineare poiché La(x +y) = La(z) + La(y) =
Az + Ay. Al contrario sia per esempio
f:R? — R?
(z,y) — (z,9%)
Si ha che f(A\(z,y)) = (A, Ay) = (A, A’y°) # (A, Ay?) = Az, y%) = M (2, y).
Osserviamo che se f : V. — W ¢ lineare allora f(0v) = Qw ossia deve mandare il

vettore nullo in se stesso. Di conseguenza un’applicazione del tipo f : R? — R? tale che
f(z,y) = (x 4+ 1,y) non & un’applicazione lineare dato che f(0,0) = (1,0).

Proposizione 9.1. Siano V,W degli S.V./K e sia B = {vi,...,vn} base di V. Allora,

dati wi, ..., wy, € W esiste una e una sola f : V. — W lineare e tale che f(v;) = w; Vi.

Dimostrazione. Supponiamo, senza imostrarlo, che f esista e dimostriamo la sua unicita.
Sia v € V. Esisteranno A1,..., A, € K tali che v = Ajv1 + -+ + Apvp,. Questi scalari sono
unici dato che si tratta delle coordinate di v nella base . Allora si avra

FO) = FOavr 4+ Aavn) = M f(01) + -+ Anflvn) = D Asvi

Quindi f puo essere definita in questo modo e di conseguenza & lineare. O

Corollario 1. Sia f: K™ — K™. Allora esiste A € My, n(K) tale che f = La.

10. GIOVEDI 16.10.2008 - RISULTATI SULLE APPLICAZIONI LINEARI

Supponiamo di avere f : U — V e g : V. — W lineari. Allora g o f & lineare. Si
dimostra facilmente con i seguenti calcoli:
go f(Avr + A2v2) = g(f(A1v1 + Agv2)) = g(Af(v1) + A2 f(v2)) =
= Ag(f(v1)) + A2g(f(v2)) = Argo f(v1) + Aag o f(v2)
Con il prossimo esempio espliciteremo il legame tra composizione di applicazioni lineari

eLErodotto tra matrici. Questo non dovra sorprendere dato che, come visto nel corollario
(h’) ogni aplicazione lineare ¢ in ultima analisi rappresentabile per mezzo di una matrice.

Esempio 10.1. Siano B € My n(K) e A € My m(K) e si abbia la seguente situazione:
K™ 28 g™ IA ke

con x — Bxr =y — Ay. Vogliamo verificare che l'applicazione lineare Lc = La o Lp :
K" — KP sia riconducibile ad una matrice C € M, ,(K) tale che C = AB. Si ha

LaoLp(x)=La(Le(z)) = La(Bzx) = A(Bx) = (AB)x = Lag(z) =Cxz
Adesso un po di notazioni: siano A, B degli insiemi qualsiasi ed f : A — B un’appli-
cazione lineare tra essi. Essa si dice
e iniettiva se f(z) = f(y) =z =vy;
e suriettiva se Im(f) = B;
e biunivoca se € sia iniettiva che suriettiva.

Osserviamo che f & biunivoca se e solo se esiste un’altra g : B — A tale che go f = 14
e f o0g= 13.
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Definizione 10.1 (Isomorfismi). Un isomorfismo tra spazi vettoriali V e W é un’ap-
plicazione lineare f : V. — W tale che esiste una g : W — V e tali che fog = 1w e
che go f = 1vy. Questo significa richiedere che f sia lineare e biunivoca.

Esempio 10.2. Sia V tale che dimV = n. Mostreremo che V' é isomorfo a K™ ossia che
V ~K".
Sia B ={v1,...,vn} base di V e poniamo l’applicazione

K" Lv
Ay ey An) — (A1v1, ..oy Anon)
Bisoga mostrare che si tratta di un isomorfismo ossia che é lineare e biunivoca. Il fatto che
sta lineare ¢ evidente. Dimostrare la biunivocita significhera mostrare che f sia iniettiva
e suriettiva.

Se f(x1...xn) = f(y1...yn) allora

n n
E TiV; = E YiVi = T = U; Vi
=1

i=1
perché i v; sono nella base e per definizione sono linearmente indipendenti. Quindi f é
iniettiva. Infine, & anche suriettiva ossia Im(f) =V perché V. =< vy ...v, >.

E’ il momento di richiamare alcune nozioni di algebra che a breve ci torneranno utili.

Definizione 10.2. Sia A un insieme. Allora una relazione tra gli elementi di A é un
sottoinsieme R C A x A. Si ha che a b se (a,b) € R.

Definizione 10.3 (Relazione d’equivalenza). Una relazione R é di equivalenza se:

- . ) . R
(1) é riflessiva ossia Va € A si ha a ~;

(s . . R R
(2) ésimmetrica ossia a ~b=b~ a;

. . ) R R R
(3) ¢ transitiva ossia se a ~b e b~ c allora a ~ c.

Definizione 10.4 (Classi di equivalenza). Dato x € A definiamo la classe di equiv-

alenza di x come [x]ossia {y € Alx Z y} C A.

11. LUNEDI 20.10.2008 - ISOMORFISMI ED ENDOMORFISMI

Una conseguenza immediata del fatto che due spazi vettoriali siano isomorfi & che
essi abbiano la stessa dimensione. Diamo adesso una nuova definizione che ci servira ad
affrontare un nuovo problema.

Definizione 11.1 (Endomorfismo). Sia V uno S.V./K. Un endomorfismo di V ¢
un’applicazion lineare f: V — V.

~

Poicheé sappiamo che V™ = K™ lo studio degli endomorfismi di V" in se stesso si riduce
allo studio delle f : K™ — K™. La cosa piu importante & capire quando si tratta di un
isomorfismo. Ancora una volta le matrici fanno al caso nostro: supporremo di prendere
f=1Lacon A€ M,,(K).

Teorema 11.1. La ¢ un isomorfismo se e solo se A',... A™ (colonne di A) sono
linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Cominciamo dimostrando il viceversa, quindi, supponendo che le colonne
di A siano linearmente indipendenti. La cosa da mostrare ¢ ch L4 sia un iomorfismo. La
linearita si ha per costruzione. Resta la biunivocita. L4 ¢ iniettiva? Prendiamo z,y € K"
tali che Az = Ay = Az — Ay = 0 = A(x —y) = 0 con (z — y) matrice colonna. In
termini di righe significa che A1(z1 —y1) + - -+ An(zn — yn) = 0 ma siccome la soluzione
del sistema & non banale allora deve esser necessariamente x; — y; = 0Vi e quindi L4 &
iniettiva. Per la surittivitd basta osservare che K™ =< A'...A™ > e che prendendo le
colonne come elementi della base si ha |B| = n.

Dimostriamo ora ’altro verso dell’enunciato. Supponiamo che L4 sia un isomorfismo. Se
per assurdo le A non fossero linearmente indipendenti avremmo che K™ =< A ... A™ >
ma al contempo esisterebbe una base con un numero strettamente minore di elementi, il
che & assurdo. O
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Corollario 2. L4 é un isomorfismo se e solo se A1, ..., A, (righe di A) sono linearmente
indipendenti.

Definizione 11.2 (Rango). Sia A € My, »(K). Il rango per righe di A & la dimensione
del sottospazio da esse generato ossia dim < A;...A,, > mentre il rango per colonne é
dim < A ... A™ >. Essi si indicano rispettivamente con Rg-(A) ed Rg.(A).

Premettiamo al prossimo teorema il seguente esempio.

Esempio 11.1. Sia

0 1 3 4 2 0 2 7 2 0 2 7
A=12 0 2 71— (0 1 3 41 —10 1 3 4
2 -1 -1 3 0o -1 -3 —4 0 0 0 O

quindi scopriamo che Rgr(A) = 2. Ora ci calcoliamo il rango per colonne: basta applicare
le solite operazioni elementari alla trasposta AT.

2

1
-1 . 0
-1 0
3 0

-1 1

AT = —

NN O N
NN NN O

2
0
0

= w = o
o O O
O O NN O

2
2
7
cost da trovare, finalmente, che Rg.(A) = 2 = Rg,(A). Ci sara un motivo per tale sospetta

coincidenza?

Per capire perche quello che abbiamo visto nel precedente esempio non deve sorpren-
dere, abbiamo bisogno di passare per alcune definizioni e risultati alquanto importanti.

Definizione 11.3 (Nucleo e immagine). Sia f: V — W un’applicazione lineare tra
sottospazi vettoriali. Si hanno limmagine e il nucleo di f ossia

(13) Im(f) ={f)lveV}CW  ker(f)=f"(0)={veV|flv)=0}CV

Si osservi che un’applicazione f = L4 ¢ iniettiva se e solo se ker(f) = 0. La verifica di
cio ¢ lasciata al lettore.

Proposizione 11.1. Vale la sequente equazione:

(14) dim V' = dim(ker(f)) + dim(Im(f))

Dimostrazione. Siano {vi,..., v} base di ker(f) e {w1,...,wq} base di Im(f). Vogliamo
dimostrare che dim V' = k 4 d. Supporremo, ma non ¢é limitante, £ < d. Prendiamo dei
Ut,...,uq € V tali che f(u;) = w; e dimostriamo che {v1,...,vk,u1,...,uq} & una base
di V. Sihache V =<w1,...,vk,u1,...,uq >. Adesso prendiamo un v € V. Quindi

d d d
f)=Ff <Z>\iwi) = f <'U_Z)\ivi> = Oy :>U—Z)\i’Ui € ker(f)

i=1 i=1 i=1

di conseguenza

d k d k
v — E iV = E Hiw; = v = E Aivi + E W
i=1 j=1 i=1 j=1
quindi generano. Adesso vediamo se sono linearmente indipendenti. Sia

Do aiwi+ Yy Biw; =0y zzai@ﬂLZﬁjﬂw) =0y = Y Bjw; =0y

Ow w;

ossia 8; = 0Vj. d
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12. MERCOLEDI 22.10.2008 - RISULTATI SUL RANGO E CAMBI DI BASE
Teorema 12.1. Sia A € My (K). Allora Rg.(A) = Rgr(A).

Dimostrazione. Sapiamo dalla proposizione (%llﬂei) che n = dimker(L4) + dimIm(Ly,).
Si faccia attenzione al fatto che dimIm(La) = Rgc(A) perche per ogni base, oltre a
quella standard, si ha Im(L4) =< A'... A" > e quindi I'immagine ¢ data dai generatori
contenuti nella base.

Quindi dimostrare 'uguaglianza tra i due tipi di rango equivale a voler dimostrare che

Rgr(A) =n —dimker(La) => dimker(Las) =n — Rgr(La)

ma sappiamo anche che ker(La) = ker(Lg) dove S & la matrice che otteniamo da A per
mezzo di operazioni elementari. Per S il rango per righe € proprio il numero di righe
diverso da 0. Infine dimker(Ls) & il numero di righe nulle. O

E’ il momento di generalizzare ulteriormente le cose. Supponiamo di avere due spazi
vettoriali finitamente generati V, W con B e B’ loro rispettive basi. Supponiamo anche
che dimV = n e dim W = m. Vogliamo trovare una corrispondenza biunivoca

Mo (K) +— L(V,W)
dove .Z ¢ l'insieme delle applicazioni lineari da V a W.

Definizione 12.1. L’applicazione La(B,B'): V — W ¢ l'unica tale che
La(v;) =Y agw;
i=1

che ¢ il vettore di W con coordinate A7 nella base B'.

Spieghiamo meglio cosa sta ad indicare la precedente definizione. Sia v € V e X (v)
vettore colonna delle coordinate di v in B e sia w € W con Y (w) vettore colonna delle
coordinate di w in B’. Allora Y(La(v)) = A - X(v). Questo perche

Ls(v)=1La (iwﬂ)]) = zn:JEjLA('Uj)

ma si ha anche che
La(v) Z(aljl'j)w1 + Z(agjmj)wg 4+ =(A1-2)wi + (A2 - 2)we + - + (Am - 2)wim
j=1

j=1

quindi Y(La(v)) = AX.

13. GIOVEDI 23.10.20008 - ANCORA SUI CAMBI DI BASE

Abbiamo precedentemente visto che si ha la corrispondenza

LV, W) — Mp.n(K)
(15) £ ME(f)

Vedremo adesso in che modo agisce la composizione di applicazioni lineari ossia il prodotto
di tali matrici sui cambi di base. Siano U, V, W spazi vettoriali su K C C e siano f: U —
V,g:V — W. Le rispettive dimensioni siano dimU = n = |B|, dimV = m = |B'| ed
infine dim W = p = |B”|. Allora avremo
Mg’l(f) = Mpm.n
MBB” (9) = Mp.m

ossia vale la seguente formula:

(16) Mg (go f) = Mg/(f)- Mg (g)
Perche? Siano u € U ed X (u) il vettore colonna delle coordinate di u in B, v € V ed

Y (v) il vettore colonna delle coordinate di v in B’ ed infine sia w € W con Z(w) il vettore
colonna delle coordinate di w in B”. Sappiamo gia che

Y(f(u) = ME(f)-X(u)  Z(g(v)) = ME:(9) - Y (v)

g Mg”(g of)= My
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e che la composizione sara

Z(go f(u)) = Mgn(go f) X(u)

ma in effetti

Z(g(f(u))) = M (g) - Y (f(w)) = MEi(g) - ME (f) - X(u) = Z(g o f(u))

dove I'ultima uguaglianza si ¢ avuta per ’associativita del prodotto di matrici.
Supponiamo ora di avere un endomorfismo f : V — V. In genere la matrice ad esso
associata e scelta nella stessa base. Vediamo perche. Supponiamo di avere dimV = n,
allora ME(f) = 1y quindi f(v;) = v;. Al contrario se avessimo avuto Mp (f) = 1v
avremmo potuto unicamente affermare che f & un isomorfismo.

Osservazione 13.1. Ricordiamo che
Mg (1v)™' = Mg (1v).

Proposizione 13.1. Sia f : V — V un endomorfismo e siano B e B’ due basi di V.
Allora vale la sequente relazione:

(17) ME(f) = ME (1v) - ME(f)ME (1v)

Definizione 13.1 (Matrici coniugate). Siano A,b € My »(K). Esse si dicono coniu-
gate se esiste C € My, ,(K) invertibile e tale che A= CBC™".

La relazione di coniugio é una relazione di equivalenza ed inoltre se due matrici sono
coniugate allora A* = CB*C~!.

14. MERCOLEDI 5.11.2008 - DETERMINANTI

Definizione 14.1. Sia K C C ed M,, = M, (K) := My (k). Il determinante é un’appli-
cazione tale che
M;(K) — K
Ar—det A

con le proprieta:

(1) det A ¢ un polinomio di grado n nelle aij;
(2) det A =0 se e solo se le righe o le colonne di A sono linearmente dipendenti.

Avviciniamoci a questo nuovo argomento con i casi base. Nel cason = 1si ha A = (a11)
e banalmente coincide con il suo determinante; se n = 2 allora

<a b) — det A = ad — be.
c d

Valgono le due proprieta? La prima & evidente. Per quanto riguarda la seconda, supponi-
amo, per assurdo, che {A;, A5} siano linearmente dipendenti ossia A; = AA; e verifichiamo
che det A = 0. Se A; = AA; cio significa che (a,b)A(c, d) e di conseguenza

Ac  Ad

det A = . d

a bl
c d|

’ = (Ae)d — (Ad)c = 0.

Un calcolo simile si ha se Ay = pA;.
Ora, al contrario, supponiamo che det A = 0 e dimostriamo che {41, A2} sono linearmente
dipendenti. Se 0 = det A = ad—bc ed (a,b) = (0,0) la cosa & ovvia, quindi supponiamo che
cosl non sia. Per esempio si abbia a # 0. Di conseguenza 0 = ad —bc = ad = bc = d = &

a
e quindi
a b
a=(e %)
e sl trova che A; = §A1 e le righe sono linearmente dipendenti. Il caso b # 0 & similare.

In generale vedremo che il determinante di una matrice € somma di prodotti del tipo
Fauj(1) - az52) ** Anj(n) dove 1 < J(i) <ned j(i) # J(Z/)
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15. PERMUTAZIONI E DETERMINANTI

Sara ora necessario richiamare alcune nozioni riguardanti le permutazioni. Prendiamo
un insieme di elementi I, = {1,...,n}; una permutazione o di I, & un riordinamento
degli elementi dell’insieme come

{1,...,n} — {c(1),...,0(n)}.

Definizione 15.1. L’insieme delle permutazioni di n elementi é un gruppo ed é definito
come

Sn = { permutazioni di I}

Esempio 15.1. Sia n = 3. Si hanno

12 3 12 3 2
7712 3 1 T2 1 3 7°T= 13 2 1
Definizione 15.2 (Trasposizione). Sia 0 € S, un riordinamento di n elementi. E’
una trasposizione se esistono leqi < j < n tali che o(i) = j,0(j) = i,0(k) = k con
kel \{ij}.

Esempio 15.2. Pern =2 si ha che o € una trasposizione mentre l’identita non lo é:

amfi-lt - 3}

Per quanto riguarda n = 3 abbiamo:

1 2 3 1 2 3

fd= {1 2 3] o= [2 1 3]

1 2 3 1 2 3

Sa=y 013 = {3 2 1] 728 = [1 3 2]
12 3 » 123

r= {2 3 1] r= [3 1 2]

Osserviamo che qui le trasposizioni sono solo i o; ;.

Proposizione 15.1. Ogni o é prodotto di trasposizioni ossia ¢ della forma

Inoltre se una T € Sy, € una trasposizione allora il suo ordine é 2 ossia T o T = 2 =1Id.

Proposizione 15.2. Sia 0 € S, e supponiamo che c =711+ -7 =01 ----- 0. Allora
k — h & pari e si definisce il segno della permutazione come

e(o) = (-1~
La permutazione si dice pari se (o) = 1, si dice dispari se e(o) = —1.

Definizione 15.3. Sia A € M, (K). Il determinante di A ¢é

(18) D(A) =det A= > £(0)aio(1) - Gnon)

oeSy

16. GIOVEDI 6.11.2008 - DETERMINANTI E LORO PROPRIETA
Osservazione 16.1. Poiché (o) = (—1)* si ha
c(000") == (~1)*** = (~1)* - (<1)" = () - (o).

Inoltre si ha che

perché e(c™!) (o) =e(o oo™ ) = e(Id) = 1.

E’ il momento di un esempio chiarificatore...
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Esempio 16.1. Sia S3 ed A € M3(R).

2
A= (a2 a2 a Sz ={Id,p,p°, 023,013,012}
asi az2 ass e=1 e=—1

Far agire gli elementi di S3 sugli elementi di A ha il sequente significato:

Id= (1,2,3) — a11 - az2 - as3

2
p”=1(3,1,2) — as1 - a1z - az3
p:(2:371)—>al2'023'a31
023 = (1,3,2) — —a11 - az3 - as2

(1,3,2
01,3 = (3,2, 1) — —Q13 - 22 * 431
(2,1,3) — —a12 - a21 - as3

e di conseguenza

det A = g e(0)aroy - Uno(n) = Q11 - G22 - 433 + @31 - A12 - Q23+
oESK
+a12 - azs - as1 —ai1 - Qs az2 — @13 - A22 - 431 — (12 - G21 * 433

Esempio 16.2. Se A ¢ diagonale ossia se

AL 0 0

0 AQ 0 n
A=| . . | =deta=T]N

: : . : =1

0 0 ... X

E’ arrivato il momento di guardare il determinante come applicazione ossia
det : K" x -+ x K" — K
| —

nvolte
(19) A
(A17A27 . ,An) — det

Esso gode delle seguenti proprieta:
(1) dati By = (1,0,...0), B2 = (0,1,...,0), E, = (0,...,1) si ha det(E,..., E,)T =
1;
(2) il determinante & lineare in ciascuna variabile ossia, con B,C' € K", si ha

A1 Al A1
det | \B+uC | =Xdet | B | +pudet| C |;

A, Ay, A,
(3) il determinante ¢ antisimmetrico cioé lo scambio di due righe ne inverte il segno.

La dimostrazione della prima proprieta ¢ banale in quanto basta partire dal caso n =2 e
poi procedere per induzione; per quanto riguarda la seconda abbiamo ,posto o; = 1 che

det A = Z 6(0’)0,10(1) coOpo(n) =
cESH
= a“Ql(Al - Ai—l,AH—l .. An) 4+ -+ aan(Al .. .Ai_1,Ai+1 - An)

Se fissiamo gli A; argomenti dei vari ) segue la linearita del determinante.
Supponiamo ora di effettuare le ben note operazioni elementari tali da mandare A nella
matrice a scala B. Ci chiediamo che relazione intercorra tra det A e det B. Si hanno tre
evenienze:

(1) scambio di una riga quindi det B = — det A4;

(2) moltiplicazione per uno scalare non nullo quindi det B = pdet A;

(3) righe uguali quindi det B = 0.
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17. LUNEDI 10.11.2008 - MATRICE DI VANDERMONDE E PROPRIETA ALGEBRICHE DEL
DETERMINANTE

Siano z1 ...z, € C. Definiamo la matrice di Vandermonde come

1 1 1 1
T o X3 Tn
2 2 2 2
20 a=| ot e oA
n—1 n—1 n—1 n—1
Xy Ty T3 Ty

Si tratta di una matrice n X n per la quale dimostreremo che vale la seguente formula:

(21) det A(z1,...,on) = [ (25— )

1<i<j<n

Per induzione si porta a scala partendo dal basso e avendo

n—k n—k—1 n—k—1

z; A =z (zi — 1)

fino ad arrivare, al primo passo, ad aver portato a scala la prima colonna ed avere una

b11 k - *
0 ba2 ... bon
B =
0 bpn2 ... bpn

Ora il calcolo del determinante si € ridotto a moltiplicare il termine bi; per il blocco
n —1 x n — 1 rimanente.

Passiamo ora a formalizzare le proprieta algebriche del determinante attraverso il seguente
teorema.

Teorema 17.1. Sia lapplicazione
D:K"x.---xK"— K.
—_———
nwvolte

tale che

(1) D(EY,...,E™) =1;

(2) D é lineare in ciascuna variabile;

(3) D ¢ antisimmetrica ossia tale che

D(AY, ... AL AT, A™Y) = —D(AY, . AT AT AT AT AT AT,
Allora

(22) D(A', ... A™) =det(A1,..., A)

Dimostrazione. Proviamo a calcolarci

)\1 * *
0 )\2 * n
. : . * i=1
0 0 ... M

ma se A, # 0 allora A\; # 0Vi perche la matrice € quadrata. Se supponiamo che A, =0
allora l'ultima riga & nulla e siccome D & lineare allora D(A) = 0.

Per quanto riguarda la seconda e la terza proprieta, partiamo dal notare che abbiamo
dimostrato che D(S',...,8™) = det(S1,...,5,) se S & a scala. Ma se in generale vo-
lessimo calcolare D(A',..., A™) dovremmo ridurla a scala attraverso k scambi di righe e
moltiplicando le righe per p1 ... pq scalari non nulli. Allora avremmo

d
det A = (—1)* H,ui =det S

i=1
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ma anche
d d
D(A,... A" = (=1)} (Hm) D(S',..., 8" = (1)} (Hui) det(S1,. ., Sn)
i=1 i=1
quindi
d
det(S1,...,8,) = (-1)"F (H " 1> det A
=1
ci porta a

D(A', ... A" = (-1)F <ﬁpil> (-1)F <ﬁp¢> det A = det A

O

Osservazione 17.1. Sia A € M,,(K). Mostriamo che det A = det AT. Tali matrici sono
rappresentabili come A(ai;) ed AT (bij) con biyj = aj;. Si ha che

det AT = Z E(U)blg(l) . b2cr(2) """ bna(n) =

gES,

= Z E(U)GJ(I)I cQg(2)2 7t bo‘(n)n =
o€ESy

= Z E(O') a‘lo'*l(l) . a20—1(2) """ am,71(n) =det A
oeSy —e(o-1)

18. MERCOLEDI 12.11.2008 - COMPLEMENTI ALGEBRICI E DETERMINANTI
Sia A = (aij) S Mn(K)

Definizione 18.1 (Complemento algebrico). Il complemento algebrico di a;j é la
matrice (n — 1) x (n — 1)

* ¥ ¥ x

*

dove i termini contrassegnati con l’asterisco non vanno considerati.

Esempio 18.1.

1 0 3
A=|2 -1 5 —>A12:<2 ‘/5>
1 3
1 3

Proposizione 18.1. Sia A € M, (K). Allora

(23) det A= Z Q45 (—1)i+j det Aij
j=1

Dimostrazione. Dimostrare la validita della proposizione significa dimostrare che valgono
le tre proprieta che caratterizzano il determinante di una matrice. Per quanto riguarda la
prima si ha

D(E',...,E") = (=1)""" - det A;; = 1
dove osserviamo che il complemento algebrico ¢ ancora esso stesso la matrice identica ma
di dimensione n — 1.
La seconda proprieta e ovvia per costruzione della formula. Resta da mostrare che D &
antisimmetrica. Sia D(A',..., A1 B, AnTY A271 B) = 0 con B = {A% + A2}, Se
j # j1,j2 allora det A;; = 0 perche in A;; le colonne A7t e A2 sono uguali. Allora

D(A) = Qyj, (_1)i+j1 det Aijl + aijy (—1)i+j2 det Aq;jz =
= aj;, [(—1)"" det Ajj, + (=1)7 det Ayj,] = det Ay, = (1) 7727 det Ay,
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O

Definizione 18.2 (Matrice inversa). Sia A € M,(K). La matrice inversa B ¢ la

matrice tale che AB = Id e si indica con A™Y. Inoltre una matrice é invertibile se e solo
se det A # 0.

Definizione 18.3 (Matrice aggiunta). Sia A € M,(K). Si definisce la matrice
aggiunta A° la matrice che sulla Tiga i-esima e colonna j-esima é cosi formata:

(24) A5 = (—1)" det Ay

Essa si costruisce sostituendo al termine a;; il termine (—1)"7 det A;; e prendendo la
trasposta.

Esempio 18.2. Calcoliamoci l’aggiunta di

2 0 3 - -12 8 5 -12 9 3
A=11 -1 4] — A° = 9 -6 6 | — A°= 8 -6 =5
2 3 0 3 -5 =2 5 -6 -2

E’ utile avere a disposizione alcune utili formule:

(25) A A= (det A)Id (A A% = ais(—1)°" det A,
s=1
da cui deriva la seguente espressione per 'inversa di una matrice.
1
26 ATl = . A¢
(26) det A

Passiamo adesso alla formula di Binet.
Teorema 18.1. Siano A, B € M, (K) . Allora si ha che
(27) det(A-B) =det A-det B
Dimostrazione. Supponiamo il caso in cui det A = 0, (farlo con B & del tutto equivalente).
Allora A non ¢ invertibile e di conseguenza L4 : K™ — K" non & suriettiva. Di conseguen-

za non lo sard nemmeno La o Lp = Lap = det(A - B) = 0. Supponiamo ora, invece, che
det A # 0 e definiamo L’applicazione

D:K'"x. - -xK'"—K
—_—

nvolte

1 det(A-B)
(B ,...7Bn)l—) T detA

Fatto questo ¢ evidente come 'applicazione appena definita sia proprio det B e questo
conclude la dimostrazione. O
19. GIOVEDI 13.11.2008 - DETERMINANTE DI UN ENDOMORFISMO

Sia V uno spazio vettoriale su K campo e con dimg V < oco. Sia f : V — V un
endomorfismo e siano B e B’ basi di V. Dimostriamo che sussiste la seguente uguaglianza:

(28) det ME (f) = det M) (f)
Questo perche vale la (%ﬁ%ﬁ%qui riportiamo e sulla quale applichiamo il teorema ( ilfe
M/ (f) = Mg (L) ME ()M (1v) =
= det ME (f) = det M5 (1y) det ME(f) det ME (1v)
ma sappiamo che Mg/(lv)Mg,(lv) = Mg//(lv) = 1y. Per Binet det M5, (1) det Mg,(lv) =

1.
d_end
Scopriamo che, grazie alla (b'ge)_ha senso definire
(29) det f := det M§ (f).

ed ora vedremo un esempio pratico del suo calcolo.
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Esempio 19.1. Sia K =Q e V = Q[v?2]. Si abbia
f:Qv2l — Q[v2]
z— (34+v2)x

con B={1,v/2} e B = {14+ /2,1 —/2}. Nella prima base si ha

min=(3 3)

inoltre si ha f(14++v/2) = (3+V2)(1+v2) =5+4v2 ed f(1—v2) = (3+V2)(1—V2) =

1 — 24/2. Ora calcoliamoci le coordinate nella base B’ :

{ 5+402=2(14+V2)+y(1-vV2)=2z=3 y=3
1-22=2(1+V2)+y(1-V2) =z =— =

e di consequenza
Mo = (
Alla fine scopriamo che
3 2 119 -1
det M§ (f) = ’1 3‘ =7= 7‘1 5

1 ’ = det M5 (f).

20. DETERMINANTI E VOLUMI

Scegliamo una base ortonormale di V5 ossia una B = {i, j} con i vettori di pari lunghezza
ei L j. Dati v,w € V3 sia Vol(v,w) = Vol({po + av + bw|0 < a < 1,0 < b < 1}) dove
po & un punto nel piano e po + v € il segmento orientato che parte in pg e rappresenta v.
Abbiamo di conseguenza un isomorfismo

@:R2—>V2
(z,y) — wi+yj

Allora vale il seguente teoremas:

Teorema 20.1. Dati gli elementi precedentemente nominati, vale la sequente formula

aer (2100))]

(30) Vol(v,w) =

ed inoltre si ha che
(1) Vol(i, j) = 1;
(2) Vol(v,w) = Vol(v,w + \v);
(3) Vol(v,w) = Vol(w, v).

Dimostrazione. Diamo per buona la validita delle proprieta elencate e mostriamo la va-
lidita della formula. Partiamo dall’osservare che ¢~ '(v), ! (w) sono le coordinate dei
vettori nella base B; attraverso le ben note operazioni elementari possiamo scrivere

() =G 2
det <3 2) ’ .

Se v, w sono linearmente dipendenti allora Vol = 0 = det. Supponiamo, invece, che siano
linearmente indipendenti. Sfruttando la prima e la secondaproprieta possiamo scrivere
Vol(v, w) = |Au| = Vol(\i, uj) e ricomponendo il tutto abbiamo che

(i l=fee (7260)

quindi si deve dimostrare che

Vol(v,w) =

Vol(v, w) = Vol(Ai, ) = [Au| =
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21. LUNEDI 24.11.2008 - PRODOTTO SCALARE
Da qui in poi, salvo avviso contrario, porremo V' spazio vettoriale reale ossia con K = R.

Definizione 21.1 (Prodotto scalare). Un prodotto scalare su 'V ¢é una legge
VxV—R
(v,w) — (v, w)
che soddisfa le sequenti proprieta:
(1) (,-) ¢ lineare in ciascuna variabile ossia
(Av1 + A2v2, w) = A1 (v1, w) + A2 (ve, w)
(v, prwr + powsz) = pa (v, wr) + p2(v, we);

(2) (v, w) = (w,v);
(3) (v,w) >0 ed ¢ uguale a zero solo se v = 0.

Esempio 21.1. Sia V=R" ed X,Y € V. Allora
(XY)=X"Y =)z
i=1

Un altro esempio di prodotto scalare si pué avere con V = C°[a,b] := {f : [a,b] — R
continua }. Su tale spazio si pone come prodotto scalare

b
(9 = | F@)aayis
Sia ora v € V. La sua norma e
1
lvll = (v,v) 2 = V/(v,v)
Proposizione 21.1 (Disuguaglianza di Schwarz). Vale la seguente disuguaglianza:

(31) (v, w)] < ][]l

e vale l'uguaglianza se e solo se i due vettori sono linearmente dipendenti.
Dimostrazione. Supponiamo che {v, w} siano linearmente dipendenti ossia w = kv. Si ha
(v,w) = (kv,v) = k(v,v) = k||v|]*.

Osserviamo che [|Aw|| = /(Aw, Aw) = /AZ(w, w) = |A|||w]|| quindi
[ollllwll = llolllikoll = |k][lo]®

e 'uguaglianza sussiste. Supponiamo ora, invece, di prendere i due vettor ilinearmente
indipendenti. Sappiamo anche che (xv + w,zv + w) > 0Vx € R e che uguale a zero non
puo essere dato che stiamo supponendo 'indipendenza lineare. Si ha

(zv + w,zv + w) = (v, 2v + w) + (w, TV + W) =

= (v,v)a® + z(v, w) + z(w,v) + (w,w) = (v,v) 2> + 2(v,w) z + (w,w) .
~—— —— ~———

a b c

Adesso si ha che b —4ac < 0 e non & mai nullo Vz € R ed infine 4(v, w)? < 4[jv|?||w|?®. O

Il prodotto scalare ¢ utile nel formulare osservazioni riguardanti angoli e relazioni tra
vettori. Supponiamo di avere v, w € V entrambi non nulli. Per Schwarz si ha

(v, w)
(32) S LI R
llvllllwl|
quindi esite un 9 unico tale che 0 < 9 < 7 con
(33) cos¥ = v, w)
llvlll|wll

E’ il momento di capire qual’e il legame tra la geometria e il prodotto scalare. Supponiamo
di avere un isomorfismo e una base ortonormale B di V5. Definiamo
Vox Vo —R
(11 + x2J, Y1t + y2J) — Tiy1 + T2y2
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Si ha che se due vettori v,w € V5 allora (,v,w) = ||v| - ||lw| cos® dove ¥ & I’angolo
individuato dai due vettori.
22. MERCOLEDI 26.11.2008 - ISOMETRIE TRA SPAZI VETTORIALI EUCLIDEI

Definizione 22.1 (Spazio vettoriale euclideo). Uno spazio vettoriale euclideo (s.v.e.)
& uno spazio vettoriale dotato di prodotto scalare e si indica come (V,(,)).

11 concetto di prodotto scalare ci sara utile nel definire quello di isometria nel senso che
segue.

Definizione 22.2 (Isometria tra spazi vettoriali). Siano (V,(,)v) e (W, {,)w). Un
isomorfismo tra spazi vettoriali f 1V = W & un’ isometria se Yvi,v2 €V si ha che

(v1,v2)v = (f(v1), f(v2))w.
Osservazione 22.1. Sia ancora f :— W. Se f & un’isometria allora

[oll = £ (vl

. Questo perché
If@)llw = {f(v), f())i = (v, 0)§ = |vllv.

Definizione 22.3 (Base ortonormale). Sia (V,{,)) uno s.v.e.. Una base B = {vi,...,v,}
é ortonormale se

e lset=73
(34) <U’va]> - 52] T { 0 sei ¢]
Esempio 22.1. Supponiamo di avere VW s.v.e. con dimV = n = dimW e che le
rispettive basi B = {v1,...,vn} e C = {wn,...,wn} siano ortonormali. Sia f:V — W

lunica applicazione lineare tale che f(v;) = w;. Vedremo che f é un’isometria. Prendiamo
v,v' € V. Si ha che

<’U,'Ul> — <Z ai’(}i7za]"[}j> = Za,-a}(vi,vj) = Zaza;(sw
(f(v), f())) = <Zaif(vi)7 Za;f(v;>> =D wdj{wi,w) = 3 aiajd

quindi l'uguaglianza sussiste.

Proposizione 22.1. Dato uno s.v.e. V, esiste una base ortonormale di V.

Dimostrazione. Procediamo per induzione sulla dimensione di V. Sia n = 1. In questo
caso & ovvio. Siaoran >1ed 0# v € V. E’ possibile normalizzare con ||v|| ed avere
v

W= 7.
[[]

Prendiamo adesso
V* = {w e V|(v,w) = 0}
il quale & un sottospazio vettoriale. Quindi, al momento, possiamo affermare che dim W <

dim V. Per ipotesi induttiva abbiamo dimW =mn —1 e dimV = n e quindi pe W esiste
una base ortonormale. O

23. GIOVEDI 27.11.2008 - NON UNICITA DEL PRODOTTO SCALARE

Supponiamo di avere due s.v.e. (V;(,)v) e (W,(,)w con dimW = n = dimV. Sap-
piamo gia che esiste un’isometria tra V' e W, vedremo che cio non implica I'unicita del
prodotto scalare. Per esempio su V' dato il prodotto scalare di partenza si puo definire
(;)2=A(,) con A > 0.

Cercando di addentrarsi di piu nella questione stiamo cercando un modo di associare una
matrice simmetrica

(Vo (), B) — Q € Mn(R).
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Si osservi che data la simmetria di ) abbiamo gratuitamente che (v, v;) = (vj,vs). Una
volta trovata @ si ha che il prodotto scalare si scrivera come

T
(35) <;$i’l}i7;$ﬂ}j> =X QY

1xn nx1

Il problema & diverso nel momento in cui dati V' e B vogliamo defire un prodotto scalare
su tale spazio. Come procediamo? Assegnamo @ € My (R) e vediamo se 'applicazione B
che ne risulta & un prodotto scalare:

VxV-—R
(v,0') — B(v,v')

con
B <i Z30;, iyﬂq) =XTQY = X(v)"QY (V).
i=1 j=1

Ci chiediamo se B sia bilineare. Si ha che
B + o, ') = (AX (u) + X ()" QY (v') = (AX ()" + uX ()")QY (o) =
= AX(u)" QY (v) + pX (w)" QY (v') = AB(u,v') + uB(w, )

quindi lo &. Resta da vedere se B ¢ simmetrica. Ed infatti lo & perche

B(v,w) = X(v)" QX (w) B(w,v) = X (w)" QX (v)
ma sfruttando il fatto che date due matrici allora

(AB)T = BT AT

, troviamo che

(X)X (w))" = X(w)" Q"X (v) = X (w)" QX (v)

. Infine & abbastanza evidente che B(v,v) < 0 ed & uguale a 0 se e solo se v = 0.

24. ALGORITMO DI GRAM - SCHMIDT

Sia (V, (,)) uno s.v.e. esia B = {v1,...,v,} una sua base. Cerchiamo un algoritmo che
ci consenta di arrivare ad una nuova base ortonormale. Il primo di questi vettori, tutti
quindi di norma unitaria, puo essere preso come

w1, = V1.
Il secondo si dovra proiettare su w; ossia wa = v2 — xwv; inoltre deve valere
0 = (w2, v1) = (v2 — zv1,v1) = (va,v1) — z|v1]]?
da cui segue che

(v2,v1)

W2 = V2 —
2T (on,u)

Introduciamo adesso il gruppo ortogonale
(36) OW)={f:V—V|{v,v') = (f(v), f(v))}

Bisogna capire ora di che tipo saranno le matrici rappresentanti le isometrie ossia gli
elementi di questo gruppo. Supponiamo di avere una base ortonormale. Sappiamo gia
che (v,w) = X(v)" X (w). Sia f: V — V lineare e prendiamo M5 (f). Imponendo che
si tratti di un’isometria cosa succede? Abbiamo che X (f(v)) = MX(v) ed X(f(w)) =
M X (w) quindi

(f(0), f(w)) = X ()" MT"MX (w) = X (v)" M"MX(w) = X (v)" X (w) =
= M'M=1d= MT =M~".

Se per una matrice vale 'ultima uguaglianza, allora essa € un’isometria. Infine, ricordiamo
la notazione:

On(R) = O(R™).
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25. LUNEDI 1.12.2008 - DUALE DI UNO SPAZIO VETTORIALE

Sia V' spazio vettoriale su K. Il suo duale V* & definito come:
(37) V*={f:V — K| f lineare}
ed ¢ anch’esso uno spazio vettoriale dato che, con A € K e f,g € V* si ha
AN =AFr)  (f+9)(®) = F©) +g(v).
Sian=dimV < ocoeB={vi,...,v,}. Allora per 1 <14 <niwv; saranno tali che
v; (v;) = i
Osserviamo che V' ~ V* ma non esiste un modo naturale per scegliere un isomorfismo

tra essi! Per farlo bisogna avere uno s.v.e. perche, come vedremo, & proprio il prodotto
scalare l'isomorfismo che cerchiamo. Si ha

B:V —V*
v i—w

dove si ha w = (v, w). Adesso ci chiediamo se B sia lineare:
B()\lvl +)\21}2)(w) = <)\11}1 + Aav2, w) =\ <’l)1,’w> + A2<’U27 w) = ()\13(’01) -I—)\QB(’UQ))(’LU).
Infine ¢’¢ da dimostrare che B & un isomorfismo, ma sapendo che dimV = dim V* resta

solo da mostrare che sia iniettiva. Sia v # 0; allora B(v) # 0 perché B(v) = (v,v) > 0.

26. MERCOLEDI 3.12.2008 - BASI DUALI E ANNULLATORI

Supponiamo di avere V' e W spazi vettoriali tali che dim V' =n e dim W = m con basi
rispettivamente B e C. Sia f un’applicazione lineare da V a W e si abbia MZ(f) = (ai;).
Indipendentemente dalle basi si puo associare ad f un’applicazione lineare

oWt —= v
pr—rpof
quindi
pof:v-Lw K
Si ha che quest’applicazione ¢ lineare dato che
T e + X22)(v) = (M1 + Aa2) o f(v) = (M1 + Ae2) (f(v)) =
= (M191)(f(v)) + (A22) (f(v)) = Arpr f(v) + Aaipa f(v) =
= X110 f(v) + X2 0 f(v) = (ALf"(p1) + A2 f (2)) (v)

infine, date C* e B* basi di W* e V*, vale la seguente relazione:

(38) Mg (f*) = ME(f)"

Supponiamo ora di avere V spazio vettoriale su K e W C V.

Definizione 26.1 (Annullatore). L’annullatore di W ¢ il sottospazio di V™ definito
come

(39) Am(W) :={feV": f,, =0}

Proposizione 26.1. Valgono le sequenti formule:

dim Ann(W) + dim W = dim V

(40) dim Ann(W) =dimV — dim W

Dimostrazione. Prendiamo ’applicazione lineare ® tale che

VW

fr— f\W
quindi Ann(W) = ker ®. Inoltre sappiamo che dimV* = dimV = dimker ® 4+ dim Im ®
e che Im® C W*. Resta da mostrare che ® & suriettiva. Siano B = {wi,...,wq} e
C ={w1,...,wa,u1,...,un} basi rispettivamente di W e V. Si ha che w] € C* e quindi
w; € Im ®; siccome P & generata da {w7,...,w;} allora & suriettiva. O
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27. GIOVEDI 4.12.2008 - SPAZI AFFINI

Definizione 27.1 (Spazio affine). Uno spazio affine con spazio vettoriale associato V
e un insieme A provvisto di un’azione di V' (traslazione) ossia

AxV —A
(p,v) — p+v

Definizione 27.2 (Combinazione lineare di punti). Siano po,...,ps € A eXo,..., g €

K tali che
d
d =1
i=0

Una combinazione lineare di punti é

d d
i=0 i=0
Le due proposizioni seguenti non saranno dimostrate.

Proposizione 27.1. Sia B C A un sottospazio affine. Allora esiste W C V tale che, dato
pEDB, si hap+ W =B.

Definizione 27.3 (Giacitura). Sia B C A. La giacitura di B é definita come
(41) 4(B) = {af|q,r € B}.

Proposizione 27.2. Sia B C A un sottospazio affine. Allora:

(1) Vo(B) = {pglq € B} C V & un sottospazio vettoriale;
(2) Vp(B) =9 (B).

Definizione 27.4. Siano po,...,pds € A. Essi sono linearmente indipendenti se dim <
Po,---,pd >=d.

Supponiamo ora di avere uno spazio affine A tale che dimA < oo. Siano, inoltre,
S, T C A sottospazi affini. Risulta definito SNT e quindi ha senso chiedersi che dimensione
abbia tale sottospazio affine: stiamo cercando un equivalente della formula di Grassmann.
Il problema & che nel caso affine non puo esistere; basti pensare, per esempio, alle rette
nello spazio ordinario le quali possono essere sghembe o parallele. Perod qualcosa si puo
affermare.

Proposizione 27.3. Siano S, T sottospazi affini di A tali che SN'T # 0. Allora si ha che

(42) |dimSNT =dimS+dimT — dimSUT|

Dimostrazione. Siap € SNT. Sappiamo che S = p+¥(S) e T = p+¥(T). Allora abbiamo
che

SNT=p+9%(S)N¥(T) = dimSNT = dim¥(S) N¥(T) =
= dim%(S) + dim%(T) — dim(S) + %(T).
O

Definizione 27.5 (Sottospazi sghembi e paralleli). Siano S,T C A sottospazi affini
di A. FEssi si dicono sghembi se:

(1) SNT #0;

(2) dim¥(S) + ¥9(T) = dim¥(S) + dim¥(T).
Essi si dicono paralleli se la giagitura di uno det due sottospazi € contenuta nell’altra, ossia
se

(1) dim¥(S) + 4(T) = max{dim ¥ (S), dim¥(T)}.
Definizione 27.6 (Affinitd). Siano A, A’ spazi affini. Un’affinita é un’applicazione
f: A — A’ tale che, datip,qg € A e \,u € K (con A+ p = 1), si abbia f(A\p + pq) =
Af(p) + nf(q).
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Poiche A e A’ avranno rispettivamente come spazi vettoriali associati V e V', un’affinita
f sara sempre del tipo

ALy A
p+— 10 + ¢(pob)

dove ¢ : V. — V' & un’applicazione lineare. Possiamo vedere che & vero, per esempio, nel
caso in cui A sia il piano ordinario. Si ha

FOW + pg) = 1o + ©(Apob + upod) = 10 + Ap(pob) + pp(Pod) =
= 1o + Ao f(P) + prof(q) = AF(p) + pf(q)

Osservazione 27.1. Un'affinita f : A — A’ & un isomorfismo se & biunivoca e questo
implica che anche f~1 sia un’affinita.
Definizione 27.7 (Riferimento affine). Sia A spazio affine di dimensione finita. Un
riferimento affine di A consiste di:

(1) un’origine 0 € A;

(2) una base di V.

Esso si indica come RA(0,v1,...,v5).

Veniamo ora ai modi in cui & possibile descrivere un sottospazio affine B C A e gli
elementi che ad esso appartengono.

(1) Equazioni parametriche
Si scriva B come B = pg + W dove po € A e W C V. Sia {wi,...,wq} una base
di W. Allora si ha

d
(43) B = {po+2tiwi|ti € K};

i=1

(2) Equazioni cartesiane
Si scrivono le coordinate dei punti di B come soluzioni di un sistema di equazioni
lineari ossia

1171 + -+ @1nTn = by
(44) B=<p(xi,...,z0)| -

Esempio 27.1. Siano il punto po = (1,2, —1) e la retta ro = (t,1 —3t,2+t). Cerchiamo
le equazioni parametriche e quelle cartesiane della retta v contenente po e parallela ad ro.
Pe quanto riguarda le equazioni parametriche si avra sicuramente

r=1+1t
y=2+mt
z=—-14+nt

Poiché dobbiamo imporre anche che r || ro allora stiamo richiedendo che ¥ (r) = 4(ro)
ma abbiamo pure che By () =< (1,-3,1) >. E’ immediato porre l = 1,m = —3,n = 1.
Passiamo ora alle equazioni in forma cartesiana ponendo

r—1=t
y—2=-3t
z+1=t

Adesso si devono trovare tutti gli (a, b, c) tali che
alz—1)+by—2)+c(z+1)=0= (a—3b+c)t=0=a—3b+c=0.
Presia=3,b=1,c=0eda=1,0=0,c=1 si trova

3x+y—5=0
r—2—2=0
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Supponiamo di avere un’applicazione affine f : S — T e che dimS = n, dimT =

m. Siano, inoltre, RA(0,v1,...,vn) , RA(0,w1,...,wn) i riferimenti affini dei rispettivi
spazi con associate le coordinate X = (z1...Zn), ¥ = (y1...Ym). Esisteranno B ed
A € M, »(K) tali che

(45) Y(f(p)) =AX(p)+ B

Bisogna capire il perche di una tale scrigglra e soprattutto come produciamo B ed A.
Partiamo dal dall’osservare che se vale la (45) allora in p = 0 abbiamo il punto di coordinte
B =gq+biwi+--+bnwnm. E A? Per capirlo passiamo dall’associare ad f un’applicazione
lineare B

f:90) — 9(T)

175 — f(r1) f(ra
Di conseguenza A sard la matrice associata ad f nelle basi scelte per 4(S) e 4(T). Os-
serviamo che se ¢ & un isomorfismo, per costruzione, lo sara se e solo se lo & f Infine,
ricordiamo che nel caso in cui i due spazi affini coincidano ¢ d’uso utilizzare lo stesso
riferimento affine per dominio e codominio.

28. GIOVEDI 18.12.2008 - SPAZI EUCLIDEI

Definizione 28.1 (Iperpiano). Sia H C S un sottospazio affine. Esso é detto iperpiano
se

(46) dimH =dimS -1

Definizione 28.2 (Spazio euclideo). Uno spazio euclideo E ¢ uno spazio affine su R la
cui giacitura associata 4 (E), in quanto spazio vettoriale, é dotata di prodotto scalare.

Esempio 28.1. Lo spazio ordinario diventa euclideo una volta scelta l'unita di misura.

Esempio 28.2. Sia E™ = Ag. Allora 9(Ag) = R™ con prodotto scalare standard
<)(7 Y> = Zm,yz
i=1

Definizione 28.3 (Distanza). Siano P,Q € E. La distanza tra P e Q ¢é
(47) d(P.Q) = | PQ)

inoltre vale la disuguaglianza triangolare
(48) d(P,R) <d(P,Q) +d(Q, R).

Definizione 28.4 (Orientazione di una retta). Una orientazione di una rettar C E é
un vettore non nullo v € 9(r). Due orientazioni v e w della stessa retta sono equivalenti
se v =kw con k > 0. Di consequenza ogni retta possiede al pit due orientazioni a meno
di equivalenza.

Definizione 28.5 (Angolo). L’angolo tra due rette orientate (r,v) e (r',v') & determi-

nato da ,
cosV = M
[[v][[|v"]]

e dipende solo dalla classe di equivalenza.

Cerchiamo ore di generalizzare la definizione di angolo tra due rette per passare a quella
di angolo tra due iperpiani. La prima cosa da fare sara dar loro un’orientazione. Sia H C E
un iperpiano. Si ha che

dim AnnH = dimE — dim%(H) = dim AnnH = 1.

Definizione 28.6 (Orientazione di un iperpiano). L’orientazione di un iperpianoH
& un vettore non nullo v € Ann¥(H). Due vettori v e w sono equivalenti se v = kw con
k> 0.

Adesso segue in maniera naturale la definizione di angolo tra due iperpiani.

Definizione 28.7 (Angolo tra due iperpiani). La stessa che vale per le rette ma tra
due iperpiani orientati (Hi,v1) e (Ha,v2).
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Definizione 28.8 (Riferimento ortonormale). Un riferimento ortonormale di uno
spazio euclideo E é un sistema di riferimento affine dove la base di V' é ortonormale ossia

RO(0,v1,...,v,) ma si deve avere (v, vj) = djj.

Esempio 28.3. Sia E lo spazio ordinario ed RO(0,1,j,k) il suo riferimento ortonormale.
Siano
Hi=3z—-y+2+1=0
Ho=24+y—32+5=0
e ci chiediamo se Hy 1 Hs. Scegliamo le loro orientazioni come
Y(MHy) ={zi+yj+zkl3z—y+2=0} vi=(3-1,1)
Y (Hy) ={zi+yj+zklx+y—32=0} v2=(1,1,-3)
e di consequenza abbiamo due informazioni: per prima cosa scopriamo che i due iperpiani
non sono ortogonali dato che {,v1,v2) = —1 e poi che
-1

VITVIT

29. MERCOLEDI 7.1.2009 - INTRODUZIONE ALLA DIAGONALIZZAZIONE

costy =

Sia V uno spazio vettoriale su K con dimg V' = n < oco. Il problema che ci accingiamo
a studiare riguarda il comportamento degli endomorfismi ¢ : V' — V. In particolare
cercheremo di rispondere a due quesiti.

1) Come si comporta ©* := po---0p con k> 07?
o= @
—_———

kvolte

(2) Sia B= {v1,...,v} vase di V ed A = ME(p). Come calcoliamo A* ?

Se possiamo scrivere

A 0 ... 0 Ao .00

0 X ... O 0 X ..o
A= . . allora A" =

0 o 0 .

0 ... ... A 0 ... ... X

e di conseguenza abbiamo una buona risposta ad entrambe le domande.

Definizione 29.1 (Diagonalizzabilitd). Un endomorfismo ¢ : V. — V & diagonalizz-
abile se esiste una base B di V tale che

A0 0
0 X 0
(49) Mp(¢p) = .
0 :
0 An

Inoltre A ¢é diagonalizzata se
La:K" — K"
r— AX

¢ diagonalizzabile ossia se 3C € GL,(K) tale che A = CAC™" dove A ¢ diagonale.

Per capire la definizione abbiamo bisogno di introdurre novita nella notazione:
(50)
GL(V)={¢:V — V invertibili } GL,(K)=GL(K")={A € M,(K)|det A # 0}
Osservazione 29.1. Se A= CAC™! con A diagonale allora
AP = (CACTY) ... (CACTY) = CcAFCT!

n volte

Si ha che se ¢ & diagonalizzabile allora 38 = {v1,v2} tale che

Al 0 (p(l)l) = )\11_)1
Mp = == .
B ( 0 )\2) tp(vg) = )\2’[}2
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Definizione 29.2 (Autospazio). Sia ¢:V — V e A € K. L’autospazio associato a A
e l'insieme

(51) Va(p) = {v € V|p(v) = Av}.
Osserviamo che V) (y) € un sottospazio vettoriale di V' dato che
o(av + Bw) = ap(v) + Be(w) = alv + BAw = A(av + fw).
Inoltre si ricordi che
Vo(e) := ker .

Definizione 29.3 (Autovalore). Sia Vi(p) lautospazio associato a A. Allora \ é un
autovalore di ¢ se Va(p) # {2}.

Osserviamo che ¢ & diagonalizzabile se esiste B = {v1,...,v,} 1 cul elementi sono
autovettori di .

Definizione 29.4 (Autovettore). Siav € V. Esso é un autovettore se I\ € K tale che
v € Vi ossia tale che ¢(v) = Av.

Vogliamo ora trovare un metodo esplicito per calcolare gli autovalori di un’applicazione
lineare . Partiamo dall’osservare che A € K € un autovalore se esolo se p—AIdy : V — V
¢ invertibile. Infatti se v & non nullo e p(v) = Av allora (¢ —AIdv)(v) = 0 e di conseguenza

(52) ker(p — AIdy)(v) # 0.
Quindi se A € M,(K) e A € K allora A & autovalore di A se e solo se A — AId non &
invertibile ossia quando det(Ad — A) = 0. Introduciamo ora un nuovo strumento molto
utile.

Definizione 29.5 (Polinomio caratteristico n=2). Data una matrice A € My, (K)
(in questo caso n=2) il polinomio caratteristico ad essa associato &
A—an  —a2 )

—a21 A — a2

PA()\) = det < = ()\ — all)()\ — a22) — (a12a21) =

= Az — )\((111 + a22) + ai1a22 — aiza21 = Az —ATrA+detA
Inoltre deg Pa(\) = n.

Quindi grazie all’ultima definizione abbiamo che le radici del polinomio caratteristico
sono in realta gli autovalori di A.

30. GIOVEDI 8.1.2009 - CALCOLO ESPLICITO DI AUTOVALORI E CRITERI DI
DIAGONALIZZAZIONE

Supponiamo di avere ¢ : V — V e siano B e B’ due basi distinte di V. Siano inoltre
A= Mg(p) ed A" := Mg/ (p). Affermiamo che P4 = P,/. Si ha che
Pa()) =det(A — A) =det(A — CA'C™") =det(CAC™' —CA'C™!) =
= det(C(A— A)C™") =det(A — A') = Par(N)

Esempio 30.1. Sia
0 2
A= (1 1) .

Vogliamo calcolarci AY ma prima dobbiamo capire se A ¢é effettivamente diagonalizzabile.
Procediamo calcolandoci il polinomio caratteristico:

_ A =2\ e
PA—det(_l A_1>_,\ —A-2

che si annulla con A1 2 = {2,—1}. Vediamo ora chi é Uautospazio associato al primo dei
due autovalori:
Va(La) = {X €R?(A—2)X =0} —> A — 2 = (*12 _21)
e quindi
—2x1 + 222 =0
r1 — T2 = 0

Va(La) = {(xl,x2)| } =< (1,1) >.
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Un calcolo analogo ci porta a trovare che V_1(La) =< (2,—1) >. Scopriamo che A é
diagonalizzabile dato che B = {(1,1),(2,—1)} & una base di R? costituita da autovettori.
Adessso si ha

La(1,1) = ([1’ f) G) —(2,2) = 2(1,1) = Auor.
La(2,-1) = (? f) (i) —(=2,1) = —1(2,—1) = Aove.

miwn= (5 %)

Adesso poniamo Bo = {(1,0), (0,1)} ossia la base standard e abbiamo che

1 2 1/-1 -2
1\4530(1dR2):(]L 71> MSO(IdRz):§<71 1)

Inoltre

quindi
A= Mg (L) = Mg, (Idg2) M5 (La)Mg° (Idg2) =

o G | ) A Gy B

11 2048 0
A =
0 -1
E’ arrivato il momento di introdurre dei criteri di natura algebrica che ci consentano di
affermare se una matrice &€ o meno diagonalizzabile. Sara necessario un lemma preliminare.

Infine

Lemma 30.1. Siano vi...vx € V autovettori di ¢ associati rispettivamente agli autoval-
ort A1 ...\ a due a due distinti. Allora {vl, .. 7’Uk} sono linearmente indipendents.

Dimostrazione. Se k = 1 allora va tutto bene dato che per definizione un autovalore & non
nullo. Sia k > 2 e procediamo per assurdo. Allora esiste in @ > 2 e v; ... v, autovettori di
@ e Ai...\, autovalori a due a due distinti tali che:

(1) v1...vq sono linearmente dipendenti;
(2) vi...vx con k > a sono autovettori linearmente dipendenti.

Cio significa che p1v1 + - -+ + pave = 0 con i p; # 0Vi. Allora
e(p1v1 + -+ + pava) = 9(0) = 0 = pap(v1) + - - + patp(va) =
= AV + -+ faAaVq

inoltre p1v1 + -+ - + pave non € multiplo di g1 Aiv1 + -+ - + peAqvq perche i A; sono tutti
distinti per ipotesi. E questo & assurdo perche, dato che a > 2 e quindi esiste almeno un
Ae # 0 ed un \; # 0, si ha che

(V1 + -+ + HaVa) = Aa(p1v1 + -+ - + fave) = 0 =
(A=A v+ -+ a1 (Aa—1 — Aa) Va—1
N N— M~ N—

#0 #£0 #0 #0
O
Teorema 30.1 (Criterio di diagonalizzazione). Una ¢ ¢ diagonalizzabile se e solo se
(53) > dim Va(p) = dimV
AEK

Dimostrazione. Siano {A1... )\d} autovalori di ¢, siano B; le rispettive basi dei singoli
Vi, (¢). Dimostreremo che {vi1...v;q} con 1 < i < n & una base di V. Sicuramente
abbiamo che

Bl = |Bi| + -+~ + |Ba| = dim Vi, () +--- + Vo, (p) = dim V.

Z Wijvi; =0
ij

Inoltre
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ossia
(Z#ljvu) +eeet (Zudjvdj) =0
J J

dove ogni sommatoria appartiene ai rispettivamente ai Vi, ...V, e per il precedente
lemma tutti i p; V.

Viceversa, supponiamo che ¢ sia diagonalizzabile. Sappiamo che cio vuol dire che esiste
una base B di V tale che Mg(p) sia diagonale. Quindi mi + -+ + mgq = dimV dove i
m; = dim V), (¢) e questo conclude. O

31. LuNEDI 12.1.2009 - PoLINOMI E MOLTEPLICITA
Diamo qui alcuni elementari risultati di algebra in merito ai polinomi.
Sia K[z] := {cna™ + -+ c1x + co|c; € C}.
Lemma 31.1. Sia p € K[z]|. Supponiamo che a € K sia tale che p(a) = 0. Allora esiste
q € K|[z] tale che p = (z — a)q.
Dimostrazione. Se a = 0 allora p = xq e tutto va bene. Supponiamo che a # 0. Possiamo
scrivere © = a + (z — a) e quindi
p=cnx" +...cxtco=ch((z—a)+a)"+ - +a((r—a)+a)+c =
(54) =do(z—a)" +dna(x—a)" "+ +di(x—a)+do
ma poiche per ipotesi p(a) = 0 allora necessariamente do = 0 e quindi
p=(z—a)(dn(x—a)" " +dur(e—a)" 4+ d)
O

Definizione 31.1 (Molteplicita). Sia 0 # p € Klz] e sia a € K. La molteplicita di a
in p & definita come

(55) Multe (p) := {m}%xd|p =(z— a)dq}

ossta il massimo grado con cui a annulla p.

Proposizione 31.1. Sia 0 # p € K[z] e siano ai ...am radici a due a due distinte di p.
Supponiamo che Mult,, (p) = d; > 0. Allora dato 0 # q € K|[z] si ha che
)dl m)dm

p=(r—a q.

La dimostrazione ¢ molto semplice per cui la si lascia al lettore. Cio detto, da tutto

questo, segue un corollario che ci consentira di fare alcune osservazioni interessanti.

Corollario 3. Sia 0 # p € K[z]. Allora

(56) Z Mult, (p) < degp

acK

Si noti che la scelta del campo in cui si trovano le radici del polinomio € importante
e puo persino portarci a rendere stretta la disuguaglianza precedente. Basti pensare a
p(x) = (> +1)' in R[z]. E’ evidente che Y, Multa(p) = 0. Non solo, se si considera
il campo C allora avremo sempre un’uguaglianza e questo si ha perche vale il seguente
risultato, la cui dimostrazione esula dagli obiettivi del corso.

Teorema 31.1 (Teorema fondamentale dell’algebra). 2 Sia 0 # p € K|x]. Allora
esiste una radice complessa di p.

Proposizione 31.2. Sia a € K. Allora

(57) dim Va (i¢) < Multa (P, (a)) |

2In realtd il teorema afferma, piut precisamente, che C ¢ algebricamente chiuso.
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Dimostrazione. Sia d = dim V().

MATTEO DUNEZ

Supponiamo che B’ = {vy,...

,vq} sia una base di

Va(p) ed estendiamola ad una base B = {v1,...,v4,vd4+1,...,vn} di V. Si ha che
a 0 0 *
0 a 0 *
Mp(p)=10 0 a *
0 0 0 *
0 0 0 = *

Osserviamo per un momento questa matrice. La sottomatrice in alto a sinistra e quella
che rappresenta V;(¢) e quindi & una matrice quadrata di dimensione d, la sottomatrice in
basso rispetto alla precedente ¢ ovviamente tutta nulla. Le altre due restanti non sappiamo
ancora cosa abbiano al loro interno. Adesso abbiamo che

A—a 0 e 0
0 A—a 0
P,()\) = det(A — Mg(p)) = 0 0 A—a *
0 0 0 A — %
0 0 0 * A — %
Quindi P,)(\) = det((A — a)%q()\)) e quindi d < Mult, (P,(a)). O

E adesso 'ultimo risultato...

Corollario 4. Sia V spazio vettoriale su K = C e dimcV = n < oo. Allora ¢ ¢é
diagonalizzabile se e solo se

(58) dim V() = Mult.(P,) VYa e K

Dimostrazione. Sappiamo che dim V' = deg P, ma per il teorema fondamentale dell’alge-
bra abbiamo che
deg P, = > Multq(P;)
acC

ma sappiamo anche che dim V4 (¢) < Multq(P,), quindi per il Criterio di diagonalizzazione
bisogna aggiungere che

Z dim V,(p) = dimV = deg P,.

acC
Mettendo insieme tutto questo troviamo che

> dimVa(p) <> Multy(P,) = deg P, = dim Va(p) = Multa(P,) Va € K
acC acC

FINE?
md

3Le presenti sono frutto della pazienza e della voglia di riordinare i propri appunti di uno studente,
il quale, non garantisce sulla bonta di cio che vi ¢ in esse scritto. Certamente non sono il migliore
strumento di apprendimento presente in giro ma...magari possono tornare utili a qualcuno...



