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MATTEO DUNEZ

1. MERCOLEDI 26.9.2012 - CONCETTI PRELIMINARI
In questo corso tutti gli spazi vettoriali saranno suR o su C.

Definizione 1.1 (Norma). Sia X uno spazio vettoriale; una norma e un'applicazione

X —R
0 -1
x— x|l
tale che:
(1) [xl=0VxeXed|x|]|=0 << x=0;
2) IAxll=IAllx|IVAeReVxeE X;
@) lx+yl=lxl+Iyll
Le norme servono ad indurre delle distanze e per definizione si ha
) dx,y)=llx-yll
Definizione 1.2 (Spazio di Banach). Sia (X, d) uno spazio metrico. Esso e uno spazio di Banach se
e completo.
”ll

Definizione 1.3 (Norme equivalenti). Siano ||-| e | -
esistono M, L costanti tali che

norme su X. Esse sono equivalenti se

! " " !/
lxlI” < Ll x| )™ = Ml x|” Vx.

Esempio 1.1. SiaR. Esso dotato della norma | x|l = | x| e uno spazio di Banach.
Prendiamo R". Esso & ancora uno spazio di Banach se dotato delle seguenti norme:
1
n Iz
lxlpp = (Z Ixil”) conlsp<+oo  |xloo=suplx;l
i=1
Osserviamo che le norme del precedente esempio sono tutte equivalenti.

Esempio 1.2. Diamo qui altri esempi e controesempi: sia € (K) con K compatto in R" e sia la
seguente norma:

I fllgo := I;lea%lf(x)l.

Con questa norma 6 (K) e uno spazio di Banach. Al contrario, non é uno spazio di Banach, lo
spazio 6 ([a, b)) dotato della norma

b
Ifl :=[ \f()ldt
a

ossia con la norma L*. Invece, dotato di essa, lo @ L' ((a, b]).

Supponiamo ora di avere €' (Q) dove Q < R" & aperto e si prenda anche €°°(Q). Entrambi non
sono spazi di Banach poiche si deve richiedere anche la compattezza ossia che 3K < Q dove K ¢
compatto.

Un altro spazio importante col quale si avra occasione di lavorare sara

Eo ()= {f €€ Q)supp f =Kcc O}
. CGEY . j ;
Dire che f;, — f significa che Vn supp f; sono tutti nello stesso compatto e che f; — f/
uniformemente Vj.
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Supponiamo ora di avere due spazi vettorialisu R detti X e Y. Sia T: X — Y un operatore lineare.
Ha senso quindi definire la continuita di T.

Definizione 1.4 (Operatori limitati). L'operatore lineare T é limitato se esiste una costante k tale
che
ITxlly < kllxll x

Il seguente teorema lega la limitatezza alla continuita. Ne dimostreremo solo alcune parti.

Teorema 1.1. Sia T : X — Y un operatore lineare. Le seguenti sono equivalenti:
(1) T elimitato;
(2) T econtinuo in0;
(3) T eécontinuo in tutto X.

Dimostrazione. 1. — 3.
Siha che

I1Tx=Tyl=ITx-yI<kllx-yl
dove nella prima uguaglianza si & usata la linearita e nella seconda 'ipotesi di limitatezza. Quindi
T & lipschitziano e continuo.
2.— 1.
Per assurdo supponiamo che la continuita in 0 non implichi la limitatezza. Quindi esiste una
successione {x;} tale che ||x; || = 1Vn ma tale che | Txy |l > n. Sia y, = %" Dobbiamo trovare una
Xxp convergente ma tale che f(x;) non converga.
Sia lynll = % — 0ma || Tysl =1 e quindi non & continua, il che & assurdo. O

Definizione 1.5 (Norma di un operatore). Sia
ZL(X,Y):={T:X — Y|T élineare e continuo}.

QuindisiaT € £(X,Y). La norma di un operatore é definita equivalentemente come

ITxlly I Tx|
3) I T :=sup = sup [|[Tx|l= sup .
x20 Ixlx  jxp=1 Ixi=r R

Osserviamo che la seconda uguaglianza é dovuta alla linearita di T.
Ma tutte le applicazioni lineari sono continue? Sia, per esempio,
X :={p(x) in una variabile in [0, 1]}

e su di esso poniamo la norma || p(x)lloc = maxyeg,1]|p(x)|. Prendiamo oral’operatore 7: X — R
tale che T'(p) = p(2). E’ un operatore lineare ma non limitato. Come lo mostriamo? Bisogna
trovare una successione tale che ||pplloo = 1 € tale che T(py) = pn(2) — oco. Prendiamo p, = x™
e i conti tornano. Ma si osservi che questo non dipende dalla non completezza di X (che per
Stone-Weierstrass € denso in €'([0,1]) ).

Teorema 1.2. Siano X,Y spazi normati. SeY e completo allora £(X,Y) é completo.

Dimostrazione. Sappiamo che i due spazi sono normati quindi esiste una norma su £ (X, Y) e di
conseguenza € anch’esso normato. Prendiamo T, € £ (X, Y) successione di Cauchy. Dobbiamo
trovare un T tale che T), — T € £(X,Y). Consideriamo T € Y e vediamo a cosa converge. Si ha
che

1Thx—Tmxlly = I1(Th = Ti)xlly <1 Tp — Tmll 2 x, vyl xllx — 0
perche per ipotesi Y & completo e di conseguenza T, x — T'x.
Ma ¢ lineare? Sappiamo che Ty (x+y) = Ty x+ Tpy maancheche Ty (x+y) — T(x+y)=Tx+ Ty
che & cio a cui tende Ty, x + Ty, y per cui, in definitiva anche T(x + y) — Tx+ Ty.
E’ limitata? Chi e || T, ||? Sia € > 0 tale che esiste un v peril quale Vn,m >v = || T, — Tj || <&. Ma
abbiamo anche che

1Tl =11 Tp =Ty + Tyl < 1T = Tyl + I Tw |l
N———r
<€

dove || Ty || € una costante fissata. Allora possiamo scrivere che

I Tl = max{l| Ty Il + &, 1 T1 1, 1 T2, ..., | Ty—1 1}

Questo perche gli elementi prima di T, ce ne sono in numero finito. Quindi possiamo affermare
che | Tyl = M.
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Ora dobbiamo mostrare che per ogni x, T, x — T'x.
Osserviamo che I'applicazione che manda x — | x| & uniformemente continua e che || x| < ||x—
¥l =yl da cui si ha che |||x|| = |¥lll < llx — | quindi tale applicazione & anche lipschitziana con
costante uguale a 1. Allora || T, x| — | Tx|. Inoltre poiche sappiamo che || Tl < M = || Tx| <
M| x|. E’ rimasta un ultima cosa da mostrare ossia che

1Tn—Tllex,y)— 0.

Sottoliniamo che si tratta della norma dello spazio duale e questo motiva la maggiorazione che
faremo tra breve con il maxlim. Peripotesi T, € di Cauchy e quindiV e3vin,m=v = || T,— Ty ll <
€. Fissiamo x, n sia maggiore di v e m — oo. Avremo che

1Tnx = Tmxl <1 Tn — Tl x|l

1Tnx = Tmxll — I Tpx — Txll < maxlimm—oo I Tn — Tl xll < € [l xIl.

La penultima disuguaglianza & motivata dal fatto che a priori non sappiamo se Tj,x converge a
Txin £ (X,Y). abbiamo trovatoche Vn=v|| T, - T| <e. O

2. VENERDI 28.9.2012 - DUALI E PROPRIETA DEGLI SPAZI DI HILBERT

Sia X uno spazio di Banach. Il suo duale ¢ definito come
) X" =2XK)
e per l'ultimo teorema visto, anche se X non & di Banach, X* lo & comunque. Vediamo degli
esempi.

Esempio 2.1. Sia € (K) con K compatto. Fissiamo un x € K e prendiamo T(f) = f(X). T in realta
¢ la delta di Dirac e si indica come

T(f):=6z(f).
Essa é continua perche |T(f)| < maxyex | f(x)| inoltre |6 = 1.
Prendiamo, adesso, l'operatore su € ([a, b)) che ad una funzione associa il suo integrale ossia tale
che

b
T(f)=f fde
a

E’ un operatore continuo dato che e limitato:

b
f fde
a

Ancora un altro esempio: sia lo spazio €™ (K) con K compatto e tale che sia la chiusura di un
aperto (ovviamente limitato). Ancora una volta fissiamo X € K. Abbiamo l'operatore

5) T(f)i= ) cad®fX) =) cal@*6x)(f).

asm asm

IT(Hl= =Ib-all fllgee.

Quindi T € €™ (K)*.

Sia ora X un generico spazio di Banach, che certamente avra un duale X *. Si tenga presente,
nel seguito, le proprieta dell’applicazione J alla quale rimandiamo e che sara trattata successiva-
mente. Ci chiediamo ora chi sia (X™*)*. per capirlo, al solito, fissiamo X € X e V T € X* facciamo
T'(x). Usando un linguaggio un po improprio, si ha che il fatto di applicare tuttii T ad x € in se
un’applicazione ossia

X* — K

T— T(X)
dove si puo benissimo definire x** (T) := T(%). Come facciamo a vedere se x** € X** 2! Vediamo
se € lineare e continuo. La linearita si ha per costruzione dato che

(T +8)=(T+8)(X) =T(X) +S(X).
Per quanto concerne la limitatezza si ha che

X (D) = T@ < ITIZI

1osserviamo che gli elementi di (X*)* sono tutti della forma x** se lo spazio X & riflessivo.
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quindi & limitato e si ha anche che? || £**|| < | Zl.

Passiamo a richiamare i concetti essenziali sugli spazi di Hilbert.

Definizione 2.1 (Prodotto scalare). Sia H uno spazio vettoriale sulK. Lapplicazione(,) : Hx H —
K é un prodotto scalare se gode delle seguenti proprieta:

1) (x,x)=0Vxe(x,x)=0 < x=0;

2 Ax,y)=Ax,y)Vx,ye HVAeKed (x1 +x2,y) = (x1,y) + (x2,));

@) (x,y=yx.

1
Sappiamo gia che si definisce la norma come | x| := (x, x) 2. Vediamo ora una disuguaglianza
che le lega.

Teorema 2.1 (Disuguaglianza di Cauchy - Schwartz). Sia X spazio vettoriale dotato di prodotto
scalare. Allora V¥ x,y € X vale

(6) [(x, 1< lxlHyl

Dimostrazione. Dividiamo in due parti la dimostrazione. Nella prima dimostreremo il teorema
nel caso reale, nella seconda in quello complesso riconducendoci al primo.
Supponiamo che (x, y) € R. Si ha che

lx= Ayl = (x— Ay, x— Ay) = | xII> = 2A(x, y) + A2y = 0.

E’ un’equazione di secondo grado in A. E’ diretto arrivare alla tesi.
Adesso supponiamo di essere in C. Allora C 3 (x, y) := e (x, . Siax' =e”
—id

9 x. Adesso si ha che

«y=E"xy= e_i‘()(x.y) = e_iﬁeiﬁl(x.y)l =|x,»IeR.

Per la prima parte della dimostrazione, il teorema vale anche su C. O

Dalle definizioni date, segue subito che uno spazio vettoriale H dotato di prodotto scalare
& anche uno spazio normato. Le prime due proprieta della norma sono evidenti; per quanto
riguarda la disuguaglianza triangolare & facile vedere che

I+ 1% = e+ o+ ) = 121Z + Y17 + 06 ) + (20 < x> + 1y 1% + 21, ) <
< Xl + Iyl® =21 xlyl = (xl+ 1yl
Diamo due risultati importanti, ma non li dimostreremo.

Proposizione 2.1 (Identita del parallelogramma). Sia H dotato di prodotto scalare. Allora¥ x,y €
H

@ lx+ ylI% + llx— ylI? = 2l1x)1 + 201 yI1%.

Teorema 2.2 (Caratterizzazione di spazi normati). La &Fvale se e solo se H & dotato di prodotto
scalare.

Definizione 2.2 (Spazio di Hilbert). H spazio vettoriale e uno spazio di Hilbert se possiede un
prodotto scalare ed e completo con la norma che ne deriva.

Osservazione 2.1. Sia H e fissiamo x € H. Allora l'applicazione

Te:H—K

y— (,x)
e tale che

ITxyl = Ixllyll <= I Txll < x|l

Quindi abbiamo trovato che andando da H al suo duale H* le norme si conservano.
Definizione 2.3 (Ortogonalita). Diremo che x L y se (x,y) = 0. Inoltre resta definito
(8) Xt:={ye Hl(x,y) =0}

il quale é un sottospazio chiuso di H.

2In realta sussiste I'uguaglianza e lo vedremo come conseguenza di un corollario del teorema di Hahn - Banach.
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Sia M c H. Allora in generale

M= {yl(x, ) =0Vx,ye My= [ Xt
xeM

ed anche in questo caso, poicheé l'intersezione di chiusi € un chiuso e l'intersezione di spazi
vettoriali € uno spazio vettoriale, siamo di fronte ad un sottospazio chiuso.

Teorema 2.3 (Teorema di minima norma). Sia H uno spazio di Hilbert e sia M un sottospazio
chiuso e convesso. Allora esiste unico x € M tale cheV x € M = || x|l < || x|.
Dimostrazione. Partiamo dall'unicita. Supponiamo l'esistenza di

0 = inf{| x|||x € M}
e prendiamo x, y € M. Per'identita del parallelogramma abbiamo

xX—=y 2 1 2 1 2 xX+y 2
9 e IR T b
© 5 2|| I 2IIyII 3
2
Poniamo || x|l = |yl = § e quindi troviamo che la (E?a%maggiorata da %52 + %62 - 82 =0e quindi
xX— 2
"—y" =0 = x=y.

2
Adesso dimostriamo I'esistenza, sapendo che & unico. Sia {x;} € M una successione tale che
| xpll — 8. Siha

Xn—Xm H2 Xn+Xm “2<1 2, 1 2 <2
_ —| ==lxpl®+ = llxmlc =6
|75 > 51l + 2l

1 2 1 2 ‘
==llxpll®+-lx -

e per n — oo si arriva a %62 + %52 — 8% — 0 per n,m — oo. Questo ci dice che || x; — Xl — 0
quindi {x,} e di Cauchy; poiché per ipotesi siamo in uno spazio completo allora la successione &
convergente ossia x;, — X € M dove X & in M perche e supposto chiuso per ipotesi. ]

Teorema 2.4 (Teorema delle proiezioni). Sia H uno spazio di Hilbert ed M un sottospazio chiuso.
Allora esistono
P:H—M Q:H—Mt

tali che

(1) x=Px+QxVxeH;

(2) sexe M alloraPx=x < x=0;

@) llx—Pxll=inf{lx—yl,y € M};

@ lxl? = 1Px|* + 1QxI?;

(5) P eQ sono lineari e continue.

Dimostrazione. Prendiamo x € H ed x+M = {x+y|y € M} che non ¢ un sottospazio ma ¢ convesso
e chiuso. Per il teorema precedente esiste x di norma minima e lo chiamiamo Qx. Ora definiamo
Px = x— Qx. Poiche Qx € x+ M = Px = x— Qx € M. Ma Qx € M2 Fissiamo 0 # y € M e tale che
¥l = 1. Dobbiamo mostrare che (Qx, y) =0. Siha

1Qx11% = 1Qx—ayl® = 1QxI* - &(Qx, ) - a(y, Qx) + el yII*.

Adesso semplifichiamo togliendo i |Qx]| e scegliamo a = (Qx, y). Si ha allora che 0 < —2|0¢|2 +
lal? = —|al?® = |al? < 0. Questo ci porta a dire che a = (Qx, y) = 0 ossia che Qx € Mt

Per quanto riguarda I'unicita, sapendo che x = Px+ Qx supponiamo che sia anche x = x’ +x” cosi
da arrivare all’assurdo:

Px+Qx=x"+x" < Px-x'=x"-Qx=0=0.
— —
eM eMmt
Sulla linearita si tratta di dimostrare che
Plax+pBy)+Qlax+Py) =aPx+aQx+ pfPy+ BQy.
Ma abbiamo che
Plax+pfy)—aPx—-pPPy=aQx+pPQy—-Qax+pfy)=0=0

dove nell’'ultima implicazione come nella parte precedente, si & sfruttato il fatto di poter scom-
porre x in somma di elementi di M e di M+, O
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Corollario 1. Sia M sottospazio chiuso in H spazio di Hilbert con M # H. Allora esiste un y # 0
tale chey e ML,

Dimostrazione. Grazie al teorema precedente sappiamo che H = M @ M. Basta prendere x> M
e osservare che x = Px + Qx con Qx che non puo essere nullo. Quindi esiste y = Qx. O

3. MARTEDI 2.10.2012 - TEOREMA DI RIESZ E BASI ORTONORMALI

Teorema 3.1 (Teorema di rappresentazione di Riesz). Sia H uno spazio di Hilbert ed L € H*.
Allora3'y € M sottospazio chiuso tale che Lx = (x,y)Vx € H.

Dimostrazione. (ESISTENZA) Sia L # 0 ed M = ker(L) := {x|Lx = 0}. Esso & un chiuso perche L
€ continua ed & un sottospazio perche L ¢ lineare. Allora (per il corollario precedente) esiste un
z#0in M1, Sia y = az (quindi y € ML) con & € C. Vogliamo che

Ly=y) =aalz 2

maly=alz= Lz=a(z,z) = a= (ZLZZ).Sia ora per ogni x € H
Lx
x’:x——yix—x":’x:x’+x”zx"€ML.
¥

E x'? Si ha che Lx’ = 0 e quindi x’ € M. Di conseguenza

' 1" Lx
=N+, N=——Wy) =Lx=Lx=(x,)).
»y
(UNICITA)) Per assurdo supponiamo che Lx = (x,y’) = (x, y") V x. Allora
x,y -yh=0vx
il che & assurdo. g

Definizione 3.1 (Ortonormalita). Siano H uno spazio di Hilbert e {q;} € H. Tali punti sono
ortonormali se

(@i,q))=0ij.

Lemma 3.1. Sia un numero finito N di punti ortonormali {q;};,.. N (coefficienti di Fourier) in H
spazio di Hilbert. Allora¥ x € H si ha

N
(10) Ix1% = Y 1, gl
i=1
Dimostrazione. Abbiamo che
N 2 N N N
x=Y gl =1x1?=Y gD g - Y (6 g) (@i 0+ Y. (x,q) (X, q71) =
i=1 i=1 i=1 i=1
2 U 2
=[x1° =Y I(x,g)I” =0
i=1
e questo conclude. O

Teorema 3.2. Sia {q;};jc; un sistema ortonornale (con cardinalita al piit infinita numerabile).
AlloraVxe H
Ix1? 2 Y 1x, g0
iel

dove la somma degli a; (si noti che sono maggiori o uguali a0) é da intendere come

Y a; isup{Za,-,JCI,]<oo}.

iel ie]
Dimostrazione. Ovvia grazie al lemma di Zorn. O

Adesso arriva un notevole risultato sulla convergenza della serie di Fourier. Prima di pro-
cedere, perd, bisogna osservare che per poter parlare di convergenza & necessario presupporre
la presenza di un ordinamento.
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Teorema 3.3. Sia H uno spazio di Hilbert e {q;} un sistema ortonormale. Allora la serie di Fourier
converge ossia
x'=) (x,q)q;.
iel

La convergenza la si avra buttando i termini tali che (x, g;) = 0, ordinandoli e infine facendo

N
. /

lim ) (x,q))g;=x
N—o00 i_

i=1

Dimostrazione. Sia i € I e supponiamo (¢ il caso interessante) che il numero dei (x, g;) # 0 sia
un’infinita numerabile. Osserviamo che nel caso della serie con un numero finito di termini, essa
converge. Ordiniamo i termini e per dimostrare che il limite esiste dimostriamo che & di Cauchy.
Sihacon k = h che

k k
Ixe—xpl®= Y ((%g)gnxgpgp =Y, 1(xg)* —0
i,j=h+1 i=h+1

e questo accade in virt1 di Bessel (prossimo teorema). Abbiamo trovato che la serie € di Cauchy e,
poiche siamo in un Hilbert, converge. Inoltre 'elemento x’ & unico dato che x = (x — x) + x’ dove
i termini a destra appartengono rispettivamentead M e ad M. Di conseguenza, per I'unicita di
tale scrittura, x’ & unico e non dipende dall’ordinamento. ]

Definizione 3.2 (Sistema ortonormale completo). Sia H uno spazio di Hilbert. Il sistema ortonor-
male {q;}ic1e completo se2{p} jcj ortonormale e tale che {q;}ie1 < (P} jej- Equivalentemente se

Bx #0 tale che (x, q;) = 0Vi. La presenza di un sistema ortonormale completo assicura che M = H,
dove M e lo spazio generato dal sistema stesso.
Sia & una famiglia di sistemi ortonormali. In essa & possibile dare un ordinamento (parziale)
ossia
{pit<igqj} = {pitcig;}
Teorema 3.4. Sia H spazio di Hilbert e{q;};c Sistema ortonormale. Allora sono equivalenti:

(1) {qi}ies e completo;

(2) VxeHsihax=Yc1(x,q1)qi;

(3) (Parseva) ¥ x,y € H si ha (x,y) = Xic1(x,q)) (¥, q1);
(4) (Bessel) ¥V x € H si ha|x|? =Y er|(x, q;)1%.

Dimostrazione. (1. — 2.) Sappiamo che

x'=) (x,q1)q;

iel
con x — x' € M. Questo perché possiamo scrivere x = (x — x') + x' con x € M. Ma per ipotesi il

sistema & completo e quindi M = H e di conseguenza M = {@}. Arriviamoa x—x' =0 < x=x'.
(2. — 3.) Una volta ordinate le serie siamo in grado di scrivere

k k
=) (6qDq;  yik= ) (1,4)q;.
i=1 i=1
Ma sappiamo anche che x; — x ed y; — y. vorremmo dimostrare che (xg, y3) — (x,y). Siha
(X, i) = Co P = 1 (xg =2, I+ 1y = yi) | — 0

ma allora

k
X Vi) = 2 (6, q) (1, 41) (G5, q7) -

(3. — 4.) Basta scegliere x nella dimostrazione appena ultimata.
(4. — 1.) Se per assurdo, {g;} non fosse un sistema completo allora cio significherebbe che 3y|(q;, ) =
0V i, ma allora l'uguaglianza di Bessel non varrebbe pili per tutti gli x € H il che & assurdo. O
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Esempio 3.1. Sia H uno spazio di Hilbert e sia {q;}ic1. E’ compatta B(0,1)?

No. Per dimostrare la compattezza si deve prendere una successione, vedere se e limititata. Se cio
avviene essa ammette una sottosuccessione convergente e quindi la compattezza c’e. Nel nostro
caso prendiamo proprio il sistema ortonormale e osserviamo che d(q;, q;) = V2 e quindi non puo
convergere.

4. MERCOLEDI 3.10.2012 - ESERCIZI TEORICI E TEOREMA DI HAHN - BANACH

Esempio 4.1. Sia H uno spazio di Hilbert e{q;};c 1 un sistema ortonormale completo. Siano dei d;
taliche) ;0; <+ooe

o0
K;:{xele: Z anny|xn|<5n}~

n=1
K e compatto?
Per dimostrarlo utilizzeremo un processo diagonale al fine di trovare una sottosuccessione conver-
gente. Vediamo di che si tratta. Sia una successione (xky e K. Allora

koS k
=) xpqn.
n=1

Blocchiamo il primo termine di ogni elemento della successione ossia prendiamo {x{c }: si tratta
per ipotesi di una successione limitata dato che Ix{CI <61=> Ele ! sottosuccessione convergente ed

abbiamo xfl —> X1. ora prendiamo xéc‘ ed anche in questo caso ngl |<62> Elxéc2 — Xp. Quindi

kp
h

. . . I T .k N
Non ci resta che creare una successione diagonale: prendo il primo di x; !, il secondo di xz2 e cosi
via.

Ma non é finita: non solo le successioni devono convergere ma devono farlo anche in norma:

in generale prenderemo Yh un x,;" — X5, e convergera anche a tutti quelli prima dell’h-esimo.

o0
ke = ke - 2
Xk — %] = (Bessel) = Y 1x,5 — %nl°.
n=1
Adesso fissiamo € > 0 tale che3v = Z‘;f: val 165 12 <e. Di conseguenza avremo che
=k 2_w .k 2. ok 2 2
Yol —xal = Y I —xplt+ Y Ixpk —xal” s ve+de® —o0.
n=1 n=1 n=v+1

Esempio 4.2. Sia H uno spazio di Hilbert ed M un suo sottospazio chiuso. Chi é (M Lyl 2Siha
H=MeM* maH=M"o M+ = M+ =M.

Esempio 4.3 (Un controesempio). Sappiamo che dato uno spazio di Hilbert, in un suo sottospazio
chiuso esiste un elemento di norma minima. Questo, tuttavia, non vale per gli spazi di Banach.
Per esempio, prendiamo 6 ([0,1]) e

K::{f:Lf:fOzf(t)dt—flzf(t)dtzl}.

Selfll<1= Lf <1. La funzione giusta (la piit piccola) e

{1 x€l0,3]
-1 xe(3,1]

fi=

ma questa funzione non é continua e di conseguenza non appartiene allo spazio da noi considerato.
Proviamo ad aggiustarla un po: sia fy, definita come

1+1
fn:{ "

1

ma ora abbiamo | fal = 1+ 5.

minima.

Cio ci porta ad affermare che non esiste un elemento di norma

Esempio 4.4. Lo spazio € ([0,1]) non e nemmeno uno spazio di Hilbert.
Come si puo dimostrare? Ci viene in aiuto l'identita del parallelogramma: siano f(t) =t e g(t) =
1-t. Allora
If+gl*+1f =gl =21 fI* +2Igl* =1+1=2+2=2=4
che é palesemente falso.
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Esempio 4.5. Sia X uno spazio normato e T un operatore lineare su K := {x|T(x) = a} con « fissato.
Allora

Kchiuso < T continuo.

Che la continuita implicasse la chiusura gia lo sapevamo. Dimostriamo laltro senso. Fissiamo
R>a >0 edun xy ¢ K ossia tale che T (xg) < a. Per ipotesi K é chiuso e quindi He aperto. Allora®
3B(xo,p) € KC.

Affermiamo cheV x € B(xg, p) = T(x) < a.

Per assurdo sia x; € B(xp, p) tale che T(x1) > a. Sia ¢(t) il nostro operatore applicato alla combi-
nazione convessa tx] + (1 — t)xo < B(xp, p) ossia

@) =T(x1 + 1 - xg).

Scopriamo che ¢(0) < @ e (1) > a. Cosa sta succedendo?
Per la linearita abbiamo ¢(t) = tT(x1) + (1 — 1) T (xg). Vogliamo trovare il t per cui ¢(f) = a quindi
si ha

a—T(xp)
T(x1) - T(xg)
Poiche sia numeratore che denominatore sono positivi certamente si tratta di un tempo positivo ed
inoltre0 < t < 1= 37 tale che (%) = a. E questo & assurdo.
La dimostrazione é conclusa, ma sfruttiamo l'occasione per un piccolo nuovo calcolo. Se prendiamo
z tale che ||zl =1 é vero che T(xy + pz) < a? Si ha

HT(x1) - T(x0)) = a—T(xg) = t=

1 2a 2a
[T(p2)| =|T(x0) — T(xp—p2)| <2a=||T(2)|l = EIIT(pZ)II = 7 =Tl = 7

Esempio 4.6. Sia X uno spazio normato ed M un sottospazio chiuso ed y ¢ M. Sia
N:={x+aylacK,xe M}.

Dimostrare che N e chiuso.

Al solito, supporremo una successione convergente e dimostreremo che l'elemento a cui converge
sta nel suo stesso spazio. Sia z;, = Xp + &,y convergente a un certo z e ci chiediamo com’e fatta a;,.
Avremo due casi.

(1) (anl < +oo).In questo caso Iapn, — @. allora é lecito scrivere xp,, = (Xn, + an,Y) — An; Y,
ma il termine tra parentesi é proprio z,, che converge a z per ipotesi, mentre l'ultimo ter-
mine non sappiamo a cosa convergera. Ma sappiamo che sicuramente xn, — X € M dato
che M e chiuso per ipotesi. Alloraz = X+ ay = N é chiuso.

(2) Lalternativa e che |a ;| — +oo e di conseguenza

Zn _ Xn Xn
—=—+)y—0=>-——y
@p  Qn dn

e questo e assurdo perche — ;C—Z € M mentrey ¢ M.

Esempio 4.7. Sia X uno spazio normato ed M un suo sottospazio chiuso, siay ¢ M ed
N:={x+aylxe M,a €K}.

Infinesia T tale che T (x + ay) = a. Dimostriamo che T e continuo.

Sappiamo che continuita e limitatezza si implicano a vicenda quindi lavoriamo su quest’'ultima e
supponiamo, per assurdo, che T non sia limitato. Allora puo esistere una x, + ay tale che || x, +
apyll=1malxy,+apyl=lay| — +oo. Si ha che

X
a

Xn
_’0:__—’)/
Apn

In oy,
n

e questo e assurdo perche — ;‘—2 € M che e chiusoedy ¢ M.

E adesso siamo arrivati al teorema sul prolungamento di una funzione, anche detto di Hahn -
Banach.

3Gl aperti negli spazi metrici sono palle.
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Teorema 4.1 (Hahn - Banach). Sia X uno spazio vettoriale normato, M un sottospazioeT : M —
K un operatore lineare continuo. Allora esiste un’estensione S : X — K lineare e continua tale che

Sy =T ISI=ITI.

Dimostrazione. La dimostrazione si divide in due parti. Nella prima supporremo K = R, mentre
nella seconda saremo sui complessi e ci ricondurremo alla prima.

(6]

(1D

(a)

(b)

Siano le coppie (N, S) dove N c X & un sottospazio ed M < N. Sia anche S lineare

e continua e tale che Sj,, = T e [|S|| = [| T|l. Dotiamo le coppie di un ordinamento:

diremo che (N7, S1) < (N2, S2) se N] € Np ed Sg‘N = §;. Prendiamo una catena C e
1

costruiamo, dato che certamente ne possiede uno, un suo maggiorante. Sia
N={JN;
i
che & ancora un sottospazio V x € N per x € N; = S(x) := S;(x). Abbiamo che
[SG) =1S; ()= I TX)].

Per il lemma di Zorn esiste un elemento massimale (N, S) e dobbiamo mostrare che
N=X.

Supponiamo per assurdo che cosi non sia. Fissiamo un y ¢ N e consideriamo N :=
{x+Ay,x € NJA€R). Se T =0 & banale. Prendiamo, per semplicita, T tale che
[IT]l = 1. Adesso vogliamo estendere T su N. Sia G(x+ A1y) = T(x) + Ay con v fissato.
G élineare e GW =T (cioe con A =0).

Scegliendo bene y riusciamo a controllare ||G||. Questo perche, vogliamo arrivare a
dismostrare che

IT(x)+ Ayl <llx+Ayl VxeN,VAeR
ossia che G € continuo. Adesso mandiamo x — —Ax e di conseguenza troviamo
IT(-Ax)+Ayl<sll-Ax—=Ayl VxeN,VAeER <
= [-TW+yl=sllx-yl = -llx-yl=-TX)+y=lx-yl =
T —-lx=yllsy=TX)+lx-yl.
Dimostrare la (Fl@l‘ll significa ridursi a vedere che

sup (T(x) - llx—yl) <y < igl(f(T(X) +lx=yl)
X

e lo vediamo cosi: siano x’, x"" € M, allora

T() - T") =T = x") = 1T =TI < ITH - 2"l = 1 = x| < =yl + 12" =yl

quindi
1T =1 =yl < ITED+1x" -yl =

= sup (1T - 1x" - yll) =y <inf(I1 T+ 11x" = y1)
M M

per Dedekind. Quindi abbiamo esteso T e questo € assurdo perche contrasta con il
lemma di Zorn.

(2) Adesso finalmente la seconda ed ultima parte della dimostrazione. Da ora in poi K = C.

(a)

La dimostrazione avverra due piccoli lemmi indipendenti.

Sia F un operatore su X (generico, non quello del teorema) spazio vettoriale norma-
to su C. Allora F ¢ lineare e continuo.
Siha F(x) = u(x) +iv(x) con u,v: X — R dove u e v sono R-lineari. Si ha che

u(ix)+iv(ix) = F(ix) = (linearita) = iF(x) = iu(x) — v(x) <
> v(x)=-u(ix)

e di conseguenza F(x) & C-lineare se € della forma F(x) = u(x) — iu(ix). Questo
significa che estendere un operatore C-lineare comporta farlo sulla sua parte reale,
cosa che sappiamo fare grazie a quanto visto sopra.
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(b) Sullanorma di F cosa si puo dire? Abbiamo che

lull = sup |lux)|<|F(x)|= llull =|FI|.
[lxll=1

Adesso prendiamo C 3 a , con |a| = 1 e soprattutto tale che aF(x) = F(ax) = |F(x)|.
Allora avremo
[F(x)| =F(ax)| =lu(ax)| < lulllax|l = lulllx]l = | Fll < llull ¥ x
e poiche abbiamo visto che valgono entrambi i segni di disuguaglianza, allora
IFN = llul

ossia anche nel caso complesso, la norma dell’operatore € in realta quella della sua
parte reale, per la quale, vale la prima parte della dimostrazione. Questo significa
che, tornando al teorema, abbiamo una T C-lineare su M e per la prima parte della
dimostrazione esiste U : X — R R-lineare tale che Uj,, = T e [Ull = [|Re T|.

O
Teorema 4.2 (Hahn-Banach generalizzato). Sia X uno spazio vettoriale su R ed M un suo sot-

tospazio. Sia F : M — R lineare. Supponiamo che 3p seminorma (definita in %mle che
p : X — R che soddisfi le seguenti relazioni:

D px+y)spE)+pVxyeX;
(2) pAx)=Ap(x)VA=0;
(3) IFX)|<Kp(x)Vxe M.

Allora esiste S su X tale che S),, = F e¢|S(x)| < Kp(x)Vxe X.

5. VENERDI 5.10.2012 - CONSEGUENZE DI HAHN - BANACH E TOPOLOGIA DEBOLE
Teorema 5.1. Sia X uno spazio normato e # xg € X. Allora3F € X* tale che |F| = 1 e F(xg) =

lIxoll.

Dimostrazione. Prendiamo M := {1x|A € K}, il quale € un sottospazio. In esso F(A1xg) = Allxg |l per
definizione e per il teorema di Hahn - Banach F si estende a tutto X. Calcoliamo la norma di F:

IFIl:= ||81”110 IEX)I = IFAxo)ll < I FllIAxoll = I Fll = 1.
x|=1

Corollario 2. Sianox e X ed x** € (X*)*. Con la F del precedente teorema si ha
X" (F) = F(x) = || x].
Allora
™™ = llx]l.
Definizione 5.1 (Iniezione canonica). Siha l'applicazione

(12) Jx X))
X —_— X

doveV Fe X* sihax™*(F):= F(x).

Lapplicazione J & lineare, limitata ed iniettiva. In particolare vediamo questa sua ultima
proprieta: siano x1, x2 € X tali che J(x1) = J(x2); allora

* % * %
0=lx;" —x " lI=llx1—xl=x1=x

Corollario 3. Sia X uno spazio normato e M un suo sottospazio chiuso. Siax ¢ M. Allora3F € X*
tale cheF|M =0edF(x)=1.

Dimostrazione. Sia N = X + M il quale & un sottospazio chiuso. (Esempio 4.6). Definisco F(x +
Ax) = A. Allora F ¢ definita su tutto N. Allora per il teorema di Hahn - Banach si estende su X. [

Fra le conseguenze del teorema di Hhan-Banach vediamo alcune sue conseguenze di natura
geometrica.
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Lemma 5.1 (Funzionale di Minkowski, gauge di un convesso). Sia X uno spazio normato suR e
sia C un aperto convesso tale che0 € C. Posto

p(x) :=inf{a € R*: % € C}

allora esso é tale che
1) px+yY)<pE)+pWVx,yeXedpdx)<Ap(x)¥A>0;
2) px) = Mlxll;
(3) C={x:px) <1}

Dimostrazione. Prendiamo x,y € X e fissiamo ¢ > 0 tale che si possa dividere per qualcosa di
maggiore di p(-) cosi da avere
X
eC y €
px)+e p(y)+e
Ma, per ipotesi, C & convesso e quindi

X Yy
t +(1-1 <0.
px)+e p(y)+e
Ora scegliamo un tempo ¢ tale che
t 1-1¢
e S GOk L t<1.
px)+e  p)+e px)+ply) +2¢
Con una serie di calcoli troviamo che
Y = pxt ) = p0)+p()
)+ p(y) + 2¢ 14 y)=p py).

Adesso passiamo a dimostrare la seconda. Possiamo prende una palla B(xp, p) < C e scegliamo
Py~ Sihache <p einoltre x \ % € C cioe siamo sul bordo. Si ha che
Il xll
px) = —
e questo conclude la dimostrazione della seconda proprieta. Passiamo alla terza. Sia x € C tale

che V £>0 (1+¢)x e C. Ma questo significa che
X

1
1+¢
Viceversa, supponiamo p(x) = infa < 1; di conseguenza esiste un a < 1 tale che g eC,maCe
convesso e quindi vi apparterranno anche tutti i

— px) <1

X X
t—+1-1t— Vtel0,1].
a a

O

Proposizione 5.1 (Hahn-Banach geometrico). Sia X uno spazio vettoriale normato e sia C un
aperto convesso e xy ¢ C. Allora esiste F € X* tale che F(x) < F(xg)Vx € C.

Dimostrazione. Sia M :={Axp} e G: M — Rtale che G(1xgp) = Ap(xp). Siha che per tuttigli x € M
, G(x) < p(x) percheé G é lineare e se A > 0 allora

AG(xp) = G(Axp) < p(Axg) = Ap(xp).
Ma se A < 0 si ha G(Axg) < 0 mentre p(Axg) = 0. Adesso, quindi, utilizziamo il teorema di Hahn -
Banach generalizzato: allora esiste una F : X — Rlineare e taleche /| =Ge F(x) < p(x)V x.

M
Resta da mostrare che F & continua. Se F(x) > 0 gia sappiamo che |F(x)| < M| x|| mentre se F(x) <
0= F(-x) < M| — x|l = M||x|| e quindi per tuttii A, F € X* ed & limitato e quindi continuo. [

Questo lemma € necessario alla dimostrazione dei prossimi due risultati, che per il momento
enunciamo soltanto. La dimostrazione verra data in seguito.

Teorema 5.2 (Hahn-Banach: prima forma geometrica). Sia X uno spazio vettoriale normato su
R e siano A, B convessi tali che A# & # B e AN B = &, in piit A sia aperto. Allora esistono T € X*
edacRtalicheT(x)<saVxeAeT(x)=aVxe B ossia esiste un iperpiano T (x) = a che separa i
due convessi.
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Teorema 5.3 (Hahn-Banach: seconda forma geometrica). Sia X uno spazio vettoriale normato
suR esiano A, B convessi taliche A# & # B e AnB = @. Sia A chiuso e B compatto. Allora esistono
Te X", a,ecR taliche

VxeA Tx)<a—-¢ VxeB, T(x)za+¢

E’ giunto il momento di parlare della topologia debole, ma soprattutto della sua utilita. An-

ticipiamo qual’e la filosofia che vi & dietro tutti gli indebolimenti che di qui in poi vedremo. Per
dirla in parole povere, nella topologia della norma abbiamo troppi aperti e questo rende meno
facile il poter affermare che uno spazio & compatto o meno. Lobiettivo sara mantenere solo gli
aperti utili a mantenere continue ben precisi tipi di applicazioni tramite topologie meno fini, che
quindi abbiano meno aperti di quella usuale con cui abbiamo lavorato fino ad ora.
Supponiamo di avere X insieme, Y; spazi topologici e delle T; : X — Y;. Chiamiamo 7 la topolo-
gia meno fine che ci renda continue tutte le 7;; di conseguenza, preso V; intorno di T;(X) si ha
che Tl.‘1 (V;) e un intorno di x. Per costruire questa topologia bisogna fare I'intersezione finita e
poil'unione, al piti numerabile, di questi intorni, cosi da avere come base degli aperti:

%:={UﬂT{1<Vi>}.
i
Teorema 5.4. Sia la topologia T di cui sopra. Allora
Xpn—— % < Ti(xp) — T;(®Viel

Dimostrazione. Che la convergenza degli x; implicasse quella dei T;(x;) gia lo sapevamo. Di-
mostriamo il viceversa: prendiamo U un intorno di X, il quale, sara fatto come abbiamo detto
sopra. Sappiamo che per ogni i si ha che T;(x;) — T;(X). Fissiamo i, per esempio i = 1. Allora
T1(xp) — T1(X) & continua ossia v tale che per n = vi = T} (xy) € V;,. Faccio questa cosa per
tutti gli i (sono in numero finito) e prendo v = max;{v;}. Questo conclude la dimostrazione. [

Sia adesso X uno spazio di Banach e X* il suo duale. Anche su quest'ultimo vogliamo esplic-
itare il sistema fondamentale di intorni che renda o la topologia meno fine fra quelle che conser-
vano la continuita VT € X* con T : X, — R. Come facciamo? Fissiamo un X € X e cerchiamo,
anche in questo caso, un sistema fondamentale di intorni, i quali, anche se siamo in uno spazio
normato, non saranno pitt palle, dato che la topologia non & pili quella della norma. . Si avra

Ux)=Ux,T1,...,Tp,e) i={xe X:|T;(x) — T;(X)| < €}.
Sia ora U(x) e prendo x1 € U(X). Ci chiediamo se esiste un U(x1) < U(X). La risposta & si: basta

prendere p = e —max;—1_n|7T;(X) — T; (x1)|. Questa & la topologia debole o (X, X*) in X.

Definizione 5.2 (Topologia debole). La topologia debole o (X, X*) & la topologia meno fine che
rende continui i {T;} nella costruzione appena vista con X spazio di Banach ed Y; = R.

Definizione 5.3. Siindica la convergenza debole con la seguente notazione
Xp—x <= VTeX" T(xp) — T(x).

Esempio 5.1. Sia H uno spazio di Hilbert e sia {q;} un sistema ortonormale. Si ha che le q; non
convergono a nulla in norma perche non si tratta di una successione di Cauchy, ma q; — 0. Si di-
mostra grazie all’identificazione di Riesz: applicare una T e equivalente a fare un prodotto scalare.
Quidni bisogna mostrare che

(g;,x) — (0,x)=0
e si vede facilmente perche sappiamo che

3 g0 < 1x1? = glian — 0= (g;,x) — 0.
iel

6. MARTEDI 9.10.2012 - TEOREMA DI BANACH - STEINHAUS E TOPOLOGIA *-DEBOLE
Teorema 6.1 (B-S: dell'uniforme limitatezza). Sia no X eY spazidi Banach e siano{T;}: X — Y

operatori lineari e continui. Allora vale o la prima o la seconda delle seguenti due affermazioni:

(1) sesiha limitatezza puntuale allora si ha limitatezza uniformeossiaseV x € X sup; || T; (x) |y <
M = sup; | Tl £ (x,y) < +oo; ossia;
(2) 3G c X sottoinsieme denso in X eV x € G = sup; | T; (x)|| = +oo.
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Prima di dimostrarlo ricordiamo il

Teorema 6.2 (Baire). Se X é uno spazio metrico completo e gli aperti Uy, sono densi allora

X= ) Un.

neN
Dimostrazione. (Banach - Steinaus) Prendiamo l'insieme degli x € X tali che |Tq(x)| > n e lo
chiamiamo Vg, ossia
Van:i={xe€e X : |Tg(x)| > n}
. Esso & aperto, essendo controimmagine di un aperto tramite una funzione continua quindi
facciamo 'unione

U Voc,n =Vn
acA

dove almeno per un « si ha Ty (x) > n. Osserviamo che V;, € unione di aperti e quindi € ancora un
aperto. Adesso finalmente, si ha

V=] Va:= {x:supITa(x)l = +oo}.
neN acA
Adesso abbiamo due casi, che si distinguono sul fatto che V sia o meno denso in X.
(1) Supponiamo esista un n tale che V; non e denso in X ossia 3xg, p tali che [|x] = p <
Xo + X ¢ Vj, 0 ancora, equivalentemente, che 3 B(xg,2p) tale che B(xg,2p) NV, =9, V n.
E’ come dire che | Ty (xp)| <= ned || Tg(xg + x)| < n.
Si ha che
| T ()| = | Te (x50 + x) = Tar (x0) | < | T (X0 + X) || + | T (x0) | < 211.
(2) Seinvece V nVy, & denso in X, per il teorema di Baire (che vale grazie al fatto che X e di
Banach) si ha che n,en Vi = G.
O

Teorema 6.3. Sia X spazio normato. Allora vale:
(13) Xn—x=llxpll =M
Dimostrazione. La filosofia della dimostrazione € di passare ai funzionali per poter utilizzare il
teorema di Banach - Steinaus. Inoltre sfrutteremo il fatto che, come conseguenza del teorema di
Hahn - Banach, | x**|| = ||x||. Sia {x;,"} € X**. Quindi bastera mostrare che | x;,*| < M, indipen-
dente da n. Siha V F € X* che x,,* (F) := F(x;) — F(x) ossia x;, — x, ma (F(xy)), € una succes-
sione di numeri convergente e quindi € limitata. Questo & equivalente a dire che |F(x;)|<s M Vn
e cio implica che, in R,
lxnll = llx, "Il < M.
d

Esercizio 1. Sia X =%€([0,1]) esiad1 : X — K doveb 1 (f) = f(%). Studiare la convergenza debole
n n
di tale operatore.

Proposizione 6.1. Sia {x,} € X spazio di Banach dove x,, — x. Inoltre {Ty} ¢ X* e tali operatori
sono taliche T, — T in X*. Allora Ty, (x;,) — T(x) ossia

1Tn—Tll x> — 0.
Dimostrazione. Siha che
[ Th(xp) =T < |Th(xp) = Txp)| +1T(xp) — T(X)|

ma |T(xy) — T(x)| — 0 perche & proprio la definizione di convergenza debole. Laltro addendo &
<|Ty-Tlllxnl dove | T, — T|| — 0 e || x|l < M. Questo conclude la dimostrazione. O

Abbiamo gia visto un controesempio nel quale x; — x # ||x, || — [ x|, ma adesso vedremo
che qualcosa si pud comunque dire.

Proposizione 6.2. Vale la seguente:

(14) Xp — x = ||x|| < liminf| x,]|.
11— +00
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Dimostrazione. Sappiamo che per tuttii T siha che |T(x,)| < | Tllllxn| e che T(x,) — T(x) dato
che per ipotesi c’e convergenza debole. Allora si ha che

[T < 1T iminf|lx,|
n—+oo

ma osserviamo che || x| = |x**| = sup| rj=1 IT(x)| =T (x)|edi conseguenza

Il = 1Tl < | Tl iminf [l x|
N~ n—+00
=1
0

Adesso vedremo come, nel caso in cui la dimensione dello spazio sia finita, il concetto di
convergenza in norma e quello di convergenza debole siano del tutto equivalenti.

Proposizione 6.3. Sia X di dimensione finita. Allora una successione {x,,} € X converge in norma
se e solo se converge debolmente.

Dimostrazione. Fissato U(xp) intorno nella topologia della norma, vogliamo trovare
Vixg)={xeX:|fij(x) - fi(xp)l<e Vi=1,...,n=dim X},

intorno in quella debole, che sia contenuto in U. Scelta una base di versori di X ({e;};=1,. ), per
ogni x abbiamo x = }_; x;e;. Fissato r > 0, sia By (xg) < U. Osserviamo che le proiezioni f; : x — x;
sono funzioni lineari e continue su X. A questo punto abbiamo

n
lx—xoll < Y 1fi(x) = fi(x0)| < ne VxeV.
i=1

Scegliendo £ = rn~! otteniamo V c U. (]

Definizione 6.1 (Stretta convessita). Sia X uno spazio normato. Esso é detto strettamente convesso
seVx,ytalichellx| =yl =1conx#y, sihache

ltx+(1-0yl<1  0<t<1

Proposizione 6.4. Sia X uno spazio normato. Se la norma é indotta da un prodotto scalare allora
X e strettamente convesso.

Dimostrazione. Siha, osservando che [(x, y)| <1, che
lex+(A-0ylP =2 +2tQ- )+ 1-02 <2 +2t-202 +1+ 12 —2r< 1.
O

Adesso sia X* e mettiamo anche su di esso la topologia debole o(X*, X**). Come saranno
fatti i suoi intorni? Siano ¢; € X**. Allora avremo

UF,P1...0n,€) :={FeX* :|p;(F)—¢;(F)| <&}
Su X* possiamo mettere una topologia ancora meno fine.

Definizione 6.2 (Topologia *-debole). Su X* definiamo come sistema fondamentale di intorni
della topologia o (X*, X) gli insiemi della forma

UF):=U(F,x1...xn,) = {|x}* (F) — x} * (F)| = |[F(x;) - F(x;)| < g.

E’ la topologia meno fine su X* che rende continui gli {x;‘*} nella costruzione precedente in cui lo
spazio di partenza é X* ed Y; =R

Definizione 6.3 (Convergenza *-debole). Si dice che
Fp>F

seV x Fy(x) — F(x). Inoltre la convergenza *-debole di una successione di funzionali implica per
essi che | Fy |l < M ossia per Banach - Steinhaus sono equilimitate in norma.

Osservazione 6.1. Sappiamo che, a priori, X < X**, di conseguenza la topologia * -debole g (X *, X)
& meno fine della debole sul duale ossia della o (X*, X**); quindi ha meno aperti di essa che, a sua
volta, ne ha meno di quella forte.
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E adesso una nuova questione. Supponiamo di avere X spazio di Banach e dim X = +oco. Sia
S:={x: | x| =1}; sappiamo che S & chiuso dato che e I'inverso di 1 tramite un’applicazione con-
tinua. La domanda ora é: & chiuso anche nella topologia debole? La risposta ce la da il seguente
teorema.

Teorema 6.4. S non e chiuso nella topologia debole e la sua chiusura

89 = {x:|xll < 1}.

Dimostrazione. Fissiamo un xy tale che | xp|l <1 e prendiamo un suo intorno

Vi={x:T;(x) = T; (x0)|;=1.. N < &}
dove i T; € X*. Prendiamo adesso un yg # 0, ma tale che T;(yp) = 0V i. Osserviamo che un tale
Yo esiste a causa della dimensione infinita dello spazio: se ho T = (Ty,...,Ty) taleche T : X —
K", essa @ suriettiva. Se un tale elemento non esistesse essa sarebbe anche iniettiva e quindi

invertibile e cid sarebbe assurdo perché dimK” = n mentre dim X = +oo.
Torniamo a noi e prendiamo (xg + tyg) € V'V ¢. Siha

F@ =lxo+tyoll = llzyoll = lxoll = I £llyoll =l xoll
. Osserviamo che f(0) = ||xgll < 1 per la scelta di xgp mentre lim;—. ;o0 f(£) = +00. Allora esiste un ¢
tale che
llxo + tyoll = 1.

Osservazione 6.2. Sia
B:={x:lxl <1}
Per B sappiamo che é aperto nella topologia della norma. Purtroppo non é cosi per quella debole,

percheé per qualsiasi x, € B che si scelga, in ogni suo intorno cadranno infiniti punti con || x| =1 e
quindi non e aperto.

Avviamoci al discutere questioni di compattezza di spazi prodotto infinito.
Supponiamo di avere su degli X;, spazi topologici, una ¢ € [];c; X; tale che ¢; € X; Vi. Grazie al
teorema di Tychonov si ha che se tutti gli gli X; sono compatti allora lo & anche il loro prodotto
(che puo essere al pitt numerabile). Questo ci servira per dimostrare il prossimo risultato.
Teorema 6.5 (Banach - Alaoglu). Sia la topologia *-debole o (X*, X) = o *. Allora
2:={T: T <1}

& compatta in X* pero*.

Dimostrazione. Al variare di x € X prendiamo

S=]] Sx=[[{acK:lal<xI}.
xeX xeX

Gli Sy sono compatti e con la topologia prodotto lo € anche S. Ma vediamo di capire chi & S:
vedremo che sussiste una relazione uno a uno tra i suoi elementi e quelli di X*.
Siha¢e Sse Vxe X = ¢(x) € S(x),cioe, ad ogni elemento di S corrisponde un’applicazione tale
cheVxe X=|px)| < x| dove: X — K.
Sihaper T € Xse|T(x)| <|Tllxl < x|. Ma nella topologia prodotto 7yj,. se ¢ € S, allora (fissati
X1,...,Xn ed €) un suo intorno U sara, formalmente, tale che

[fx; — ;| = [plx;) — Plx;)| <.

Ma questi erano gli intorni di una topologia gia incontrata...
In effetti & la topologia *-debole e si ha

(15) M|y =g"=73cS.

La situazione quindi ¢ la seguente: S &€ compatto in 7y per Tychonov e contiene X che ha come
topologia indotta quella *-debole. Quindi per dimostrare che X & compatta dobbiamo verificare
che & un chiuso (essendo sottoinsieme di un compatto) ossia che € la chiusura di S ossia che

=2
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Sia ¢ € T e ci chiediamo se ¢ € T ed in particolare se ¢ & lineare. Fissiamo x ed y. Lobiettivo &
valutare ¢(x+y)—¢p(x)—p(y); adesso fissiamo ¢ e prendiamo un intorno U(¢) € S. Questo intorno,
ricordiamo, dovra dipendere anche da x, y, x + y. Allora

Ulp,x, 1, X+ 3,6)NZ#F < ATe X" | Tl <1

con T che dovra appartenere anche ad U oltre che a X. Allora dire che T € U ¢ equivalente a dire
che [p(x+y) — T(x+ y)| < €. Allora si ha che

[p(x+ )= PpX)—PpM=lp(x+ ) =T(x+y)—Ppx)+ T(x)—Pp(y) - T(Y)| =
Slpx+y) =T+ PI+ITX) - P +ITY) — PN =
(16) <3¢

7. MARTEDI 16.10.2012 - SEMINORME E SPAZI DI FRECHET

Sia €(Q) con Q aperto. Vogliamo dare una nozione di convergenza per una successione fy
su ogni compatto K < (), ma non c’¢ una norma che lo permetta. Vediamo cosa si puo fare.
Prendiamo K cc Q e definiamo

pi(x):= ;ré%lf(xﬂ

dove i compatti sono tali che K; € K;,; e Q = U; K; (ossia si tratta di un’esaustione in compatti).

Definizione 7.1 (Seminorma). Sia X uno spazio vettoriale suR. Allora le p; sono seminorme set

1) pix+y)=pi(xX)+p;(¥);
(2) pi(Ax)=1Alp;(x) e p(0) =0;
B) Vip;(x)=0=x=0.

Osservazione 7.1. Osserviamo che le seminorme sono definibili anche per un insieme di indici I
di cardinalita arbitraria, ma di fatto ci interessera solo il caso in cui I e numerabile.

Non é restrittivo considerare le seminorme tali che p; < p;+;. Basta definire q; = Z§:1 pie
automaticamente sono crescenti, ma non equivalenti; questo non rappresenta un problema dato
che esse inducono la stessa topologia.® Inoltre, che senso ha dare un intorno? Gli intorni ora
saranno dei

Uix,p1,....,pn &) i ={x:pij(x—x)<egi=1...N}
e per avere quelli giusti prendiamo la seminorma massima cosi da trovare

U(X, p,e):={x: p(x—X) <&}

Per quanto riguarda la nozione di convergenza, in presenza di seminorme, si dice che x — %
seVe>0Vidn: p;(x—X) <eper n=ii. Adesso possiamo definire, tra I'altro, una distanza che
induce la stessa topologia. Sia

dx,y) = OZO: pmi _PiX=Y)
-1 1tpile-yp)
Si osservi che in virtui del teorema di Lebesgue, valido in questo caso per la presenza della misura
che conta i punti, possiamo maggiorare la distanza con 27%; come conseguenza, dire che x — %
& equivalente a dire che d(x, x) — 0.

Definizione 7.2 (S.L.C.M.). Uno spazio vettoriale X é detto spazio localmente convesso metriz-
zabile (numerabile) se esiste una famiglia di seminorme p; su di esso. In piu richiediamo che

Pi < Pi+1-

Definizione 7.3 (Spazi di Fréchet). Uno spazio di Frechet é uno spazio vettoriale X, metrizzabile,
localmente convesso e completo.

4si presti attenzione alla terza condizione: il fatto che debba valere per tutti gli indici crea il distinguo tra la nozione di
norma e quella di seminorma.
Viﬂj:\-/x:pisclq]v

5 -
tritier =qjljey = B
Piliel =\djijel {Vjﬂi:anqjsCZp;
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Facciamo alcuni esempi. Prendiamo un aperto Q < R"™. Lo si pud vedere come unione di
compatti ossia

[0}
Q=UK; kiccKin
i=1

e per esempio si puo prendere K; :={x: d(x,QE) = %} N B(0, 1)

Osservazione 7.2. Sia €(Q). Per questo spazio il problema é che non riusciamo a renderlo uno
spazio di Banach; di conseguenza l'unica alternativa e porre su di esso delle seminorme:

pi(f):=max|f(x)| ossia p;(f) := |l fllgoo(k;)-
xeK;

E’uno spazio completo e quindi ogni successione di Cauchy converge uuniformemente sui compatti
ossia fk| — f sui K;. Quindi si tratta di uno spazio di Fréchet.
K;

Osservazione 7.3. Sia €% (Q). Esso e uno spazio di Fréchet con le seminorme
pi(f):= 3 10% fllgky-
lal<k
Se invece consideriamo €°(Q)), le seminorme adatte sono
pi(f)= 2 10" fllgeoky
lal<i

quindi le p; sono tali che 3% f,, — 3 f uniformemente: fissato un K;, su di esso vi sara conver-
genza uniforme fino all’ordine di derivazione i -esimo. Anche lui é uno spazio di Fréchet.

Osservazione 7.4. Sia L]lgoc(ﬂ). Esso e lo spazio delle funzioni misurabili su Q tali che VK cc

QfelLP(K) conl<p<+oo. per esempio la funzione f = % € L}OC((O, +00)) ma ¢ L}OC(IR) e per

vederlo basta prendere un compatto attorno allo zero. Detto questo, ricordiamo che anche qui si
hanno le seminorme, che in questo caso saranno

pi(f) = ||f||LIﬂ(Ki).

Infine, dato che sono completi tutti i LP (K;) V i, allora, lo & anche Lfoc: presa una successione {f,}
di Cauchy in Lfoc si ha che per ogni K compatto fissato fy, e di Cauchy in LP (K), dunque converge

ad una certa f € LP (K), quindi f € Lfoc. Di conseguenza Lfoc ¢ uno spazio di Frechet.
Osservazione 7.5. Si ha lo spazio di Schwartz:

S = {¢€<€§°(R") VavpxPo%px) — 0selx| — +oo}
dove, si dice che, ¢ e tutte le sue derivate sono a decrescenza rapida. Sceglieremo come seminorme

le
pi@ =Y 1x%3P @l roomyn.

lal<i

|Bl=i

Si ha che p € & se e solo seV i p; (@) < +oo. Facciamo una rapida stima: si ha

152 0P plps s = [ 150 pld= [ Qi1 PO @)
®" ™ Jgn RN (1 +[xhn+

dove
dx

C =f — < +00.
"7 Jon (142l

QuindiV ¢ € ¥ = @ € L! ossia & c L}. Inoltre si pud dimostrare che se ¢ € & allora 9> € &
dunque, alla luce di quanto appena detto, & < L2.

. . . bgl bg2 . . .. b
Rienunciamo il teorema (%f)‘. e (% che dimostreremo grazie alla proposizione (H .

Teorema 7.1 (Hahn-Banach: I forma geometrica). Sia X uno spazio normato e siano A # & # B
convessi tali che AN B = &, con A aperto (e sufficiente richiedere che sia aperto uno solo dei due
convessi). Allora esiste T € X* taleche T(x) <saVxe AeT(x)=aVxeB.
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Dimostrazione. Prendiamo
C=A-B=JA-y)
YEB
e si ha che C ¢ aperto (si tratta in effetti di A traslato) e che € convesso perche

tx1—yD+A=-0x2-y)=tx1+A-x2—ty1+1-0y2
€A €B

dato che per ipotesi sia A che B sono convessi. Si ha, inoltre, che 0 ¢ C perche se cosi fosse allora
potremmo scrivere 0 — 0 € C con il primo in A e il secondo in B, ma ¢ impossibile perché per
ipotesi AN B = &. Adesso applichiamo il lemma® a xy =0 cosi daavere 0= T(0) > T(2) Vz€ C ma
osserviamo che i T'(z) sono del tipo T'(x — y) quindi si ha
Tx)<T(y)VxeAVyeB=supT(x)<a=<inf T(y)
X€A YeB
e con questo il teorema e dimostrato. O

Teorema 7.2 (Hahn - Banach: II forma geometrica). Siano A, B convessi non vuotitaliche ANB =
&, con A chiuso e B sia compatto. Allora3T € X*,3a, &> 0 tali che

VxeATx)<a—-¢ VxeBTx)za+e.

Dimostrazione. Prendiamo
Ag:={xeX:d(x,A)<e}=A+B(0,e) = | J (x+B(0,8))
XeA
e B in modo analogo. Si ha che entrambi sono aperti convessi e affermiamo (lo dimostreremo
immediatamente) che A; N B¢ = &. Se non fosse vero, allora V n avremmo A1 N B1 # &. Questo
n n

significa che, presi x, € A1 e y, € B, allora
n n

2
xn+Pn=}’n+0'n:||xn—J’n||=||Pn—0'n||<;

ma B & compatto per ipotesi ossia se y, € B= yp, — j con y € B. In questo caso allora con-
vergerebbe ad un j € A il che & assurdo. Quindi I'intersezione di A e B & vuota. Allora possiamo
applicare il teorema (7.1): esiste una T € X* tale che Vx€ Ae V y € B e per ogni z tale che ||z|] <1
vale

Tx+ez)<a<T(y+ez).
Questo implica che

sup T(x+ez)=T(x)+elzl inf T(y+ez)=Ty) —¢lzl
lzll<1 lzll<1
Ma allora
TxX)+elzll=sa=sTy) -¢€lzl
che & proprio quello che volevamo dimostrare. ]

Sia S:={x € X : x| = 1}. Avevamo mostrato che nella topologia debole o(X, X*) si aveva
¥ cSdove 2 :={x: x| < 1}. Alla luce del teorema appena dimostrato si ha proprio 'uguaglianza:
si prende X come il chiuso A e prendiamo B = {xg} con | x| > 1 che, poiché & un solo punto, &
banalmente chiuso e compatto. Quindi il teorema & applicabile e di conseguenza A e B sono
separabili e per farlo basta prendere un intorno U(xgp, T,€) = a + €.

Morale della favola: la palla unitaria & chiusa nella topologia debole.

Definizione 7.4 (Spazio separabile). Sia X uno spazio topologico. Esso é separabile se esiste C
sottospazio di X che sia denso e numerabile.

Esempio 7.1 (Separabilita degli [P). Tutti gli IP sono separabili tranne nel caso di 107 Vediamo
di mostrarlo, per esempio, nel caso di I'.
Prendiamo C:={x € ' : x; € Q, x; = 0 definitivamente} e prendiamo un % € I1. Fissato € dobbiamo

mostrareche3y e C: | X -yl < € ossia che Z(ix;v+l |%;| < % Basta prendere

_]o i>v
Yi z;eQ isv

6in realta si tratta del teorema di Hahn-Banach geometrico.

7SUssiste un risultato pili generale per cui tutti gli LP (Q, .#, 1) sono separabili per 1 < p < +oo. (Brezis, pagg.98,99,103.)



20 MATTEO DUNEZ

con|z; — %;| < &, e di conseguenza abbiamo

(o) 4 ()
1%=ylp = Y 1%i-yil= Y 1%i—yil+ ). |%i-yil<e.
i=1 i=1 i=v+1

8. MERCOLEDI 17.10.2012 - METRIZZABILITA, SEPARABILITA E TEOREMA DELL' APPLICAZIONE
APERTA

Andiamo avanti con alcuni risultati riguardanti la separabilita.
Proposizione 8.1. Lo spazio €°° := {x = (X)) nz1: |Xn| < +ooV n} non e separabile.

Dimostrazione. Lidea, in questo tipo di dimostrazioni, & considerare un qualsiasi sottoinsieme
numerabile C ¢ €¢°° e mostrare che esiste una palla che non lo interseca: questo dimostra che
C non & denso. Sia x, = x',x5,...,x;" e prendiamo C = {x,}. Cerchiamo un punto in € che si
distanzi da tutti loro di 1. Sia
-1 xi=0
yii= { ;

1 xi<o’
Siha
degoo (yi, ) :=suply; — x;'| 2 dr(y;, x}) = 1.
1

Adesso notiamo alcune cose. Posto d(xj, y;) = |y; — x}l,
e sey—X;20 = y;z2x;=>y;=1x;<0=>1-x;>1;
i i — i i
esey—Xx; <0 = y<x;=>yi=-1x,20=>1+x; =1

Allora potremo sicuramente prendere una palla tale che B(y, %) NC=ga. O

Proposizione 8.2. Sia X uno spazio vettoriale normato e M # X un sottospazio non denso. Allora
IFe X* taleche F#0 maF| =0.
M

Dimostrazione. Sappiamo che M # X = Jxp ¢ M e possiamo applicare il teorema di Hahn - Ba-
nach (II forma geometrica) con A = M (sottospazio vettoriale = convesso), B = {xp} (¢ un punto
e quindi & compatto) perche xo ¢ M = AN B = &. Allora esiste F € X*, 3a tali che F(x) < a <
F(xp) VY x € M. Quindi adesso abbiamo F, ma F limitata su M e poiche si deve avere AF(x) < aV«a
allora F(x) =0Vxe M. ]

Definizione 8.1 (Insiemi filtranti). Sia X uno spazio con una famiglia piit che numerabile di
norme. Linsieme I e filtrante se in esso c¢’e un ordinamento parziale ossia se Viy,ip € I3j e I:
i1 <j<ip.

Osserviamo che uno spazio X di questo tipo ¢ ancora uno spazio topologico convesso, ma
in genere non metrizzabile perché non ha pili una famiglia numerabile di norme, ma pii1 che
numerabile.

Esempio 8.1. Sia A un insieme infinito qualunque. Prendiamo I := {B: B < A, B finito} come
insieme filtrante perche se By, By sono finiti lo e anche B U B;.

Esempio 8.2. Sia % :={f: A— R}. E’uno spazio vettoriale e ci mettiamo la seminorma
B =D Ifl.
XEB

Resta da verificare che essa lo sia.

(1) Per la subadditivita abbiamo che

pr(f+8) =Y I(f+WIl< Y Ifl+ ) 1gW)l=pp(f)+ppe);
XeB xX€B XeB
(2) per la linearita si ha
peAf)= Y IAf@I=A Y |f(0I=2App(f);
XeEM xeM

(3) (=) se pp(f) =0V B e F, poiche B < A possiamo prendere B = {a} con a € A. Allora
pia(H=If@l=0Yaec A < f=0.Ilviceversa é ovvio.
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Quindi & una seminorma. E come saranno fatti gli intorni di un fissato f ? Si fissa un B, finito per
definizione, e un ¢ tali che

U(f,B,e) = {f: Y Ifx) - Fl <g}.
X€EB

Osserviamo che si ¢ scelto di fissare B perche, dato un insieme filtrante I, esiste un J = U i i i che

maggiora tutti gli i € I e quindi possiamo scegliere proprio B = J.

Affermiamo che la topogia indotta v e proprio quella della convergenza puntuale ossia quella tale

che fn—— f < Vx€A fnx) — f(x).

Dimostriamo il (=>). Fissato € > 0 sia U(f, B,€) un intorno di f; per ipotesi esiste un v tale che

Vn=v=Y eplfn®) - f(x)| <e. Ma B < A éfinito e quindi possiamo prendere B = {a} cona € A

cosi da avere che | fy(a)— f(a)l <e Vae A < fy(x) — f(x) Vx€A.

Dimostriamo il (<) ossia che preso un intorno U(f, B, €) di f, esiste un v tale che per ognin=v

si abbia fy, € U. Per ipotesi sappiamo che ¥ x € A si ha f,(x) — f(x). Fissiamo un intorno U(f) =

U(f,B,&y) di f, dove il numero dei B & k. Per ipotesi abbiamo che ¥V x € B si ha | f,(x) - f(x)| <

EV¥nzva Yieplf-fl<ké=e = f—f
Teorema 8.1. Sia X uno spazio di Banach.
X* separabile = X separabile .

Osservazione 8.1. Osserviamo ancor prima di dimostrare il toerema, che il viceversa non é vero.
Come controesempio si consideri X = 11 che & separabile mentre X* = I°° non lo 28

Dimostrazione. Sia {F,} « X* famiglia densa di X*. Ci assicura la sua esistenza il fatto che X*
& separabile per ipotesi. Abbiamo | Fy| := sup|x=1Fn(x)| e per ogni n riusciamo a trovare un
xp, tale che | xpll =1 ed Fy(xp) = %lan Il. Osserviamo che questo si pud sempre avere grazie al-
la definizione di norma. Prendiamo x;, := t, el e poniamo L =< {x;} > ossia lo spazio da essi
generato composto da combinazioni lineari a coefficienti in R. L non & numerabile ma possiamo
considerare

k
Lo={l3i€@i Z.Bixi}
i=1

che invece lo &, essendo unione numerabile di insiemi numerabili. Si ha che Ly € denso in X
perche ogni elemento di L € approssimabile da uno di L.

Adesso sia Fe X* e supponiamo9 che F(x) =0Vxe L= F=0= L= X e quindi & denso in X.
Infine fissato € > 0 esiste Fy, tale che, visto che & denso, | F — Fy || < € quindi

1
SIFnll = [Fr(xp)l < |(Fn — F)(xp)| + |F(xn)| = |Fpll s 2€||F|=0= F =0.
2 —_— — =

<|Fy=Fllxll—-0 =0YxeL

Esempio 8.3. Sia g € L9 e definiamo l'applicazione in (LP)* rale che

F — R
fo— [fgdx’
Si ha che, per Holder,

fngde(fRdex)’l’(ngqu)‘l’ fell,geld

e di conseguenza L9 < (LP)*, nel senso che V¥ g € L9 corrisponde un elemento di (LP)* nel modo
che abbiamo visto.

8Dimostriamo che (I1* = 1°°: si procede prendendo, per ogni a € [*° fissato e con b € I, I'operatore T, (b) = 2o anbn.
E’ facile vedere che T, € £(1},K). Resta da vedere che la corrispondenza a — T, € biunivoca. Liniettivita & evidente: se
Tay = Ta, allora aj = ap; per la suriettivita si definisce VT € LY K) an := T(en), si mostra che T e T, coincidono su ogni
bell.

9Useremo un risultato: sia X uno spazio di Banach; allora G = X & un sottoinsieme denso se e solo se VF € X* vale
F(G) =0.
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Esempio 8.4. Supponiamo di prendere g € L*°. Al solito, prendiamo l'applicazione tale che

o — R
f — [fgdx

e con calcoli simili a quelli dell’esempio precedente si arriva al fatto che

Osserviamo che
f Ifgldx = suplglflfldx =liglzeollflipr.
Inoltre si ha proprio (LY)* = [*°.

Esempio 8.5. Mostriamo che

Si ha che se y € 1Y, allora consideriamo un'applicazione T tale che
€*° — R
X — Zc;lo:l Xnin
Abbiamo che

o0
IT@) = Y 1XnFnl < Ixllgeol 7l €R.
n=1

Adesso, invece, mostriamo che

a9

Sia T € (6°°)* applicazione tale che T (x) = 21 Xnn. Vogliamo provare che esiste almeno un T
che non proviene da nessun 1. Sia
- . 3 i
C.—{xel .Elnlggoan[R}
ed osserviamo che C c I° perche (x;) € X S €*° < |x,| < +o00 V n. Prendiamo
CY:={xel®: lim x,=0}.
n—oo

Per costruzione si ha che C° < C, inoltre si ha

I:C — R

. = |l(x)| <sup|xp|:=|lx < 4o0.
x o limy, = IS suplxli= el

Presa 1, per il teorema di Hahn - Banach esiste ¢ che prolunga [ su tutto I*° e tale che <p| =1l con
c

loll =1l =1. Adesso mostriamo che tale ¢ non puo appartenere ad | 1 Se, per assurdo, cosi fosse,
allora esisterebbe g € I' tale che

(e} ()
e(N)=) fg) =) figiVfel™
i=1 i=1
ma se prendiamo f € C allora ¢(f) = ):‘l.’gl figi, mentre se venisse da I, per il fatto che ristretta a
C deve coincidere con l'applicazione , si doveva avere p(f) =1lim;_.o, fi-

Adesso prendiamo f :=1; =(0,...,1,...,0) con 1 in i-esima posizione. allora abbiamo
I;)=lim; o 1; =0
Uy =limj o [; =0 —=g;=0Vi=g=0

PN =X =&

e questo e assurdo.

Teorema 8.2 (Teorema dell’applicazione aperta). Siano X,Y spazi di Banach con T : X — Y
applicazione lineare, continua e suriettiva. Allora T é un'applicazione aperta, ossia manda aperti
in aperti.
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Dimostrazione. Nella dimostrazione bastera far vedere che esiste S tale che B(0,S) < T(B(0,1))
oppure che B(0,7S) c T(B(0,r)). Siricordi che B & una palla aperta. Osserviamo che, per definizione
in spazi metrici, un aperto V e tale se per ogni suo punto xg esiste una palla che contiene xp ed &
interamente contenuta in V. Adesso siano

(e )
Sk::{x:||x||<2_k} x=J kS
k=1
ma T & suriettiva per ipotesi e di conseguenza si avra
[e9) e (o)
Y= (TKkS)= U kTS < U kT(SD.
k=1 k=1 k=1

Ma dobbiamo ricordarci che Y & uno spazio di Banach, quindi metrico completo e di conseguen-
za avremo anche

oo o
Y= kT(S)
k=1

e per il teorema di Baire almeno uno dei kT(S1) deve necessariamente avere parte interna non
vuota (altrimenti 'unione ci darebbe I'insieme vuoto). Supponiamo che uno di questi sia T(S1);
allora presi y€ Y,n>0siha che!?

B(y,ncT(S1)=BO,nNcT(S1)-y=

= T(S1)-y<T(S1)-T(S1):={x1 —x2:x; € T(51)} < 2T(S1) = T(Sp)
e quindi al momento ci ritroviamo con le seguenti inclusioni:
B0,n) cT(S1)—y<T(Sp)
e quindi dobbiamo ancora mostrare che

n _
B(o, 5) < T(So) = T(B(0,1))

che ¢ la palla a cui pensavamo all’'inizio. Si ha y € B(0, = lyll < g = y € T(S1). Questo si ha
perche
T(So) M _——<
B, e —* = B(0,5) < T(SD
mayeT(S;) & Ix1e S ={x:lxl< %} etaleche ||y — T(xpll < %. E, ancora, questo succede
se e solo se

N _ =~ _ IT(S1)
y—T(x) € B(o, 4) TS = — .
Iterando la procedura, troviamo che V n si ha che
Xn €Sy ={lxll <27 ed & tale che ||y — T(x1) = - — T(xn_1) — TCxn)ll < 2r7+1 .
Inoltre, visto che
B(o, zin) <TGy ed lxl<2"
e di conseguenza la serie degli {x;} € convergente in norma e quindi
(e8] (e8] o0 (e8]
Yoxn=x= | xull= Y lxnll< ) 27"=1= xeB(O,1).
n=0 n=1 n=1 n=1
Dobbiamo ancora vedere cosa succede una volta che entra in gioco T
n n—oo n
T x| — TX)e |y—-T X < —
kg 1]C el kX:: )| e
= T(X) =y.
Morale della favola: abbiamo dimostrato che V y € B(0, S) = B(0, T—’) JdxeB(0,1) taleche T(x) =y
allora B(0, S) < T(B(0,1)). ]

Corollario 4. Sia T:X — Y lineare, continua e invertibile. Allora T~ & continua.

10Notiamo che la notazione T(S1) — T(Sy) := {x] — x2 : x; € T(S1)} ha un significato puntuale.
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Dimostrazione. Per le ipotesi che abbiamo, sappiamo che B(0,S) < T'(B(0, 1)) se e solo se y ¢ tale
che |yll<S < T~y < 1. Ma allora

_ I 'yl 1
Ir 1||: sup ———— < —
Iyl=s Iyl S
e di conseguenza 'operatore € limitato e quindi € continuo. O

Corollario 5. Sia X uno spazio vettoriale e siano || - |1 e |l - |2 due norme su di esso. Supponiamo
che X abbia struttura di spazio di Banach con entrambe le norme e supponiamo, inoltre, che esista
una costante C tale che || x|l < Cllx|l. Allora esiste C tale che || x|l2 < Cllx|ly.

Dimostrazione. Sial'applicazione T = Id : X|.; — X|.|,. Essa & continua, lineare e invertibile;
di conseguenza & continua T-1 1 Xl — X, € quindi esiste C tale che || x|} = Clxll». O
Esempio 8.6 (Controesempio). Sia X = € ([a, b]). Di conseguenza qui abbiamo che

-l =®B-a)ll- e

ma il viceversa non & vero perché X, dotato per esempio della norma L?, non & uno spazio di
Banach.

Definizione 8.2 (Grafico). SiaT:X — Y linearecon X,Y,X x Y spazi normati. Il graficodi T é
(20) I'={x,p)eXxY:y=Tx)}
Inoltre, l'operatore T si dice chiuso sel” e chiusoin (X x Y, |- | xxy) dove

I xxy :=max(llxl x, | ylly)-

9. VENERDI 19.10.2012 - TEOREMA DEL GRAFICO CHIUSO

La seguente definizione specifichera meglio cos’e un operatore chiuso.

- . . . Lo X
Definizione 9.1 (Operatore chiuso). Sia T : X — Y un operatore lineare. T é chiuso se xp, — %
Y _ N .
e T(xn) — j allora T(X) = y ossia quando una successione sul grafico I' converge ad un elemento
del grafico stesso.

Teorema 9.1 (Teorema del grafico chiuso). Siano X,Y spazi di Banach e T un operatore chiuso .
Allora T e continuo.

Dimostrazione. Lo spazio X & normato per ipotesi e lo dotiamo della norma |[||x||| = llxllx +
I T(x)|ly. Dimostriamo ora che X & completo con tale norma. Sia {x;}. Si ha

xn = xmlll = I1Xn = xmll x + 1 T(xn) = T (xm)lly
ma X e Y per ipotesi sono spazi di Banach e quindi se x;, — X, anche T'(x;) — j. Poiche per
ipotesi l'operatore € chiuso si ha che y = T'(X) e di conseguenza

xp =Xl =lxp =Xl x + 1 T(xp) =Ty — 0
e quindi lo spazio & ancora completo. Adesso osserviamo che ||x||x < |||x|||, ma per il corollario
(5) della sezione precedente esiste una costante C tale che

Hxlll=Clxlx < lxllx +ITX)ly =Cllxllx < IT®ly=C

quindi e limitato e di conseguenza e continuo. O

Proposizione 9.1. Siano X,Y spazi di Banach e T lineare tra essi. Si ha che¥ ¢ € Y* continua,
@oT econtinua. Allora T e continua.

Dimostrazione. Mostriamo che & chiusa cosi la continuita sara garantita per il teorema del grafico
chiuso. Prendiamo x,, — X e T(x,) — j. Sihache ¢ T(x;) — @ T(X); ma V ¢ € Y™ si ha che
@ T(xp) — @(F). Maallora ¢(7) = (¢ T)(X) V ¢.

Questo & equivalente a dire che ¢(y — T(X)) = 0V ¢ e per un corollario del teorema di Hahn -
Banach y—T(x) =0=> j = T(X). O

Proposizione 9.2. Sia H uno spazio di Hilberte T : H— H taleche(x,T(y)) = (T'(x),y) Vx,y € H.
Allora T é continua.
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Dimostrazione. Prendiamo ¢ € H*. Esiste, per Riesz, a € H tale che ¢(z) = (z,a) V¥ z € H. Quindi
(T (x)) =(T(x),a) = (x, T(a)) per ipotesi. Osserviamo che I'applicazione tale che x — (x, T'(a)) €
continua e per la proposizione precedente € continua anche 7. O

Definizione 9.2 (Ortogonale in Banach). Sia X uno spazio di Banach e sia M un suo sottospazio.
E’ definito il sottospazio ortogonale ad M come

(21) Mt :={FeX*:F(x)=0VxeM).

Mt eun sottospazio chiuso.

Si osservi che tale definizione € ben posta anche se siamo in assenza di un prodotto scalare.
Questa e una generalizzazione del concetto di ortogonalita negli spazi di Hilbert.

Proposizione 9.3. Sia N c X*. Si ha

N1 = {xeX:F(x)=0VFeN}.
Allora
(22) whHt =M

Dimostrazione. Sappiamo gia che ML & un sottospazio chiuso. Per assurdo, supponiamo che
MC (M1)L" ossia stiamo supponendo che esista un xg tale da non appartenere al primo, ma
appartenere al secondo. Questo implica l'esistenza di un funzionale F che li separa ossia un F €
X* taleche F(x) <a < F(xg) VX € M. 1 problema e che M eun sottospazio e quindi non si puo
avere F(x) < a per tutti gli x che gli appartengono. L'unica alternativaéche F=0Vxe M = F e
Mle per ipotesi xp € (MH)L ossia F(xg) =0 e questo ¢ assurdo. (]

Teorema 9.2. Lo spazio X ¢ separabile se e solo se By = {F : | F| < 1} & metrizzabile in o (X*, X).

Dimostrazione. Dimostriamo il (=).!! Vogliamo definire una distanza su X; poiche ¢ separabile
per ipotesi, esiste una successione {x} densa in Bx. Poniamo Y F, G € By« la seguente distanza.

o0
d(F,G) =) |(F=G)xp)2™"

n=1
e osserviamo che il termine nel modulo & minore di 2 perche i funzionali stanno in Bx=. Fatto
questo, prendiamo

U =B(Fy,p) = V(Fo,¥1,---» Yk, €) ={F € Bx» : |F(y;) — Fo(y;)| < €}

Lobiettivo & mostrare che per ogni intorno di un tipo ne deve per forza esistere uno di un altro
tipo e infine mostrare che coincidono. Quindi dobbiamo mostrare che ¥V 3U < V; possiamo
supporre che gli y; € Bx ossia che abbiamo || y;ll < 1.

Adesso, per ogni i prendiamo [|y; — xp, || < % e consideriamo un F € U cosi da avere che

|(F = Fo) (¥l = |(F = Fo) (¥; — yn;)| +(F — Fo) (xp,;)| = A.
[
<2%
Adesso, noi sappiamo che Y2 i F- Fo)(xn;)| < p e che quest’'ultimo non lo abbiamo ancora
scelto: noi vogliamo che la serie sia minore di € cosi che ogni addendo possa esserlo. Allora ogni
singolo elemento sara tale che
|(F - Fo)(xp,)| < p2'

che e controllabile anche se diverge, perche a noi interessa solo per i < k. Quindi troviamo p:

Adesso, tornando alle nostre maggiorazioni, abbiamo che
£ €
As-+-=¢
2 2
e questo significa che ora siamo in V. Abbiamo mostrato che U c V. Resta da controllare 'inclu-

sione opposta.

HRicordiamo che esiste un risultato duale: lo spazio X* & separabile se e solo se By & metrizzabile nella topologia
o(X,X™).
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Adesso, fissiamo U = B(Fy, p) e per V possiamo scegliere noi i punti multipli di {x;;} (dato che la
successione € densa ). con F € V abbiamo che

o0
d(F Fy) = Z I(F—Fo)(xn)|27n <ete<p =>£:§
n=1

e quindi k e tale che 27k+1 o % Ne consegue che V < U. Adesso, poiche abbiamo dimostrato le
due inclusioni, sihache V = U.
Ora dimostriamo il (<). Prendiamo U,, = B(0, %) in X* ovvero

1 1
B(O,—):z {F:d(F,O)<—}.
n n

Abbiamo che ¥ n 3V}, intorno di 0 in 0(X*, X) cioé V, « Uy, (perche la topologia & metrizzabile).
Avremo

Vi =Un(0,x,65,X€Ap)={Fe X" :|F(x) —F(0)| <&, X € Ap}
dove si noti che la scrittura X € A, sta ad indicare che X deve possedere un numero finito di
punti. Adesso prendiamo

D=

s

An

n=1

e ci chiediamo se e denso in X.
Partiamo dall’osservare che poiche V,, c Uy, = NV, c nU;, = {@}. Allorase F(x) =0VxeD=Fe€
NV, =F=0= D edensoin X. O

Corollario 6. Sia X uno spazio di Banach separabile ed {Fy,} una successione limitata in X*. Allora
esiste Fp, tale che

Fp, —~F
ossia F € Bx+ (0, R) (sappiamo che ora X e metrizzabile).

Definizione 9.3 (Spazio riflessivo). Uno spazio X e riflessivo se J(X) = X** ossia & suriettiva.

10. MARTEDI 23.10.2012 - SPAZI LP E LORO DUALI, TEOREMA DI BOREL

Parliamo di alcune questioni riguardanti gli spazi LP.

Definizione 10.1 (Funzioni assolutamente continue). Sia f : [a, b]. Allora f € «/€([a, b]) seV € >
036 tale cheV (x}, x}) disgiunti, se si ha che

Ylxp-x{1s6 =Y If () - f)l<e.
1 ]

Definizione 10.2 (Funzioni a variazione limitata). Si dice che f € 87 ([a,b]) seVa=x<x] <
Xp<---<Xp=Dbsiha

n-1
3 1f (i) - Fxp)l < M.
i=0

Osservazione 10.1. Si ha che

(3 fesl€(la b)) = feBV(a,b])

e questo e vero perche
X
fed€¢ — g€’ :f(x):f gnde+ f(a)
a

Lemma 10.1. Sia g € L'([0,1]) e supponiamo esista M tale cheV f € LP si ha che

[ reas

Allorage L9 el gllpa <M perl1 < p < +co.

=Ml flgp.
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Dimostrazione. Iniziamo dal caso in cui si ha p > 1. Poniamo la successione

_]8) lgl<n
gn(x)—{o gl=n

e definiamo

q
fn(x) =18n(x)| P sgng(x)
e di conseguenza abbiamo che

fullzr = (flfnl”dx) (flgnlqu); gl

ma bisogna osservare che |g;|9 = fgn perche frgn = Ignlﬁﬂ. Adesso siha f, g, = fng e questo
implica che

q
Ignllfy :ffngdxs Ml fallp = Mligall [y = lgnllpa < M=

flgnlququ ma |gn|T — |gl
per n — oo; quindi per Fatou
f|g|qu‘7 = ligls =M.

E questo conclude la dimostrazione del primo caso.
Resta da vedere cosa succede se p = 1. Lobiettivo & mostrare che g € L. Fissiamo ¢ e prendiamo
={x:1g(x)| > M + ¢} e poniamo

f(x)=xp(x)sgng(x)

[ rgax

ossia E = {&} e quindi g € L*°. O

e per come & stata posta f(x) si ha che

1fli;1 =m(E) < Mlflp=Mm(E) = =(M+eym(E) = m(E) =

Teorema 10.1 (Riesz). Sia F e (LP)* conl1 < p <+ooela,b] < +oo. allora3lg € LY tale che
F(f):ffg VfelLP
einoltre |F| (1ryx = llgliLa.

Dimostrazione. Sia [a,b] = [0,1] e xs:= x[0,5]- Abbiamo F(ys) = ¢(S) € /¢ perche presi (S, S)
tali che Z" . IS’ S”I < ¢ allora si avra sicuramemte Z I(/)(S’l.) - (/)(S’i’)l = F(f) con f definita
come

n
f= Zl(xS; ~Xsy) sgn(P(S)) —p(S))).
i=

Da come é definita f segue che F(f) < ||F|ll fllz»r ma

117, = Z NERARY)

1
e quindi | Fllllfllzr < IFI0P < € e quindi ¢ € «/€. Dato per assunto questo, ne consegue che
esiste g € L1([0,1]) tale che

S 1
¢(S)=f0 g(t)dr:fo g(Dyrs(Ddt.

Prendiamo ora una funzione a scalino ¢ = Z?:l cixs;- Allora
n n 1 1
Fa) =) ciF(x) =}, ci f gXs; = f gydx
i=1 i=1 0 0

Vediamo il caso in cui f € L°°: allora riusciremo a trovare ¥, funzioni a scalino tali che w,, — f

qg.o.
Wnl < fllze. Allora

|f_1Vm|p —0
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quasi ovunque. Quindi si ha che | f —y [P < 2||f||€oo. Quindi per il teorema di Lebesgue si vede
che | f —wnllLp — 0. Adesso, quindi, per F abbiamo

[FA) -Flynl =1F(f =yl <IfIf —ynlr —0

ma d’altra parte a cosa converge F(y;)? Ancora utilizzando Lebesgue (con y; — g f puntual-
mente conle ¢, < ne g€ L') si mostra che

F(V/n):fgllfndx—’fgfdx
ossia F(y,,) — F(f) — [ fg. Si conclude dicendo che

F(f)=fgfdx Y feLl™.

Infine, si ha che |F(f)| < [|Fll(zpy«|l fllr ma, a priori, non abbiamo intervalli di misura finita e
sappiamo farlo stimare solo in L* ossia come

ffgdx

Di conseguenza possiamo stimare con la norma di f in LP e questo implica che g € L9 e quindi
lgliza = IFlzry=.

Passiamo al caso in cui f € LP. Le funzioni a scalino qui sono dense o, per essere piu formali,
Ve > 03y € LP tale che | f —ylpr < e. Sappiamo che F(f) = [ fgdx e possiamo stimare nel

seguente modo:
Fif) - [ rgdx [ gwax- [ grax

=|F(I.

<|F(f)-Fw)l+ <IFINf -l +liglpall f—wllr <e€.

O

Osserviamo che
@H"*=wh*=1?
e quindi & uno spazio riflessivo, ossia sono uguali nel senso di isomorfi.
Teorema 10.2. Siano X,Y;, Z spazi topologici.Supponiamo di avere degli ¢; : X — Y; continui

perche ipotizziamo su X la topologia meno fine che li rende tali. Siay : Z — X. Alloray é
continua se e solo seY i ¢; oy é continua.

Dimostrazione. Dimostriamo il (<=).Dire che ¢ & continua implica che gli aperti U c X saranno

del tipo
UNe~ o
dove i W; sono gli aperti dei vari Y; e quindi abbiamo
vy =UNy o™ wn =UN;ov ™ vy
e quindi qualunque aperto si prenda, la sua immagine € un aperto. O

Teorema 10.3 (Kakutani). Sia X uno spazio di Banach. Allora X é riflessivo se e solo se B(0,1) :=
{x: x|l <1} e compatta nella topologia o (X, X*).

Dimostrazione. Sapevamo gia che era compatta in X* per la topologia ¢ (X*, X). Dimostriamo il
(=). Prendiamo la palla chiusa By e J: X — X**. Poiche X e riflessivo allora

J(Bx) = Bx»+
che sappiamo essere compatta in X** per il teorema di Banach - Alaoglu nella topologia *-debole
o(X**, X*). Dobbiamo mostrare che
(24) TV X b xn — Xo(x,x%)
& continua e quindi che manda compatti in compatti. Prendiamo F: X — K cosi da avere FJ ™1 :

X** — F(x) = x**(F) che & continua. Per il teorema appena dimostrato, lo & anche 1. O

Proposizione 10.1. Sia X uno spazio di Banach riflessivo e {xy} una successione limitata. Allora
esiste

o(X,X")

ng —_ X.

Teorema 10.4 (Borel). Sia ay € R. Allora esiste f € €°° tale che f ") (0) = ay.
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Dimostrazione. Lidea e che
xn
f =) i) =) an— ¢pAnx)
n n n:

dove ¢ € 6;° e sceglieremo A in modo che la serie sia uniformemente convergente con tutte le
sue derivate. Si ha

dak _ap k (K n—p/lk*l’ k=p(y .
—kfn(x)——' nn-1...(n—-p+1x n@ Apx)<=n!l=
dx n. p=0 p
ak lan on=p k=p, k- on n .
—— | =Y i S Ay PR Pl < lanintS—Mn Muy= Y 17 100,
se adesso prendiamo A, = max{1,|a;,|n'4" M,} si ha che

dk

— <27 vax.

dxk

Infine, dato che n = k+1, una volta fissato k, da n = k+1 in poila serie convergera uniformemente
con le sue derivate e quindi & €°.
Adesso abbiamo

k-1

a a Xa
1Pe= % (<" pn0)® + ZEF pn )™ + 2 (" on )Y |2
PN ! ]

dove il primo termine & nullo perche ¢(0) = 1 e derivando si annulla, il secondo & % @) ay = ay
e l'ultimo termine diventa identicamente nullo a causa delle successive derivazioni. O

11. MERCOLEDI 24.10.2012 - DISTRIBUZIONI: ESEMPI E PRIME PROPRIETA
Definizione 11.1 (Spazio delle funzioni test). Si definisce lo spazio delle funzioni test come
(25) D =%65"(Q) :={peEy :suppp cc Q.

dove Q <R" & un aperto'?.
Sia K compatto contenuto in Q. Lo spazio

Dk :=1pe6;°(Q) :suppy S K}
¢ uno spazio di Frechet con seminorma

np= Y D%

lal=p
ed inoltre

2= 2.
KcQ

Osservazione 11.1. Si ricordi bene questo: supponiamo di prendere una famiglia numerabile di
compatti K, = {x: d(x,QC) > %} N {lx| < n}. Allora
U @K = U @Kn :
KcQ K,cQ
Osservazione 11.2. Possiamo anche considerare lo spazio & = €°°(Q) se dotato delle seminorme

(26) np(@):= Y sup [0%px)l.

|a|5prKp

E’ possibile ora definire il concetto di convergenza in 2(Q).

Definizione 11.2 (Convergenza in 2). Sia{p,}€ 2. Allorag, 2, 0 se:

V K compatto < Q ¢, Rty 0
cioé
Vp,nplp) —0

2pjire cheil supporto di ¢ & compattamente contenuto (cc) nell’aperto Q, sta a indicare che esiste K compatto in Q tale
che suppp c K.
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Definizione 11.3 (Distribuzione). Si ha che u € 2'(Q), é detta distribuzione, se u: D(Q) — R &
lineare e continua rispetto alla convergenza in 2.

s . 2(Q .
Osservazione 11.3. Osserviamo che se ¢, 26 ¢ questo sta a significare che:

(1) supp(g, —¢) = K;
(2 0%¢, — 0% uniformementesuK V a.

Diamo qui un teorema per il quale, la definizione di distribuzione risultera equivalente ad una
seconda, pili operativa.

Teorema 11.1. Sia u:2(Q) — R lineare. Le seguenti affermazioni sono equivalenti:

2Q
W Ve, o= we, —0
(2) VKccQ3C,dp: VY @ ey (consuppy € K) si ha

K, ) <C Y 10%]1eo.

lal=sp

Dimostrazione. Dimostriamo la (1. — 2.).
Consideriamo una ¢,, — 0. Questo significa che esiste K tale che supp¢, S K Vneched*¢p, —
0 Va. Osserviamo che le ¢, hanno tutte supporto compatto nello stesso compatto K e di con-
seguenza

K, ) <C Y 10%¢@llgeo — 0.

lal=p

Supponiamo, per assurdo, che ¥V C V p 3 ¢ che non soddisfa la tesi. allora puo esistere K tale che
perC=p=jesistag; tale che suppgp;cKe

Kuppl=j 3, 10%@lle.

lal=p
Allora prendiamo v ; = (utp_(;)) con [(u, @) = 1. Dalle ipotesi segue che y; — 0 in 9(K) e per
P
costruzione ¥ ; halo stesso supporto di @ ossiasuppy ; c Kcc Q. Allora

a 1 .
sup |0 V/j(x)|<—. mvj=|al
xeK J

ossia & vera definitivamente e quindi 0% v j(*) — 0; ma il fatto che ¥ ; — 0 uniformemente
con tutte le sue derivate, aggiunto al fatto che il supporto di ¥ ; & contenuto in K implica che
(u,i//j) — 0 il che e assurdo. O

Facciamo alcune osservazioni riguardanti questo teorema. Dalla 2. possiamo dedurre che, al
crescere del compatto, possano crescere sia C che p; se esiste un p che vada bene V K compatto,
allora si dice che u € una distribuzione di ordine finito. Non & sempre cosi in generale, perche
fissato K, la distribuzione puo essere maggiorata da un numero finito di sue derivate, ma questo
numero a priori puo crescere.

Esempio 11.1 (Distribuzione di ordine 0). Sia f € L%OC(Q), ossia taleche VK Q= fe L(K), e
sia

(up ) ::fﬂf(pdx: e ||<p||LoofK|f|dx v ey

Osseviamo che Cx = [ | fldx a priori dipende dal compatto ma per tutti i K va bene p = 0: questo
significa che uy & una distribuzione di ordine 0 ossia, seguendo la definizione, e sufficiente stimare
tutto con la norma di ¢ per una costante, senza far entrare in gico le derivate. In generale con una
maggiorazione del tipo appena visto, si dimostra che l'ordine di una data distribuzione e minore
o uguale di un certo p; in questo caso (essendo p = 0) non e quindi necessario mostrare l'altra
disuguaglianza.

Esempio 11.2. Sia f € L1(Q). Allora

I(f,tp>|='ff<pdx

e quindi in questa situazione si ha C = || f||;1 e p = 0 vanno bene per ogni compatto K.

slfliplelze

Esercizio 11.1. Sia f € L' ed [ f ¢ dx = 0 quasi ovunqueV ¢ € 2(Q). Dimostrare che f =0 q.o.
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Esempio 11.3 (Delta di Dirac). Sia a € Q. Definiamo la delta di Dirac come:
@7 bap):=pla).

Inoltre |0 4, )| = |@p(a)| < sup || e di conseguenza e una distribuzione di ordine 0 e C = 1 per ogni
compatto K.

Esempio 11.4. Siaa € Q e(u,p) =0%¢(a). E'una distribuzione? Si vede facilmente che
K, @) = 0% (@) < Y 110% p(x) || Lo

con a multiindice ed é una distribuzione di ordine < |a|. Per mostrare che sussite l'uguaglianza,
bisogna trovare una funzione p € 6;° tale che

Kw@lz Y 10Ppwle  Ku@ls Y 105900lge.
Bl<lal Bl=lal

Cominciamo a vedere cosa succede quando si vuole derivare una distribuzione. Sia f € €' (Q)
(fe L}, (). Siha

loc
(dxif,tp):f axitpdx:(Green):f f(pv,-da—f fox, pdx.
Q 0Q Q
[ ——

=0 supp.cpt.

Siosservi chel'utilizzo di Gauss - Green ¢ lecito perché non abbiamo problemiriguardantila rego-
larita del bordo dell’aperto Q, dato che ¢ & a supporto compatto. In definitiva abbiamo scoperto
che

(28) <axi u, (P> = —<u,axi (P>

Osserviamo che, per la delta di Dirac si ha

©%, ¢y = (=1)"(54,0% p)
che &, a meno del segno, una distribuzione come nell’esempio (11.4).
Esempio 11.5. Sia la funzione di Heaviside

0 x<0

(29) H(x):{ .
1 x=0

Sihache H(x) € L}OC e che

+00
(H,p) =f0 p(x)dx

che é ben definita percheé il supporto di ¢ {x > 0} € K. Per quanto riguarda la derivata di H si ha:

+00
(H,py=—(H,¢y = —fo @' () dx = [p(0)]§> = 9(0) — p(00) = ¢(0) = 5o (¢p)

dove ¢ (oc0) = 0 perche ¢ é a supporto compatto. Quindi abbiamo scoperto che

Osservazione 11.4. Presiw < Q due aperti, & facile vedere che 2 (w) < 2(Q). Si mostra che 2'(Q) <
2' ().

Osservazione 11.5. Sia @ € <€(‘)’°(Q). Possiamo estenderla a ¢ € ‘66’0 Q) con Q c Q. Invece, si fac-
cia attenzione al fatto che se ¢ € 65°(Q) allora la si pud eventualmente restringere a € Q") con
Q" €Q, ma non possiamo estenderla a 6§°.

Morale della favola: se abbiamo u € 2'(Q) allora abbiamo a maggior ragione 2'(Q) con Q c
Q. Quindi per il fatto di avere le ¢ € 6° ossia a supporto compatto, le distribuzioni si possono
restringere.

Proposizione 11.1 (Traslazioni). SiaQ =R" ed a € Q. Indichiamo una traslazione come (7 4 f)(x) :=
f(x—a). Inoltre vale la seguente proprieta:

(E20) (Tal, ) ={U,T—q @)
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Dimostrazione. Siha

(Taf,qo):f Tafgodx:f fx—a)px)dx =
Q Q

:fﬂf(x)(p(x+a)dx:fﬂfr_a<pdx:(f,r_ago)

12. VENERDI 26.10.2012 - NUOVE PROPRIETA, PARTE FINITA E PARTE PRINCIPALE

Definizione 12.1 (Omotetia di una distribuzione). Sia u;(x) = u(%) con A #0. Si definisce
l'omotetia di una distribuzione (in realta e facile da dimostrare) come:

(32) ) =10 (w1 )

Esempio 12.1 (Distribuzione di ordine infinito). Sara una distribuzione per la quale non esiste
un p che vada bene per ogni compatto K. Abbiamo che 57 & una distribuzione di ordine m e, per
esempio in una sola variabile, ci da (61", ) = 0" ¢(a). Consideriamo ora

> 0"6qa= < > 0"6a,w> =) =D"d"¢@
n=0 n=0

n=0

che diverge. Adesso proviamo a prendere una {a,} — a € 0Q) e osserviamo che per un certo K
fissato,

e} e}

< Y 6”6a,,,<p> =) (-1"0"plan)

n=0 n=0
¢ controllabile perche in esso vi sara solo un numero finito di elementi della successione, o meglio,
ap € K solo per un numero finito di indici: se per assurdo cosi non fosse, allora troveremmo una
sottosuccessione an, convergente a un punto diQ # 0Q e quindi verrebbe meno l'unicita del limite

stesso.
oo
< Z on 6an,(p>
n=0

Esempio 12.2 (Distribuzione di ordine 0). Supponiamo di essere in R3 e di avere f € L}OC ([Rii
Sia ue 2'R3) tale che

<) |=D"a"p(an)|.

n=0

,J’)'

(ugp, ) = f Fx e, y,0dxdy.
RZ

allora, con ¢ € D si ha che

Kup, )] smaXIqJIf f,yydxdy
xeK K
Adesso, poiche ¢ € D, possiamo porre

j ) i) _1
()={("’"?‘27—o‘”Tx])W x#0
om+ #(0)

m+D)! x=0

Adesso osserviamo che y ¢ continua e che

am+1 (p(é‘)xmﬁ-l

W= 11— "1

doveC=(m+1)"L Infine si ha che

mo )
lim (@) - > o/ wx]
x—0 =0 j!

1 _ h am+1 (p(f)xm-f-l 1 . am+1 (p(())
xm+l x—0 (m+1)! xm+l (m+1)!

percheé éin un intorno di0.

1

Esempio 12.3 (Valore principale). Definiamo il valore principale della funzione - come scritto di

seguito:

(33) <Vp§,(p> = lim de

e—-0Jix|ze X
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dove supponiamo ¢(x) = ¢(0)+xy (x) ey (x) presa come nell'esempio precedente. Fissiamo [-M, M] =
K compatto diR e al solito prenderemo le ¢ € Dk Si ha

0
limf P = limf P9 = lim U de+f u/(x)dx)
e=0J|x|ze X e=0Je<|xl=sM X e-0\Ue<|x|=sM X e<|x|sM

con il primo integrale che in realta é un funzionalew dispari su un dominio simmetrico e di con-
seguenza fa ¢(0)log| x| |é\/[ = 0 mentre l'altro integrale é stimabile come

dx<=M .
flx‘sMu/(x) X Il

Questo significa che Vp % ¢ una distribuzione di ordine < 1. All'ultima stima si e arrivsati osservan-

do che ly(x)| < Cll@ llpm+1, ma@(x) = (0) + x¢' (0) dove 9’ =y e quindi |yl feo < [y l.

Esempio 12.4 (Parte finita). Definiamo la parte finita della funzione ﬁ come scritto di seguito:

(34) <Pf%,<p> := lim (fl wdx— —2(/;(0)

e—0\Jjxjze x2

dove abbiamo
1
Y () = (p(x) —0) —x¢" (0)) =) =90+ x¢'(0) + X2y ().

Osserviamo che

lylige < Y 167 @l e
j=2

Adesso fissiamo M e prendiamo supp ¢ < [—-M, M]. Abbiamo ora che

/

2
lim(f &g)dx+f (p—(o)dx+f u/(x)dx—ﬂ =<
e—=0\Je<|x|=sM X e<|x|sM X e<|x|sM £

. 200 2¢(0) z 2¢(0)
<lim(-——+=—"—+2M Y 10! @0 - —
Jim (- —- ,g'o 167 @l - )
—_ O =M _
- x llx|=¢ —

dove osserviamo che il termine sopra graffa e nullo, come abbiamo gia riscontrato in precedenza,
perche si tratta di un funzionale dispari su dominio simmetrico. Abbiamo scoperto che Py é euna
distribuzione di ordine 2.

Proposizione 12.1. Sia f € L}OC(R” \{D}). Supponiamo che esistona m, C tali che vale

C
[fol= P per|x| <1.

Allora esiste u € 2'(R™) tale che

(u,(p):f fodx Yoe2R*\{2}).
Rﬂ

Dimostrazione. Osserviamo, prima di tutto, che presa ¢ € 2(R") allora potremmo prendere un
compatto attorno allo 0 in cui la ¢ vale identicamente 1.
Scriviamo

a
o(x) - Z mx“ dx

i
lalsm-1 &

(u,f):Il+12:f f(pdx+f fx
|x[=1 [x]<1

dove osserviamo che I; ha senso perche per ipotesi f € L}OC e il supporto di ¢ € compatto. Per I»
si ha che
L= Y 10%pleolxI™.

lalsm
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Da questo segue che u € una distribuzione di ordine m. Ma adesso vediamo cosa succede se
invece di prendere | x| < 1 prendiamo |x| < R. Nel seguito u := u;. Abbiamo

% (0
<u1_u2:¢>:f fx) Y :f'( ) iy =

1<|x|<R lal=m-1

a
_ 0% (0) FOx%dx =

lalsm—-1 @ JisixI=R

= ) Cad%p0)

la|l=sm-1

dove
1
Coa=— fx)x%dx.
al 1<|x|<R
Abbiamo trovato che il supporto di u; — up € combinazione lineare di supporti di delta di Dirac
centrati nell’origine. Quindi sia u; che ug sono quelle che volevamo e V ¢ € 2(R" \ {&}) si ha che
(u1,9) = (ugR, ) o equivalentemente

<UI—uRr<p>=< > Caa“<p(0),<p>zo.

la|l=sm-1

O

1
Esempio 12.5. Supponiamo di avere f(x) = ex* € L%OC([RZ \{2)). la domanda é: esiste u € D' (R)
tale che

1
(u,(p)zfe? pxX)dx VY oeDR\{ohH?

O, a parole, esiste una ¢ a supporto in un intervallo chiuso e limitato lontano dallo 0? La risposta
e no ed ora vedremo perche.

Se, per assurdo, esistesse, mostreremo che non si puo trattare di una distribuzione. Prendiamo una
¢, tale che p,, — ¢ e che sia del tipo ¢, (x) = e~" p(nx) dove

) 0 x<l,x=2
X) = .
¢ 1 a<x<b

Per come l'abbiamo costruita, notiamo che [a, b] é l'intervallo che contiene tutti i supporti delle p,,.
Adesso si calcola che D™ 0, = e 'nk (p(k) (nx) e di conseguenza DR @,x)| =< e "nk| ok @llpeo:
questo sta a significare che ¢, — 0 in 2(R) per i seguenti due motivi:

(1) suppy, cl[1,2]Vn;

2) D& ¢, — 0 uniformemente.
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Ma allora se u esiste deve essere tale che (u, ¢,) — 0. Ora abbiamo, per la definizione di u, che

L

1 2 4 by
<u.</)n>=fex2 </)n(x)alx=f1 ex’ wn(X)dxz([a,b]c[l,Z])zfa e e Mdx=
n2 -
zeﬁe_nb 2 . oo
n

Adesso, dato che siamo in [a, D] si ha che p(nx) =1= ¢,,(x) = e .

Adesso passiamo alla moltiplicazione di una distribuzione per una funzione infinitamente
derivabile. Supponiamo di avere y € ¢°°(R) e di avere 'applicazione seguente:
2 — 9
u — yu
quindi il risultato & ancora una distribuzione, a patto di prendere ¢ dove I’abbiamo appena presa.
Vale inoltre la seguente identita:
(35) Yu, ) = (w,y @)
e questo perche se ¢ € 65°(Q) = ¥ ¢ € 6;°. Proviamo ora a quantificare un attimo. Supponiamo
di prendere un compatto K, ¢ € Pk e al solito (i, ) = [ f ¢ dx. Di conseguenza

(Wu, @) =uye)<C Y sup|dyex)|<C Y sup|d®px)|
lalspxeK laj<p xeK

dove queste maggiorazioni sono state ottenute con: C dovuta al fatto che u € una distribuzione e
C che contiene tutte le derivate a - esime di .

Questi passaggi indicano che ha senso definire la moltiplicazione di una distribuzione con una
W € €°°(R) eil risultato & ancora una distribuzione.

Definizione 12.2 (Convergenza in 2'). Sia{u} € 2'(Q). Allora avere convergenza ad u significa:
Uup—u = VY pe2(Q) (up, @) — (u,p) puntualmente.

Esempio 12.6. Sia ¢(x) =0 ese|x| =1 siaw(x) =0 tale che [wdx =1 (quindiy € LY). Prendiamo
Wi (x) = k"w(kx). Allora

fu/k(x)dx :fk"i//(kx)dx
con y(x) — 0 puntualmente fuori dalla palla di raggio % ossiay — 0 qg.o. ; sihache¥ ¢ €
2(R™)

1
inf ¢(x) sfwk(p(x)dxs (supp(pC{lxl < E}) < sup (p(x)fu/kdx
1

=z i<}
~k ——
=1

ma per k — +oo si ha sup ¢(x) — ¢(0) visto che é continua. Di conseguenza
fu/k(pdx—> 9(0) = 50(¢).

Teorema 12.1. Sia uy — u in?'. Allorad® uy — 9% u.

Dimostrazione. E’ un semplice conto:

0% ug, ) = (=11 (uy, 0% @y — (=1, 0% )y = (3% u, ).

13. MARTEDI 30.10.2012 - DISTRIBUZIONI A SUPPORTO COMPATTO E LORO PROPRIETA

Fino ad ora abbiamo visto, in sostanza, che u € 2’ (Q) se per ogni compatto K compattamente
contenuto nella regione Q esistono due numeri, ossia C e p, per ogni funzione test con il proprio
supporto contenuto in K, vale

Ku,@)l<C ) sup|d® @)l
|a\5p xeK
Ma cos’e di preciso il supporto di una funzione? Fino ad ora la risposta sarebbe stata: la chiusura
dell'insieme dove la funzione non & nulla. Ma se, per esempio, f € L}OC? La definizione perde
senso perché f non é definita puntualmente, ma per classi d’equivalenza.
Costruiamo un supporto.
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Tornando alle distribuzioni, sappiamo che data u, possiamo restringerla (con w < Q in modo da
avere u| = 0. Fatto questo prendiamo la famiglia degli aperti w tali che
w

{w aperti |u| = 0}
w

e definiamo
wo = Jo.
Sappiamo che l'unione, anche numerabile, di aperti € un aperto; prendiamo ¢ € 2(wg) ossia

tale da avere suppp K < wg con K compatto. Notiamo che essendo un compatto contenuto
nell'unione di infiniti aperti allora esisera un sottoricoprimento finito ossia

k
Kc|Jw;=Vidy;:suppy; cw;
i=1

dove gli y; sono tali che Zif

L Vi =1.Adesso siha

k k
<u»§0> = <ur Z Wi(/’> = Z <u,ll/i<l)>,
i=1 i=1
ma adesso osserviamo che abbiamo supporto in w; e quindi I'ultima quantita scritta nulla.!3
Tutto questo da un senso al voler prendere il pili grande aperto dove una funzione test & nulla, e
porre
suppu=F=Q-wy=Qn Cwy).

Osservazione 13.1. Osserviamo che se K = supp u allora (u, @) = 0 se ¢ =0 non solo su K, ma in
un intorno di K.

Definizione 13.1 (Distribuzioni a supporto compatto). E’definito lo spazio delle distribuzioni a
supporto compatto:

(36) &' ={ue P Q)| suppucQ écompatto}

13 noti anche, che ¢ — Y y; ¢ =0 in un intorno di K.
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Teorema 13.1. Supponiamo di avere u a supporto compatto ossia u € &'. Allora u & di ordine
finito, ossia per ogni K intorno compatto di u (suppu < K) 3C ed Ap tale che ¥ ¢ € D(Q) vale
K, )| < C¥|q)<pSupg [0% @(x)].

Dimostrazione. Fissiamo'?il supporto di u cioe K < Q che per ipotesi € compatto. Al solito pren-
diamo una y € €° tale che y = 1 in un intorno del supporto di « e con suppy < K. Adesso
prendiamo ¢ € 2(Q) e notiamo che ¢ —y ¢ = 0vin un intorno di supp « e di conseguenza

(U, p—x @) =0 <= (u, ) ={u,x ) YYeD(Q).

Ma poiché u & una distribuzione, fissato K esiste C; ed esiste p tali che

Ku,y)=Cy Y. supld®w(x)| Vy:suppy <K

lalsp xeK
cioe per V¢ € Dk. Mettendo insieme tutto abbiamo che

Ku,xp)l<C1 Y suplo®(xe(x)<C Y. sup|d® g (x)]

|a|5px€K CICSpJCEK

perche y e fissato. La costante &
C=Cr Y 110% xll .
a

Esercizio 13.1. Sapendo che

. 2
”%1_1}100 Z;—logm =CpeR
j=1

e questo limite in effetti e la costante di Eulero - Mascheroni, poniamo

()= lim

m 1 p
Z¢Lﬂ—m¢@—wwn%m
j=1

E’ continua? Ossia ¢ una distribuzione? Usiamo Taylor e scriviamoci ¢ (x) = ¢(0) + x(p' 0)+ xzw(x)
cony continua e consup [y (x)| <Y g <2 |l 0% ¢ || reo. Andando a sostituire troviamo

L L, 1 /
Z ((p(O) +;(p 0) + j—zu/(x)) —-m@(0)—¢' (0)logm =
j=1
m1 o, moq 1 ,
=meO)+ ) - 0+ ,—Zw(—,)—mtpm)—(p (0)logm =
j=1J j=1J°

L [ma moyo(1 ,
=¢' 0| ). = -logm|+ ) ,—21//(—,)—»C0<p 0)+C,
j:l] j:l] J

dove la costante Cy é dovuta al fatto che

m ] 1

£ hoft)ec
=AY/

=Ci.
LOO

")

Quindi
() <1Co@' (O +C1I=C Y 0%l 2

|la|<2
quindi e si tratta in effetti di una distribuzione ed abbiamo anche scoperto che é di ordine < 2.
Una nuova domanda: quale il suo supporto? Affermiamo chesupp u = {0, %, %, e %} = S. Fissiamo
% e osserviamo che (u, ) =1 su % per cui deve stare nel supporto. Certamente, poiche il supporto
e chiuso, data una successione devo trovarci il suo limite e quindi0 € supp u.
Si noti infine che se abbiamo V = (X —0,X+0) NS = allora{u,p)=0inV.

L4y disegno fa riferimento all'Osservazione (13.1).
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Esercizio 13.2. Supponiamo di avere

-

dove u e la stessa dell’esercizio precedente. Abbiamo (u, @) = k\/LE = V'k; in particolare vorremmo

<x=<l1

2

° 3k

1
k
X

< X

\%

1
k+1’

che su S (e non in un suo intorno) si abbia

K, <C ) supld® g (x)l.

laj=p x€S

Questo non & possibile, anche se tutte le derivate vanno a 0. La morale & che non ¢ possibile
fare una maggiorazione del tipo \% perche la stima non vale su un preciso supporto se non nel
caso in cui se ne prenda un suo intorno. Adesso un risultato notevole, che non dimostreremo
subito, ma che utilizzeremo per caratterizzare le distribuzioni a supporto in un punto. Il risultato

e il seguente.

Teorema 13.2. Sia uc &' con K = supp u compatto e p Uordine di u. Se¥ ¢ € 2(Q), ¥V x € K si ha
0% @(x) =0 con|al < p allora (u,p) =0.

Corollario 7. Sia u€ 2'(Q) con ordine p esupp u = {0}. Allora

(37 u= 3y Cq0%6

lal<p

Dimostrazione. Siay € 6;° tale che y = 1in U(0) intorno dello zero; sia ¢ € 65°(Q2). Affermiamo
che

a
mxa +R(x)
|

px) =Y
lal<p
dove R(x) € 2(Q). Adesso notiamo che (u, R(x)) sara qualcosa del tipo 0% R(x) = 3% ¢(0) sommato
a una parte che va a zero quando deriviamo v e pil1 precisamente per || < p. Quindi PR =
ob @(0) - aB ¢(0) =0 e quindi, per il teorema di cui sopra, si avra

aa'(//(o) a 1 a a a
(wey={(u Y, —x¥ )= Y —(uxy )% p < Y Cad%d,9 ).
lalsp & lalsp&___ lal=p

Ca

Osserviamo infine che Cy non dipende dalla scelta di v (x).
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14. MERCOLEDI 31.10.2012 - PROPRIETA DELLE © € &' E SOLUZIONE FONDAMENTALE
DELL'EQUAZIONE DI D’ ALAMBERT

Rienunciamo il teorema che avevamo lasciato in sospeso.

Teorema 14.1. Sia u€ &' con K = supp u compatto e p Uordine di u. Se¥ ¢ € 2(Q), Vx € K si ha
0% p(x) =0 con |al| < p allora{u,p) =0.

Dimostrazione. Prendiamo K, = {x € Q|d(x,K) < €} e definiamo

Al solito, prendiamo y = 0 con supporto suppy < B(0,1) e tale che [ydx = 1. La procedura
consistera nel regolarizzare g tramite convoluzione con il seguente mollificatore:

E
Xe(x):i=¢€ X(E)
Adesso prendiamo

Wel(X):=ge * yelx) = fgs(x—y)xs(y)dy

e fissiamo x € K¢ e y € K»¢. Adesso, per come & costruita, su Ke sihawe =1 ey, =0 fuori di K3¢.
Siha, ora,

0% e (x) = 0%(ge * xe) = ge 0% xe = fge(x—y)a"‘xs(y)dy =

= fgg(x - y) f_‘al e_naa Xe (JZ/) dy
e di conseguenza possiamo fare le seguenti maggiorazioni:

[0% e (x)| < lIgell Lo ||6“X5||L1 =g Ixllpp = [0% e (%) = Ce™ %
=1
Adesso, sia ¢ € 2(Q) tale che 0% ¢(x) = 0 per |a| < p. Affermiamo che, per x € K fissato, con || < p
allora
sup [0P p(x)| < CeP+-IPI,

X€K3¢
Lo dimostriamo nei due casi possibili.
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(1) (B=0). Allora scriviamo

" p(xo) ()

P =) #(x—xo)H > (p' (x—xg)"
ylsp 1 lyl=p+1

dove le derivate nella prima serie sono tutte nulle per ipotesi, mentre nella seconda,

poiche |x — xg| < 3¢, possiamo stimare tutto con

3 p+1
((;)Tl)'”‘/’”%pﬂ =CePHl l@llgp+1.
(2) (B#0). Anche qui si ha
av of oY ob
1Pomi= Y W(x—xo)H > —,(p(a(x—xo)ys
lyl=p-1p yl<p=ipl+1 1

<CBaP 1P @llgpa.

Tornando alla dimostrazione dove I'avevamo lasciata, adesso, poiche ¢ e ¢y, coincidono in un
intorno del supporto, possiamo scrivere (u, p — @ We) =0 = (u, @) = (U, W) e quindi avremo

K, pye)l<C ) sup [0%@ye(x)< ) (a) sup ‘aﬁq)(x)—a“‘ﬁwg(x) <

|a\5prK3g ﬁS(l x€K3£

<CePr1IBelBl-lal < ce 0.

d

Osservazione 14.1 (Sensatezza di &’ ed estensione della dualitd). Sia u € 9’ e sia suppu = K
compatto. Diamo un senso al dire che u € &'. E’ importante osservare che, se ¢ € €, allora a
priori{u, @) non ha il benché minimo senso.

Ma ora proviamo a fissare 9 € 6° tale da essere 9 = 1 in un intorno del compatto K. Allora
possiamo scrivere

<u,<p>gr,<ggo =(u, )

e questa & una buona definizione perche, se prendiamo 9 # 9, ma ancora tale che 9 = 1, in un
intorno di K si avra 9 -9 =0 e di conseguenza (u, (9 -9) ¢) = 0.

Osservazione 14.2. Supponiamo di prendere K intorno compatto di K. Sappiamo che, per definizione,
Ype2(Q) siha

K, ) =C Y supl|d®px)l,

lal<p xeK
ma se prendiamo, come nella precedente osservazione, 0 € ‘66’0 taleche 9 =1 suK allora¥ @ € & si
ha ancora che
Ku, @) = Ku, 9| <C Y sup|d%p(x)l.
lal=p xeK

Questo cosa significa? Abbiamo esteso la definizione di @' a &' sostanzialmente: di conseguenza
una u: & — K & continua se vale l'ultima disuguaglianza scritta. Ancora, abbiamo che le dis-
tribuzioni a supporto compatto si estendono, quindi, su tutto &.
In generale, questo é vero se, presi due spazi di Fréchet X e Y, con rispettive seminorme np ed ng,
allora per l'applicazione L: X — Y sono equivalenti le seguenti asserzioni:

(1) L écontinuainO;
(2) L e continua;
() Yq3praleche ng(T(x)) < np(x).

Esercizio 14.1. Un rapido esercizio. Supponiamo di essere in R. Come si comporta u = xP 09652 Si
ha

0 <
(xP 876, ) = (075, xP ¢y = (-=1)9¢6,07 (x” ¢)) ={ q _ 7=p
(—l)qu!«sq P.py qg=p

dove nel caso q < p ¢ 0 perché qualche x é rimasto.
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Esercizio 14.2. Sia f(x) =log|x| € L}OC([R) e definiamo

(u, ) = (log| x|, ) = ‘[Rloglxl pdx

1

masiosservicheu' =L ¢ 11 .
X loc

Si dovrebbe, per questo, lavorare con PV (%) Allora

((loglxl)’,(p) = —(loglxl,(p’) = —-[Rloglxltp'dx = —éir% ‘ loglxl(p'(x)dx
nd >

|x|=¢

che converge puntualmente alog|x| ¢’ (x) ed ¢ maggiorata uniformemente rispetto ad e da|log|x|| | ¢’ (x)| €
LY. Inoltre, per il teorema di Lebesgue, tale stima diventa un'uguaglianza. Adesso si ha

I +00
f loglxl(p’(x)dx:f loglxltp’(x)dx+f log|x| ¢’ (x)dx =
|x|=¢ -0 €
= [loglx| p(x)]1=5, + llog| x| p(x)] F*°—

—81 d +001 d
_f ;(p(x) x+-/; ;(p(x) x=

—00

=log€(p(—£)—log6(p(£)—f de

|x|=e X

e quindi troviamo che

<(log|xl),><.0)=gin}) f\l (p(x)dxﬂoge((p(e)—(p(—s))
- X|=€

X
X 1
= lim P dx=Vp—.
£e—0 |x|=e X X
Finalmente siamo nelle condizioni per cominciare a vedere qualche importante applicazione
della teoria delle distribuzioni. Sia I'operatore di D’Alembert

A2 2
0:=07-0%
e sia la funzione
1
5 [=|x
E(t,x)=1 2 | '.
0 t<lx|

Questa funzione presenta una singolarita nell’origine, ma 'operazione di derivazione avra co-
munque senso perche lavoreremo nel senso delle distribuzioni. Adesso facciamo alcuni calcoli:

+00o +00 t
<DE,<p>:fsz-(ai—ai)qutdx:f dxf aiq)dt—f dzf 02 pdx =
R R | x| 0 —t

+00 oo 3
:fRdx[at(p(t,x)]tzlxl—fo dt[ax(p(t!x)]xzft:

= (I'ultimo integrale € nullo perche ¢ & a supporto compatto ) =

+00

+00
=f6x<p(|xl,x)dx—f 6x(P(tyf)dt+f Ox(t,—t)dt
R 0 0

I+11 117 v

dove
0 +00
I:—f 0rp(—x,x)dx II:—f O0rp(x,x)dx.
—00 0
Adesso si ha
+00
Iz(—x—»x):—f at(p(x,—x)dle'
0

+00 (]
II+III:—f — @, dy=(y=(t,x) =¢(0,0)
o dy

+00 d
1+1v:—f £ o, —pdy = (0,0
o dy

e in definita abbiamo scoperto che

(38) (OE, ) =60(p)

ossia che la funzione E ¢ soluzione fondamentale per I'equazione di D’Alembert.
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15. MARTEDI 6.11.2012 - ESERCIZI SULLE DISTRIBUZIONI E SOLUZIONE FONDAMENTALE
DELL'EQUAZIONE DEL CALORE

Esercizio 15.1. Siano X ed Y spazi di Fréchet con seminorme associate pj e qi. SiaT: X — Y.
Allora sono equivalenti

(1) Yk3j,3C raliche qi(T(x) < Cpj(x);

(2) T econtinuainO;

(3) T econtinua.
Dimostriamo la 2. — 1.). Prendiamo un intorno dell’origine T~1(y : qi(y) < 1), il quale sara
certamente contenuto in {x : pj(x) < e} = A. Allora p;(x) <€ = q(T(x)) < 1; adesso, fissato x,
prendiamo X = %. Si ha che pj(X) = € e di conseguenza X € A e questo, a sua volta, implica che
qi(T(X)) <1. Ma

pjx)
1 qu(Tx) < ’E .

€
(T(X)=——=<

43 p; )

Dimostriamo la (1. — 3.). Dobbiamo mostrare che se x;;, — X allora T (x,) — T(X), ma dire

Xp — X e equivalente a dire pj (x — %) — 0, ma per ipotesi q;. (T (x) — T(x)) — 0 per ogni k.

Esercizio 15.2. Calcoliamoci

Si ha

1y 1 ,> f @' (x)
vp—|, =—(VP—, =-— —d
<( x) (,0> < X ¢ |x|ze X *

e adesso, poiché siamo sufficientemente lontani dall’origine, possiamo integrare per parti cosi da
avere
. (x) (-8 ¢le)
lim VAP TS Al A0
e—0Jixjze x2 € €

Adesso, grazie a Taylor possiamo scrivere

1 1
(@@ +9-e)=—lpO) —£@'(0)+ €2y (—€) +(0) +£¢ (0) + 2 y(e)]

e quindi avere nel complesso

iy [ 2194 2000

e—=0J|xjze x2 €

e quindi abbiamo scoperto che

1) 1
(39) (vp;) =(ppﬁ)

Esercizio 15.3. Sia in R?

<T,<p>=fR<p(y,—y)dy Ted' .

Qual’e il suo supporto? Si ha che |(T,p)| < Csup|e| dove C é la misura dell'intersezione della
diagonale con il suo eventuale supporto. E’ evidente chesupp T :={(t,x); t = —x} = S e inoltre se
(t,x) ¢ S= (t,x) ¢ supp T. Adesso osserviamo che

d
(0 T -0 T,<p>=<T,<pt—<px>=f[}&(pt(y,—y)dy—(px(y,—y)dy:fwd—yw(%-y)d)c()

Passiamo ora ad una delle applicazioni della teoria delle distribuzioni. Cerchiamo la soluzione
fondamentale per 'equazione del calore. Sia I'operatore del calore

P=0;-02.

Affermiamo che la soluzione fondamentale &

1 H(n _#

calorl (40) E=———"—"¢ 4
[calort] N
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dove H(?) e la funzione di Heaviside. Ci chiediamo se 1'oggetto appena definito, (sicuramente &
%°) & una distribuzione. Sicuramente & cosi dato che E € L}OC e quindi hanno senso i prossimi
calcoli.

X2

(PE,¢)=—E ) food f ¢ T ( )d
,@) =—(E, @, + =— t] —wp,+ x=
pE, Pt Pxx 0 R Vi Pyt Pxx

x2 x2
=i d ¢ Prdx—1li d e Q=11+ 1,
m t X—1im t
e=0J¢ f[R Vi o e—0Je .[R Vi ! e

Adesso vediamo cosa sono i singoli limiti:

[N}

X

© i x% 1 e 1
I =f dxf e 47 @(t,x) -3 dt—f @(e, x)dx
R Je 412 213 R VI
Calcoliamo rapidamente che
2
et _x% 2x
6x =e 4 I
t 412
2
et _2 | 2x? 1
0% e W | — - —
Vi 83 213

Di conseguenza

Ig+115:—f
R

Per Lebesgue, quando € — 0 si ha ¢(g,21/€y) — 0 e quindi rimane solo il termine —2+/7 ¢(0,0) che
semplificato con la costante prima dell'integrale ci da

(41 (PE, ) =b0(¢p).

Si calcoli, per esercizio, che dato il laplaciano

2

£
eﬁl @, x)dx = (yi %) = —fZe_J’2 (e, 2Vey)dy

n
Au=Y 0% u
i=1
allora la soluzione fondamentale &
lo R?
E= 80 .
p?™" R'p=3

16. MERCOLEDI 7.11.2012 - OPERATORI IPOELLITTI E DISTRIBUZIONI

Definizione 16.1 (Operatore ipoellittico). Sia

(42) P= ) aqd”

lal=m

un operatore deifferenziale di ordine m nell'aperto Q < R™. P & ipoellittico se per ogni aperto w < Q
conu€ ?' () e Pue € (w) allora u € € (w).

Sinoti, ad esempio, che I'operatore O non ¢ ipoellittico. La prossima osservazione ¢ rilevante:
dif
Osservazione 16.1. Supponiamo di avere un operatore differenziale della forma %e soddisfi
(43) H Yo aperto,u€ ?' (), Pu=0= ue 6 ().

Prendiamo due apertiQy cc Q1 conQ limitatoed E :={u € L2(Q)| Pu =0} Si ha che E & un chiuso
inI? (Q) ossia presa una successione uy — u in I2 (Q), con Puy =0si ha
2 !
ukL—Q) u:uk@—q) u=0%u, — 0%u.

Lemma 16.1. Supponiamo che u soddisfi (H). Allora esiste una costante C tale cheV u € E si ha

n
(44) Y [ 10 u|2dxscf ul?dx.
i=1/ 93}
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Dimostrazione. Si consideri’applicazione tale che
E — I*Q
u — Oy u
Siha che se uy — #in E e 0, u — v; allora si deve avere v; = 0y, & e quindi & un’applicazione
chiusa. Per il teorema del grafico chiuso allora & continua e quindi ¢ limitata ossia
9; u”LZ(Qz) = C”u”LZ(Ql)

che e proprio quello che volevamo dimostrare. O

Teorema 16.1. Sia( € C e sia il polinomio

PQO= Y aqi'¢®.

lal=m

Supponiamo di avere una zuccessione =gk 4 ink tale che P((*) = 0 con |€F| — +o0o per k — oco.
Infine valga (H). Allora Inkl — +00.

Dimostrazione. Definiamo uy (x) = ei<x'ck> dove (x,0) = ;‘:1 xj€;. Si ha
ok
PCH= Y aqi®*=0=Pup)= Y aqe’™0%=0
lal=m lalsm

quindi uy € I2(Q1) e di conseguenza vale la disuguaglianza del precedente lemma, che useremo
tra poco. Prima di farlo osserviamo che

. k
|uk| - |el(xyf>) — e—(xﬂl )

. —(xnk
Op; Uk = l(fuk = |0x; ugl = (K|~ o)
e inoltre, poiche Q; é limitato, per x € Q; abbiamo
~Min*1 = 106n")1 = Min®.
Sostituiamo i valori trovati nella disuguaglianza del lemma di cui sopra cosi da avere

k k
Os< f 10k 2e= 20D gy < | o2 gy = A =
Q, (O]

k k
mQ) (5 12e Ml <O < A < Cm(Q) M —

k2 _ ~Q1) 4ppk)
= |("]"<C——=¢
¢ m(Qo)

e quindi & palese come Inkl — +00. D
Osservazione 16.2. Osserviamo che si e utilizzato il fatto che
UEE= ue€®( Q) =0d;ue 12(Qy).

Notiamo, inoltre, come questo teorema leghi proprieta dell’'operatore con proprieta algebriche del
polinomio.

Esercizio 16.1. Supponiamo di essere in R? e di voler capire se l'operatore di D'Alembert

1. )% (1. )\
(7o) -(704)
¢ ipoellittico oppure no. Si ha
-0 = C% —55 = 5? —TI% —53 +17§ —=2i1n1 —¢2m2).
Ipotizziamo di avere — () = 0 e che si mmandi |{| — +oo. Di conseguenza non si avra che |{| —
+00 e quindi l'operatore non e ipoellittico.

2 2 2 2
O=0% -0%,=D% -D3, =~

Esercizio 16.2. Vogliamo fare ora la stessa cosa per il laplaciano A = 6%1 +6§2. Affinche valga il
teorema dobbiamo imporre che A({) = 0 e in questo caso si avra

2 2 2 2 .
AWQ)=¢7—n1+¢5—n5 +2i(61m1 +6212) =0
con i primi quattro termini reali e nulli. Se|{| — +oo allora si deve necessariamente avere || — +oo

e di conseguenza l'operatore puo essere ipoellittico. Non é certo perché il teorema da una condizione
necessaria e non sufficiente.
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Esercizio 16.3. Sia l'operatore di Schédinger
1 1 1.2
0y +0%, = 0y —(76)@) .

Sihap@)=(1— (g =& - f% + n% —2iéano + in1 e si vede immediatamente che non si tratta di un
operatore ipoellittico.

E adesso una questione interessante. Supponiamo di avere ¢ € 2(I) e ci chiediamo se esiste
¢ € 2 tale che ¢’ = ¢ e osserviamo che

b X
¢ =p = f ¢ dx =0 ossia chiedere ¢(x) = f p(x)dx.
a a

Ma allora ¢ ¢ 9 tranne nel caso in cui « € una costante. Vediamo adesso di mostrarlo.
Supponiamo I =R e u € %'(I) con u' = 0. Fissiamo una 9 € 2(I) tale che [ 9dx = 1. Ci chiediamo
se, posta ¢ € 9, si puo avere

_dy
(p(x)—(fltp(t)dt)ﬂ(x)— I

Per comodita, nel seguito, denoteremo la quantita a sinistra con (A). Cio che si e chiesto ¢
equivalente a chiedere [ Adx = 0. Ora abbiamo

(U, ) = (f(p(x)dx) (u, 9) + (u, 'y = (f(p(x)dx) (u, 9y — ',y =0
1 1

dove l'uguaglianza a zero € posta per ipotesi. Chiamiamo C := (u, J) e di conseguenza

(%(p)ZCf(pdx:fC(pdx:uEC
1 1

e costante. Resta da mostrare che questo non dipende dalla scelta di 9. Supponiamo di prendere
9 # 9, entrambe in 6°. Quindi I'integrale della loro differenza & ancora in 6;° e si ha

(u,19—1~9):fu(ﬁ—@)dxz[un’dxconne@zn’:0:1‘)—12).

Osservazione 16.3. Siav e @' eci chiediamo se esiste una u € 2' tale che u' = v. Il discorso é simile
a quello appena fatto. Scriviamo

_dy
@(x)— (fitp(t)dt)f)(x) =
e cerchiamo unay tale che
(u, ) =—(v,¥).

(Pl—(fl(pldx)=(p,-

Esercizio 16.4. Formalizziamo tutto in un esercizio. Sia v € @'(I). Allora esiste u € @' tale che
u'=v.
Come la costruisco? Fissiamo 9 € 9 e prendiamo ¢ tale che

_dy
(p_(f(pdx)ﬁ_ dx

con vy € 9. Possiamo avere il caso in cui @' & a supporto compatto e questo si verifica se e solo se
S @' dx =0 e di conseguenza, sostituendo nella precedente equazione, si ricava ¢' = ' e quindi
abbiamo unicita in questo caso. Passiamo a cercare v: per definizione si deve avere (u, p) = —(u,y)
percheé

Per farlo prenderemo una ¢' tale che

W@y ===y =u'=v.
Ci sarebbe, ora, da mostrare che in effetti quella che abbiamo trovato e una distribuzione. Per

. . N - AN . . 2
quanto riguarda la linearita, essa e evidente. Per la continuita, supponiamo di avere una ¢,, — 0.
Bisogna mostrare che (u,,) — 0: tutte le funzioni test della successione devono essere tali che
suppg,, € K compatto e || 3% ¢,, || joo — 0 uniformementeV a.
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Esercizio 16.5. Sia l'operatore
N
T=Y n®(5,-5_1)
n=1 n "

e vogliamo capire se si tratta diuna distribuzione e di che ordine.Sia ¢ € 2R\ {0}). E’ una dis-
tribuzione di ordine 0 e si mostra scegliendo un compatto K in R\ {0} tale che in esso delle ¢,
abbiano supporto per un certo n = N cosi da avere che (T, ¢,,) e una somma finita, cosi da poter
maggiorare tutto con N* supg (p(%).
Cosa si puo dire se prendiamo ¢ € 2 (R? Anticipatamente osserviamo che

w(%) =pO+¢'Q) @ (—%) =p0)- ¢

e questo ci consente di avere la seguente maggiorazione.

( 1 ) ( 1 )
\n) %\
e quindi troviamo che la serie converge assolutamente per a < 0 e questo si ha se e solo se T € ',

Osserviamo, infine, che la distribuzione é di ordine 1 perché interviene, nella maggiorazione, la

derivata prima di ¢. S e volessimo rendere tutto a supporto compatto, scegliamo una ¢(x) = xy(x)
cony di tipo mollificatore. Cosi avremmo

o0

(T,p)=) n*

n=1

2
< n%*=sup|¢’ (x)|
nox

— Zna’—l

1 1
Tpy=Y n%=+—
L) " (n n
che converge per a < 0.

17. VENERDI 9.11.2012 - INTRODUZIONE AGLI SPAZI DI SOBOLEV
Definizione 17.1 (Spazio di Sobolev). Sia fissato m € N Allora
(45) H™R™:={uecI?d%ucI? |al < m}

Si noti il fatto che non si chiede la continuita delle derivate ma solo che esse stiano in L2.
Inoltre H™ & uno spazio di Hilbert dotato del prodotto scalare e della conseguente norma che
andiamo a definire:

(46) wpn:=Y. | 0%ud%vdx  Nulm:= Y. 10%ul?,

lalsm R7 lalsm

e affermiamo che tale spazio, dotato di questa norma, & completo. Mostriamolo. prendiamo

una successione {uy} di Cauchy in H™ e questo implica che & di Cauchy anche in I2, che sappi-
. N 2 .
amo completo. Di conseguenza essa sara convergente u; — u. Ma questo non basta, bisogna

mostrare la convergenza anche per le derivate. In effetti abbiamo che

L2
0% up — vq

= va=0%u
O“ukgéau

e quindi abbiamo la completezza. Si osservi che le derivate a cui si converge saranno sempre nel
senso delle distribuzioni, come nel caso appena visto.
Siaoram=0. Siha

) [ = {ue " )l = Clplm} |

Ma ha senso scrivere (u, f) per f € H™ ed u € H~ "2 Si, perche basta prendere una ¢,, € Ey° - Per
un teorema che dimostreremo, 6€;° & denso in H” e quindi ¢,, € H™. La si potra scegliere tale
che ¢,, — f. Detto questo, la prossima osservazione ¢ particolarmente importante.

Osservazione 17.1. Si ha che H™™ si identifica con (H™)*, ma cosa significa? D'altro canto
H™ ¢ riflessivo e quindi coincide con il suo duale vero e proprio. Il fatto é che questa identifi-
cazione avviene proprio nel senso del teorema di identificazione di Riesz ossia ¥ L operatore lineare

econtinuo su H™,3ue H ™ tale che

L) ={u,v)g-m gm.
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Si ha che per ogni ¢ vale, poiché e continua,
L) = Cllg Il gm

ma questo non basta per dire che ¢ € H-™. Vorremmo arrivare a scrivere
a
Clolgm= Y. supld®opl
lalsm K

ma questo, in effetti, possiamo farlo perche per una distribuzione, una volta fissato il compatto, la
norma | - |l ;2 é stimabile proprio con l'estremo superiore della funzione moltiplicato con la misura
del compatto stesso.

Teorema 17.1. ue H ™ < Jug € L? tale che
u= Y 0%uq.

lal=m

Dimostrazione. Dimostriamo il (). Sia v € L. Vogliamo mostrare che V |a| < m % v allora sta
in H~™. Si noti che basta farlo per un solo addendo, dato che siamo, comunque, in uno spazio
vettoriale. Si ha

0% v, )| = |(v,0% )| < <lvlzld%@lz <lvigzlelgm.

fvdatpdx

Dimostriamo il (=). Sia A:={a € N",|a| < m}e e definiamo

2\A L 2
(L% ::QLi
1=

prodotto cartesiano di copie di L% in cui, per esempio, se abbiamo U = {ug} e V = {vg}, il loro
prodotto scalare & definito come

u,v)= Z Ug Vg dx.
lal=m
Adesso consideriamo 'applicazione D tale che
D:H" — (1H4
u — {0%u,ac A
e notiamo che non & suriettiva, ma & lineare, iniettiva ed & un’isometria. Chiamiamo D(H™) =
F < (I%)4 e ne deriva che D71 : F — H™™ & continua. Adesso, poicheé F & un sottospazio chiuso

in (L4, possiamo proiettare quest’ultimo su F. Adesso fissiamo u € H~™ e consideriamo un
qualsiasi W € (L2)4. Per quanto osservato prima, il teorema di Riesz vale e possiamo scrivere

L(W) :=(u, D" PW) jy-m_ pym
che & continua percheé le applicazioni tali che

-1
(LZ)A P, FD_. H" YR
sono esse stesse continue. Allora L ¢ lineare e continua su uno spazio di Hilbert e per il teorema
diRiesz 3V tale che
L(W) =W, V)(LZ)A v W.

Infine, prendiamo un W € (L2)4 tale che W = {8%, a € A} con ¢ € 2. Allorasi deve avere D™ PW =
@ e quindi

(U, @) g-m,gym = (u, D™'PW) = L(W) = (W, V) 24 =f| | 0% Quadx=
ajl=m

(48) :f (e, 0%y = Y (-D0% vg, ) = ue1?
lal=m lalsm

0

Adesso un rapido ripasso su cio che bisogna sapere sulla teoria della trasformata di Fourier.
Sia f € L1 (R™). Allora
FIO=F© :fw e ¥ flx)dx
fell= feI®
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inoltre

lim [f(©1=0 <> Ifligo < Ifl.

§|—+o0
In pii, se f € L! allora
f=en™"Ff©
Ricordiamo la definizione di spazio di Schwartz, delle funzioni a decrescenza rapida:
S = {(pe%oolxadﬁ(pe L® Va,ﬁ}
che e uno spazio di Fréchet dotato delle seminorme

np@= Y 1x%3P | oo.
lal=p

IBl=p
Avevamo gia visto che
1x¥0P @1 < Crpini

18. MARTEDI 13.11.2012 - TRASFORMATA DI FOURIER E DISTRIBUZIONI IN .’
Ricordiamo ancora una volta che lo spazio . dotato delle seminorme

np@= Y. suplx®oP oo
lalIpl<p X
€ uno spazio di Fréchet ed avevsmo anche visto che
Y 1x%0P gl < Crprpra (@),
lal,|Bl=p
Ma se volessimo stimare anche n,? Vediamo esplicitamente le cose: si ha
X1 Xn (M) (t% 9P )
f=x%0Ppx) = f f T a‘fn dy...dtn =
X1 xp 01 ¢ f‘l... - lxnaﬁq)(tl tn—1,Xn)
2.[ f 0ty...0ty—1
o meglio (nel caso unidimensionale il tutto & pili evidente) si ha

(49)

dty...dty—1

X
x%9P p(x) =f %(t“@ﬁw(t))dt.

—00
Quindi maggioriamo f conla norma L! del termine sotto integrale e posto
mp@):= Y Ix*Polp
lal,|Bl=p
si ha che
np((p) < Cmp+n.

Adesso passiamo ad alcune proprieta della traformata di Fourier, che la legano, in un certo qual
modo, alle funzioni a rapida decrescenza.
Proposizione 18.1. Sia g € . Allora p € €1 einoltre

1) 0, (F ) = F (—ixjp(x));

@) F0x;p)=il;P().
Dimostrazione. Dei calcoli diretti ci permetteranno di arrivare alla tesi. Cominciamo dalla prima
relazione tra la derivazione e la trasformata. Si ha

agrjfe*ix"rf (p(x)dxzf—i)ﬁeiﬂéi @x)dx

dove si osservi che abbiamo scambiato 'operazione di integrazione e di derivazione perche x ¢(x) €
L! e quindi vale il teorema di Lebesgue.
Passiamo alla seconda relazione. Si ha

fe_ix'faxj (p(x)dx:fifje_ix"f(p(x)dx.

Teorema 18.1. Si hache & : ¥ — & ¢ lineare e continua.
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Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare sostanzialmente che np (@) ¢ limitata. Mettendo insieme
le due proprieta appena viste si ha, in linea del tutto generale, che

a 2 . a
(50) £90P 9@ = ()P 7 (0% P o))
dove questa uguaglianza, sussiste anche in modulo. Adesso quindi avremo

p@= Y 1%P @I Y 10%6P ool <

lal,|Bl=p lal,|Bl=p
(51) <Cp Y 1x% 0% 9l < Crpinii @)
la'1B'I=p
e questo conclude. O

Teorema 18.2. Lo spazio <€0°° edensoin % .

Dimostrazione. Quello che dobbiamo dimostrare € che V¢ € . 3¢ i€ 65° tale che ¢ i
ossia che np (¢ j—®) — 0V p. Come troviamo questa successione ¢ ;? Al solito fissiamo /(x) €
‘6(‘)’0 tale che w(x) = 1 se |x| < 1 e quindi tale da far si che

w(f)—l Xl < j
j =)

Poniamo ¢ i=ey (%) e osserviamo che, per come e costruita, ¢ ;j converge puntualmente a ¢.
E le derivate successive? Si ha

S meselio ]

-otwfi-of)

ﬁ%(f)"ﬁ”w‘” )l

ma osserviamo ora che

1
”xaaﬁ((l)j_(P)HLO" = g}glx"‘@ﬁ<p(x)l+cjnp(<p)

C=p Y 10"ylle.
lyl=p
Lultimo termine dell’addizione & dovuto al fatto che y € oramai fissata e per questo in C possiamo
mettere le sue derivate, le quali, diventano nulle per j — +oo. Adesso rimane solo da vedere se va
a 0 il primo termine della somma. In effetti € proprio cosi perche

1
max |x% 9P p(x)| < < npen(p) — 0
|x|=j J

e quindi np (¢ j—¢) & somma finita di quantita che tendono a zero. O

Definizione 18.1 (Distribuzioni temperate). Si dice che u € S seue P eseld p, 3C tali che
Ku, )| < Cnp(p) V9 €D,
Teorema 18.3. Sia u€.#'. Allora lapplicazione tale che
u:9 — C
¢ — (e
siestende ad u: ¥ — C ed ¢ continua su .
Dimostrazione. Sia ¢ € & e poiche, per il teorema precedente, sappiamo che @ = & allora
possiamo trovare una ¢ ; € ‘6(‘)” tale che np (@ ji—9)—0Vp. Quindi poiche converge, & anche di
Cauchy ossia
Kit, @ )| =, )| = K, @ j =) < np (@ — ) — 0.
Da questo segue che data una certa i : ¥ — C, per definizione si ha che
(W9 ;) — (@)
e tale convergenza non dipende dalla scelta di ¢ ; dato che

(@) =Cnple ) — Cnplg).
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Ci chiediamo ora se #’ sia effettivamente il duale di .#: & necessario mostrare che ogni u :
& — C si scrive come elemento di .#’. Sia L:.# — C lineare e continua. Allora esistono C e p
tali che L(¢) < Cnp(p). Ma vale il viceversa? Ossia ci chiediamo se L € 9. Si perche & continua
come mostra il prossimo calcolo:

3K compatto,3q: (L, @) < Csup|d¥¢p| < ng ().
K

X€

Esempio 18.1. Si ha che le funzioni sommabili sono distribuzioni temperate ossia

fel!®) = fe s R™M.

[ rodx

e in genere si ha proprio che le f € L! con f € L' = f € @' e questo ci permette di vedere {f, )
semplicemente come l'integrale di un prodotto.

Questo e vero perche

Ku, Al <

< fllp1nolp)

Esempio 18.2. Si ha anche che le funzioni a quadrato sommabile sono distribuzioni temperate
ossia

fel>’= fes'
e si mostra facilmente con la seguente stima:
|<f;(P>| = ”f”LZ I (P"LZ = ||f||L2np((P)-

E la stessa cosa vale anche se f € L*°.

Esempio 18.3. Cosa succede se f € L}oc? Si ha che esiste un polinomio p(x) tale che |f (x)| < |p(x)|
e questo implica che f € &', a patto che|p(x)| < (1 +|x])" Si vede con un semplice calcolo:

ff(pdxsfp(pdxsf(l+|x|)mtpdxs Nt m+1 ().

19. MERCOLEDI 14.11.2012 - PROPRIETA DELLE DISTRIBUZIONI TEMPERATE E RELAZIONI DI
CONTENIMENTO

Proposizione 19.1. Sia u € &' Allora u € %', ossia le distribuzioni a supporto compatto sono
temperate.

Dimostrazione. Al solito, prendiamo K intorno compatto del supporto di u; a questo punto es-
istono due costanti C e p tali che

Ku,p)l= Y supld®p(x)] Vee&

|a|5prK

ma questo varra certamente per ogni ¢ € & perche [(u, )| < Cnp(¢). ]

Siricordino, di conseguenza, le seguenti inclusioni:

& cF' co

(52) ‘ta”goz@cycg’:%oo

Esercizio 19.1. Vogliamo mostrare che VP% € &' e questo vuol dire dimostrare che ha senso scri-
vere (VP%,(p) con ¢ € &. Al solito, per dimostrarlo, prendiamo unay tale chey =1 in un intorno
disupp . Ha senso scrivere

1
<VP;,</)> =(yu+1-y)u,p) Ve

mayu ha anchWessa supporto compatto ossiayue &' = wue S, mentre (1 —-yp)e L° = (1-y) €
&' e questi due argomenti conducono al fatto che VP% e

Definizione 19.1 (Convergenza di distribuzioni temperate). Siau; <% ' Allora

y!
uj—u <= Ve (ujp) —{uep).
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Osservazione 19.1. Si ha che

) ! ) @/
uj—u = uj—u
&=
e vale il viceversa solo se le uj hanno supporto tutte nello stesso compatto. Un esempio del fatto che

K su@p= e=*" . Si avrebbe (ug, ) =1con

non vale semplicemente il viceversa puo aversi con uy = e
kek — 0in.' manonin®'.

Supponiamo ora, invece, di prendere uy = a6y, dove ay € R. Allora (uy,p) = app(k) eu — in
9'. Ma per avere convergenza anche nello spazio di Schwartz bisogna richiedere che esistano m,C
tali che |ay| < Ck™ ossia che la successione cresca meno di un polinomio cosi da poter avere

m

Kug, @) < Ck™ (k) < — 0.

km+1

Morale della favola: si deve richiedere che supp uj < K cc K cosi da avere

lKuj, @) <C ) supl|d®g(x)l.
lasp K

Esercizio 19.2. Siano fj ed f € L}OC. Dimostriamo ora che

(fj—f)L—p>0:>fjif p < +oo.

Procediamo come segue:

Kfj @)= <(f o) < = (Holden =\ fj— flrrll@lpa.

[ti=npax

Se, invece, supponiamo fj € L}OC ed fi — [ q.o.siamo nelle condizioni del teorema di Lebesgue
con funzione dominante un polinomio p(x) maggiorante tutte le f; ¥V j. Questo conduce al fatto
che fj — f inS'. Si ha che

- foon= [ 1511

che converge puntualmente a0 e che puo essere maggiorato da

1
f(l + IXDmW(l +|x [

con la quantita per cui abbiamo moltiplicato e diviso, utile a far si che tutto stia in L' ; cosi arrivi-

amo ad una funzione dominante tale che

1
Ifi—-fllgl= anJrnﬂ((P)-
Teorema 19.1. Si ha che
(53) ue =o%ues’

Dimostrazione. Si ha per definizione che per ogni ¢ € 9, (0, u,p) = —(u,0x, p) mase u € &,
allora

[{0x; u, )| < Cnp(0x; @) < np+1(@)
ed analogamente, se u; — u in &', di conseguenza 0% uj— 0%uin 7. ]

Definizione 19.2 (Spazio delle funzioni a crescita lenta). E’ definito lo spazio delle funzioni a
decrescenza lenta lo spazio

(54) OpR") = {fe%oolvﬁﬂcﬁ,ﬂmﬁ =10P fx)| < cﬁ(1+|x|)’"ﬁ}

ossia lo spazio di quelle funzioni costruite per far si che il prodotto di distribuzioni temperate sia
ancora una distribuzione temperata.
Teorema 19.2. Sia f € Oy (R™). Allora

1) Ve S = fpe;
@ Yued = upes'V,

! !
15Questo implica, e lo si ricordi, che se Z, u= fu; Z fu.
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Dimostrazione. Partiamo dalla 1. Si ha che

np(fe)= Y suplx®dF(Fpi<Cp Y suplx®0f f(0)d" gl <
lal,IBlsp * lal,IBLIYlsp ¥

=Cnp(p)

dove le nuove costanti inglobano, oltre ai coefficienti binomiali derivanti dalle derivazioni, anche
quantitta del tipo sup, Cg (1 +|x))"#. O

Adesso vogliamo definire la trasformata di Fourier di una distribuzione temperata. Supponi-
amo di avere f € L', ¢ € & e partiamo da

= [ ropuoar= [ oo [ e+ perae)ax
ma poiche f(x) (p({)e_ix"s € L1 (R?™) possiamo applicare Fubini - Tonelli ed avere di conseguenza

ffﬂ(f) (/ e_ix'ff(x)dx) dé=<(f,¢).
Questo ci porta a definire, data una u € %' la sua trasformata i € %' tale che
(55) (@, ) = (u,p) Ve
Teorema 19.3. Sia % :.#' — #'. Essa ¢ lineare e continua.

Dimostrazione. Prendiamo u € .#'. Dobbiamo mostrare che il € %' & tale che |{Z, @)| < Cnp(p).
Ma questo & proprio vero per definizione dato che

K@)l = Ku, FYI < Cng(@) < ngen+1(@).

d
Teorema 19.4. Sia
§f:=fe"x'€f(x)dx.
Allora % : ' — &' e un'isometria con
Dimostrazione. Siha
(FFu,p)=(Fu,F )= wF F¢)=un"¢)= 20" (u,¢p)
e di conseguenza
(57) FFu=m"u
e questo conclude. O

Osservazione 19.2. E’ importante osservare che non ha senso dire che esiste & u per u € &' perche,
per definizione, & si applica alle funzioni infinite volte differenziabili e a supporto compatto, ed e
tramite esse che si estende alle distribuzioni temperate.

Esercizio 19.3. Siau=1¢.%'. Dimostriamo che

(58) F0)=2m"s

Dimostriamo il tutto partendo un po da lontano. si sa che
2 |xf? am\7 _k? 2
F (eff T) = (—2) e ¢ epiitin generale F (efalxl ) = (—
€
Adesso, dato
2
Gla)=nze :fc(z)dzz 1

e di conseguenza
zZ !
e6(2) Lo
€
quando € — 0. Adesso abbiamo che
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puntualmente e quindi & maggiorabile dal polinomio p(x) = 1 in ' e quindi
_ 8

F (e B ) —ZF(1)— 2m)"6
20. VENERDI 16.11.2012 - TRASFORMATA DI FOURIER DI DISTRIBUZIONI IN &'

Prima di vedere quale forma assume la trasformata di una distribuzione a supporto compatto
sara necessario introdurre due teoremi: in virtu di essi sara possibile effettuare nella maniera
opportuna operazioni che convolgeranno derivazione, integrazione e prodotti scalari.

Teorema 20.1. Siano u € é"’([RE?) epe <€°°([R,’z x Rz). Allora l'applicazione tale che
y— f(y) = (ux),o,y)

stain <€°°([RZ§) e inoltre

(59) 05 (u(x),0(x,y) = (u(x),05 p(x,y)  Va.

Dimostrazione. Come prima cosa dobbiamo dimostrare la continuita: per farlo & essenziale 'ipote-
si che u € &'. Supposto questo, prendiamo un compatto K che sia intorno del supporto di u. Per
definizione abbiamo che V ¢ € € [R)

(u,p) < C sup Idﬁ @x)].
cK

X
IBl=p
Adesso fissiamo un yp e prendiamo una successione {y;} tale che y; — yo. Si ha che

IF ) = Fo)l = Ku(x),@(x, y)) — (ux), @(x, yo)| = Ku(x), (@(x, 1) — 9 (x, yo)))| <

<C sup af(w(x, ¥j)— (%, ¥0))
Biep

dove (x,y;) € K x U(yo). Adesso si vede che 'ultima quantita con cui abbiamo maggiorato con-
verge a 0 uniformemente e questo implica la continuita di f.

Ma non ¢ finita, bisogna controllare che I'operazione di derivazione passa all’interno del segno di
crochet. Poniamo la sequente quantita:

1
n [f(y+he;) — f(1] —(u(x),0y; (x, y)) := {u(x), ¥ p(x, )
dove abbiamo posto

1
vp(x,y) = u lp(x,y+ he;) —p(x, )] — 3y, p(x,y)

e vogliamo dimostrare che v, — 0. Osserviamo che 0% v, (x, y) — 0 uniformemente per x € K;
quindi esiste 0y, f(x, y) ed & uguale a (u(x),0y, p(x, y)). U

Teorema 20.2. Siano u € é?”(le) epe <€°°([R§ x [Rz).
Sia il plurirettangolo Q = H?:l la;, b;l. Allora
(60) <u(x),fQ<p(x,y)dy> =fQ<u(x),<p(x,y)>dy

e inoltre tale prodotto scalare & in €*°.

Dimostrazione. Per Fubini - Tonelli calcolare I'integrale sul plurirettangolo & come farlo g volte,
una volta per ogni lato. Per questo ci basta dimostrare I’enunciato per g = 1. Poniamo

y
F(y):= <u(x),f @(x, t)dt>
a

e per il teorema precedente si ha che F'(y) = (u(x), ¢(x, y)). Faccianmo un calcolo esplicito.

b b
f F'(y)dy =f (u(x),@(x,y))dy
a a

ma allo stesso tempo, per il teorema fondamentale del calcolo

b b
f F’(y)dy:F(b)—F(u)=>F(b)—F(a)=<u(x),f o(x, t)dt>
a a
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a
<u(x),f @(x, t)dt> =0.
a

E adesso il teorema fulcro di questa sezione.

dove

Teorema 20.3. Siauc&'. Allora

(61) () = <u(x),e"'xf> aeBy Q)

Dimostrazione. Dimostriamo che i € 0);, Chiamiamo v(¢) = (u(x), e~ 1%y che, per il primo teo-
rema che abbiamo dimostrato (sulla derivazione sotto il segno di crochet), & continua in x. Dob-
biamo mostrare che v & una funzione a crescita lenta. Applicando il primo teorma si ha che

0F v(©) = (u(x),0f %) = (u(x), (-ix)%e” ™)
e tramite la seguente stima si mostra la crescita polinomiale.
0% v(®)] < sup |95 (xe )| < c+1¢IP).
xeK
IBl=p

Ora dobbiamo dimostrare che v = #i: fissiamo ¢ € 2 e prendiamo il plurirettangolo Q in modo
che supp ¢ c Q. Si ha che

<v.<p>=fQv(f)w(é)df=fQ<u(x).e""‘f><p(£)df=f<u(x),e"'xf<p(f)>d€=

= <u(x), f e ix tp(f)df> =(u,®)

uguaglianza possibile per il secondo teorema dimostrato. Infine, per definizione, (u, $) = (i1, ) e
questo conclude la dimostrazione. O

Si noti che adesso siamo in grado di calcolare per esempio

(62) | FO© = Gxe ) =1

Esercizio 20.1. Introduciamo la notazione
f (x) = f(=x).
Eseguiamo un calcolo che ci portera a porre una definizione sensata. Sia f una funzione. Allora
(fro= ff(x) p)dx= ff(—x) p)dx= ff(x) p(=x)dx=(f, ).
Quindi anche nel caso in cui si abbia u € 9' possiamo definire
(63) (it ) = (u, ).

Osservazione 20.1. Si osservi che nel caso di funzioni pari allora f = f.
Si noti anche che se u € &' & pari lo e anche la sua trasformata.

fo=fo= f e fx)dx = f e f-xydx = f©)
Proposizione 20.1. Se una funzione f é pari allora lo e anche f .

Dimostrazione. Abbiamo visto che f = f ; si ha inoltre che se una funzione e pari allora f =f.
Allora mettendo insieme le due cose si ha la tesi. O

Sia ora la traslata
TaNHNX):=fx—a).
Abbiamo un’interessante proprieta della trasformata di Fourier: essa trasforma le traslazioni in
oscillazioni come mostra il seguente calcolo.

FlaafH )] = f e I fx—a)ydx = f e el fxydx = el f(6).
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Adesso alcune formule importanti.

F(0%6) = ilelg
(64) F(x%) = i‘“'(2n)"d“6_
F(6a)=F(T40)=e 10

21. MARTEDI 20.11.2012 - SUPPORTO SINGOLARE E FRONTE D’ONDA
Supponiamo di avere una u € 2'(Q) e ci chiediamo, preso un aperto w < Q, se ul € €. Se
w
questo accade, prendiamo tutti gli

{w aperti cQ : u| €<€°°(w)}

e definiamo

wO::Uwi
1

Definizione 21.1 (Supporto singolare). Si definisce il supporto singolare di u come

(65) SS(u) :=Q—wyp.

Dire che x ¢ SS(u) significa che esiste un intorno V(x) tale che¥ @ € 2(V) si ha
pu@l=Cya+iEn™  VNVE

Esempio 21.1. Siano (x, y) € R? ed u tale che

0
(u,p) =f f ¢, y)dx.
—o00 JR

Allora SS(u) = {y = 0}.

Definizione 21.2 (Fronte d’onda). Sia (x, E). Allora esso ¢ W F(u) se esiste un intorno V (x) ed esiste
¢ ¢
P:={£€R”\{0} : ‘———- <4
d €1 &
intorno conico di & tali che¥ ¢ € @(V) eV N 3Cy per cui
pu@l=cylel™  veers
Teorema 21.1. Siam:Q x [R? — Q la proiezione canonica. Allora

(66) SS(u) =nWF(u).

Dimostrazione. Dimostriamo il (=). E’ evidente che se )'c_e: S(u) = Vsi avr_ebbe (x,&) e WF(u).
Adesso dimostriamo il («<). Sia X ¢ tWF(u). Allora V¢&(# 0) si ha che (%,¢) ¢ WF(u). Questo
significa, per definizione, che esiste un intorno Vec QeT i taliche Ve ‘@(Vf) e V N esista una

costante Cy; tale che [pu(é)| < C‘NIEI_N, dove ¢ € VE'
Ma possiamo trovare quindi ¢7,...,¢ y tali da poter avere

R\ {0} = T,
i
Ma ora x ¢ SS(u)? Basta prendere
k
V= ﬂ Ve,
1
e quindi V¥ ¢ € 2(V) come costante prendo

Cy =max{Cp,,...,Cn;}

e questo conclude. O
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Esempio 21.2 (Calcolo del fronte d’onda per la distribuzione funzione caratteristica del semip-
iano x;,;, >0). Sia
1 x>0

0 x,=<0

(X, xn) ={

conx' e R" 1 e x € R. Se prendiamo un punto del tipo (x', xn) con xy, # @ allora esso non appar-
tiene ad SS(x). Questo perché riusciamo comunque a trovare un suo intorno dovey =1 oy =0
identicamente e quindi in quell’intorno y € 63°.

Fissiamo ora il punto (x',0) e la direzione ((., &,). La direzione "cattiva”’ sard quella del semi-
asse delle ordinate ossia per & = 0. Come si dimostra? Supponiamo che &' # 0; allora dobbiamo

dimostrare che (¢',&) # WF (x). Poniamo \::_I =2a > 0 e consideriamo l'intorno conico
z!
r;,:{f L_L a}.
s 11 1€

SeEEFE con|él=1allora|i—&l<a= &' & < «a epoiche

&> 18- 1E =& =2a-1¢ - > a.

Adesso dobbiamo valutare |¢'12N Px&):

112N xE) = f [ e PN (! xp)dx! =

o[ e[, koo

dove l'ultima uguaglianza e dovuta al fatto che
Q(ZNe_ixE - aiN e—ixf'

Quindi possiamo stimare tutto come segue:
€' @ 2@ < fRH AN pldx < Cpll @llgan < nan+ni1(@)

dove Cy e la misura del supporto di .16

Siamo riusciti a stimare questa trasformata. Si osservi, pero, che se avessimo considerato unaltra
direzione ¢ non avremmo potuto scaricare su ¢ la derivata tramite l'integrazione per parti.

Ora per|&'| = a|é| si ha che

&N |px & én)| = 11PN [P )| = nN+n+1(w)

equesto ci dice che la direzione scelta é buona dato che, qualsiasi siala potenzaedié, IEIZN |ﬂ(¢", én) |
e limitata.

Ma se a < 12 Consideriamo (&',&,) € WE(y), con &' # 0. Quindi dobbiamo mostrare che i pun-
ti del tipo (x',0) e (0,¢,) stanno in WF(y). Prendiamo un intorno V di (x',0) e fissiamo una
@x) = w(x’)(po(xn) consuppp c V e @q € <gg°(0, +00). Inoltre richiediamo che fwdx =1le
@o(xn) =1 per|xy| <0y. Passiamo ad eseguire i calcoli:

.. +00 -
EnPRO0,$n) =¢n fR e () y(xdx = fR L vahdy! fo Ene” M g (xn)dan =

[ —
=1

+00 .
= i/(; Oxp (e_lxngn)(l’o(xn)dxn =
+oo .
:i[—fo e~ Xntn ¢6(xndxn—1] = (%)
quindi
1
1Enll@x(0,&n)l =1 < [9(0,¢{n)| = m
n

16 Altrimenti non saremmo riusciti a stimare dato che puo aversi || ¢ || — +oo.
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Questo & vero dato che in (x) ¢ € 65°; adesso si ha

+00

1 ' r
— e Hnsn ! (xy) -1.

1 oo ixpén 1
(%) = —f etnon () (xp)dxp+
¢ndo n

0

=0
Morale della favola:

o 1
EnPROE) =1+ f ¢" dx
n
non decresce come avremmo voluto.

Esempio 21.3. Supponiamo di essere in R? e sia

(u,v) =ff(x)(p(x,0)dx fELR).
I punti problematici saranno del tipo (X,0) con X € supp f.
Esempio 21.4. Siau=24. Allora
§S8(6)=1{0}  WF(6)=1{(0,6), V¢
22. MERCOLEDI 21.11.2012 - CONVOLUZIONE DI DISTRIBUZIONI IN &’ E SUE PROPRIETA

Ricordiamo brevemente cosa avveniva, per le funzioni: il prodotto di convoluzione avveniva,
e acquisiva senso, tra f € L'e ge L' e cosi si aveva

(f*gx) = ff(y)g(x— ydy.

Inoltre I'ulilizzo di un mollificatore
_ X
Xe(x) =€ ”X(;) fngle
consentiva di regolarizzare moltissimo le funzioni ed avere
fe=[fxxe€€™

mentre per quel che riguarda il supporto,

supp(f * g) =supp f +suppg.

Definizione 22.1 (Insieme convolutivo). Siano F,G c R" chiusi. Essi si dicono insiemi convolutivi
seVR>03p(R) tale che

x€eF
yeo :{|x|sp(m
Xty <R lyl < p(R)

Esempio 22.1. Siano degli F; tutti compatti tranne al piit uno, per esempio Fy. Allora gli F; sono
convolutivi perche

|x1+---+xk| <R

lx2l =M

= |x1|sR+(k-1)M:=p

[xpl =M

Esempio 22.2. Diamo un esempio di coppia non convolutiva:
Fr=laj,+00)  Fp=(-00,az].

Osservazione 22.1. Presa una famiglia di insiemi convolutivi F; ... Fy., se si aggiunge G1...Gm
compatti, allora {F;, Gj} sono ancora insiemi convolutivi.

Teorema 22.1. Siaucé&' epe <€5’°. Allora si ha che

(u*@)e€®
(u* @) (x) := (u(y), @(x—y))
0%u* @)= (0% ux @)= (uxd%y)
supp(u * ¢) C supp u +supp ¢

(67)
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Dimostrazione. Applichiamo ora la formula (%%5"5%& da avere
3% (ux ) () =0 (u(y), p(x - ) = (u(y), 05 p(x = y)) = (), (-D'Y 05 p(x - y)) =
=05 u(y), plx—y) = (0% u* ) (x).

Per quanto riguarda i supporti, poniamo Kj = supp ue K> = supp ¢. Supponiamo che x ¢ K} + K.
Si possono avere due casi:

(1) y¢Kjeallorauxg=0;
(2) y€ K3, ma questo significa che x — y ¢ K» e quindi ¢ = 0.

Allora il supporto del prodotto di convoluzione deve stare nella somma dei due supporti. O

Teorema 22.2. Sianouc &' ep,we 652 Allora

D) (u*@)xy=ux(@=*y);
) (ux*@,p)=(u,@*y).

Dimostrazione. Cominciamo con il dimostrare il punto 1). Prendiamo un plurirettangolo Q tale
da contenere il supporto di y. Allora, per un teorema gia visto (sull’'integrazione sotto il segno di
crochet), si ha

<u(y),thp(x—y—Z)w(Z)dZ>=fQ<u(y),<p(x—y—Z)w(Z)>dZ=

=L(u(y),(p(x—y—z»w(zmz:fRn(u*w)(x—Z)u/(Z)dz=
= [(u* @) * yl(x).

Ma allo stesso tempo

<u(y).[Q px—-y- Z)u/(Z)dZ> =u(y), p*y(x—y)) = ux* (@ *y)

e questo dimostra la validita dell’asserto. Pe quanto concerne il secondo, abbiamo
(u*qp,yp)= fw U, p(y-xy(ydy = <u(x),fQ<p(y— x)u/(y)dy> =

= <u(x),fW P(x— y)u/(y)dy> =(u(x), (@ * y)(x)).

Questo conclude la dimostrazione. Si osservi che non & necessario che tutti i supporti siano
compatti, basta che due siano insiemi convolutivi e uno sia chiuso. O

Adesso un teorema di densita molto importante.
Teorema 22.3. Lo spazio ‘6(‘)’0 (Q) édenso inD'(Q) e questo significa che¥ ue 2'(Q) 3 fi€ <€(‘)’° Q)
!
tale chefj z, u ossia¥y ¢ € 2(Q) (fj @) — (U, ).
Dimostrazione. Costruiamoci una f; € 6;°: scegliere una funzione di tipo cut-off ci dara la com-
pattezza del supporto e la convoluzione con il nostro mollificatore ci fara guadagnare la regolarita

necessaria.
Consideriamo una successione di compatti tali che

KicKip
UiKi =Q

e prendiamo y j € 6;°(Q) tale che ¢ ;(x) = 1 su K e suppyj < K, 1. Sia adesso

xs=e’"x(§) fxdx:l XEE,

Siala candidata fj := (yju) x y¢; dove € < d(Kj,[]Kj+1) e £; — 0. Prima di procedere si osservi,
e questa cosa la useremo, che possiamo sempre pensare y una funzione pari e di conseguenza
¥ = x- Quindi

i@ =AW ju) * e, @) =W, @ *Fe;).
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Consideriamo ora ¢ fissata e K compatto tale che supp¢ c K. Di conseguenza supp (¢ * Y e j) cK.
Ora

r*9—09
{6“(7( *p) — 0%
dove la convergenza avviene uniformemente sui compatti. Ma allora (u, y¢ ¥ @) — (u, ) cioe
abbiamo convergenza in 2’ e poiche v j sara identicamente uguale a 1 su compatti sempre pitt
grandi, da un certo indice j in poisiavra ¢ ju — u. O

Teorema 22.4. Il prodotto di convoluzione commuta con la traslazione.

Dimostrazione. Si tratta di un semplice calcolo:
(uxTa@)(0)=(U*xpx-a) =), px—a-y)=F=y+a =
=(uy-a),px—3) = (Tqau*@)(x).
O

Adesso siamo nelle condizioni per di esporre due teoremi utili determinare univocamente un
prodotto di convoluzione.

Teorema 22.5. Sianou€ &' eU: G5° — 65° taliche U = ux . Allora U é continua su ogni
compatto K ossia¥ p3L3q3C talicheV ¢ € ngo(R”) si ha che

sup [0%*Ug(x)| = C sup ‘a/’ (p(x)‘.
xeK xeL
lal=p 1Bl=q
Dimostrazione. Sappiamo che
[0% (u * ) ()] = Ku(y), 0% p(x - y))I.

Sia ora r 'ordine di u e H un compatto che ne contenga il supporto. Notiamo chese xe Ke y € H
allora x — y € L= K- H. Adesso, per |y| < r siha che

sup|0Y 0% p(x—y)| = sup |6ﬁ(p(x)|

|Blsp+r

che & quello che volevamo, dove g =p +7r. ]

Teorema 22.6. Sia U : 2 — 9 tale che:
(1) U elineare;
(2) U econtinua;
3) Ultap)=14U¢).
Allora3lue &' talecheUp=u*@p VpeD.

Dimostrazione. Dimostriamo I'unicital?. Si ha che
U @(0) = (u* ) (0) = (u, p) = (it, p)

ma se, per assurdo, avessimo u # v avremmo che il calcolo qui sopra ci porterebbe a (7, ¢). Poiche
Y ¢ € 9 deve valere (i1, ) = (U, ) allora u = v.

Adesso passiamo all’esistenza: bisogna dimostrare che U ¢(0) = (u, @) ossia che esiste questa
distribuzione e quindi che V ¢ € 9 si abbia che

v, = U @(0)| = C sup |9P p(x)].

xeL

IBl=q
Se dimostriamo questo allora v € una distribuzione con supporto in L e quindi a supporto com-
patto. Sia adesso a € R”. Si ha che

Up(a)=T-qU@)0) = [UFT-ap)0) =(0,T-q@) =V, TaP) =
——
()
=@, ela-y) =0 p)(a).

Osserviamo che abbiamo potuto scrivere (O) perche

(1, T—q@) =V, pla+y)={v(=y),pla-y))={0,p(y—a) =V, TaP).

17strutteremo il fatto che (u * @)(0) = (u), (=) = (u, @) = (u* ).
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In definitiva abbiamo trovato che v = u. O

23. VENERDI 23.11.2012 - PROPRIETA ALGEBRICHE DELLA CONVOLUZIONE E IPOELLITTICITA DI
OPERATORI A COEFFICIENTI COSTANTI

Mostriamo qui un teorema riguardante il prodotto di due convoluzioni, il quale acquisisce
senso sotto determinate ipotesi.

Teorema 23.1. Siano u,ve&'. Allora3!w tale che w = u* v ossiaV ¢ € D

us(Vx@)=wx@=(U*0v)*@

(68)
Supp w C supp u +supp v

Dimostrazione. Siano U,V : 92 — Qtaliche Up=u*@pe Vo =V x¢. Poniamo W =Uo V. Si
ha che, per costruzione, W ¢ invariante per traslazioni. Vogliamo mostrare anche che ¢ lineare e
continua cosi da poter usare l'ultimo teorema della sezione precedente. W & continua perché per
ogni compatto K si ha

sup [0%U(V @) < sup [0P Vol sup 167 px)l.
xeK xely xeLy
lal<p 1Bl=an lyl<qe
Allora, come anticipato, per il teorema della sezione precedente, W : & — &’ ed & una con-
voluzione. Passiamo a vedere che legame c’e tra i supporti. Al momento abbiamo
((u*v),) = (*v) * @)(0) = (u* (v *))(0)

dove, per far si che quello che scriviamo non perda senso, supponiamo 'ultima quantita scritta
non nulla. Di conseguenza 0 € supp(u * (v * ¢)) e ci chiediamo se quest’ultimo sia contenunto in
supp u + supp v +supp @. Si ha che

dxesuppu
Ocsupp(ux (v* @) =>{Iyesuppry =>x+y—-2=0 z=x+y
Jzesuppp

e questo implica che

{zesuppu .
= 0 € supp u +supp v + supp @.

zZEsuppv

O

Proposizione 23.1. Siano u, v, w € 9' ei rispettivi supporti formino una terna convolutiva. Allora
(uxv)*w=ux*v*w).

Teorema 23.2. Siano u,ve&’. Allora

Uuxv="0x*UuU.

Dimostrazione. Vogliamo dimostrare che u * (v * ¢) = v * (u * ¢). Prima di buttarci nei calcoli,
notiamo che, prese ¢, € 6;°, saranno gli unici oggetti su cui dovremo usare la commutativita.
Per definizione abbiamo

ux (V@)= (uU*v)*@

vx(ux@)=(*u)*@

e partendo dalla prima di queste due identita troviamo che
{(u*v),p) = (u+*v*q@=*y)(0) = (associativitd) = (1 * (v * @) * W) = u* P * (v * @) =
=(uxP)x(Wr@)=W*@)x(U*xP)=vxQx(U*xP)=V* (UxP)xp=
=W *P*@=(V*u)*@*y.

Teorema 23.3. Sianouc &' eve?'. Allora

(69) (ux* v,y ={(u, vx* @)
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Dimostrazione. E’ solo questione di calcoli:
(u*v,@) = (U*v=P)0) = (ux*(v=d)0)
(U, Vx @) = (u=*v*P)0) = (U= (v*P))(0).

Esercizio 23.1. Valgono le seguenti uguaglianze¥ ue 9'.

O*xu=u
(70) SqUu=Tqu
0%8)*u=0%u

Dimostriamolo. Prendiamo ¢ € 65°: abbiamo le seguenti uguaglianze, di cui la prima sussiste per
definizione.
Ba*xP)X)=0a),px—Y)=@px—a)=14¢.
Invece adesso prendiamo u€ 9'. Si ha che
Ga* W)= Ea* @)= (U*8a,p) = (U,6a*p) = (u,0-q+p) =
=(U,T-ap) ={Tall, P).
Poi abbiamo che
05 %) = (08, p(x— ) = (-1)!¥(5,0% p(x - y)) =
=(8y,0% p(x—y)) =05 p(x)
ed infine
(0% 8) * u, @) = (% 0% 8, ) = (1, (0% 8) * @) = (1), 0% 6 * @) =

= (=D (w,0% p) = (3% u, ).

Esempio 23.1 (Sulla non commutativita causata dai supporti). Calcoliamoci (1 * §) * H con
suppl =R suppd = {0} supp H = (—o0,0) U (0, +00)

e siosserviche questi supporti sono a due a due convolutivima non lo &la terna nel complesso.
Si ha che
18 «H=1+xH=0
1xG*«H) =1«H =1x6=1

e come si puo vedere non ¢’¢ commutativita.

Esercizio 23.2. SiaT = VP% e ci chiediamo chisia % T. Si ha che xVP;lc € &' esudiesso ha senso
svolgere i calcoli:

1
(xVP—,¢p) =lim xwdx:f px)dx
X eloJ|xjze X R

e di conseguenza xVPJ—IC =1equindi ¥ (xT) = F (1) = 2nd. Si osservi che piit in generale
F(x@)&) =i0: F (@) (&) = 0y T(€) = —2mi6 = T(¢) = —2niH+C

e poiche VP% e dispari si ha che

) C-2mi ¢>0 ) 2,

—2niH+C= = -2n1iH+C=-C=C=— =mi.
C {<0 2

In definitiva si ha

C-2ni ¢>-mi

; T=@H+1)mi.
C E<mi

—2niH+C= {
Esercizio 23.3. Siano

P=Yaqd* p=) auc®.
a a

Supponiamo che u € &' eche Pu=0. Ne consegue che p(&)i1(¢) == 0, ma poiche anche i € €°°,
gli zeri di u formano un insieme magro e quindi u = 0 per q.0. x. Concludiamo che u =0 e l'unica
soluzione se pretendiamo che debba essere a supporto compatto.
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Esercizio 23.4. SupponiamoP =1{¢: P({)=0,E€R"}={0} e
kergru={ue s : Pu=0}.
Chi e u? Vedremo che si tratta del laplaciano il quale ha P = & + f% esupprA = {0}. Si ha che

p&) (&) =0 con p(&) =0 esupp i = {0} ossia la trasformata di u & nulla tranne nell'origine. Da qui
si ricava che

a)= ) cqd%s

lal=sm
Definizione 23.1 (Soluzione fondamentale). Sia
PO = Y aqd*.
lal=sm

E’ detta soluzione fondamentale una E € €°°(R" \ {0}) se P(E) = 6.
Proposizione 23.2. Sia uc @' ([R"). Se Pu= f € €°R") allora anche u € € R").!8

Dimostrazione. Prendiamo al solito una ¢ € 2 tale che ¢ = 1 se | x| < 1 e definiamo ¢ = p(¢ E) - 9.
Ma

p@E)=pPE)+ Y ag Y (.)3%@d* PE
lalsm |Bl=a
B#0
e osserviamo che, per come & costruita, 1 € ¥°°; lo & anche in un intorno dell’ origine dove abbi-
amo ¥(0) = 0. Poiché € anche a supporto compatto se ne deduce che y € 2.
Sia ora u € 2’ tale che Pu € €. Ma

u=6xu=(P@E)-y)*u=P@E) «su—-w+u=@PE)«Pu—y*u—=

— @pEc& = pE+*Puc €™ = uece€>™.
O
24. MARTEDI 27.11.2012 - RELAZIONI TRA CONVOLUZIONE E TRASFORMATA, SPAZI DI SOBOLEV
AD ESPONENTE REALE
Teorema 24.1. Si ha che
(71) Fuxv)=0-0

in due casi ossia se

(1) u ev appartengono, come coppia, ad L x Ll;
(2) oppure appartengono ad &' x &',

Dimostrazione. Partiamo dal primo caso. Si ha che

a=v() =fe"'x'5 U u(y)y(x—y)dy) dé

e osserviamo che .
|u(y) v(x— y)e_”"f‘

n.
A

ffeii(y”)'fu(y)v(z)dydz:feiiy‘ru(y)dyfeiizév(z)dz: i b.

Passiamo a dimostrare il secondo caso. Supponiamo di avere u, v € &'. Sappiamo che questo
implica @(¢), 9(¢) € Gpy. Adesso, guardiamo ¢ come se fosse un parametro e scriviamo (pg(x) =

& sommabile su R%
avere

possiamo applicare Fubini e allo stesso tempo poniamo z = x — y cosi da

¢~ 1*¢; per definizione
U*0(8) = (u* v, (X)) = (u, U+ @g (X)) = ().
Ma
(05 @ (0)Q) = (B(y), 0 (= 1)) = (W), g (x+ ) = (v(y), e TN ) =
= e Xy (y), ey = D(&e .

18pey questo nella condizione di ipoellitticita che abbiamo dato, & equivalente richiedere che Pu =0 e che Pue €.
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Adesso, andando a sostituire, troviamo
()= (ux), 0@ e ) = 0(0) (u), e ™) = () - 1(0).
Adesso, dando un attimo per buono il prossimo lemma, sulla densita di &’ in ./, abbiamo che:
!
presi u € &' e una successione &' 3 v; Zve ', allora F(u+vj) = 4- 0. Ma

{ae@’M

) , =00j—nbes .
l/jEy

E adesso il lemma.
JE— !
Lemma24.1. Sihache&' =" ossiaVue.# Juje &’ talecheu,; Zou

Dimostrazione. Prendiamo una y € 6§° tale che y = 1 se |x| < 1 e consideriamo la successione

yilx) = 1//(37‘) Per come & definita la successione abbiamo che V¢ € & ;¢ Iz ¢ in &.

Questo significa che V p siha np (¢ — j ) — 0. Adesso definiamo u = u(x)y (?J e ci chiediamo
se uj — u. Sihache V¥ ¢ € & vale la seguente maggiorazione:

X X
Kuj—u,@)l = K l—w(;) ,(p>‘ = (per def)) = <u,1—u/(?)(p> <
X
=sCnplo-y 7 @
dove 'ulima quantita abbiamo visto s’annulla per j — +oo. ]

Esercizio 24.1. Siano ¢,y € . Alloragp xy € &.
Come lo dimostriamo? Useremo la trasformata di Fourier. Adesso sappiamo che @ *{ = { = e tale
scrittura ha senso perche ¢,y € LY ; inoltre F ¢ un’isometria di & per cui §,\ € &. Di conseguenza

P VeSS = pryeS

e, ancora per il fatto che la trasformata e un’isometria, abbiamo ¢ *y € .
Osserviamo che - € & perche

np(@w) = sup x% 0P () ()| = sup x*0P ¢) sup |87 vl

lal=p 1Bl=p lyl=p
|Bl=p lal=sp
xeR”

Diamo ora una definizione di spazio di Sobolev generalizzata ossia con esponente s € R.

Definizione 24.1 (Spazio di Sobolev 2). SianoseRedueP'. Alloraue H® se

oA 1 ny.
) ues’ fe L} R™);

@ Q+1E2)2a¢) e L2,

Osservazione 24.1. Se prendiamo s € N e consideriamo E*1(¢) € 12, cio e equivalente ad affer-
mare, per le proprieta della trasformata, che uel? E questo avviene se e solo se 3% u € L?;
quindi questa definizione generalizza il caso in cui 'avevamo precedentemente data per m € N ed
e equivalente nelle richieste per quanto abbiamo appena osservato.

Siricordi sempre che

" !
S/<SI/:HS CHS

72
(72) ue HS = 9%ue gslal,

Teorema 24.2. Gli spazi di Sobolev H S sono spazi di Hilbert dotati del prodotto scalare

(73) (u, V) s = f (1+1E3)2 2 DE)de.
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Dimostrazione. Preliminarmente osserviamo che la funzione integranda nel prodotto scalare ap-
pena introdotto e in v evidente, tra l'altro, che si tratta di un prodotto scalare; non res-
ta altro se non controllare che H® sia completo. In effetti si pud semplicemente considerare
I'applicazione tale che

H — 1?

u o— a+EPzZa
Si tratta di un'isometria suriettivadi H® in L2, ma quest'ultimo & completo e di conseguenza risul-
tera tale anche HS. .
Per essere pili precisi, sia una f; € H? una successione di Cauchy.; allora g = (1 + Iélz)ifj er?

ed e ancora di Cauchy quindi converge. Adesso sia (1 + ¢ Iz)f"; € I2 e moltiplichiamolo per g: il
prodotto sta in .#’; di conseguenza f € .#'. Questo a sua volta implica che

fes' =fems—=f Ly

Adesso un risultato di densita.

Teorema 24.3. Lo spazio ‘tg”(‘)x’ edensoin H™.

Dimostrazione. L'idea & di dimostrare la densita di ¥ in H"; sappiamo gia che 6° & denso in
& eunendo le due cose si dimostrera il teorema.
Consideriamo l'applicazione
¢:H — I?
s, .
u —  (1+EA2aE)
Per come é definita tale applicazione, ne risultano due conseguenze. La prima & che la sua inversa

97 ) =F (v +167) 2

¢ tale che 91 (%) & denso in L2, ma sappiamo che la trasformata di Fourier & per L? un’isometria
e quindi manda spazi densi in spazi densi. Quindi ¢~ (v) € % e questo da la densita di quest’ul-
timo spazio in H™. Questa ¢ la filosofia: dobbiamo dimostrare che 3p 3C tali che V¢ € & si
abbia

l@llgs < Cnplep).
Siha che

loims = |a+ie®ie] , < st;p|(1 +HEP N |a+iet ], =

S@N>n) = Cng(@) s (q>5+2N) < Chipy 1 (@)
Siamo riusciti a dimostrare effettivamente che, presa u € H¥, esiste una costante ¢ > 0 ed esiste
una ¢ € % tali che
||u—<p||Hs <E.
Poiche sappiamo che ‘tg”{)’o =%, possiamo prendere una successione ¢ j€ ‘65”: ora abbiamo che

I o=@ lls =10+ A2 @~ ll 2 < Crplo—g ) — 0.
Infine L
lu-pjll<lu-@l+lep-g;l<e=€°=H"
O

Teorema 24.4. Siase€Reue H™® (dove la u va pensata appartenente al contempo ad &' ). Allora
l'applicazione tale che

L — C

o — (ue
si estende ad un'applicazione lineare e continua su H.
Viceversa per ogni applicazione lineare L continua da HS — C esiste una u € H™* tale che L(v) =
(u,v) Vv e HS.
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Dimostrazione. (=) Sia u € H™S e consideriamo Y € % (@i,). Ma per definizione (&, y) =
(u,1ry; adesso mandiamo ¢ — ¢ € . in modo tale che f = 1 ossia agiamo con I'antitrasformata.
Si ha quindi, a meno di multipli di 27 che

W)= wFF @) =(Fu,Fp=(a0+1ED72,Fp0+1ED)?)

dove il primo termine sta in L? per definizione mentre il secondo & il prodotto di un termine in .%#
per un altro in L2; quindi tale prodotto & in L. Detto questo, I'ultima quantita & minore o uguale
a

Nl g=sllll s
e questo significa che 'applicazione che manda ¢ in (u, @) & continua in . rispetto alla norma
H?. Infine, poiche sappiamo essere . denso in HS allora 'applicazione si estende in modo con-
tinuo a tutto lo spazio HS.
(<) Supponiamo di avere L: H® — C lineare e continua. Adesso V f € L2 definiamo

M(f):=Lw) =L|Z 11 +1ED72 )
con M : L? — C lineare e continua. Si ha ora che

M(f)=Lw) = Clwlgs =Cllfll2

dove l'ultima uguaglianza vale per definizione. Ma M &, per costruzione, un’applicazione lineare
e continua su L2 e questo implica che M € (L%)*. Questo ci consente di scrivere, grazie a Riesz,
M(f) tramite il prodotto di dualita; questo significa che V f € L 3g € L? tale che

M= [ g @
Detto questo, definiamo u in un certo modo che ci servira per esprimere g:
u=FI1+1ERigle H S = 1 +|{A) 2 Fu=ge I

Siamo adesso nelle condizioni per dimostrare che dato L possiamo trovare u € H~ S tale che
(u, ) = L(p) ¥ ¢. Quindi abbiamo

we)=(F[a+1ED2g].0) = 1+1EP)g,0) = (g (1 + D)2 §) =
= [g0a+ieBE p@ds = (a+16)E90) = per det) -
=[F P2+ 182 9@)| = Lig).
Per densita si raggiunge la tesi. (]
25. MERCOLEDI 28.11.2012 - PROPRIETA DI H¥(R") E DI HISOC(Q), RELAZIONI CON €™

Prima di addentrarci nelle questioni afferenti questa sezione, diamo due utili disuguaglianze.

Proposizione 25.1. Valgono le seguenti stime:

A+1EP) =4’ [A+1E-nP) + A +InH)°] s=0

(74) a+1EP =28 [+ a+1E-nA] ser.

Dimostrazione. Dimostriamo la prima delle due. Per farlo utilizzeremo sostanzialmente due fatti
ossia che
(a+b)* =2°@a’+b%)
e che [¢] = |¢ —nl+In|. Mettendole insieme e adattandole aalla quantita che vogliamo maggiorare
troviamo che
L+1EP% < 1420 =0 +In?) <200 +1E=1%) + (1 + 1))
quindi
(1+1E7)° < 252° [ +[E =) + (1 + ™)),

Passiamo alla seconda disuguaglianza. L'obiettivo € dimostrare che

A+1EP A +InP) S <2+ g —nP)s
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e poiche, se scambiamo ¢ con 7, s va in —s ci basta farlo per s > 0. Per 'omogeneita in s, lo faremo
per s =1 e quindi dobbiamo dimostrare che

(1+1E%) =20+ I A +1E =)
Ma noi sappiamo che (1 + |&]2) <1+ 2[|& — 1712 + |/2], quantita che a sua volta & maggiorata da
(A +1E=nP)A+In).
O

Teorema 25.1 (Immersione di Sobolev). Sia u € H' ed s > 4. Allora & continua e infinitesima
ossia

x|—+
ueE®")  ux =20,
Inoltre H® & un'algebra ossia
u,ve H = uve H.
Dimostrazione. Passiamo alla trasformata di Fourier esprimendola come segue.

2@ = [a+1E®2 a@| [a+16%2 ]

con il termine nella prima parentesi quadra che sta in L2 perche u € H* per ipotesi, mentre quello
nell’altra, sta anch’esso in L2 per via della potenza — % 1l prodotto di due funzioni in L2 sta in L,
quindi abbiamo trovato che #(¢) € L. Di conseguenza, la funzione, € un risultato noto (Riemann
- Lebesgue), sta in € (R") e decade all’infinito.

Proviamo adesso la seconda affermazione del teorema, ossia che H' & un’algebra. Prendiamo
u,vell. Sappiamo due cose:

u,veleﬁ(u*v):§u§v
uve HS = nvel!

Prendiamo zv(&) = @(n) ¥(& —n). Si ha che

(1+1E2)3 @) sf(1+|£|2)%|a<m||ﬁ(f—m|dns

< @E5Zp f(1+|£—n|2)%|ﬁ(é—m|m(nndn +
~——

eL? eL!

+4SU[(1+Inlz)%la(é)lllﬁ(s‘—n)ldﬂ}

Ma poiche L2« L1 c 12 = (1 + |¢-|2)§ |70 (&)| € L2 e quindi uv € HS. O
Teorema 25.2. Supponiamo di avere seR, u€ H* e € &. Alloragpu e H®.

Dimostrazione. Se s > g siamo nel caso del teorema precedente. Supponiamo invece s = 0; si ha
che ue H® c I2 e in questo spazio ¢ i = { * iI: sfruttiamo questa uguaglianza.

lpul?, =f(1+Iflz)slﬁlzdf=f(l+|£I2)s(f¢(n)ﬁ(5—n)dn) dc <
< (Hﬁlder perché f pade = f (\/5)(\/512)(16) <

Sf(1+|s‘|2)s(f|¢(n)ldn

<21l ff(1+|n|2)5(1+IE—nlz)sl(i)(n)llﬂ(f—n)lzdfdnS

Ulﬁ(f—n)lzdn)dfs

<Cl¢lp f(l + |n|2)s|¢(n)|dn-f(1 +E-nP)SaE -nPde <
< Cl@lp lul?ys
dove il penultimo integrale ¢ finito perche ¢ € ¥ = @ € .. Quindi abbiamo trovato che

lullgs < Clp)llull gs Vs>0.
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Adesso consideriamo u € H™S. Si ha che

Kou, v)l=Ku, o) < lulg-sll@viigs = C@NIvigslul g-s
e questo conclude la dimotrazione anche nel caso di H™5. O
Osservazione 25.1. Se abbiamo a multiindice tale che |a| = k allora
(75) ue HS = 0%ue HF
inoltre se s > g +k allora non solo 0% ue H"%, ma per il teorema di immersione di Sobolev si ha
(76) %ue¢  H 6k

Questo porta a definire lo spazio

77 H®:= [ H c€¢*®

seR

Osservazione 25.2. C'e una proprieta generale delle distribuzioni di cui siamo gia a conoscenza:
presidei Q' c Q< Q", se ue 2'(Q) allora sara anche in 2'(Q') ossia se si restringe il dominio ove
sono definite, le ditribuzioni rimangono tali. Invece, per quelle a supporto compatto, si pud anche
estendere il loro dominio ossia se u € &'(Q) allorau e &'(Q").

Ed ora...nuovi spazi!

Definizione 25.1 (H;, (). Sia Q < R" un aperto. Una distribuzione u € 2'Q) ein H} () se
VpeD(Q) = pue HR™M.

Osservazione 25.3. Osserviamo che che s > 4 allora H ISOC(Q) c €(Q). Intutitivamente questo
e verificabile prendendo un x € Q e un suo intorno U(x) c Q; si sceglie una ¢ € 2(Q) che valga
identicamente 1 in U(x). Allora ¢ u ristretta a quest’'ultimo e continua.

Adesso sara anche possibile definire

(78) Hpy = () Hpp (Q) = €°(Q).
seR

Questa soprendente uguaglianza tra spazi & dovuta al fatto che se prendiamo una u € €°(QQ) e
una ¢ 2(Q) allora

UuPeP(Q) = upe 'R Vs=ue H;

loc®

Infine bisogna notare che se s > 4 + k allora

k
H}, R") — €*R").

Definizione 25.2. Dato m € N, si definiscono i seguenti spazi:

H™Q):={ue?>Q):0%ue [*>(Q),|al < m}

(79 H™P(Q):={uelP(Q):0%ueLlP(Q),lal < p}

Esercizio 25.1. Siaue &'® := {ue &',0rd u < k}. Vogliamo dimostrare che
1) = (u(x), e” ") e 6.
Abbiamo la seguente stima:

Kut),e ) <C Y suplo%e | < ca+1Ek) = ca+ e

lal<kxeK
ma osserviamo che
A+ AT @ = C+(EH)TF
solo se2(s+ k) < —n ossia per s < —(% + k). Di conseguenza risulta &'® < HS e ritroviamo

g,: U é"’(k) [ U Hs.
keN seR



68 MATTEO DUNEZ

26. VENERDI 30.11.2012 - OPERATORI ELLITTICI E EQUAZIONE DI LAPLACE GENERALIZZATA

Proveremo a trovare una soluzione in R” per I'equazione
n
(80) Y oy (@ijox|u-du=f
Ji=1
e le condizioni in cui lavoreremo sono le seguenti:
(1) Asimmetrica ossia a;; = aj;;
(2) aij€ L°;
(3) Asoddisfila condizione di ellitticita ossia
Y a;jéiEj = ClE* YEeR™
ij

19

Osservazione 26.1. Si osservi come il fatto di avere a; j € L*° condizioni il fatto che, come vedremo
in seguito, non potremo portare dentro i dy;, cosa che avremmo potuto fare in presenza di maggiore
regolarita.

Lemma 26.1. Sia in H! il prodotto scalare

(81) (u, V)5 = Z[ a;jOx; udy; vdx+/lf uvdx.
.. Rn [er
L]

Allora
(w, V) = (U, V) .

Dimostrazione. Siha

dx=

llull? :Zf(a,-juxiu_xj+/llu|2)dx2 (coercivitd) = Cf
i,j

2 2
Yl 1™+ Alul
i

=min{A, C}| u“iﬂ
ma si ha anche

(1) < Af(IDuIZ + Aul®)dx.

Si osservi che abbiamo usato il fatto che 'ipotesi di ellitticita implica la coercivita. O
11
Teorema 26.1. SiaA>0. AlloraV f € H~ ! 3w e H soluzione di %Oj

Dimostrazione. Consideriamo f fissata e prendiamo I’applicazione tale che
H' 50— (f,0) -1 .

Ma osserviamo che H! & uno spazio di Hilbert dotato del prodotto scalare (,) « e quindi, per Riesz,
esiste un w € H' tale3 che (f, Vg1 =(w)«Vve H!. Questo significa che per ogni ¢ € @ si
ha

@ g1, m =f(Za,-j(pxiw_xj) dx+/1f(p wdx = <—Zaxi(uij6xj w)+/1w,(p> =
ij ij
=(Aw - Aw, ) =(f, )

ma a questo punto sfruttiamo il fatto che 2 = H! e concludiamo che Aw—Aw = f. O

Osservazione 26.2. Supponiamo di avere Au—Au= f con f € H%. Cosa possiamo dire di u?
Applichiamo la trasformata di Fourier cosi da avere
1

21EPa-Aa=f = a@) = Mlazf(f) e
Di conseguenza
el?
S+ 2 S . a
A+ F 1a@©) = i:?@ (A+1E21f Ol = ue H*.
L
€ fe o)

19Ricordiamo che A\EI2 > Z,-_j “ijfi?j-
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Torniamo, a livello formale, ai polinomi caratteristici associati agli operatori differenziali. Sia

1
PD)= Y aqD® D,q:;@xi

lalsm
e vediamo cosa accade quando applichiamo la trasformata di Fourier:
PID) = +i6(0) = (0

quindi ricordando che i polinomi caratteristici erano i p(&) =Y. aq % si ha

PO = 3 aaD7u(d) = ¥ aad “(6) = pO2(9).
Tutto questo ci sara utile, insieme alla prossima definizione, per dimostrare alcuni risultati riguardan-
ti gli operatori ellittici.
Definizione 26.1. Un operatore P (D) si dice ellittico se la sua parte principale Py, e tale che

(82) Pp@= Y agf*#0 VEeR"\{0}

lal=m
Si osservi che dalla precedente definizione segue che

|Pm(§)l = ClgI™ C=|I€I|Ii_ri|Pm(<f)|>0

Teorema 26.2. Siano P un operatore ellittico e u € 2'[R"™). Se p(u) € € allora u€ €.

Dimostrazione. Sia y € 2(R") tale che

¥ =1 KI<R
{7( )= I&I=2R
e definiamo
1;(’?)’5) e1® 6™,
Ma I'oggetto appena definito stain &' e quindi 3E €.’ : E(¢) = I;é(f ). Di conseguenza

pOEE) =1-x(@) = P(D)E=6-w(x)
con w(x) € &. Fermiamo ora un attimo la dimostrazione. O
Definizione 26.2. Sia P(D). Allora la E tale che P(D)E = § — w é detta parametrice.

Proposizione 26.1. La parametrice E & in €°° (R" \ {0}).

Dimostrazione. Mostreremo che V k € N3k € N tale che |a| = h e x*E € €*([®R") ossia che E &
regolare e si mantiene tale anche se noltiplicata per un polinomio di grado arbitrario.
Applicando la trasformata di Fourier troviamo cio che dovremo valutare ossia

F(DPx¥E)(©) = ePla-DMEE)).

Ora osserviamo che
1__X(€)Sc|g|—m I€] = 2R
p©)

e quindji, fuori dalla palla,

e
p@©) |~ jgem g mtl p&) | jgmrh

Adesso si ha

1-x(©)
p()

Ma I'ultima quantita scritta sta in L! per m + h — k > n; quindi la sua trasformata stara anch’essa

in L! e questo significa che la funzione & in €kvke questo conclude. O

o
~jgpmal e pmlal-lpl

1EP(1 - D% E| = ‘fﬁ - D%

Adesso torniamo alla dimostrazione del teorema.
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Dimostrazione. Prendiamo una ¢ tale che ¢ =1in |x| < 1echesiagpe 2.
Siha
PD)@E) =gP(D)E)+ Y. P pd" E=ps-pow+y
B#0

dovey € <€6’°(R”) sta ad indicare la sommatoria. Osserviamo che 9 6—¢pw =6—¢pw conpw € 6;°.
A questo punto usiamo il fatto che la delta di Dirac & elemento neutro rispetto al prodotto di
convoluzione e questo ci permette di scrivere

u=u*6=u*PD)(@E)+(ux*@w)—(u*xy)
N—————
pw*@E

e questo ci permette ti notare che tutti i termini a destra sono in ¢°°, anche con p(u) che & in €*°
per ipotesi; di conseguenza convoluto con ¢ E che sta in <€5’° siarrivaa u € €. O

Passiamo ora ad un esercizio significativo.

Esercizio 26.1. Avviamo questo esercizio con una definizione. Sia T € 2'(R). Si dice che T é a-
omogenea se

(83) (TA%p(Ax) =(T,) V¢, VA>0.
Vogliamo ora dimostrare che
T a — omogenea < xT' = (a—1)T.

omog_a . N . . N . .
Partiamo dalla mgper dimostrare la necessita delle ipotesi. Essa é equivalente a dire che

0= %(T,]L“ @(Ax) =(T, ar® 1 PAx) +A%x @' (Ax)) =0
ma se e vera per ogni A, possiamo scegliere A = 1 e di conseguenza avere
0=(T,apx)+x¢'(x)=(aT-(xT),@)=(aT-T-xT,¢) Vo =
= ((a-1)T-xT',¢)=0.

Esercizio 26.2. Dimostriamo ora che se T é a-omogenea allora é di ordine finito.
Sia ¢ € <€(‘)’°(—R.R). Sapendo che (T, )| = Cllg |l e insieme al fatto che T e per ipotesi a-

omogenea,si ha che (ra(ZD]=clo(Z)],.

(tof3))= (e o(3)) = oo,

Questo ci porta alla prossima maggiorazione:

(0 (5))] < mg 19 lge = Crl@ g

e di conseguenza

KT, p(x) <

27. MARTEDI 4.12.2012 - OPERATORE TRACCIA PER FUNZIONI IN H® SU UN IPERPIANO
Vogliamo definire la traccia per funzioni in H*. Sia R" =R’ I xRy,. Se @ € €[R™) allora &
possibile definire
Yo(x') =x',0)
cioe ¢ ristretta all'iperpiano x;. Questo ci consentira di trovare una soluzione al cosidetto Prob-

lema di Dirichlet. Osserviamo che se ¢ € L allora 'iperpiano {x, = 0} avrebbe misura nulla e
non avrebbe pilt senso definire y.

Teorema 27.1. Sia s > % Allora Uapplicazione y : & (R") — #(R"™1) si estende in modo unico
ad un'applicazione continua

1
Y H' R" — H 2R
ed inoltrey é suriettiva ossia

Yo' e HS2 Ipe H :yp=¢.
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Dimostrazione. Vogliamo mostrare che esiste una costante C tale che
ol -3 — Clle | s )

e lo faremo sfruttando la trasformata di Fourier fatta sulle prime n — 1 variabili.?® Da qui in poi,
inoltre, scriveremo ¢ (x) = ¢(x’, x;,) € L (R"). Siha

@x) = QU(JC’,Xn) = (Zﬂ)_nfRfRn_l ei(x,é,*—x”{")(’?}(f’,fn)d(f’dfn
e quindi

Yo =ei,0)= 2" fR fR . X P En)de déy =

_ e[ 1
= [ [ o Emden | de
Adesso, applicando la trasformata di Fourier parziale si ha
- —n— ive [ L[
Y(P(f,)=gn71(‘l’)(f,y0)=9n71{(2ﬁ') " 1fe““" Ef‘ﬂ(f,yfn)dfn df’}=

=5 [0 emacan
A questo punto scriviamo
T9EN = %f@(ﬁ’,fn)[lﬂﬂzﬁ[n €212 dép.
Per Cauchy - Schwartz troviamo
IFpE” < ﬁf@({)2[1+|5|2]sd5n'f(l+|§|2)_sd5ni
siha

f(1+|£|2>‘3d5n =f(1+|5’|2+|5n|2)‘3d5n =f(a+ 2y Sdt = a‘Sf(1+ )5 Vadt =
—

1
—aS*3 f(1+ ) Sdt= (s> 5) =Cy < +00

Abbiamo scoperto che

(84) f A+ 1E2)Sdén = Cs (1 + ')+

— Cs [, st
tra_2| (85) |Y<,0(E')I25ﬁf(p(cf)z[lﬂflzlsdf-[(1+|€’|2) i

Questo ci porta a trovare che

1 Cs [,
A +1E12)S 21 7pE)P < ﬁftﬂ(f)z(lﬂflz)sdfn =
1 Cs [.
— [asi®brperas = 25 [ pPa+iahds—
—ype H 2@
e in ultima analisi

el 1 = Y ol .
H ™2 (R*-1) 27

1
Adesso passiamo alla suriettivita dell’operatore traccia: presa v(x') € H~2 (R"~1) cerchiamo una
u e H*([R") tale che yu = v o equivalentemente

1
o€ = 5 [ 4’ enden
Supponiamo che sia della forma
1+1EHN o)

(86) 0@ = K
(1+1E2)N*2

20g; tenga a mente che - = @)~ "F
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dove N e K li sceglieremo successivamente. Partendo dal fatto che u deve essere in H®, si ha
s A+ 2N 0>
1+ |§|2)2N+1

- K2 f 14122V p('y? [ f A +1e2)5 2NV ag,, | dg' =

= [P ae?ds = &2 [+ i) dc =

= (integrabile ses—2N-1< —%) =
= K2 [+ 1PN 0@ [Conr -1 +1615 2N 14 g <
=K2C2N71+sf(1+|£’|2)5‘% D2 d¢' < +oo
e quindi v € H2 ®"~1). Adesso
yu=v < &) =yu" = %f’fl(f’yfﬂ)d'sn
dove l'ultima quantita scritta vale

K 1+ 112\N £/ K a1
o Mdénz—(1+|£’|2)Nﬁ(é’)f(1+|5|2) N=3dé, =
27 (1+|€|2)N+§ 27
Cy.1
_K 2\N 5 212 2 -N+i-1 _ L N+3 0
= -+ TN Cp 1 A +IETH) 272 = K——=0¢)

Scegliendo K = CZ” - sihala tesi. O

N+1

28. MERCOLEDI 5.12.2012 - TEOREMA DI CONDIZIONE SUFFICIENTE DI IPOELLITTICITA

Richiamiamo ancora una volta alcune notazioni. Avremo rispettivamente I'operatore differen-
ziale
1
P(D)=PD:= ), agD® D:=-0y; aq€C
lal=m i

e il polinomio caratteristico ad esso associato

p&):= Z agé”

lalsm

inoltre sussite, per mezzo della trasformata di Fourier la seguente relazione:

PD)W)(&) =Y agf*a() = pO .
a

Infine ricordiamo che
a! _
pP =P p&r="Y aq cap

lal=m (a_ﬁ)!
Bl=a

Eadesso il teorema.
Teorema 28.1. Supponiamo esistano i, R, C positivi e tali che V ¢ in || > R si abbia
®7) PP @Ia+1EDE < Clp@).
Allora Yo aperto, presa u € ?' (w) tale che P(u) € €° = ue € (w).
Prima di passare alla dimostrazione, vediamo alcuni esempi.

Esempio 28.1. Sia P ellittico ossia tale che pm (&) # 0V ¢ # 0. Questo significa che |pm(&)| =
C|é|™ V |é| = R. Risulta evidente che

1pP @) < clemt

e quindi, in questo caso, basta scegliere 1 = 1.
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Esempio 28.2. Consideriamo l'operatore del calore ossia l'operatore
(88) P=0;-0%=iD;—(iDy)?=iD; + D>
e per questo operatore si ha

p(1,8) =it +E
Adesso le quantita di nostro interesse saranno

Ip(T, &) =\/12+& = 7|+ &

pP =26 B=(1,0
pB =i p=0,1)
pP =2 p=(2,0

e quindi risulta che la direzione peggiroe da stimare é quella in cui p(ﬁ) =¢: scegliendo p = % siha
€11 +E% + 12T = C(tl +E2),
Esempio 28.3. Considieriamo l'operatore di D’Alembert
P=0%—Ay.
Il polinomio caratteristico ad esso associato risulta essere p(&) = 1% —|&|? e di conseguenza abbiamo
20+t + 1522 < C® - 1)
che & falsa perche su delle direzioni si puo avere T2 — |£|% = 0.

Adesso possiamo occuparci della dimostrazione del teorema.

Dimostrazione. Siano ve 2’ e @€ 2. Siha

1
PD)(pv)=pPD)W)+ Y ED%;}(@(DU) =

B#0
IBl=m
1 al _
=pPD)W)+ Y —DF(p) a DY B =
PrON B E X
B=a
a!
= I Y a-p
@P(D)(v) + %0 T
B=a
lalsm

Adesso vogliamo dimostrare chde presa u € 2’ con P(u) € Hlsoc(w) (seR) alloraue Hlsoc(w).

Sia w’ tale che ' c w e lo scegliamo come termine di una catena di contenimenti
w’ =Wp CCWN-_] CC - CCTwWy =Ww.

Fatto questo, fissiamo ¢; € P (w;) in modo che ¢; = 1 su wj,;. In paerticolare partiremo da
¢o=1suw;.Ora

poucs R") = pyueH'

ma di quanti w avremo bisogno? Ossia di quale sara I’V minimo? Dovra essere tale che ¢ — (m —
1)+ (N-1Dpu<sfinoad arrivarea t— (m—1)+ Ny = s.
Questo ci servira a dimostrare che

PP(D)(pyw e H=" DR gxo.

Dato che p(ﬁ) ¢ al piti un polinomio di grado m — 1 potremo sfruttare, nella prossima maggio-
razione, il fatto che

(89) PP ©1=ca+iR .
Siha
f (1+1¢12)"=D| PP D(gg w)(6) 2 dE = f L +1E2) DB () 2 1goa®) 2dé <

<ipP@ra+ie?-mb<c.
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A questo punto abbiamo

1 6 p
PD(py 9o u) = ¢y PD(pgu) + Y Fi2 WP Do
p#0 P

|Bl=m

dove Dﬁ(tpl)PﬁD((pO u) e Hi=(m=Dgep_ (m—-1) < s. Ma facciamo attenzione al fatto che poiche
supp ¢ < supp ¢ allora
1 PD(pou) = ¢y PD(u)

con PD(u) € H} . Quindi abbiamo trovato che PD(¢; u) € Hi-(m=1),

Adesso sia 8 # 0 e dimostriamo che PﬁD((pl u) € H=Um=D+1 Questo si verifica perche
f(1+|£|2)“(m‘”+“|PWu)(s)|2dé=fW(1+|5|2)“(m‘”+“|p‘ﬁ’(é)|2|<ﬁi7t(é)|2dfs
< (IPP @1 = clp@Ia+ D 7F ) <
sfw(l+|£|2)t“m‘“|p(€)|2|m(a|2d5

ma questa € proprio la norma dello spazio nel quale ci trovavamo per ipotesi ossia lo spazio
Hi-(m=1)
Adesso, pit1 in generale vogliamo dimostrare che

() PD(p;ju)€ Hi-m=1+(-Dp,

@ VB#0PPDp;uye HIZMD*K,

Cominciamo dal primo punto: procederemo per induzione, supponiamo che la cosa sia vera peer
Jj e dimostriamola per j+1. Si ha

LY p
PD(@j w) =@ PD)@;u)+ Z ED (@1 )PP(D)@;u)
p#o "

e osserviamo che i1 PD)pju) e HS perche pjuc Hfoc e, € &' e di conseguenza il loro

prodotto & in H. Sul pezzo restante sfruttiamo I'ipotesi induttiva cosi da arrivare al fatto che
PD(g ., w)e HZM DTk,

Pssando al secondo punto, bisogna vedere che, per 8 # 0, si ha Pﬁ((pj+1 u) e Hi=(m=D+({+Du,

[ty DG wPde <

< [y =D P @ i <
< f A+ 1E3) M DYIPD(p 1y w©PdE < IPD @y Ul po-omeny+ju

Cosa ci di cono questi calcoli? Che forall #0se t—(m—1)+ Nu = s allora PﬁD((pN u) € HS.

Adesso, se si sceglie f = m si arriva ad una costante C e Cgp € H*. Considerando il fatto che

PD(u) € € siarriva ad avere u€ HS Vs. O
29. MARTEDI 11.12.2012 - TRACCIA PER FUNZIONI H! E DISUGUAGLIANZA DI POINCARE

Prima di procedere con il prossimo importante risultato, ricordiamo che posto
Hy(Q):= {ue H Q) : g =0}
00
si ha che <€6’° e denso in H& (Q) o, per essere pill precisi, H& (Q) e la chiusura di %”000 nella norma
H.

Teorema 29.1 (Disuguaglianza di Poincare). Sia u € H& (Q) con Q limitato (contenuto in una
striscia | x| < R). Allora

(90) ”u”LZ(Q) = C||DL£||L2(Q).
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Dimostrazione. Partiamo da %”5’0 per poi estendere quello che troveremo ad H& (Q) per densita.
Sia ¢ € 6° e la scriviamo come

Xn
(', xn) = f 0x, p(x', dt.
-R
Adesso si ha
R R
|<p(x’,xn)|zs(c-S)s(le-dt) (leaxn‘P(x/,xn)lzdt)

ed integrando su tutto Q ritroviamo

R R
ff I(p(x',xn)lzdx < 2Rf dx/f dxp (f [0x, (p(x/,xn)lzdt) =
Q R -R -R

sz |<p(x)|2dxs4R2ff Iaxn(p(x)lzdxs4R2ff |D(p|2dx
Q Q Q

Adesso ritroniamo a trattare la traccia delle funzioni: avevamo visto che se s > % & possibile

O

1
definire la traccia e in particolare 'operatore y : HS(R") — H*~2 (R""1). Qui vedremo che presa

1
una u € H'(Q) ha senso definire du € H2 (3Q).
Introduciamo alcune nozioni preliminiari. Supponiamo di avere Q limitato e consideriamo lo
spazio H 1 (Q). Definiamo a livello formale I'energia come

n
(91) B(u,v)=)_ | Dy,uDyvdx
i=1/Q
n
92) Ew =Bwu) =Y | |Dyuldx
i=1/Q

Qui abbiamo una cosa molto particolare: v/ E(u) non & una norma su Hl (Q) ma su H& (Q) le cose
cambiano.

Teorema 29.2. Sia Hé (Q) con Q limitato. Su tale spazio B(u, v) e un prodotto scalare; inoltre
e con tale norma H& (Q) e uno spazio di Hilbert.

Dimostrazione. Siha

2 _ 2 2 _ 2 . N
”u”H(}(Q) = ||u||L2(Q) + ||Du||L2(Q) = ||u||L2(Q) + E(u) < (Poincare) <
<(1+2R*E(u).
Risulta ovvio che E(u) < || uIIH&(Q). U

Lemma29.1. Siauec H! (Q). Allora esiste @i € H& (Q) tale che
B(u,v)=B(@,v) YveH) Q.

Dimostrazione. Sia L(v) = B(u, v); vogliamo valutarlo V v € Hé (Q). L e lineare ma & anche con-
tinuo dato che

1 1
L) < (f |Dxu|2dx)2 U IDxulzdx)z = VEWVE®).
Q Q
Ma questo mostra che esiste un ii € Hé (Q) tale che L(v) =B(@i,v) Vv e H& Q). O

Finalmente un risultato sulle equazioni alle derivate parziali. Il prossimo & un teorema di
esistenza e unicita per 'equazione di Laplace con condizioni di Dirichlet.

Teorema 29.3. Siage H% 09Q). Allora3'ue H (Q) tale che
Y]
Au=0 Q
u=g 0Q’
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(2) u minimizza l'energia ossia E(u) < E(v) VY v tali che v| =g
o0

1
Dimostrazione. Cominciamo dal primo punto. Sappiamo che y: H 1 (Q) — H2(0Q) ed e suriet-

tiva e di conseguenza esiste una u; tale che u1| = g. Preil lemma di cui sopra, consideriamo iy
00

e definiamo u = u; — #;. Anche u ristretta alla frontiera di Q assumera valore g dato che i) € H&

e quindi L"tll =0. Adesso si ha
00

B(uy,v) = B(#y,v) VUEH(!)(Q) = B(u,v)=B(u1 —t1,v)=0Vv=
n
=ui=i = VY96 QBu,g)=0 < Y | DiuD;pdx=

i=01

n n
Y (Dju,D;py=—Y (D¥u,p)=0
i=1 i=1

e questo significache —Au=0V ¢.

Ma u & unica? Supponiamo per assurdo che esistano u’ e u” soluzioni dell’equazione di Laplace;
esse hanno la stessa traccia e posto U = u’ — 1’ essa avra traccia nulla ed inoltre

AU=AU-AU"=0=0=(AU,p)=- i(DiUvDi(W =
i=1
=-BUVo=U=0=u'=u"

Passiamo ora al secondo punto. Prendiamo w € H' (Q) tale che wLm = g. Allora, con u soluzione
del problema, siha (w—u) € H& (Q); ma w = (w— u) + u e sfruttiamo questa scrittura come segue.
E(w)=Bw,w)=B(w—-uw)+u,(w—u)+u) =
=Bu,u)+B(w—-u,w—u)+2B(w—u,u)

>0

con I'ultimo termine nullo perche u € soluzione del problema per ipotesi. Infine abbiamo trovato
che

E(w)=E(uw)+E(w-u)>E(u).
O

Lutilizzo dell’energia di consente di definire in maniera alternativa gli spazi H~". Si ricordi
che ue H™(Q), con Q limitato, se data u € 2’ (Q) allora

Ku,p)<Cllollagm  Vpe2(Q).

Possiamo sfruttare 'equivalenza dell’energia con la norma di H& per definire in un modo alter-
nativo il suo duale.

Definizione 29.1. Sia f € H~1(Q) con Q limitato (quindi f € H(}). Lo spazio H™1(Q)  definito
come

(94) H‘I(Q)::{fe@(sz):|<f,<p>|sc\/ﬁp)\1<pe@}.

Osservazione 29.1. Si noti che f € L2(Q) allora f € H™1(Q). Questo si ha perche
(.1 = [ S odx=1f11 012 = (Poincard) < 112V E.

Osservazione 29.2. Si ha anche che se f € L?(Q) allora anche d x f€H ~1. Siha

KO0; o) =1, 0x; )l < I fll 21D @l 2 = 1 fll 2 V E(@).
Questa piccola parentesi ci servira nel prossimo teorema.
Teorema 29.4. Si ha che

95) VieH 'Q3ue H Q) =Au=-f
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Dimostrazione. Si consideri’applicazione tale che
6 — R
o — (fio

che ¢ lineare e continua su H(} rispetto alla norma |l¢ |l = \/E(¢). Sappiamo che 6;° = H(} e
quindi I'applicazione & estendibile ad una L(u) lineare e continua su H}; quindi esiste una u €
HS (Q) tale che L(v) =B(u,v) Vve H& e questo significa che V ¢ € 2 si ha

n
Lip)=Bu,p) =Y fQDx,- uDy; ¢ = —(Au, )
i=1
e quindi deduciamo che f = -Au. O
Corollario 8. Sia f € H1(Q). Allora f € I2(Q).

Dimostrazione. Per il teorema precedente data f troviamo u € H& tale che Au = —f ma allora
n 5 n
== ZDxiu:_Zaxi(axi u)
i=1 i=1

quindi f & somma di derivate di una funzione in L2 e di conseguenza anch’essa & in L2. O

Corollario 9. SihacheVfe H1(Q)eVge H% (09Q) A'u tale che

Au=f

(96) -
“oa =8

Dimostrazione. Basta prendere u; e up tali che una soddisfi I'equazione di Poisson con dati al
bordo nulli, mentre I'altra soddisfi il problema di Dirichlet per '’equazione di Laplace ossia

Auy=f Aus =0
u =0 u =g
50 2|30
e la soluzione sara la loro sovrapposizione cioe u = uj + up. O

30. MERCOLEDI 12.12.2012 - TRASFORMATA DI FOURIER PARZIALE, PROBLEMA DI CAUCHY PER
L’EQUAZIONE DELLE ONDE E PER EQUAZIONI IPERBOLICHE

Introduciamo ora uno strumento di non difficile comprensione: la trasformata di Fourier.
Supponiamo di essere in R”*! =R, xR”. Siha che se p € Z[R") = V 1 ¢(t,-) € L[R™). Quindi
possiamo ancora definire una %' : #(R"*1) — #(R"*1) e quindi definire una

P(1,6) =f<p(t,x)e"'x5dx

ossia effettuare la trasformata solo su una variabile. Osserviamo che, anche in questo caso, se
ue S (R allora &' u = ii e (i1, ) = (u, ). Diamo qualche esempio.

Esempio 30.1. Valgono le seguenti identita.
F'0% u) =19 F' ()
F'0%w =07 w
7' w =i oY 7' (w)
F'(t*u) = tF 7' w)

[Rn+1 .

Esempio 30.2. Supponiamo di esserein ; com'e fatta ' (5)? Basta ricordare che per definizione

siha
(5.(P>=(5.(Z)>=(t=<f=0)=ftp(0,x)dx.
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Adesso consideriamo il problema di Cauchy per I'equazione delle onde con dominio in R":
@2 -Mu=0
97 u(0, x) = up(x)
07 u(0,x) = up (x)
Utilizziamo latrasformata di Fourier parziale, fatta rispetto alle variabili spaziali cosi da avere
V' H1EPY=0
v(t,8) = (F x(£,0)(§) = { v(0,8) = 1 (S)
V0,9 =)
Si osservi che abbiamo potuto usare la trasformata di Fourier, seppur parziale, per il fatto che il
dominio & per ipotesi tutto R”; questo non sarebbe stato pitt possibile se avessimo avuto un Q

limitato qualsiasi. A questo punto la soluzione del problema di Cauchy associato a quello iniziale
sara

v(t,6) = a(&) cos(1¢]1) + v(§) sin(I€]1)
e imponendo che siano soddisfatte le condizioni iniziali si trova
a@)=1ao()  151b(S) =11(8)
e quindi
i1 ()
]

Osserviamo che, se 1 € H', per ogni tempo ¢ fissato u(z,-) € H (R™); inoltre se guardiamo

U (1,&) = =&l (&) sin(€] ) + D (&) cos(I€] 1)

v(t,8) = fip(S) cos(|¢| 1) +

sin(|¢]1).

ci accorgiamo che u; € 12,
Se proviamo a considerare ’equazione del calore

@;—=ANu=0
u(0, x) = up(x)

(98)

calcoli analoghi ci portano al sistema
v +1EPv=0
{ v(0,¢) = 0p(S)
che ha come soluzione
(99) v(1,8) = e ¥t ag @),

Di conseguenza u(t, x) € NgH® Vs e quindi per ¢ > 0 si ha u € €.

31. APPENDICE A: TOPOLOGIE

Qui di seguito diamo una breve carrellata di topologie nelle quali ci siamo imbattuti, specifi-
cando anche il senso della notazione utilizzata.

« Topologia forte
E indotta dalla norma presente sullo spazio X, un sistema fondamentale di intorni & da-
to dalle palle aperte centrate in zero e di raggio intero. Questa topologia ¢ T2, essendo
definita d(x,y) = |lx — yll distanza su X. Convergenza significa convergenza in norma,
ovvero x, — x se || x, — x|l — 0.

« Topologia debole, o (X, X*)
E la topologia identificata dal sistema fondamentale di intorni
U(xg,F1,...,Fn,e) ={x€ X | |F;(x) — F;(x0)| < &}

dove Fy,..., F, sono un numero finito di funzionali lineari e continui su X, ciog F; € X*.
Questa topologia & T2, infatti Vx1, xp 3F € X* | F(x1) # F(x2), edunque U(x1, F,£1), U(x2, F, £2)
sono due intorni che separano i punti x1, xp. Costruiamo Fedep,er. Siaz=x;—x2,

definiamo M = {Ax | A € K} lo spazio generatoda z, e Az L Allzll. F elineare e limitata da
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M in K e dunque, per il Teorema di Hahn-Banach, ammette estensione F lineare e con-
tinua da X in K. Inoltre || F|| = | F|| = A. Chiamo & = F(x;) — F(x2) e definisco 7,2 = §/2.

o Sulla notazione

Abbiamo indicato la topologia debole con il simbolo o (X, X*). Questanotazione, o (V, W),
indica la topologia sullo spazio V indotta dalla scelta di un sistema fondamentale di in-
torni, dipendenti da elementi dello spazio W. Formalmente o (V, W) ¢ la topologia meno
fine fra quelle per cui esiste un isomorfismo tra (V,a(V,W))* e W. Si pud costruire in
questo modo: data una forma bilineare <-,- > (nel caso della topologia debole, x € X, F €
X*,< x,F >= F(x)) definiamo Yw € W la seminorma p,(v) = | < v, w > |; la topologia
indotta da {py}yey, cioeé del sistema fondamentale di intorni U(vg, wy,..., wn,€) ={v e
VIVi=1,...,npy, (vg—v) <&}, & equivalente a quella cercata.

. X,X*,X**
Indichiamo con x gli elementi di X, F le funzioni lineari e limitate da X in K, cioé F €
£ (X,K) = X*; F & detto funzionale. Indichiamo con A gli elementi di £(X*,K) = X**.
Indichiamo poi con {Ax}yex © X** quei particolari elementi del biduale che agiscono
come segue: Ax(F) = F(x). Per non generare confusione si preferisce scrivere x** al
posto di Ay. Vista la scrittura precedente € naturale considerare la funzione J che iden-

tifica X » x — x**eX**. Osserviamo che [|x**| = |[F(x)| < | Flllxll, e grazie al Teore-
ma di Hahn-Banach, esiste un funzionale F con |F| = 1 e F(x) = | x||; risulta quindi
lx**| = llx|l. Dalla proprieta ||v — w|| = 0 < v = w delle norme, otteniamo l'iniettivita

di J. In generale J non & surgettivo. Nel caso lo fosse, cioé se ogni elemento del biduale
e rappresentato da x** per un certo x € X, definiamo X spazio riflessivo. Dall’algebra
lineare sappiamo che ogni spazio finito-dimensionale e riflessivo.

Osserviamo che su tutti questi spazi normati € definita la usuale topologia delle palle
aperte. Per non confonderla con le topologie deboli, viene detta “topologia forte”.

« Topologia debole sul duale, o (X*, X**)
Tutti i ragionamenti svolti per la topologia debole si applicano a questo caso, scriviamo
solo il sistema fondamentale di intorni:

U(Fy,A1,...,An,e) ={Fe X" |Vi=1,...,n|A;(Fy) — A;(F)| <&}

 Topologia *-debole, o (X*, X)
Questa € una nuova topologia sul duale, meno fine della precedente, definita grazie all’e-
sistenza di J. Infatti gli intorni si scrivono come

U(Fo, Axyy - A, €) = {F € X* | Vi =1,...,n|Ayx, (Fp) - Ay, (F)| < €}

={FeX*|Vi=1,.,nlx*(F) - x*(F)| <e}.
Da notare la poca differenza grafica, ma la grande differenza concettuale. La topologia
*-debole & T2, per dimostrarlo non € necessario I'utilizzo di un teorema molto potente,
come Hahn-Banach (che per essere dimostrato richiede il Lemma di Zorn, equivalente
all’Assioma della Scelta) ma la “semplice” definizione di funzione: due funzioni sono
uguali se coincidono su tutti i punti.

« Topologia *-debole sul biduale, o (X**, X™*)
Come prima scriviamo il sistema fondamentale di intorni:
U(Ao,F1,.... Fny€) = IA€ X [Vi=1,..,n|AF*) - Ao(F} ™) < e}.

Con la definizione di questa topologia abbiamo tutti gli strumenti per comprendere !'e-
nunciato del Teorema di Banach-Alaoglu-Bourbaki.

32. APPENDICE B: INCLUSIONI TRA SPAZI

Nel seguente schema, k indica un intero = 0 e s un numero reale = k. Tutti gli spazi sono
costruiti su R”. Una freccia o/ — 98 significa che lo spazio < & contenuto nello spazio 2 e l'in-
clusione & continua. Naturalmente, composizione di due frecce € ancora una freccia, e non viene
rappresentata per non appesantire il grafico.
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La regolarita decresce leggendo dall’alto verso il basso, e la “piccolezza all’infinito” decresce
leggendo da sinistra a destra. Una rappresentazione pil precisa avrebbe .# spostato leggermente
a sinistra, e %' spostato leggermente a destra.

Inoltre L%C c L%OC c L}OC sulla verticale sulla destra, mentre non c’¢ nessuna inclusione tra
L' 12 eL™.

Infine, I'inclusione (1) si ha per s > k + n/2, mentre la (2) si ha per s > n/2. FIN
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